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1 Introduction

La combinatoire des mots remonte historiquement au début du siecle avec les
travaux d’A. Thue (1906). Pour plus de références, voir le cours [2]. Ses do-
maines d’application couvrent, par exemple, la bioinformatique ou le traitement
du langage naturel, comme décrit dans 1’ouvrage I’ouvrage [7]. La combinatoire
des mots entretient des liens étroits avec la géométrie discrete, les mathématiques
discretes, 1’algebre, la théorie des nombres, la dynamique symbolique, les groupes
libres, comme ilustré dans [8]. Nous allons considérer comme objets dans ce cours
les substitutions, les suites automatiques, les suites sturmiennes et leurs liens avec
la géométrie discrete, le théoreme de Fine et Wilf, la dynamique symbolique.

2 Un peu de vocabulaire

Soit A un ensemble fini appelé alphabet. Un mot est une chaine finie d’éléments
de A. Le mot vide est noté . L’ensemble des mots est noté A*; onac € A*.

Définition 1 (Concaténation). La concaténation de deux mots V' = vy ---v, et
W =w; - wsestlemot,noté VIV, égal avy - - vwy - - - ws.

Cette opération est associative et admet pour élément neutre le mot vide €.

Définition 2 (Monoide). L’ensemble des mots finis .A* muni de la concaténation
est le monoide libre engendré par A.

Définition 3 (Mots infinis). On consideére des mots infinis unilatéraux (encore
appelés suites ) u = (up)nen € AN, et des des mots infinis bilatéraux (encore
appelés suites biinfinies) u = (Up)nez € AL - u_p- - u_q - Ul * * - Up.

Définition 4 (Facteur). Soit © un mot fini ou infini. Le mot V' = v; - - - v, est un
facteur de u s’il existe n tel que

Up = V1, Un4r—1 = Up.

On dit alors que V' apparait a I’indice n. Le mot u,, - - - u,, 4,1 est appelé occur-
rence de V.

Le mot V' est un préfixe de u s’il existe un mot s tel que u = V's.

Le mot V' est un suffixe de u s’il existe un mot p tel que u = pV'.

L’image miroir du mot v = vy - - - v, est le mot, noté V', égal a v, - - - vy.

Un palindrome est un mot égal a son image miroir.
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Notation 1. On note |IV| la longueur du mot W : si W = w; - - - wy, alors |W| =
s. On note |IW|, le nombre d’occurrences de la lettre a dans WW.

Définition 5 (Langage). Soit u un mot fini ou infini. Le langage £(u) de u est
égal a I’ensemble des facteurs de u. On note £, (u) I’ensemble des facteurs de
longueur n de u.

Définition 6 (Systeme dynamique discret). Un systeme dynamique discret est
défini par la donnée d’un ensemble X sur lequel agit une application 7’; on le note
(X, T). Lorbite O(x) du point x € X est définie par O(z) = {T"z, n € N}.

En général, on suppose X compact et 7' continue surjective.

Example 1. e Rotation Soit o € R. Soit X = R/Z et R,: R/Z — R/Z,
T x+a.

e Machine de Turing On considere une machine de Turing sur un alphabet X
d’ensemble d’états internes (). L’état de la machine a I’instant ¢ correspond
a la donnée du contenu du ruban (qui appartient 2 XV), de la position de la
téte de lecture et de 1’état interne de la machine (qui appartient a (), ce qui
se code par un élément de I’espace X = X X Z x ). On considere alors
une transformation de 7' de X dans X, qui décrit I’évolutionde tat + 1 de
la machine.

e Triangle de Pascal modulo 2 On considere sur I’ensemble des suites
{0, 1}% I’application

T: (up)nez — (Vn)nez, avec v, = U, + u,_1, Vn.

3 Autour du théoreme de Fine et Wilf

Pour plus de détails sur les résultats de ce paragraphe, voir [3] et [5].

3.1 Enoncé et preuve

Définition 7. Soit W = w; ---w, € A*. Un entier naturel k est une période de
Wisik>1letw; =w;ppourl <i<n-—k.

Théoreme 1 (Fine et Wilf). Si un mot W a deux périodes p et q, et si |W| >
p+q—pged(p,q), alors pged(p, q) est aussi une période de .
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Preuve 11 suffit de démontrer le théoreme pour d = pged(p, ¢) = 1. En effet, on
prend une lettre sur d. On a alors d mots de longueur p/d + ¢q/d — 1 constants,
d’ou la d-périodicité.

Il suffit aussi de montrer le résultat pour une longueur égale a p + ¢ — 1.

On suppose donc |W| = p + q — 1, avec pged(p, q) = 1.

On considere I’application p de {0,1,--- ,p + ¢ — 1} dans lui-méme définie
sur [0,q — 1] par p(x) = x + petsur [¢,p + g — 1], par p(x) =z — q.

e L’application p est en fait une permutation (bijectionde {0,1,--- ,p+q¢—1}
dans lui-méme). En effet, la surjectivité provient de p({0,1,--- ,¢ —1}) =

{p,---,p+a-1tetp({g, -+ ,p+q—1})={0,--- ,p— 1}. On déduit
la bijectivité de 1’égalité des cardinaux des ensembles.

e Montrons que I’orbite de 0, c’est-a-dire {p*(0), k € N}, décrit les p + ¢
points de {0,1,--- ,p + ¢ — 1}. Soiti € N* tel que p'(0) = 0. Alors il
existe a,b € N avec i = a + b tel que ap — bg = 0. Comme p et ¢ sont
premiers entre eux, on en déduit que i > p + ¢. On en déduit que p'(z) = x
pour ¢ € N* implique 7 > p + ¢, et que

{p(p), 0<i<p+q-—2}={1,---,p+q—1}.

On en déduit le théoréme.
]

Exercice 1. Montrer que si deux mots U et V satisfont UV = VU, alors il existe
un mot Weti,j € Ntels que U = W', V = W7. Donner une preuve par
récurrence sur max(|U|, |V]), et une preuve basée sur le théoréme de Fine et Wilf.

Example 2. On considere p = 4etg = 7. Onap+ g — pged(p,q) = 10. Un

mot de longueur p + ¢ — 1 = 10 qui admet p et ¢ comme période est constant.

On le voit en considérant I’orbite de 4 sous I’action des opérations +4 et —7 dans

{1,---,10} : les 10 premiers termes de I’orbite décrivent I’ensemble {1, - - - , 10}.
Notons que le mot de longueur 9 = p + g — 2

001000100

a pour périodes 4 et 7.



3.2 Mot de Christoffel

Nous allons associer a 1’application p définie dans la preuve précédente un mot
fini en codant I’orbite de 0. Il s’agit d’'une démarche classique en systemes dy-
namiques discrets, a savoir, coder les orbites des points par rapport a une partition
finie, ce qui donne des mots infinis. Nous y reviendrons lors de 1’étude des mots
sturmiens.

Définition 8 (Mot de Christoffel). Soient p et ¢ deux entiers naturels premiers
entre eux et soitn = p + q.

On se donne I’alphabet ordonné {z < y}. Le mot de Christoffel W de pente :
sur cet alphabet est défini par W = w; - - - w,,, avec

r si (i—1Dpe{0,1,...,¢q—1} modn
y si i—1)pefqgq+1,....,n—1} modn
pour:=1,...,n.

Notation 2. La notation £ mod n désigne le reste dans la division euclidienne de
k par n.

Remarque 1. e Ona
(t—1)pef0,1,...,q—1} modn iff ip modn > (i—1)p modn

iff ipe {p,1,...,p+q—1}

e Soit W le mot de Christoffel sur 1’alphabet {x < y} de pente L. Ona
(Wl = qet[W], =p.

e Le terme pente vient de I’interprétation géométrique des mots de Christoffel
que nous ferons plus tard, en lien avec I’étude des mots sturmiens.

On considere le graphe orienté suivant :
e Sommets: {1,2,--- ,p+q—1}.

e On aune fleche de ¢ — j si¢ + p = 7 mod n étiquetée x, sii < j, et y, si
1> 7.

Ce graphe est appelé graphe de Cayley du mot de Christoffel V.



Figure 1
Le mot de Christoffel w = zxyxxyrxyry
de pente %, sur I'alphabet {z < y}, p=4, ¢ =7, n=11

Définition 9 (Mot de Christoffel propre). Un mot de Christoffel est dit propre s’il
n’est pas réduit a une lettre.

Théoreme 2. Soient p et q deux entiers naturels premiers entre eux, et soit n =
p + q. Soient p* et ¢* dans {0,1,--- ,p+ q — 1} définis par pp* = 1 mod n et
qq* = 1 mod n.

Soit W = wy - - - wy le mot de Christoffel de pente £ sur I’alphabet {z,y}.
Soit U le mot défini par U = ws - - - w,_1. Le mot U a pour périodes p* et q*.

Preuve Notons que p* et ¢* existent, car p et ¢ étant premiers entre eux, on a p
premier avec n = p + ¢, et de méme ¢ premier avec n = p + ¢. De plus, 1’égalité
p+q = nimplique (n —p*)qg = (n —p*)(n —p) = 1 mod n, et donc que (n — p*)
est congru a I’inverse de ¢ modulo n. Comme n — p* € {0,1,...,n — 1},ona
¢ = n — p*. On en déduit donc n = p* + ¢*.

I suffit de montrer que U a pour période p*. En effet, soit W' le mot de
Christoffel de pente g sur I"alphabet {x < y}, et soit U’ le mot obtenu en privant
W' de ses premiere et derniere lettres. On obtient U’ en échangeant x et y dans U
et en prenant son image miroir. En effet, le graphe de Cayley de 11/’ est obtenu en
inversant 1’orientation et en échangeant x and y dans le graphe de Cayley de W.

OnaU = wy---w,_;. Il est suffisant de montrer que pour 7, j in {2,...,n —
1}etj =i+ p*, onaw, =2 < w,; = x. Notons que puisque pp* = 1 mod n, on
ajp=ip+1modnet(j—1)p=(i—1)p+1modn.

e Supposons que x; = x. On a alors ip mod n > (i — 1)p mod n. On ne
peut avoir ip mod n = n — 1, sinon ¢ = ¢* (puisque pg* = —1 mod n) et
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on aurait alors j = 7 4+ p* = p* + ¢* = n, ce qui est exclus. Par conséquent,
(ip mod n)+ 1= (ip+1) mod n. De méme, (i —1)p mod n # n —1,
sinon ¢ — 1 = ¢* impliquerait j = ¢ +p* = n+ 1, ce qui est aussi exclus. On
a donc encore ((i —1)p mod n)+1=((i—1)p+1) mod n. Finalement,
jp mod n = (ip mod n)+1> ((i—1)p mod n)+1 = (j—1)p mod n,
etdonc z; = .

e Inversement, supposons que z; = z. Alors, jp mod n > (j—1)p mod n.
Puisque j et j — 1 ne sont pas égaux an,ona jp mod net(j—1)p mod n
non nuls. Par conséquent, (jp mod n)—1 = (jp—1) mod net((j—1)p
mod n) —1=((j —1)p—1) mod n. On en déduit que ip mod n = (jp
modn)—1> ((j—1)p mod n)—1= (i —1)p mod n, et donc x; = z.

Notons que I’on a montré au cours de la preuve la propriété suivante : soit I/
le mot de Christoffel de pente £ sur ’alphabet {z < y}, W’ le mot de Christoffel
de pente I sur I’alphabet {z < y}. On obtient W’ a partir de W en échangeant z
et y dans I/ puis en prenant son image miroir.

Théoreme 3. Soit W un mot de Christoffel propre sur I’ alphabet {x < y}. On a
alors W = xUvy, ou U est un palindrome.

Preuve Onaw; =xcar0 € {0,1,--- ,¢g—1}etw, =ycar(n—1)p=—p=
gmodnetq e {q,---,n— 1}

Montrons que U est un palindrome sur le graphe de Cayley de I¥. On con-
sidere I’application définie sur le graphe qui envoit le sommet O sur lui-méme, et
k—mn—ksike{l,...,n— 1}, et qui renverse I’orientation des fleches. Cette
application laisse le graphe invariant sauf les étiquettes des deux fleches qui font
intervenir le sommet 0. En effet, si 7,7 # 0eti = j, alors 7 < j, eton a
n —1i +— n — j, et de méme pour 1’étiquette 7. ]

3.3 Mot central

Définition 10 (Mot central). Un mot est W est dit mot central si et seulement s’il
admet deux périodes p et ¢ avec pged(p,q) = let |W|=p+q— 2.

Remarque 2. Soit W mot de Christoffel de pente 2 sur I'alphabet {z < y}. Soit
U tel que W = zUy (voir le théoreme 2). Le mot U est un mot central de périodes

p*etqr.



Théoreme 4. Un mot central est défini sur un alphabet a au plus deux lettres.
Soient p, q deux entiers naturels premiers entre eux. On suppose p > 2 et q > 2.
1l existe exactement deux mots centraux ayant pour périodes p et q. Ces deux mots
se correspondent a échange des lettres pres.

Preuve

On considere le graphe de Cayley du mot de Christoffel de pente § sur I’alphabet
{z < y}. On supprime le sommet n—1 = p+¢g—1. On a deux classes de sommets
dans le graphe en scindant 1’orbite de 0 sous 1’action de p en deux

O—=k—=--—=p+tqg—1—---=1-=0,

a savoir les antécédents de 0 et les images de 0. Il suffit d’écrire un a pour toutes
les lettres du premier groupe, et un b pour les autres : on obtient un mot de
longueur p + ¢ — 2 qui est a la fois p et g-périodique mais sans étre constant.
Réciproquement, tout mot de longueur p 4+ ¢ — 2 de périodes p et ¢ est obtenu
de cette fagon au choix des lettres pres. ]

On en déduit que :

Théoreme 5. Un mot U € {x < y}* est central si et seulement si le mot xUy ou
le mot xUy est un mot de Christoffel propre sur I’alphabet {x < y}, ou U est le
mot obtenu en échangeant les lettres x et y.

Exercice 2. Montrer qu’un mot W € {0, 1}* est central si et seulement si

W €0*U1*U (PN PIOP)

ol P est ’ensemble des mots palindromes sur {0, 1}.

On peut aussi en donner la preuve suivante par récurrence (voir [6] pour plus
de détails). Soit W un mot central. Supposons que I contient au moins deux
lettres. Soient p, g, avec 2 < p < ¢ deux périodes de W avec pged(p,q) = 1. On
alW|l=p+q—2.

Comme W a pour période p, alors il existe X de longueur ¢ — 2 tel que X est
préfixe et suffixe de /. De méme, il existe Y de longueur p — 2 tel que Y est
préfixe et suffixe de V. Il existe donc deux mots U et V tels que |U| = |V| = 2
et

W=YUX =XVY.

Montrons que I’on ne peut avoir p = ¢ — 1. Sinon, alors il existe deux lettres
a et b telles que X = Ya = bY. Ceci implique que a = b et que W est puisance
d’une méme lettre, ce que nous avons exclu.

Montrons par récurrence sur || que
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e XY, W sont des palindromes,

e [/ contient deux lettres différentes, disons O et 1,
e V/ contient éalement 0 et 1,

o W e{0,1}"

Sip = 2, alors Y est le mot vide. On a donc UX = XV et ¢ impair. Donc il
existe deux lettres a # b telles que U = ab, V = ba, X = (ab)"a, W = (ab)""a.
L’hypothese de récurrence est satisfaite. Nous supposons donc p < ¢ — 2. Ona
donc YU préfixe de X. Soit Z tel que YU Z = X. Alors

X=YUZ=2ZVY.
On en déduit que X a deux périodes p = |YU| et ¢ — p = |UZ|. Comme
gcd(p,q—p) = 1, et | X| =q—2 = k+(q—p) — 2, on peut appliquer I’hypothése

de récurrence a X : on obtient alors X, Y, Z palindromes, U = ab avec a # b, et

U = V. On en déduit que W est central et que ¥ ne contient que les lettres a et
b. |

Example 3. On considére la suite de mots (F,,) définie sur {0, 1}* par

FO = 0, F1 = 01, Fn+1 = FnFn—la n Z 1.

Pour tout n, |F),| et |F,,;+1| sont premiers entre eux. Pour n > 2, soit G, le
préfixe de F,, de longueur |F),| — 2.

G5 = 01001010010 = F3F30 = F, 010.
On montre que pour tout n > 4,
Gny1=F2 G, s

(On montre par récurrence que F,,G, 11 = F,11Gp.)
On a pour n > 5, F,,, préfixe de F? (car F,, ., = F,F,,_ et F,,_; préfixe de
F,), et G, préfixe de F> | (car Gy = F2 |G, 5 et G,,_, préfixe de F,, ;).
Le mot G, 1 est un préfixe commun a 2 et F3_, de longueur | F}, |+| F, 1| —2.
Ce mot a pour périodes | F},| et | F;,_1|. Il n’est pas constant.



3.4 Mot de Christoffel dual

Définition 11. Soient p et ¢ deux entiers naturels premiers entre eux, et soit n =
p + g. Soient p* et ¢* dans {0,1,--- ,p 4+ ¢ — 1} définis par pp* = 1 mod n et
qq* = 1 mod n.

Le mot de Christoffel dual du mot de Christoffel sur ’alphabet {z, y} de pente
p/q est défini comme le mot de Christoffel sur I’alphabet {x, y} de pente p*/q*.

Remarque 3. On a vu que n = p* + ¢* dans la preuve du Théoreme 2.
Example 4. Prenons p =4, ¢ = 7;onap* = 3, ¢* = 8.

0— 3 56 oY a1t a7 L0 Y 0 T s X g Y 40

Figure 2
Le mot de Christoffel dual de pente % sur I’alphabet {z < y}, p* =3, ¢* =8, n=11

D’apres la preuve du théoréme 4, le dual d’un mot de Christoffel se lit également
sur le graphe de Cayley de ce mot de Christoffel. Par exemple, prenons le graphe
de la Figure 2, et enlevons les sommets 0 et n—1 = 10, les fleches et I’ orientation.
On obtient le graphe de la Figure 3.

3 6 9 1 -+ 7 2 5 8

Figure 3
Egalité des positions dans un mot de longueur 9 de périodes 3 et 8

Ce graphe exprime ’égalité des lettres selon leurs positions dans un mot de
longueur 9 de périodes 3 et 8. Le mot central du mot de Christoffel dual de la
Figure 2 est zyzxyxxyx (les x sont en positions 3,6,9, 1,4, 7 et les y en positions
2,5, 8). On retrouve le mot de Christoffel xxyxxyxrxyxry de la Figure 1.

4 Systemes dynamiques symboliques

Soit A un ensemble fini appelé alphabet. On peut faire agir sur I’ensemble des
suites unidirectionnelles A" ou bidirectionnelles A% 1’application de décalage
T qui a la suite (u,), associe la suite (u,1),. Travaillons par exemple avec
AN, Munissons A" du produit des topologies discrétes. Cet ensemble est alors
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compact. Cette topologie est équivalente a la topologie définie par la métrique
suivante : si z,y € AY

d(z,y) = (1 +inf{k >0, 2, # y}) "

Deux suites sont donc d’autant plus proches que leurs premiers termes coincident
longtemps. Le cylindre [w], ol w = w; ... w, appartient a A", est ’ensemble des
suites de la forme

[’LU] = {I’ € AN7 Tog = W1, T1 = W2,y...,Tp—-1 :wn}_

Les cylindres sont des ensembles ouverts et fermés; ils engendrent la topologie.
En effet, si le cylindre [WW] est non vide et si z en est un point, [I¥] s’identifie a
la fois a la boule ouverte {y, d(x,y) < 27"} et a la boule fermée {y, d(x,y) <
27"~11, L’ensemble AN est complet car compact et métrique.

Soit u € AY. La suite u engendre alors le systéme dynamique symbolique

(O(u),T), ot O(u) est I’'adhérence de 1’orbite O(u) = {T"(u), n > 0}, sous
I’action du décalage T, de la suite u dans AY. L’ensemble O(u) est a son tour,
compact, métrique et complet; il est T-invariant: T(O(u)) C O(u). En d’autres

termes, 1" agit sur O(u).

Définition 12 (Systeme dynamique symbolique). On appelle systeme dynamique
symboligue 1’action du décalage sur un fermé invariant de A".

Le décalage 7" est une application uniformément continue, surjective, bijective
sur A%, mais pas forcément injective sur AN,

Si T est une application continue agissant sur le compact X, alors le systeme
(X, T) est appelé systeme dynamique topologique.

De nombreuses propriétés combinatoires de la suite u se traduisent en termes
dynamiques.

Définition 13 (Récurrence). Soit v un mot infini. Le mot u est récurrent si chaque
facteur apparait infiniment souvent.

Il est équivalent de dire que chaque préfixe apparait au moins deux fois.
Example 5. Le mot u; € {a,b, ¢} défini par
cababababa....
n’est pas récurrent, alors que le mot u, € {a, b} défini par

ababababa....
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I'est. Le mot us € {a, b} défini par
abaabbaaabbbbaaaabbbb....

n’est pas récurrent.

Exercice 3. Montrer que le mot constant aaaaa - - - appartient a O(us3).
Construire a partir du mot u3 un mot récurrent.

Exercice 4 (Mot de Chacon). On considere le mot de Chacon défini comme le
mot sur {0, 1} qui commence par la suite (B, )nen € {0, 1}* de mots suivante :

By=0,VvneN, B,;1 = B,B,1B,.
Montrer que le mot de Chacon est récurrent.

Example 6 (Mot de Champernowne). On considére le mot infini sur {0, 1} obtenu
en concaténant les représentations binaires des entiers naturels.

1101100101110111...

Définition 14 (Uniforme récurrence). Soit u un mot infini. Le mot u est uni-
formément récurrent si chaque facteur apparait infiniment souvent et les lacunes
entre deux occurrences consécutives de chaque facteur sont bornées.

Proposition 1. Soit w un mot infini. Le mot u est uniformément récurrent si et
seulement si pour tout n, il existe N tel que tout facteur de longueur N contient
tous les facteurs de longueur n de la suite u.

Définition 15 (Périodicité). Un mot infini u est périodique s’il existe T' > 0 tel
que Vn € N, u,, = u,,r. La période de u est définie comme min{7" > 0, Vn €

N, u, = upyr}
Exercice 5. 1. Montrer que
O(u) = {z € AY, L(x) C L(u)},
ou L(x) est I’ensemble des facteurs de la suite .

2. Montrer que u est récurrente si et seulement s’il existe une suite strictement
croissante (ny) telle que

w= lim T™u.
k——+oo

En déduire que u est récurrente si et seulement si 7" est surjective sur O(u).
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5 Substitutions

Définition 16 (Substitution). On appelle substitution ou morphisme un endomor-
phisme non effagant pour la concaténation du monoide libre 4*, formé des mots
finis sur A.

Example 7 (Substitution de Fibonacci). Un exemple classique est donné par la
substitution définie sur {a, b}* par o(a) = ab, o(b) = a.

On peut étendre naturellement la définition d’une substitution a 1’ensemble
des suites AN,

Définition 17 (Point fixe). Soit o une substitution. Un point fixe de o est un mot
infini u tel que o(u) = u. Un point périodique de o est un mot infini u tel qu’il
existe k € N tel que 0% (u) = u.

Proposition 2. Soit o une substitution telle qu’il existe une lettre a telle que o(a)
commence par a et|o(a)| > 2. Alors, la suite de mots a, o (a),c*(a),--- ,0™(a),- -
converge vers un mot infini que I’on note 0> (a). Ce mot est un point fixe de o.

Preuve Soit W tel que 0(a) = aW. Onac’*(a) = aWo(W)o?(W)---a? (W),
pour j > 0. Le mot ¢7(a) est donc un préfixe non trivial de de 0/*!(a), ce qui
donne la convergence. ]

Example 8. Le mot de Fibonacci est le point fixe commencant par a de la substi-
tution de Fibonacci définie sur {a, b}* par a — ab, b +— a:

abaababaabaababaababaabaababaabaababaababaabaababaababaaba. ..

Le mot de Thue-Morse sequence est le point fixe commencant par a de la
substitution de Thue-Morse définie sur {a, b}* par a — abet b — ba :

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaabab...

De nombreuses propriétés des suites substitutives sont décrites par leur ma-
trice d’incidence :

Définition 18 (Matrice d’incidence). On associe a la substitution o définie sur
I’alphabet A la matrice M = [m; ;](; j)c4> dont le terme général m, ; compte le
nombre d’occurrences de la lettre j dans o (3).
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Example 9. La matrice d’incidence de la substitution de Fibonacci est 1 0

Celle de la substitution de Thue-Morse est { 1 i } .

Définition 19 (Matrice primitive). Une matrice carrée dont les entrées sont supérieures
ou égales a 0 est dite primitive s’il existe une puissance de cette matrice dont toutes
les entrées sont strictement positives.

Définition 20 (Substitution primitive). Une substitution est dite primitive si la
matrice associée 1’est.

En d’autres termes, il existe un itéré de la substitution tel que I’image de toute
lettre contient toutes les lettres de I’alphabet.

Example 10. La substitution de Fibonacci est primitive.

Définition 21 (Systeme dynamique substitutif). Un systéme dynamique substitutif
est un systeme dynamique engendré par un mot infini « point fixe d’une substitu-
tion o primitive (c’est-a-dire tel que o(u) = u).

Exercice 6. Une matrice carrée M dont les entrées sont supérieures ou égales a
est dite irréductible si pour tout (i, j), il existe une puissance k& € N telle que le
coefficient d’indice (4, j) de M* soit strictement positif.

Donner un exemple de matrice irréductible et non primitive.

Exercice 7. Montrer que si o est une susbtitution primitive alors il existe un mot
infini u et un entier & tel que o*(u) = w.

Théoreme 6. Soit o une substitution primitive. Alors tout point fixe de o est
uniformément récurrent.

Preuve Soit v = o(u) un point fixe de 0. Ce point fixe est obtenu comme

lim,, o 0" (up). Il existe k tel que toute lettre b de A apparaisse dans o (a). Donc

a apparait a lacunes bornées dans u, de méme que tout facteur de u. ]
Exercice 8 (Triangle de Pascal). On considere la substitution bidimensionnelle

0 0 11

o: 0 0 0° 1~ 10

Montrer que 0>°(1) est le triangle de Pascal réduit modulo 2.
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6 Fonction de Complexité

6.1 Définition

La fonction de complexité est un outil tres utile a 1I’étude des mots infinis et des
systemes dynamiques symboliques.

Définition 22 (Fonction de complexité). Soit u = (u,), un mot infini a valeurs
dans I’alphabet fini .A. On appelle fonction de complexité de u, et 1’on note p, la
fonction (définie sur les entiers) qui compte le nombre de facteurs de u de longueur
donnée :

p(n) = Card{w; w est facteur de u et |w| = n}.

Il est facile de voir que la fonction de complexité est croissante et que pour
tout entier n, ona 1 < p(n) < d", ou d est le cardinal de 1’alphabet.

Cette fonction peut étre considérée comme une mesure de la prédictibilité du
mot infini. La différence premiere de la fonction de complexité p(n + 1) — p(n)
compte le nombre d’extensions possibles dans la suite des facteurs de longueur n.
Notons que la différence premiere de la fonction de complexité p(n + 1) — p(n)
est une version discrete de la dérivée : il s’agit d’un taux d’accroissement.

Définition 23 (Prolongements). Soit v un mot infini. On appelle prolongement a
droite (respectivement prolongement a gauche) d’un facteur W une lettre x telle
que Wz (respectivement 1/) est un facteur de .

Un prolongement est aussi appelé extension.

Notation 3. On note W le nombre de prolongements a droite du mot .

Théoreme 7. Soit u un mot infini. On a alors

p(n+1) Z W,

WeLn(u

et
pn+1)—pn)= S (W -1,
WeLn(u)

Nous verrons au paragraphe 6.2 que la notion de facteur spécial est un outil
efficace pour déterminer la différence premiere de la fonction de complexité. En
effet, dans le cas d’une complexité basse, le nombre de facteurs spéciaux est en
général relativement aisé a déterminer.

Soit u un mot infini a valeurs dans I’alphabet .A. Soit W le nombre d’extensions
a droite.

15



Définition 24 (Facteur spécial a gauche). Un facteur est dit facteur spécial a droite
(respectivement facteur spécial a gauche) s’il admet plus d’une extension a droite
(respectivement a gauche).

La fonction de complexité permet de caractériser les mots infinis périodiques.
On a en effet le résultat classique suivant

Théoreme 8 (Coven-Hedlund). Soit u un mot infini. Le mot u est ultimement
périodique si et seulement si [’une des conditions suivantes équivalentes est vérifiée :

1. In, p(n) <n
2. 3C, Vn p(n) < C.

Preuve Supposons qu’il existe n tel que p(n) < n. On suppose que le mot u n’est
pas constant. On a alors p(1) > 2. 1l existe donc k tel que p(k + 1) = p(k). Pour
chaque mot W de longueur £ qui apparait dans w, il existe au moins un facteur
de la forme Wa, ot a € A. Comme p(k + 1) = p(k), il n’existe qu’un seul tel
mot. Donc st w; + - Ujpp—1 = uj- Uy = W, alors ;1 = u;yp. Comme
I’ensemble £ (u) des facteurs de u de longueur £ est fini, il existe j > i tel que
Ui Ui k—1 = Uj -+ Ujpk—1, €L dONC Uy = Ujyp, pour tout p € N, et le mot est
ultimement périodique. [

La fonction de complexité permet d’exprimer simplement 1’entropie topo-
logique du systeme (O(u),T).

Définition 25 (Entropie topologique). L’entropie topologique h(u) d’un mot in-
fini u, ou plus généralement du systéme dynamique symbolique associé (O(u),T)

est définie comme :

h(u) = lim 10&1(29(”))’

n—-+4o0o n

ou d est le cardinal de I’alphabet sur lequel le mot est défini.

Cette limite existe du fait de la sous-additivité de la fonction n — log,(p(n)) :

vm, n, logy(pu(n +m)) <logy(pu(m)) +logy(pu(n)).

Les mots infinis d’entropie topologique nulle sont dits déterministes. Les mots
que nous étudierons dans ce cours sont déterministes. Nous considérons princi-
palement deux familles de mots infinis : les mots engendrés par substitution et les
mots sturmiens.

L’étude de la complexité conduit en particulier aux trois questions suivantes :
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o Comment calculer la complexité d’un mot infini ?
e Quelles fonctions peuvent étre réalis€ées comme des fonctions de complexité ?

e Peut-on caractériser des familles de mots infinis par leur complexité ? Peut-
on déduire de la complexité une représentation géométrique de certaines
mots infinis ?

Nous allons voir au paragraphe 6.2 comment résoudre la premiere question en
considérant les facteurs spéciaux d’un mot infini. En particulier, une question na-
turelle est de savoir si toutes les fonctions affines peuvent étre réalisées (éventuellement
ultimement) comme fonctions de complexité. La réponse est affirmative. Néanmoins,
la seconde question est loin d’étre résolue, surtout dans le cas de 1’entropie posi-
tive. Bien que la fonction de complexité soit en général insuffisante pour décrire

des mots infinis, nous allons voir que dans le cas des mots sturmiens (paragraphe

7), beaucoup d’informations peuvent se déduire de la connaissance de la fonc-
tion de complexité : les mots sturmiens sont les mots infinis de complexité n + 1
indexés par N.

6.2 Exemples

Exercice 9. Le mot infini de Fibonacci u est défini comme le point fixe commencant
par a de la substitution suivante : o(a) = ab and o(b) = a.

1. Montrer que pour tout n, on a 6" (a) = 0™ (a)o™ (a).

2. Montrer que pour tout n, 0" (a) apparait a lacunes bornées. En déduire
I’uniforme récurrence de u.

3. Montrer que le langage de u est stable par image miroir (utiliser 1’exercice
3).

4. Montrer que tout facteur w du mot infini de Fibonacci peut étre décomposé
uniquement de la maniere suivante :

w = 110(v)rs,

ou v est un facteur du mot de Fibonacci, r; € {e, b}, et 1y = a, si la derniere
lettre de w est a, et 7y = &, sinon.
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5. Montrer que si w un facteur spécial gauche non vide, alors il existe un
unique facteur spécial gauche non vide v tel que w = o (v)ry, ol 1y = a, si
la derniere lettre de W est a, et s = ¢, sinon. En déduire la forme générale
des facteurs spéciaux gauche.

6. Montrer que le mot infini de Fibonacci n’est pas ultimement périodique.

7. En déduire que la fonction de complexité du mot infini de Fibonacci satisfait
p(n) = n + 1 pour tout n.

Exercice 10. Soit u la suite de Thue-Morse définie comme le point fixe commencant
par 0 de la substitution suivante : ¢(0) = 01 and o(1) = 10.

1. Montrer que chaque facteur w peut étre décomposé comme w = r,0(z)rs,
ou z est un facteur et r; € {£,a,b}. Si|w| > 5, alors cette décomposition
est unique.

2. Montrer que p(2n) = p(n) + p(n + 1) et que p(2n + 1) = 2p(n + 1), pour
n > 1. En déduire une expression de la fonction de complexité.

Exercice 11. Soit u point fixe d’une substitution primitive. Montrer qu’il existe
C tel que
Vn e N, p(n) < Cn.

7 Suites sturmiennes

7.1 Premieres définitions

On a vu que si la complexité d’une suite est telle qu’il existe un entier n pour
lequel p(n) < n, alors cette suite u est périodique. Il apparait alors naturel de
s’intéresser aux suites de complexité n + 1, c’est-a-dire telles que p(n) = n + 1,
pour tout n. De telles suites existent sur N, par exemple, la suite de Fibonacci
(voir I’exercice 9), et sur Z; la suite suivante a pour complexité n + 1

...000010000. ..

Définition 26. Les suites de complexité n + 1 indexées par N sont appelées suites
sturmiennes.
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Les suites sturmiennes sont donc les suites de complexité minimale parmi
les suites non ultimement périodiques. Cette définition implique que les suites
sturmiennes sont définies sur un alphabet a deux lettres (p(1) = 2).

Théoreme 9. Montrer que pour toute suite sturmienne, chaque préfixe apparait
au moins deux fois dans la suite. Toute suite sturmienne est récurrente.

Preuve Raisonnons par 1’absurde et supposons que w soit une suite sturmienne
non récurrente. Il existe un mot U qui apparait un nombre fini de fois. Soit n
sa longueur. Il existe IV tel que le facteur U n’apparaisse plus apres I’indice N.
On considere la suite v = T™(u), ou T désigne le décalage. La suite v a au
plus n facteurs de longueur n. D’apres le théoreme 8, la suite v est ultimement
périodique, et donc la suite u aussi, ce qui conduit a une contradiction.

]

Proposition 3. Si u est une suite sturmienne, alors un et un seul des mots 00 ou
11 apparait dans u.

Preuve On a p,(2) = 3. Chaque mot apparait infiniment souvent, en particulier
les lettres O et 1, donc 01 et 10 aussi. [ ]

En conséquence, on distingue deux types de mots sturmiens.

Définition 27. Une suite sturmienne est dite de rype 0 (resp. 1) si la lettre 1
(resp.0) est isolée, c’est-a-dire si 11 (resp. 00) n’apparait pas.

L’exemple le plus classique de suite sturmienne est la suite de Fibonacci, point
fixe de la substitution o définie par o(a) = ab et o(b) = a (voir exercice 9). Les
suites sturmiennes sont donc définies de maniere purement combinatoire, mais ce
qui est remarquable, c’est qu’elles peuvent étre également représentées de manicre
géométrique : les suites sturmiennes sont exactement les suites obtenues en codant
I’orbite d’un point p du cercle unité sous la rotation d’angle irrationnel «, par
rapport a des intervalles complémentaires du cercle unité de longueurs a et 1 — av.

Dans tout ce qui suit R, désigne la rotation définie sur le tore T; = R/Z
de dimension 1, par R,x = x 4+ a modulo 1. S’il n’y a pas d’ambiguité, nous
omettrons de préciser que nous travaillons modulo 1.
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Théoreme 10 (Morse-Hedlund). Soit u une suite sturmienne a valeurs dans {0, 1}.
1l existe alors « irrationnel dans 10,1 et p € R tels que I’on ait
soit

Vn, (u, =0 <= R,(p) = p+nael0,1—af),

soit
Vn, (u, =0 <= R(p) = p+na€]0,1—qal).

Pour une preuve de ce théoreme, voir [6] ou [8].

Le lien avec la représentation par droites discretes se déduit de la remarque
suivante : on suppose que Vn, (u, =0 <= Rl(p) = p+na € [0,1 — af); On
vérifie alors que u,, = 0 si et seulement si | (n+ 1)a+ p| = [na+ p]. De méme,
u, = 1sietseulementsi [(n+ 1)a+ p| = |[na+ p| + 1. De maniere analogue,
si I’on suppose que Vn, (u, = 0 <= R}(p) = p+ na € ]0,1 — a]), on vérifie
alors que u, = 0 si et seulement si [(n + 1)a + p|] = [na + p|, et de méme,
u, = 1sietseulementsi [(n+ 1)a + p|] = [na+ p| + 1. Une suite sturmienne
code donc la ligne brisée reliant les entiers les plus proches de la forme |na + p|
(resp. [na + p]), pour n € N, de la droite d’équation y = ax + p, en codant les
pas horizontaux par des 0 et les pas diagonaux par des 1.

On appelle angle d’une suite sturmienne le réel o qui lui est ainsi associé.

Un des intéréts de la représentation géométrique des suites sturmiennes in-
diquée dans le théoreme 10, est qu’elle fournit une description simple, en termes
d’intervalles du cercle unité, des facteurs de longueur donnée.

On rappelle les propriétés suivantes de la suite (na),en.

Théoreme 11. Soit o & Q et soit p € R. La suite (na + p) mod 1 est dense :
pour tout intervalle I non vide de R/Z, il existe n € N tel que nov + p € 1.

De plus la suite (na+ p) mod 1 est uniformément distribuée : pour tout inter-
valle I non vide de R /Z,

1
lim NCard{n eN, na+pel}=]|I|,

N—+o0
ou |I| désigne la mesure de 1.

Lemme 1. Soit u une suite sturmienne d’angle o. Il existe une bijection entre
les facteurs de longueur n de la suite u et les intervalles de la partition du cercle
unité par les points —ka, 0 < k < n.
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Preuve Supposons que u code 1’orbite du point p par rapport a Iy = [0, 1 — o[ et
I, = [1—a, 1[. Un mot fini w; - - - w, défini sur I’alphabet {0, 1} est un facteur de
la suite u si et seulement s’il existe un entier k tel que

n—1
pt+ka€l(w,. .. w,) =R (ILn.,)
7=0

Comme « est irrationnel, la suite (p + na),en est dense, ce qui implique que
wiws . .. w, estun facteur de u si et seulement si I(wy, ..., w,) # 0. [

En particulier, I’ensemble des facteurs ne dépend pas du point initial p. On
vérifie de plus que les ensembles /(wy, ..., w,) sont connexes et bornés par les
points —kamod 1, pour0 < k < n — 1. 11y an + 1 tels intervalles (« est
irrationnel) et alors n + 1 facteurs de longueur n : la suite v est bien sturmienne.

7.2 Equilibre

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses autres caractérisations, tant
géométriques que combinatoires. En particulier, les suites sturmiennes sont les
suites équilibrées sur un alphabet a deux lettres qui sont non ultimement périodiques.
Une suite équilibrée est telle que la différence entre le nombre d’occurrences
d’une lettre dans deux de ses facteurs de méme longueur, est bornée par 1 en
valeur absolue (voir Définition 29).

Définition 28 (Equilibre). Un mot infini u € {0, 1} est dit équilibré si pour tous
facteurs U, V' de méme longueur de u, on a

UL = VW] < 1.

Un langage L sur I’alphabet {0, 1} est dit équilibré si pour tous mots U, V' de
méme longueur de L, on a
UL = [V] <1

Notons qu’il est trés facile de construire des suites sur {0, 1} 2-équilibrées,
c’est-a-dire telle que pour tous facteurs U, V' de méme longueur de u, on a

UL = [VE] <2
Il suffit de prendre I’image par la substitution
0— 01, 1+— 10

de n’importe quelle suite sur I’alphabet {0, 1}.
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7.3 Facteurs spéciaux

Soit u une suite a valeurs dans I’alphabet .A. On rappelle que W (resp. W)
désigne le nombre de prolongements a droite (resp. a gauche) de W dans u.
Rappelons que
pn+1)—pn)= > (Wr—1);
WeLy(u)

et qu’ facteur est dit facteur spécial a droite (respectivement facteur spécial a
gauche) s’il admet plus d’une extension a droite (respectivement a gauche).

De la complexité d’une suite sturmienne on déduit que pour tout 7 il existe un
unique facteur prolongeable a droite, noté D,, et un unique facteur prolongeable a
gauche, noté G&,,. En effet, on a

l=pn+1)—pn)=1= Y Wr-1)= Y (W -1)=1

Weﬁn(u) WEEn(u)

Définition 29 (Equilibre). Un mot infini u € {0, 1} est dit équilibré si pour tous
facteurs U, V' de méme longueur de u, on a

UL = V1] £ 1.

Un langage L sur ’alphabet {0, 1} est dit équilibré si pour tous mots U, V' de
méme longueur de L, on a
UL = [Vh] < 1.

Définition 30. Un langage est dit factoriel si pour tout mot de ce langage, tout
facteur de ce mot appartient au langage.

Théoreme 12. Soit L un langage factoriel et équilibré. Alors pour tout n, il existe
au plus n + 1 facteurs de longueur n dans L.

Voir par exemple [6] pour une preuve.

Proposition 4. Le langage d’une suite sturmienne est stable par image miroir. En
particulier, on a pour tout n, G, = D,,.

Preuve Soit u une suite sturmienne. Soit £(u) I’ensemble des facteurs de la
suite u et Z(u) I’ensemble des images miroir des facteurs de la suite u. On a
L(a) U E(u) est un langage factoriel équilibré. Donc pour tout 7, il y a au plus
n + 1 facteurs de longueur n dans £(@) U L(u). n
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Proposition 5. Soit v une suite sturmienne d’angle . Pour tout n, D,, est un
suffixe de D, et G, est un préfixe de G, 1. Pour tout n, on a G,, est égal au
préfixe de longueur n de la suite sturmienne, appelée suite caractéristique définie
par

Vn € N, u, = 0 si et seulement sina + « € [0,1 — af.

Exercice 12. Montrer que deux suites sturmiennes ayant le méme facteur spécial
droite de longueur n — 1 ont les mémes facteurs de longueur n.

Preuve On montre ce lemme par récurrence. On vérifie qu’il est vrai pour
m = 2. Supposons que deux suites sturmiennes ayant le méme facteur expan-
sif de longueur m — 1 ont les mémes facteurs de longueur m. Considérons alors
deux suites sturmiennes ayant le méme facteur expansif D,, de longueur m et par
conséquent le méme facteur biprolongeable a gauche G, (on a Cf}; = D,,). En
particulier, par hypothese de récurrence, ces deux suites ont mémes facteurs de
longueur m, car elles ont le méme facteur expansif de longueur m — 1. Montrons
que les facteurs de longueur m ont les mémes extensions dans les deux suites.

Supposons que G,,,_1 # D,,_1. Le facteur D,,, a pour extensions a et b, dans
les deux suites. Les facteurs de longueur m différents de D,, ont une unique
extension droite. Or le suffixe de longueur m — 1 d’un facteur de longueur m
différent de D,, est différent de D,,, 1, car G,,_1 # D,,_1; on conclut alors en
notant que ce suffixe a donc une unique extension droite, qui est la méme dans les
deux suites, par hypothese de récurrence.

Supposons maintenant que G,,,_1 = D,,_1. Onnote D, = xD,, 1. Ona:
G = Gp_1x. Notons de plus T = a, siz = betT = b, si ¢ = a. Le facteur
xD,,_1 a pour extensions droites a et b, dans les deux suites, par définition. De
méme, le facteur D,, i a pour extensions gauches a et b. Par conséquent, le
facteur zD,,,_; a pour unique extension droite z, dans les deux suites. Le raison-
nement est le méme que précédemment pour les facteurs de longueur m restants.

]

7.4 Graphe des mots

Un outil tres utile pour 1’étude des suite sturmiennes (et en particulier pour I’étude
des fréquences des facteurs) est le graphe des mots de Rauzy. Soit u une suite
définie sur I’alphabet fini A (de cardinal d). Le graphe des mots I',, des facteurs
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de longueur n de la suite u est un graphe orienté qui est un sous-graphe du graphe
des mots de de Bruijn!.

Le graphe I';, a pour sommets les facteurs de longueur n de la suite, avec une
aréte de U vers V, s’il existe un mot W de longueur n — 1 tel que :

U=xWetV =Wy, avecz,y € A,
et tel que Wy soit un facteur de la suite.
Proposition 6. Soit u € AN. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout n le graphe des mots I',, d’ordre n associé a u est fortement con-
nexe.

2. Tous les préfixes de u apparaissent au moins deux fois.
3. La suite u est récurrente.

Preuve Montrons que 1) implique 2). Soit W préfixe de longueur n de la suite w.
Comme I',, est fortement connexe, il existe une fleche qui arrive en W, donc W
admet une autre occurrence que celle ou W est préfixe.

On sait déja que 2) implique 3).

Montrons que 3) implique 1). Soient V', W deux facteurs de longueur n de
u. Il existe une occurrence de W qui apparit apres celle de V', donc il existe un
chemin issu du sommet W qui arrive en V. De méme, il existe une occurrence de
V' qui apparit apres celle de W, donc il existe un chemin issu du sommet V' qui
arrive en . [

Soit U un sommet de I",,. On note U™ le nombre d’arétes de I',, d’origine U
et U~ le nombre d’arétes d’extrémité U.

On appelle branche un chemin de longueur maximale U; — Uy --- — U, tel
que U; ' = 1 pouri > 2,et U = 1pouri < n.

Supposons le graphe I',, fortement connexe et la suite non périodique, alors
les extrémités d’une branche sont des facteurs spéciaux.

'Le graphe des mots de de Bruijn correspond au graphe des mots d’une suite de complexité
maximale (Vn, p(n) = d") et a été introduit par de Bruijn dans le but de construire des suites finies
circulaires de longueur d™ a valeurs dans {0,1,...,d — 1}, telles que tout facteur de longueur n
apparait une fois et une seule : une telle suite correspond a un chemin Hamiltonien fermé dans le
graphe de de Bruijn.
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Une suite sturmienne présente deux types de graphes selon que G,, = D,, ou
que G,, # D,,.

A

Exercice 13. Montrer qu’une suite sturmienne est uniformément récurrente.

7.5 Graphes des mots et fréquences

Cette forme simple du graphe des mots permet de déduire des informations sur les
fréquences des facteurs des suites sturmiennes.

Définition 31. On appelle fréquence du facteur U dans le mot infini » la limite
suivante si elle existe : de

: 1 s e s
Nlil}rloo NCard{k: € N, U apparait a I’indice & dans u}.

D’apres le théoreme 11 et le lemme 1, on déduit I’existence des fréquences
dans tout mot sturmien.

Lemme 2. Supposons que U — V et que Ut = 1 =V~ = 1, alors les facteurs
U etV ont méme fréquence

Preuve En effet, écrivons U = W et V = Wy, ou x et y sont des lettres.
Comme U™ = 1, le facteur U a pour unique extension droite y; de méme, le
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facteur V' a pour unique extension gauche x. Par conséquent, nous avons les
égalités suivantes entre les fréquences :

fU) = fUy) = faWy) = f(zV) = f(V).
|

On déduit alors du lemme précédent que les mots d’'une méme branche ont
méme fréquence. On associera donc a une branche la fréquence des mots de cette
branche.

Revenons au cas sturmien.

Par branche (1) ou (3), représentées sur la figure ci-dessus, on entend tous les
mots de ce chemin, D,, et (G,, exclus. En revanche, D,, et GG,, seront inclus dans la
branche (2).

On déduit alors de ce lemme que tous les mots de la branche (1) (voir la figure
ci-dessous), privé de D,, et GG,, ont méme fréquence, que, de méme, tous les mots
de la branche (3), privé de D,, et GG, ont méme fréquence et enfin, que tous les
mots de la branche (2), D,, et GG, inclus, ont méme fréquence. On en déduit donc
que les fréquences des facteurs de méme longueur d’une suite sturmienne pren-
nent au plus 3 valeurs. De plus, si G,,_; = D,,_; alors I'une des deux branches
(1) ou (3) est vide, c’est-a-dire que 1’on a une aréte de D,, vers GG,,. On en déduit
donc la proposition suivante.

Proposition 7. Les fréquences des facteurs de méme longueur d’une suite sturmi-
enne prennent au plus 3 valeurs. Si G,,_1 = D,,_1, les fréquences des facteurs de
longueur n prennent au plus 2 valeurs.

On en déduit ainsi que du lemme 1 le théoréme suivant connu sous le nom de
théoreme des trois longueurs :

Théoreme 13. Soit « fixé. Les points ka modulo 1, pour 0 < k < N, divisent
Uintervalle |0, 1] en intervalles dont les longueurs prennent trois valeurs au plus,
I’une étant la somme des deux autres.

7.6 Substitutions sturmiennes

Définition 32 (substitution inversible). On peut étendre la définition d’une substi-
tution définie sur un alphabet a d lettres au groupe libre F; en posant

o(s7) = (a(s))
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Une substitution est dite inversible s’il existe un morphisme v: F; — Fj tel
que
vo(a) = ov(a),

pour toute lettre a € Fj.
Example 11. La substitution de Fibonacci est inversible.

Définition 33 (Automorphisme positif). Un automorphisme est dit positif si I’'image
de toute lettre a une puissance positive ne contient aucune puissance négative.

Théoreme 14 (Substitution sturmienne). Soit o une substitution sur un alphabet
a deux lettres. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e il existe un mot sturmien u tel que o(u) est sturmien
e [’image de tout mot sturmien par o est sturmien.

On a alors que tout point fixe d’une substitution sturmienne a pour complexité
n+ 1.

Théoreme 15 (Wen-Wen). Les automorphismes positifs sur le groupe libre sur
deux lettres I sont exactement les substitutions sturmiennes.

On en déduit que si une substitution sur un alphabet a deux lettres est in-
versible, alors tout point fixe de cette substitution (ou de son carré) a pour com-
plexité n + 1, pour tout n.

Définition 34 (Substitutions conjuguées). Deux mots X, Y sont dits conjugués
s’il existe des mots V, W tels que

X=VW, Y =WV.

Soient o et ;4 deux substitutions. La substitution p est un conjugué a droite de o
s’il existe un mot W tel que

o(a)W = Wpu(a), pour toute lettre a € A.

En particulier, les mots o(a) et i(a) sont conjugués pour toute lettre a.

Si W est non vide dans
o(a)W = Wu(a), pour toute lettre a € A,

alors les mots o (a) pour a € A commencent par la méme lettre.
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Example 12. Soit o la substitution définie par
o(0) = 01010, o(1) = O1.

Les substitutions suivantes sont des conjuguées de o :

0(0) = 01010, oo(1) = 01,
o1(0) = 10100, oo(1) = 10,
5(0) = 01001, oo(1) = 01,
o3(0) = 10010, oo(1) = 10,
o4(0) = 00101, oo(1) = 01,
o5(0) = 01010, oo(1) = 10.

Toutes ces substitutions sont sturmiennes.

Théoreme 16. Soit o une substitution sturmienne sur un alphabet a deux lettres.
: a b e :
Soit M = ( e d ) sa matrice d’incidence. Il existe exactement a+b+c+d—1

substitutions sturmiennes de matrice d’incidence M. Ces substitutions sont toutes
conjuguées.

References

[1] J.-P. Allouche, J. Shallit, Automatic sequences: Theory, Applications, Gen-
eralizations, Cambridge University Press, Cambridge (2003).

[2] J. Berstel, J. Karhumiki, Combinatorics on words— A tutorial, http://www-
igm.univ-mlv.fr/"berstel/.

[3] V. Berthé, A. de Luca, C. Reutenauer, On an involution of Christoffel words
and Sturmian morphisms, http://www.lirmm.fr/"berthe/prepublis.html.

[4] R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik, Concrete mathematics: a foundation
for computer science, Addislon Wesley, 1994.

[5] M. Lothaire, Combinatorics on words, Cambridge University Press, Cam-
bridge, (2002), http://www-igm.univ-mlv.fr/"berstel/Lothaire.

28



[6] M. Lothaire, Algebraic Combinatorics on words, Cambridge University
Press, Cambridge, (2002), http://www-igm.univ-mlv.fr/"berstel/Lothaire.

[7] M. Lothaire, Applied Combinatorics on words, Cambridge University Press,
Cambridge, (2002), http://www-igm.univ-mlv.fr/"berstel/Lothaire.

[8] N. Pytheas Fogg, Substitutions in Dynamics, Arithmetics and Combi-
natorics, Lect. Notes in Math. 1794, Springer-Verlag, Berlin, (2002),
http://wwww.lirmm.fr/"berthe/Fogg.html.

29



