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Une mesure classique du désordre pour une suite a valeurs dans un al-
phabet fini, consiste a compter le nombre p(n) de facteurs de longueur n. On
définit ainsi une fonction p appelée fonction de complexité. Cette fonction
permet de caractériser en particulier les suites périodiques (ce sont les suites
pour lesquelles il existe un entier n tel que p(n) < n), ainsi que certaines
suites de basse complexité, comme les suites de complexité n + 1. Celles-ci
sont appelées suites sturmiennes et possedent la particularité remarquable de
pouvoir étre étudiées tant d’un point de vue combinatoire qu’arithmétique :
elles sont en effet obtenues comme des codages de rotation irrationnelle sur
le cercle unité. Les suites substitutives constituent une deuxieme famille
classique de suites de basse complexité. Nous étudions en particulier les sub-
stitutions de longueur constante en relation avec les suites automatiques au
paragraphe 7. Nous évoquons les propriétés combinatoires de ces suites en
introduisant des outils classiques en combinatoire des mots et dans I’étude
des systemes dynamiques symboliques. Notons que ces suites interviennent
non seulement dans de nombreux domaines des mathématiques mais aussi
en informatique théorique, en biologie, en physique, en cristallographie ...

1 Quelques définitions

Le but de ce paragraphe est d’introduire brievement quelques notions dy-
namiques et combinatoires. Pour plus d’informations, on peut par exemple
consulter Iincontournable [43]. Voir aussi [33].

Soit A un ensemble fini appelé alphabet. On peut faire agir sur ’ensemble
des suites unidirectionnelles AN ou bidirectionnelles A% I’application de déca-
lage T qui a la suite (u,), associe la suite (u,1),. Travaillons par exemple
avec AY. Munissons AN du produit des topologies discretes. Cet ensemble
est alors compact. Cette topologie est équivalente a la topologie définie par
la métrique suivante : si z,y € AN et x £y

d(z,y) = (1 +inf{k > 0; 2 # 5 }) ™"

Deux suites sont donc d’autant plus proches que leurs premiers termes coincident
longtemps. Le cylindre [w], o w = w; ...w, appartient & A", est I'ensemble
des suites de la forme

[w] = {r € AN| To = Wi, T3 = Wa,...,Lp 1 = Wy}



Les cylindres sont des ensembles ouverts et fermés et engendrent la topologie.
[’ensemble AN est alors complet car compact et métrique.
Soit u € AN. La suite u engendre alors le systéme dynamique symbolique

(O(u),T), ot O(u) est Padhérence de l'orbite O(u) = {T™(u), n > 0}, sous
'action du décalage T, de la suite u dans AY. L’ensemble m est a son
tour, compact, métrique et complet; il est T-invariant: T(O(u)) C O(u). En
d’autres termes, T agit sur O(u).

Plus généralement, on appelle systeme dynamique symbolique ’action du
décalage sur un fermé invariant de AY. Le décalage T est une application
uniformément continue, surjective, bijective sur 4%, mais pas forcément in-
jective sur AN,

Rappelons que si T' est une application continue agissant sur le compact

X, alors le systeme (X, T') est appelé systéeme dynamique topologique.

De nombreuses propriétés combinatoires de la suite u se traduisent en
termes dynamiques. On appelle facteur de la suite infinie u un bloc fini w de
lettres apparaissant de maniere consécutive dans la suite : w = up41 -+ Upig;
d est appelé la longueur de w et est noté |w|.

Une suite est dite récurrente si chacun de ses facteurs apparait une infinité
de fois.

Exercice 1.1 1. Montrer que
Ou) = {v € AY, L(z) C L(u)},
ou L(x) est l’ensemble des facteurs de la suite x.

2. Montrer que u est récurrente si et seulement s’il existe une suite stricte-
ment croissante (ny) telle que

w= lim T"u.
k—+o0

En déduire que u est récurrente si et seulement si T est surjective sur

O(u).

Une suite est dite uniformément récurrente si les lacunes entre deux oc-
currences d’'un méme facteur sont bornées. -

Il n’est alors pas difficile de montrer que le systeme (O(u), T') est minimal
(c’est-a-dire qu’il ne contient pas de fermé invariant sous l'action de T non



trivial) si et seulement si la suite u est uniformément récurrente : en effet, si
w est un facteur de u, alors

Ou) = JT"[uw,

neN

et on conclut par un argument de compacité; pour plus de détails, voir par ex-
emple [43]. C’est pour cette raison que les suites “uniformément récurrentes”
sont également appelées “suites minimales”.

Exercice 1.2 Montrer que (X, T) est minimal si et seulement si X = O(x),
pour tout élément x de X.

Il est intéressant de munir d’une mesure T-invariante le systeme dy-
namique topologique (O(u),T). (Une mesure de probabilité borélienne pu
est dite T-invariante si u(T1(B)) = u(B), pour tout borélien B.) La con-
naissance des fréquences de blocs de la suite u permet ainsi de définir une
telle mesure.

La fréquence f(w) du facteur w est définie comme la limite (si elle existe)
du quotient du nombre d’occurrences de ce facteur dans les n premiers termes
de la suite, par n. On suppose que les fréquences de tous les facteurs existent.
On définit alors une mesure de probabilité p sur la famille B des boréliens de
W, de la maniere suivante : la mesure p est I'unique mesure de probabilité
invariante par T, telle que p([w]) = f(w), ot [w] est le cylindre des suites de
O(u) de préfixe w et ou f(w) est la fréquence d’apparition du bloc w dans la
suite u. En effet, les cylindres sont a la fois ouverts et fermés et engendrent la
topologie; il suffit alors d’appliquer le théoreme de compatibilité de Daniell-
Kolmogorov (voir par exemple [47]).

La plupart des systemes que nous considérerons sont uniquement er-
godiques : un systeme dynamique est uniquement ergodique s’il existe une
unique mesure de probabilité T-invariante. D’ou l'intérét de 1’étude des
fréquences des facteurs qui permet de définir explicitement cette unique
mesure T-invariante.

Notons qu’il existe des suites minimales qui engendrent des systéemes non
uniquement ergodiques; dans un tel cas, les fréquences des facteurs peuvent
ne pas exister.



2 Fonction de Complexité

La fonction de complexité est un outil tres utile a ’étude des suites et des
systeémes dynamiques symboliques. Soit u = (u,), une suite a valeurs dans
I’alphabet fini A. On appelle fonction de complexité de u, et 'on note p, la
fonction (définie sur les entiers) qui compte le nombre de facteurs de u de
longueur donnée :

p(n) = Card{w; w est facteur de u et |w| =n}.

Pour plus d’informations sur la fonction de complexité, voir par exemple les
survols [3, 34] et le cours [45].

Il est facile de voir que la fonction de complexité est croissante et que
pour tout entier n, on a 1 < p(n) < d", ou d est le cardinal de ’alphabet.

Cette fonction peut étre considérée comme une mesure de la prédictibilité
de la suite. La différence premiere de la fonction de complexité p(n+1)—p(n)
compte le nombre d’extensions possibles dans la suite des facteurs de longueur
n. On appelle prolongement a droite (respectivement prolongement a gauche)
d’un facteur w une lettre x telle que wzx (respectivement zw) est un facteur de
la suite. Soit w™ (respectivement w~) le nombre de prolongements a droite
(respectivement a gauche) de w. (On peut avoir éventuellement w~ = 0 si
la suite est unidirectionnelle mais 'on a toujours wt > 1; si la suite est
bidirectionnelle, alors w~ > 1.) On a alors

p(n+1)= Z wt = Z w”,
|w|=n |w|=n

et
p(n+1) —p(n)

I
(]
B
+
=
I
(]
B
|
=

lw|=n lw|=n

La fonction de complexité permet de caractériser les suites périodiques.
On a en effet le résultat classique suivant (voir [40, 24]) :

In, p(n) < n<= 3C, Vn p(n) < C <= u est périodique.

Plus précisément, si la suite u est unidirectionnelle, c’est-a-dire indexée par
N, la suite est alors ultimement périodique (Ing, 3T > 0, Vn > ng, Upyir =
u,) et si la suite u est bidirectionnelle, c’est-a-dire indexée par Z, la suite
est strictement périodique (3T > 0, VYn, u,.7 = u,). La preuve de ce



résultat [24] repose sur le fait que s’il existe n tel que p(n) < n, alors il
existe ng tel que p(ng + 1) = p(ng), et tout facteur de longueur ny admet un
unique prolongement a droite. Pour tout entier £ > 1, le “futur” de la suite,
c’est-a-dire (tm,)m>k, est donc déterminé par la donnée de ug_y, ... up—1. 1l
suffit de considérer un facteur de longueur ng qui apparait deux fois dans la
suite pour en déduire la périodicité. Notons que la période est alors inférieure
ou égale a ny.

La fonction de complexité permet d’exprimer simplement 1’entropie topo-
logique du systeme (O(u), T). Rappelons la définition de [’entropie topologique
h(u) d’une suite u, ou plus généralement du systéeme dynamique symbolique
associé (O(u),T) :

n—-+4o0o n

Y

ou d est le cardinal de ’alphabet sur lequel la suite est définie. Cette limite
existe du fait de la sous-additivité de la fonction n — log(p(n)). Les suites
d’entropie topologique nulle sont dites suites déterministes. Les suites que
nous étudierons dans ce texte sont déterministes. Nous considérons prin-
cipalement deux familles de suites : les suites engendrées par substitution
(paragraphe 3) et les suites de complexité sturmienne (paragraphe 5).

[’étude de la complexité conduit en particulier aux trois questions sui-
vantes :

e Comment calculer la complexité d’une suite ?

e Quelles fonctions peuvent étre réalisées comme des fonctions de com-
plexité pour une suite ?

e Peut-on caractériser des familles de suites par leur complexité; peut-on
déduire de la complexité une représentation géométrique de certaines
suites ?

Nous allons voir comment résoudre la premiere question en considérant les
facteurs spéciaux d’une suite, au paragraphe 4. En particulier, une question
naturelle est de savoir si toutes les fonctions affines peuvent étre réalisées
(éventuellement ultimement) comme fonctions de complexité. La réponse
est affirmative (voir par exemple [1, 19]). Néanmoins, la seconde question
est loin d’étre résolue, surout dans le cas de l’entropie positive (voir par
exemple [19, 34]). Bien que la fonction de complexité soit en général in-
suffisante pour décrire des suites, nous allons voir que dans le cas des suites



sturmiennes (paragraphe 5), beaucoup d’informations peuvent se déduire de
la connaissance de la fonction de complexité : les suites sturmiennes sont les
suites de complexité n + 1 indexées par N.

Notons que l'ordre de croissance de la fonction de complexité est une
caractéristique fondamentale de la suite. C’est en particulier un invariant
topologique (voir par exemple [34]) : une conjugaison topologique entre deux
systemes dynamiques topologiques (X, T) et (Y, S) est une bijection bicon-
tinue ¢ telle que ¢T = S¢; or on voit sans trop de difficultés qu’'une con-
jugaison topologique entre deux systemes dynamiques symboliques est un
code fini : il existe un entier r tel que (¢(x)); ne dépend que de (x;...x;1,).
Pour plus de détails, voir le cours [33]. Néanmoins la complexité n’est pas
invariante par isomorphisme mesuré. Pour une notion de complexité dont
l'ordre de croissance est invariant par isomorphisme mesuré, voir [32]. Voir
également [35, 37] pour différentes notions de complexité pour des mots fi-
nis, qui permettent par exemple d’obtenir de 'information sur le langage de
suites infinies a travers ’étude de la complexité de leurs préfixes.

3 Substitutions

On appelle substitution ou morphisme un endomorphisme non effacant pour
la concaténation du monoide libre A*, formé des mots finis sur A. Un exemple
classique est donné par la substitution de Fibonacci : o(a) = ab, o(b) =
a. On peut alors étendre naturellement la définition d’une substitution a
’ensemble des suites A".

Soit o une substitution. Supposons qu'il existe une lettre a telle que o(a)
commence par a et |o(a)| > 2; on note @ la suite de terme constant a; alors la
suite (0™(@)),en converge dans AN vers un point fixe de o. On appelle suite
substitutive 'image par une projection littérale (c’est-a-dire un morphisme
de monoide libre dont les images des lettres sont des lettres) d'un point fixe
de substitution.

De nombreuses propriétés topologiques et ergodiques des suites substitu-
tives sont décrites par leur matrice d’incidence : on associe a la substitution
o une matrice M = [m; ;] jje4> dont le terme général m; ; compte le nombre
d’occurrences de la lettre j dans o(i). Une substitution est dite primitive
si la matrice associée l'est (il existe une puissance de la matrice dont toutes
les entrées sont strictement positives, en d’autres termes, il existe un itéré
de la substitution tel que I'image de toute lettre contient toutes les lettres



de l'alphabet). Le systéme dynamique engendré par une suite u point fixe
d’une substitution o primitive (c’est-a-dire que o(u) = u) est alors minimal
et uniquement ergodique. Pour une approche dynamique et spectrale des
substitutions, voir également [43].

Exercice 3.1 Montrer que si o est une susbtitution primitive alors il existe
une suite u et un entier k tel que o*(u) = u.

4 Facteurs spéciaux et complexité

Nous allons voir que la notion de facteur spécial est un outil efficace pour
déterminer la différence premiere de la fonction de complexité. En effet, dans
le cas d'une complexité basse, le nombre de facteurs spéciaux est en général
relativement aisé a4 déterminer. Pour plus de détails, voir [19)].

Soit u une suite a valeurs dans ’alphabet A. Soit w™ (respectivement w ™)
le nombre d’extensions a droite (respectivement a gauche) de w. Rappelons
que

I
(]
B
+
=
I
(]
B
|
=

p(n+1) — p(n)
|w|=n |lw|=n
Un facteur est dit facteur spécial a droite (respectivement facteur spécial
a gauche) 8'il admet plus d’une extension a droite (respectivement & gauche).

Exercice 4.1 Soit u la suite de Thue-Morse définie comme le point fize
commengcant par 0 de la substitution suivante : 0(0) = 01 and o(1) = 10.

1. Montrer que chaque facteur w peut étre décomposé comme w = rio(x)rs,
ot x est un facteur et r; € {e,a,b}. Si|w| > 5, alors cette décomposition
est unique.

2. Montrer que p(2n) = p(n)+p(n+1) et que p(2n+1) = 2p(n+1), pour
n > 1. En déduire une expression de la fonction de complexité (voir
par exemple [15]).

Exercice 4.2 La suite de Fibonacci est définie comme le point fize com-
mengant par a de la substitution suivante : o(a) = ab and o(b) = a.



1. Montrer que tout facteur w de la suite de Fibonacci peut étre décomposé
uniquement de la maniére suivante :

w = 110(V)rs,

ot v est un facteur de la suite de Fibonacci, ri € {e,b}, et ry = a, si
la derniere lettre de w est a, et ro = €, sinon.

2. Montrer que si w un facteur spécial gauche non vide, alors il existe un
unique facteur spécial gauche non vide v tel que w = o(v)rq, 0l 19 = a,
st la derniere lettre de W est a, et s = ¢, sinon. En déduire la forme
générale des facteurs spéciaur gauche.

3. Montrer que la suite de Fibonacci n’est pas ultimement périodique.

4. En déduire que la fonction de complexité de la suite de Fibonacci sat-
isfait p(n) = n+ 1 pour tout n.

5 Suites sturmiennes

[’étude des suites sturmiennes illustre de maniere frappante les relations
qui existent entre combinatoire des mots et théorie ergodique, ce qui est
naturel puisque ’on travaille sur des suites, mais aussi avec 'arithmétique,
I’approximation diophantienne et la géométrie. En particulier le développe-
ment en fraction continue permet de décrire avec précision de nombreuses
propriétés des suites sturmiennes. Pour une approche plus géométrique des
suites sturmiennes, voir par exemple [6, 7, 8]. Pour des survols récents, voir
[10, 16, 38].

On a vu que si la complexité d'une suite est telle qu’il existe un entier
n pour lequel p(n) < n, alors cette suite u est périodique. Il apparait alors
naturel de s’intéresser aux suites de complexité n + 1, c’est-a-dire telles que
p(n) = n + 1, pour tout n. De telles suites existent sur N (par exemple, la
suite de Fibonacci) et sur Z; la suite suivante a pour complexité n + 1

...000010000. ..

Rappelons, que les suites de complexité n+1 indexées par N sont appelées
suites sturmiennes. Les suites sturmiennes sont donc les suites de complexité
minimale parmi les suites sur N non ultimement périodiques.



Exercice 5.1 Montrer que pour toute suite sturmienne, chaque préfixe ap-
parait au moins deuz fois dans la suite. En déduire que tout suite sturmienne
est récurrente.

[’exemple le plus classique de suite sturmienne est la suite de Fibonacci,
point fixe de la substitution o définie par o(a) = ab et o(b) = a. Les suites
sturmiennes sont donc définies de maniere purement combinatoire, mais ce
qui est remarquable, c’est qu’elles peuvent étre également représentées de
maniere géométrique (voir [41]) : les suites sturmiennes sont exactement les
suites obtenues en codant 1’orbite d'un point p du cercle unité sous la rotation
d’angle irrationnel o, par rapport a des intervalles complémentaires du cercle
unité de longueurs a et 1 — a.

Dans tout ce qui suit R, désigne la rotation définie sur le tore T' = R/Z
de dimension 1, par R,z = x4+ o modulo 1. S’il n’y a pas d’ambiguité, nous
omettrons de préciser que nous travaillons modulo 1.

Théoréme 5.2 (Morse-Hedlund) Soit u une suite sturmienne a valeurs
dans {0,1}. II existe alors v irrationnel dans |0,1] et p € R tels que l'on ait
sott

Vn, (u, =0<= RL(p) =p+nac|0,1—aqa,
sott

Vn, (u, =0 <= R.(p) = p+na € ]0,1—ql).

On appelle angle d’une suite sturmienne le réel a qui lui est ainsi associé.

Un des intéréets de la représentation géométrique des suites sturmiennes in-
diquée dans le théoreme 5.2, est qu’elle fournit une description simple, en
termes d’intervalles du cercle unité, des facteurs de longueur donnée. Rap-
pelons la propriété classique suivante (voir par exemple [39]).

Lemme 5.3 Soit u une suite sturmienne d’angle . Il existe une bijection
entre les facteurs de longueur n de la suite u et les intervalles de la partition
du cercle unité par les points —ka, 0 < k < n.

En effet, supposons que u code orbite du point p par rapport a Iy = [0, 1—«f
et 1 = [1 — «, 1. Un mot fini w; ---w, défini sur 'alphabet {0,1} est un
facteur de la suite u si et seulement s’il existe un entier & tel que

n—1
ptka€I(wy,...,w,) =R (Lu,,).
j=0

10



Comme « est irrationnel, la suite (p + na),en est dense, ce qui implique
que wiws ... w, est un facteur de u si et seulement si I(wy,...,w,) # 0.
En particulier, I’ensemble des facteurs ne dépend pas du point initial p. On
vérifie de plus que les ensembles I(wy, ..., w,) sont connexes et bornés par
les points k(1 — «), pour 0 < k < n —1. 11y a n+ 1 tels intervalles («
est irrationnel) et alors n 4+ 1 facteurs de longueur n : la suite u est bien
sturmienne.

Exercice 5.4 Soit u une suite sturmienne d’angle a. Montrer que O(u) est
l’ensemble de suites sturmiennes de méme angle co. En déduire la minimalité
du systéeme dynamique (O(u),T).

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses autres caractéri-
sations, tant géométriques que combinatoires (voir, par exemple, [38]). En
particulier, les suites sturmiennes sont les suites équilibrées sur un alphabet
a deux lettres qui sont non ultimement périodiques. Une suite équilibrée est
telle que la différence entre le nombre d’occurrences d’une lettre dans deux
de ses facteurs de méme longueur, est bornée par 1 en valeur absolue.

6 Graphe des mots

Un outil tres utile pour ’étude des suite sturmiennes (et en particulier pour
’étude des fréquences des facteurs) est le graphe des mots de Rauzy. Soit u
une suite définie sur Palphabet fini A (de cardinal d). Le graphe des mots
', des facteurs de longueur n de la suite u est un graphe orienté (voir, par
exemple, [44]), qui est un sous-graphe du graphe des mots de de Bruijn® (voir
17).

Le graphe I',, a pour sommets les facteurs de longueur n de la suite, avec
une aréte de U vers V, §’il existe un mot W de longueur n — 1 tel que :

U=zW etV =Wy, avec 7,y € A,

et tel que zWy soit un facteur de la suite. Considérons une suite sturmienne.
De la complexité (Vn, p(n) = n + 1), on déduit l'existence d’un unique

!Le graphe des mots de de Bruijn correspond au graphe des mots d’une suite de com-
plexité maximale (Vn, p(n) = d™,) et a été introduit par de Bruijn dans le but de construire
des suites finies circulaires de longueur d" & valeurs dans {0,1,...,d — 1}, telles que tout
facteur de longueur n apparait une fois et une seule : une telle suite correspond & un
chemin Hamiltonien fermé dans le graphe de de Bruijn.
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facteur D,, de longueur n biprolongeable a droite, c’est-a-dire ayant deux
prolongements a droite dans la suite. Soit, de méme, G, 'unique facteur
de longueur n biprolongeable a gauche. Une suite sturmienne présente deux
types de graphes selon que G,, = D,, ou que G,, # D,,.

Cette forme simple du graphe des mots permet de déduire des informa-
tions sur les fréquences des facteurs des suites sturmiennes. Cette idée a été
introduite par Dekking dans le cas de la suite de Fibonacci (voir [25]). Rap-
pelons que la connaissance des fréquences de blocs d’une suite sturmienne
permet une description précise de la mesure associée au systeme dynamique
(O(u),T). En effet le systeme dynamique associé a une suite sturmienne est
uniquement ergodique (ceci est une conséquence de la description des suites
sturmiennes donnée par le théoreme 5.2, la rotation sous-jacente étant d’angle
irrationnel).

Soit U un sommet de I',,. On note U™ le nombre d’arétes de I',, d’origine
U et U™ le nombre d’arétes d’extrémité U. On a le lemme suivant.

Lemme 6.1 Supposons que U — V et que UT =1 =V~ =1, alors les
facteurs U et V' ont méme fréquence

~
_

Y

A

On déduit alors de ce lemme que tous les mots du chemin (1) (voir la
figure ci-dessous), privé de D,, et G, ont méme fréquence, que, de méme,
tous les mots du chemin (3), privé de D,, et G,, ont méme fréquence et enfin,
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que tous les mots du chemin (2), D,, et GG, inclus, ont méme fréquence. On
en déduit donc que les fréquences des facteurs de méme longueur d’une suite
sturmienne prennent au plus 3 valeurs. De plus, si G,,_; = D,_; alors I'un
des deux chemins (1) ou (3) est vide, c’est-a-dire que I’on a une aréte de D,
vers GG,. On en déduit donc la proposition suivante.

Proposition 6.2 Les fréquences des facteurs de meéme longueur d’une suite
sturmienne prennent au plus 3 valeurs. St G,_1 = D,_1, les fréquences des
facteurs de longueur n prennent au plus 2 valeurs.

Plus généralement, supposons que toutes les fréquences des facteurs d’une
suite u existent. Notons que la fonction qui associe a une fleche étiquetée par
Wy la fréquence du facteur xWy est un flot satisfaisant a la loi de Kirchhoff.
Une branche du graphe T, est une suite de longueur maximale (Uy,...,U,,)
de fleches connectées de I',,, éventuellement vide, satisfaisant

U;r =1, pour :<m, U; =1, pour ¢ > 1.
Par conséquent, les fleches d’'une méme branche ont la méme fréquence et
le nombre de fréquences des facteurs de longueur donnée est majoré par le
nombre de branches. On montre facilement le résultat suivant [13].

Théoréme 6.3 On considére une suite récurrente de complezité p(n), les
fréquences des facteurs de longueur n prennent au plus 3(p(n + 1) — p(n))
valeurs.

On en déduit que si p(n + 1) — p(n) est uniformément majoré en n, les
fréquences des facteurs de longueur donnée prennent un nombre fini de
valeurs. En fait, en utilisant le résultat suivant de Cassaigne dont la preuve
repose aussi sur une utilisation du graphe des mots (voir [19]), on obtient le
résultat suivant.

Théoréme 6.4 (Cassaigne) Si la complexité p(n) d’une suite est au plus
linéaire, alors p(n + 1) —p(n) est borné.

Corollaire 6.5 Si la complezité p(n) d’une suite est au plus linéaire, alors

les fréquences des facteurs de longueur donnée ne prennent qu’un nombre
fini de valeurs.
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7 Suites automatiques

Les suites automatiques (c’est-a-dire les suites engendrées par automates fi-
nis) forment une classe de suites largement étudiées, notamment puisque
munies d’une forte structure algorithmique. En effet, ce sont des projec-
tions littérales de points fixes de substitutions de longueur constante. Les
suites point fixe de substitutions de longueur constante ont de nombreuses
propriétés. En particulier, elles peuvent étre engendrées par un processus
algorithmique simple : un automate fini [23]. Rappelons les définitions
d’automate et de suite automatique. Pour plus d’informations sur le sujet,
voir les survols [2, 5, 26]. Un g-automate est défini par la donnée :

e d’un ensemble fini d’états S = {i = a1, as, ...,aq}, dont on a privilégié
un élément ¢, appelé état initial,

e de ¢ applications ou “fleches” de I’ensemble des états S dans lui-méme,
notées 0,1,...,q — 1,

e d’une application ¢ de S dans un ensemble Y, dite fonction de sortie.

Une suite (u(n))n,en a valeurs dans Y est dite g-automatique si elle est en-
gendrée par un g-automate de la facon suivante : considérons un entier n,
écrivons-le en base ¢ et identifions les chiffres de son développement aux
applications 0, 1,...,q — 1; en lisant les chiffres de n de droite & gauche, on
obtient une application composée de S dans lui-méme. Soit a; I'image de
I’état initial 7 par cette application, on pose alors : u(n) = ¢(ay).

La notion de g-automaticité que nous considérons ici est basée sur la
numération en base g. Notons que I’on peut étendre la notion d’automaticité
a des systemes de numération plus généraux, comme la numération de Fi-
bonacci. Dans tout ce qui suit, nous entendrons par automaticité la notion
de g-automaticité.

Le théoréme suivant dii & Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy [20,
21] relie 'automaticité aux propriétés suivantes combinatoires et algébriques.

Théoréme 7.1 (Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy)
Soit u = (u(n))nen une suite a valeurs dans le corps F,. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. la série formelle Zu(n)X” est algébrique sur le corps F,(X),
n>0
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2. le g-noyau N,(u) de la suite u est fini, ot N,(u) est défini comme
l’ensemble des sous-suites de la forme

N,(u) = {(u(qkn+r))neN; k>0, 0<r<qg"— 1},

3. la suite u est q-automatique,

4. la suite u est l'image par une projection lettre a lettre d’un point fize
d’une substitution de longueur q.

La derniére équivalence est due a4 Cobham [23] et 1’équivalence entre les
conditions 2 et 3 est due a Eilenberg [28].

Durand généralise dans [27] I’équivalence entre la condition 3 et 'automa-
ticité, aux suites substitutives uniformément récurrentes. Cette caractérisa-
tion est basée sur la notion de mots de retour et de suite dérivée. Un mot de
retour sur le facteur w est un mot séparant deux occurrences successives de
w; on appelle suite dérivée d’une suite minimale u fixée, une suite obtenue
en codant u par les mots de retour sur un préfixe non vide de la suite u. La
caractérisation est alors la suivante.

Théoréme 7.2 (Durand) Une suite uniformément récurrente est substitu-
tive si et seulement si [’ensemble de ses suites dérivées est fini.

Ce résultat a été prouvé indépendamment par Holton et Zamboni [36].

L’équivalence entre les conditions 1 et 2 a de nombreuses applications en
transcendance (pour des séries formelles & coefficients dans un corps fini),
voir par exemple les survols [4, 46].

8 Complexité au plus linéaire

En conclusion, nsous allons d’abord rappeler quelques propriétés générales de
la fonction de complexité et des fréquences de facteurs des suites sturmiennes
et substitutives. Puis nous nous intéresserons aux suites de complexité au
plus linéaire.

Théoreme 8.1 1. La complexité d’un point fixe d’une substitution prim-
itive (voir par exemple [43]) ou d’une suite automatique [23] satisfait

Vn, p(n) < Cn.
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2. Plus généralement la complexité d’un point fixe de substitution satisfait

(29, 42]
Vn, p(n) < Cn?,

Cette propriété permet de montrer qu'une suite de “haute complexité”
n’est pas automatique. Notons que des suites automatiques ont des fonctions
de complexité similaires mais des propriétés tres dissemblables pour ce qui
concerne leurs propriétés spectrales (voir par exemple [43]).

Considérons quelques résultats sur les fréquences des facteurs d’un point
fixe d’une substitution de longueur constante. Pour des résultats généraux
sur les suites substitutives primitives, voir [43]. Rappelons que pour de telles
suites les fréquences existent et sont strictement positives, d’apres le théoreme
de Perron-Frobénius. Le résultat suivant d’équirépartition s’applique pour
les fréquences de facteurs de substitutions primitives de longueur constante.

Théoréme 8.2 (Dekking) Soit o une substitution primitive de longueur
constante. On note f(w) la fréquence du facteur w. Il existe Cy > Cy > 0

tels que
Cl S nf(w) S 02;

pour tout n > 1 et pour tous les facteurs w de longueur n.

Le résultat suivant se prouve en appliquant les propriétés des matrices stochas-
tiques a la puissance n-ieme d’une matrice de substitution divisée par [, ou
[ est la longueur de la substitution (voir [23]).

Théoréme 8.3 (Cobham) Si les fréquences des facteurs d’une suite au-
tomatique existent, elles sont rationnelles. De plus, si la substitution corre-
spondante est primitive, alors les fréquences existent.

En particulier, une suite sturmienne ne peut étre automatique, puisque les
fréquences des lettres sont irrationnelles. Pour des résultats plus précis sur
les suites automatiques dont une lettre a une fréquence nulle, voir [23].

Considérons plus généralement le cas des suites de complexité au plus
linéaire : 3C' > 0, Vn € N, p(n) < Cn. De nombreuses propriétés tant com-
binatoires, ergodiques, qu’arithmétiques peuvent se déduire de cette simple
indication sur 'ordre de croissance de la fonction de complexité.

Rappelons le théoreme suivant :
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Théoréme 8.4 (Cassaigne) Si la complexité p(n) d’une suite est au plus
linéaire, alors p(n + 1) —p(n) est borné.

Notons que ce résultat est faux pour la complexité sous-quadratique : Fer-
enczi donne dans [31] un exemple de suite de complexité au plus quadratique
dont les différences secondes p(n+2)+p(n)—2p(n+1) ne sont pas bornées. De
plus, Ferenczi déduit du théoreme 6.4 le résultat suivant [31] : les systemes
minimaux de complexité au plus linéaire sont engendrés par un nombre fini
de substitutions (un tel systeme est appelé S-adique selon la terminologie
due & Vershik). De méme, une suite engendrée par l'itération d’'un nombre
fini de substitutions est appelée suite S-adique.

Théoréme 8.5 (Ferenczi) Soit u une suite uniformément récurrente de
complexité au plus linéaire définie sur [’alphabet A; il existe alors un nombre
fini ¢ de substitutions o;, 1 <1 < ¢, définies sur un alphabet B, une applica-
tion ¢ de B dans A et une suite infinie (i,)nen @ valeurs dans {1,...,c} tels
que d’une part

n1—1>r-i{loo Il)glfi |Ui10i2 <Oy (b)| = +00

et d’autre part il existe une lettre b de B pour laquelle tout facteur de la suite
u est facteur de 0,04, ...0; (b), pour un certain entier n.

Le nombre ¢ de ces substitutions peut étre de plus majoré explicitement dans
le cas ou Vn, p(n+1) —p(n) < 2.

On connait ainsi explicitement un développement S-adique pour les systemes
dynamiques engendrés par les suites sturmiennes [9)].

La réciproque du théoreme 8.5 est fausse. Il suffit en effet de considérer
une substitution de complexité quadratique pour produire un contre-exemple,
comme le point fixe commencant par a de la substitution a — ab, b — be,
¢+ c [42]. Tl reste a définir une notion plus forte de S-adicité qui permet-
trait de caractériser les suites de complexité au plus linéaire : considérons
donc une suite u engendrée par l'itération d’'un nombre fini de substitutions;
quelles restrictions faut-il imposer aux substitutions pour que la suite u soit
de complexité au plus linéaire ?

La complexité au plus linéaire implique de plus les propriétés ergodiques
suivantes dans le cas des suites minimales. Rappelons que cette propriété est
invariante par isomorphisme topologique.

Soit u une suite primitive de complexité au plus linéaire.
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e Une premiere conséquence est que le décalage unilatere T sur O(u) peut
étre rendu bijectif sauf sur un nombre fini d’orbites (voir par exemple
le cours [33]).

e Boshernitzan a montré que ’on obtient une majoration explicite (en
fonction de I'ordre de croissance de la fonction de complexité) du nom-
bre n de mesures ergodiques [12, 14].

e En particulier les conditions suivantes impliquent 1'unique ergodicité

[12, 14] :
lim inf@ < 2,
n—-+oo n

ou
lim sup@ < 3.

n—+oo N

e Enfin Ferenczi a montré dans [31] absence de mélange fort.
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