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Une mesure 
lassique du d�esordre pour une suite �a valeurs dans un al-

phabet �ni, 
onsiste �a 
ompter le nombre p(n) de fa
teurs de longueur n. On

d�e�nit ainsi une fon
tion p appel�ee fon
tion de 
omplexit�e. Cette fon
tion

permet de 
ara
t�eriser en parti
ulier les suites p�eriodiques (
e sont les suites

pour lesquelles il existe un entier n tel que p(n) � n), ainsi que 
ertaines

suites de basse 
omplexit�e, 
omme les suites de 
omplexit�e n + 1. Celles-
i

sont appel�ees suites sturmiennes et poss�edent la parti
ularit�e remarquable de

pouvoir être �etudi�ees tant d'un point de vue 
ombinatoire qu'arithm�etique :

elles sont en e�et obtenues 
omme des 
odages de rotation irrationnelle sur

le 
er
le unit�e. Les suites substitutives 
onstituent une deuxi�eme famille


lassique de suites de basse 
omplexit�e. Nous �etudions en parti
ulier les sub-

stitutions de longueur 
onstante en relation ave
 les suites automatiques au

paragraphe 7. Nous �evoquons les propri�et�es 
ombinatoires de 
es suites en

introduisant des outils 
lassiques en 
ombinatoire des mots et dans l'�etude

des syst�emes dynamiques symboliques. Notons que 
es suites interviennent

non seulement dans de nombreux domaines des math�ematiques mais aussi

en informatique th�eorique, en biologie, en physique, en 
ristallographie ...

1 Quelques d�e�nitions

Le but de 
e paragraphe est d'introduire bri�evement quelques notions dy-

namiques et 
ombinatoires. Pour plus d'informations, on peut par exemple


onsulter l'in
ontournable [43℄. Voir aussi [33℄.

Soit A un ensemble �ni appel�e alphabet. On peut faire agir sur l'ensemble

des suites unidire
tionnelles A

N

ou bidire
tionnellesA

Z

l'appli
ation de d�e
a-

lage T qui �a la suite (u

n

)

n

asso
ie la suite (u

n+1

)

n

. Travaillons par exemple

ave
 A

N

. Munissons A

N

du produit des topologies dis
r�etes. Cet ensemble

est alors 
ompa
t. Cette topologie est �equivalente �a la topologie d�e�nie par

la m�etrique suivante : si x; y 2 A

N

et x 6= y

d(x; y) = (1 + inffk � 0; x

k

6= y

k

g)

�1

:

Deux suites sont don
 d'autant plus pro
hes que leurs premiers termes 
o��n
ident

longtemps. Le 
ylindre [w℄, o�u w = w

1

: : : w

n

appartient �a A

n

, est l'ensemble

des suites de la forme

[w℄ = fx 2 A

N

j x

0

= w

1

; x

1

= w

2

; : : : ; x

n�1

= w

n

g:
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Les 
ylindres sont des ensembles ouverts et ferm�es et engendrent la topologie.

L'ensemble A

N

est alors 
omplet 
ar 
ompa
t et m�etrique.

Soit u 2 A

N

. La suite u engendre alors le syst�eme dynamique symbolique

(O(u); T ), o�u O(u) est l'adh�eren
e de l'orbite O(u) = fT

n

(u); n � 0g, sous

l'a
tion du d�e
alage T , de la suite u dans A

N

. L'ensemble O(u) est �a son

tour, 
ompa
t, m�etrique et 
omplet; il est T -invariant: T (O(u)) � O(u). En

d'autres termes, T agit sur O(u).

Plus g�en�eralement, on appelle syst�eme dynamique symbolique l'a
tion du

d�e
alage sur un ferm�e invariant de A

N

. Le d�e
alage T est une appli
ation

uniform�ement 
ontinue, surje
tive, bije
tive sur A

Z

, mais pas for
�ement in-

je
tive sur A

N

.

Rappelons que si T est une appli
ation 
ontinue agissant sur le 
ompa
t

X, alors le syst�eme (X; T ) est appel�e syst�eme dynamique topologique.

De nombreuses propri�et�es 
ombinatoires de la suite u se traduisent en

termes dynamiques. On appelle fa
teur de la suite in�nie u un blo
 �ni w de

lettres apparaissant de mani�ere 
ons�e
utive dans la suite : w = u

n+1

� � �u

n+d

;

d est appel�e la longueur de w et est not�e jwj.

Une suite est dite r�e
urrente si 
ha
un de ses fa
teurs apparâ�t une in�nit�e

de fois.

Exer
i
e 1.1 1. Montrer que

O(u) = fx 2 A

N

; L(x) � L(u)g;

o�u L(x) est l'ensemble des fa
teurs de la suite x.

2. Montrer que u est r�e
urrente si et seulement s'il existe une suite stri
te-

ment 
roissante (n

k

) telle que

u = lim

k!+1

T

n

k

u:

En d�eduire que u est r�e
urrente si et seulement si T est surje
tive sur

O(u).

Une suite est dite uniform�ement r�e
urrente si les la
unes entre deux o
-


urren
es d'un même fa
teur sont born�ees.

Il n'est alors pas diÆ
ile de montrer que le syst�eme (O(u); T ) est minimal

(
'est-�a-dire qu'il ne 
ontient pas de ferm�e invariant sous l'a
tion de T non
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trivial) si et seulement si la suite u est uniform�ement r�e
urrente : en e�et, si

w est un fa
teur de u, alors

O(u) =

[

n2N

T

�n

[w℄;

et on 
on
lut par un argument de 
ompa
it�e; pour plus de d�etails, voir par ex-

emple [43℄. C'est pour 
ette raison que les suites \uniform�ement r�e
urrentes"

sont �egalement appel�ees \suites minimales".

Exer
i
e 1.2 Montrer que (X; T ) est minimal si et seulement si X = O(x),

pour tout �el�ement x de X.

Il est int�eressant de munir d'une mesure T -invariante le syst�eme dy-

namique topologique (O(u); T ). (Une mesure de probabilit�e bor�elienne �

est dite T -invariante si �(T

�1

(B)) = �(B), pour tout bor�elien B.) La 
on-

naissan
e des fr�equen
es de blo
s de la suite u permet ainsi de d�e�nir une

telle mesure.

La fr�equen
e f(w) du fa
teur w est d�e�nie 
omme la limite (si elle existe)

du quotient du nombre d'o

urren
es de 
e fa
teur dans les n premiers termes

de la suite, par n. On suppose que les fr�equen
es de tous les fa
teurs existent.

On d�e�nit alors une mesure de probabilit�e � sur la famille B des bor�eliens de

O(u), de la mani�ere suivante : la mesure � est l'unique mesure de probabilit�e

invariante par T , telle que �([w℄) = f(w); o�u [w℄ est le 
ylindre des suites de

O(u) de pr�e�xe w et o�u f(w) est la fr�equen
e d'apparition du blo
 w dans la

suite u. En e�et, les 
ylindres sont �a la fois ouverts et ferm�es et engendrent la

topologie; il suÆt alors d'appliquer le th�eor�eme de 
ompatibilit�e de Daniell-

Kolmogorov (voir par exemple [47℄).

La plupart des syst�emes que nous 
onsid�ererons sont uniquement er-

godiques : un syst�eme dynamique est uniquement ergodique s'il existe une

unique mesure de probabilit�e T -invariante. D'o�u l'int�erêt de l'�etude des

fr�equen
es des fa
teurs qui permet de d�e�nir expli
itement 
ette unique

mesure T -invariante.

Notons qu'il existe des suites minimales qui engendrent des syst�emes non

uniquement ergodiques; dans un tel 
as, les fr�equen
es des fa
teurs peuvent

ne pas exister.
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2 Fon
tion de Complexit�e

La fon
tion de 
omplexit�e est un outil tr�es utile �a l'�etude des suites et des

syst�emes dynamiques symboliques. Soit u = (u

n

)

n

une suite �a valeurs dans

l'alphabet �ni A. On appelle fon
tion de 
omplexit�e de u, et l'on note p, la

fon
tion (d�e�nie sur les entiers) qui 
ompte le nombre de fa
teurs de u de

longueur donn�ee :

p(n) = Cardfw; w est fa
teur de u et jwj = ng:

Pour plus d'informations sur la fon
tion de 
omplexit�e, voir par exemple les

survols [3, 34℄ et le 
ours [45℄.

Il est fa
ile de voir que la fon
tion de 
omplexit�e est 
roissante et que

pour tout entier n, on a 1 � p(n) � d

n

; o�u d est le 
ardinal de l'alphabet.

Cette fon
tion peut être 
onsid�er�ee 
omme une mesure de la pr�edi
tibilit�e

de la suite. La di��eren
e premi�ere de la fon
tion de 
omplexit�e p(n+1)�p(n)


ompte le nombre d'extensions possibles dans la suite des fa
teurs de longueur

n. On appelle prolongement �a droite (respe
tivement prolongement �a gau
he)

d'un fa
teur w une lettre x telle que wx (respe
tivement xw) est un fa
teur de

la suite. Soit w

+

(respe
tivement w

�

) le nombre de prolongements �a droite

(respe
tivement �a gau
he) de w. (On peut avoir �eventuellement w

�

= 0 si

la suite est unidire
tionnelle mais l'on a toujours w

+

� 1; si la suite est

bidire
tionnelle, alors w

�

� 1.) On a alors

p(n+ 1) =

X

jwj=n

w

+

=

X

jwj=n

w

�

;

et

p(n + 1)� p(n) =

X

jwj=n

(w

+

� 1) =

X

jwj=n

(w

�

� 1):

La fon
tion de 
omplexit�e permet de 
ara
t�eriser les suites p�eriodiques.

On a en e�et le r�esultat 
lassique suivant (voir [40, 24℄) :

9n; p(n) � n() 9C; 8n p(n) � C () u est p�eriodique:

Plus pr�e
is�ement, si la suite u est unidire
tionnelle, 
'est-�a-dire index�ee par

N , la suite est alors ultimement p�eriodique (9n

0

; 9T > 0; 8n � n

0

; u

n+T

=

u

n

) et si la suite u est bidire
tionnelle, 
'est-�a-dire index�ee par Z, la suite

est stri
tement p�eriodique (9T > 0; 8n; u

n+T

= u

n

). La preuve de 
e
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r�esultat [24℄ repose sur le fait que s'il existe n tel que p(n) � n, alors il

existe n

0

tel que p(n

0

+ 1) = p(n

0

), et tout fa
teur de longueur n

0

admet un

unique prolongement �a droite. Pour tout entier k � 1, le \futur" de la suite,


'est-�a-dire (u

m

)

m�k

, est don
 d�etermin�e par la donn�ee de u

k�n

0

: : : u

k�1

. Il

suÆt de 
onsid�erer un fa
teur de longueur n

0

qui apparâ�t deux fois dans la

suite pour en d�eduire la p�eriodi
it�e. Notons que la p�eriode est alors inf�erieure

ou �egale �a n

0

.

La fon
tion de 
omplexit�e permet d'exprimer simplement l'entropie topo-

logique du syst�eme (O(u); T ). Rappelons la d�e�nition de l'entropie topologique

h(u) d'une suite u, ou plus g�en�eralement du syst�eme dynamique symbolique

asso
i�e (O(u); T ) :

h(u) = lim

n!+1

log

d

(p(n))

n

;

o�u d est le 
ardinal de l'alphabet sur lequel la suite est d�e�nie. Cette limite

existe du fait de la sous-additivit�e de la fon
tion n 7! log(p(n)): Les suites

d'entropie topologique nulle sont dites suites d�eterministes. Les suites que

nous �etudierons dans 
e texte sont d�eterministes. Nous 
onsid�erons prin-


ipalement deux familles de suites : les suites engendr�ees par substitution

(paragraphe 3) et les suites de 
omplexit�e sturmienne (paragraphe 5).

L'�etude de la 
omplexit�e 
onduit en parti
ulier aux trois questions sui-

vantes :

� Comment 
al
uler la 
omplexit�e d'une suite ?

� Quelles fon
tions peuvent être r�ealis�ees 
omme des fon
tions de 
om-

plexit�e pour une suite ?

� Peut-on 
ara
t�eriser des familles de suites par leur 
omplexit�e; peut-on

d�eduire de la 
omplexit�e une repr�esentation g�eom�etrique de 
ertaines

suites ?

Nous allons voir 
omment r�esoudre la premi�ere question en 
onsid�erant les

fa
teurs sp�e
iaux d'une suite, au paragraphe 4. En parti
ulier, une question

naturelle est de savoir si toutes les fon
tions aÆnes peuvent être r�ealis�ees

(�eventuellement ultimement) 
omme fon
tions de 
omplexit�e. La r�eponse

est aÆrmative (voir par exemple [1, 19℄). N�eanmoins, la se
onde question

est loin d'être r�esolue, surout dans le 
as de l'entropie positive (voir par

exemple [19, 34℄). Bien que la fon
tion de 
omplexit�e soit en g�en�eral in-

suÆsante pour d�e
rire des suites, nous allons voir que dans le 
as des suites
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sturmiennes (paragraphe 5), beau
oup d'informations peuvent se d�eduire de

la 
onnaissan
e de la fon
tion de 
omplexit�e : les suites sturmiennes sont les

suites de 
omplexit�e n + 1 index�ees par N .

Notons que l'ordre de 
roissan
e de la fon
tion de 
omplexit�e est une


ara
t�eristique fondamentale de la suite. C'est en parti
ulier un invariant

topologique (voir par exemple [34℄) : une 
onjugaison topologique entre deux

syst�emes dynamiques topologiques (X; T ) et (Y; S) est une bije
tion bi
on-

tinue � telle que �T = S�; or on voit sans trop de diÆ
ult�es qu'une 
on-

jugaison topologique entre deux syst�emes dynamiques symboliques est un


ode �ni : il existe un entier r tel que (�(x))

i

ne d�epend que de (x

i

: : : x

i+r

).

Pour plus de d�etails, voir le 
ours [33℄. N�eanmoins la 
omplexit�e n'est pas

invariante par isomorphisme mesur�e. Pour une notion de 
omplexit�e dont

l'ordre de 
roissan
e est invariant par isomorphisme mesur�e, voir [32℄. Voir

�egalement [35, 37℄ pour di��erentes notions de 
omplexit�e pour des mots �-

nis, qui permettent par exemple d'obtenir de l'information sur le langage de

suites in�nies �a travers l'�etude de la 
omplexit�e de leurs pr�e�xes.

3 Substitutions

On appelle substitution ou morphisme un endomorphisme non e�a�
ant pour

la 
on
at�enation du mono��de libreA

�

, form�e des mots �nis surA. Un exemple


lassique est donn�e par la substitution de Fibona

i : �(a) = ab, �(b) =

a. On peut alors �etendre naturellement la d�e�nition d'une substitution �a

l'ensemble des suites A

N

.

Soit � une substitution. Supposons qu'il existe une lettre a telle que �(a)


ommen
e par a et j�(a)j � 2; on note a la suite de terme 
onstant a; alors la

suite (�

n

(a))

n2N


onverge dans A

N

vers un point �xe de �. On appelle suite

substitutive l'image par une proje
tion litt�erale (
'est-�a-dire un morphisme

de mono��de libre dont les images des lettres sont des lettres) d'un point �xe

de substitution.

De nombreuses propri�et�es topologiques et ergodiques des suites substitu-

tives sont d�e
rites par leur matri
e d'in
iden
e : on asso
ie �a la substitution

� une matri
eM = [m

i;j

℄

(i;j)2A

2

dont le terme g�en�eral m

i;j


ompte le nombre

d'o

urren
es de la lettre j dans �(i). Une substitution est dite primitive

si la matri
e asso
i�ee l'est (il existe une puissan
e de la matri
e dont toutes

les entr�ees sont stri
tement positives, en d'autres termes, il existe un it�er�e

de la substitution tel que l'image de toute lettre 
ontient toutes les lettres
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de l'alphabet). Le syst�eme dynamique engendr�e par une suite u point �xe

d'une substitution � primitive (
'est-�a-dire que �(u) = u) est alors minimal

et uniquement ergodique. Pour une appro
he dynamique et spe
trale des

substitutions, voir �egalement [43℄.

Exer
i
e 3.1 Montrer que si � est une susbtitution primitive alors il existe

une suite u et un entier k tel que �

k

(u) = u.

4 Fa
teurs sp�e
iaux et 
omplexit�e

Nous allons voir que la notion de fa
teur sp�e
ial est un outil eÆ
a
e pour

d�eterminer la di��eren
e premi�ere de la fon
tion de 
omplexit�e. En e�et, dans

le 
as d'une 
omplexit�e basse, le nombre de fa
teurs sp�e
iaux est en g�en�eral

relativement ais�e �a d�eterminer. Pour plus de d�etails, voir [19℄.

Soit u une suite �a valeurs dans l'alphabetA. Soit w

+

(respe
tivement w

�

)

le nombre d'extensions �a droite (respe
tivement �a gau
he) de w. Rappelons

que

p(n + 1)� p(n) =

X

jwj=n

(w

+

� 1) =

X

jwj=n

(w

�

� 1):

Un fa
teur est dit fa
teur sp�e
ial �a droite (respe
tivement fa
teur sp�e
ial

�a gau
he) s'il admet plus d'une extension �a droite (respe
tivement �a gau
he).

Exer
i
e 4.1 Soit u la suite de Thue-Morse d�e�nie 
omme le point �xe


ommen�
ant par 0 de la substitution suivante : �(0) = 01 and �(1) = 10.

1. Montrer que 
haque fa
teur w peut être d�e
ompos�e 
omme w = r

1

�(x)r

2

,

o�u x est un fa
teur et r

i

2 f"; a; bg. Si jwj � 5, alors 
ette d�e
omposition

est unique.

2. Montrer que p(2n) = p(n)+p(n+1) et que p(2n+1) = 2p(n+1), pour

n � 1. En d�eduire une expression de la fon
tion de 
omplexit�e (voir

par exemple [15℄).

Exer
i
e 4.2 La suite de Fibona

i est d�e�nie 
omme le point �xe 
om-

men�
ant par a de la substitution suivante : �(a) = ab and �(b) = a.
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1. Montrer que tout fa
teur w de la suite de Fibona

i peut être d�e
ompos�e

uniquement de la mani�ere suivante :

w = r

1

�(v)r

2

;

o�u v est un fa
teur de la suite de Fibona

i, r

1

2 f"; bg, et r

2

= a, si

la derni�ere lettre de w est a, et r

2

= ", sinon.

2. Montrer que si w un fa
teur sp�e
ial gau
he non vide, alors il existe un

unique fa
teur sp�e
ial gau
he non vide v tel que w = �(v)r

2

, o�u r

2

= a,

si la derni�ere lettre de W est a, et s = ", sinon. En d�eduire la forme

g�en�erale des fa
teurs sp�e
iaux gau
he.

3. Montrer que la suite de Fibona

i n'est pas ultimement p�eriodique.

4. En d�eduire que la fon
tion de 
omplexit�e de la suite de Fibona

i sat-

isfait p(n) = n+ 1 pour tout n.

5 Suites sturmiennes

L'�etude des suites sturmiennes illustre de mani�ere frappante les relations

qui existent entre 
ombinatoire des mots et th�eorie ergodique, 
e qui est

naturel puisque l'on travaille sur des suites, mais aussi ave
 l'arithm�etique,

l'approximation diophantienne et la g�eom�etrie. En parti
ulier le d�eveloppe-

ment en fra
tion 
ontinue permet de d�e
rire ave
 pr�e
ision de nombreuses

propri�et�es des suites sturmiennes. Pour une appro
he plus g�eom�etrique des

suites sturmiennes, voir par exemple [6, 7, 8℄. Pour des survols r�e
ents, voir

[10, 16, 38℄.

On a vu que si la 
omplexit�e d'une suite est telle qu'il existe un entier

n pour lequel p(n) � n, alors 
ette suite u est p�eriodique. Il apparâ�t alors

naturel de s'int�eresser aux suites de 
omplexit�e n + 1, 
'est-�a-dire telles que

p(n) = n + 1, pour tout n. De telles suites existent sur N (par exemple, la

suite de Fibona

i) et sur Z; la suite suivante a pour 
omplexit�e n+ 1

: : : 000010000 : : :

Rappelons, que les suites de 
omplexit�e n+1 index�ees par N sont appel�ees

suites sturmiennes. Les suites sturmiennes sont don
 les suites de 
omplexit�e

minimale parmi les suites sur N non ultimement p�eriodiques.
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Exer
i
e 5.1 Montrer que pour toute suite sturmienne, 
haque pr�e�xe ap-

parâ�t au moins deux fois dans la suite. En d�eduire que tout suite sturmienne

est r�e
urrente.

L'exemple le plus 
lassique de suite sturmienne est la suite de Fibona

i,

point �xe de la substitution � d�e�nie par �(a) = ab et �(b) = a. Les suites

sturmiennes sont don
 d�e�nies de mani�ere purement 
ombinatoire, mais 
e

qui est remarquable, 
'est qu'elles peuvent être �egalement repr�esent�ees de

mani�ere g�eom�etrique (voir [41℄) : les suites sturmiennes sont exa
tement les

suites obtenues en 
odant l'orbite d'un point � du 
er
le unit�e sous la rotation

d'angle irrationnel �, par rapport �a des intervalles 
ompl�ementaires du 
er
le

unit�e de longueurs � et 1� �.

Dans tout 
e qui suit R

�

d�esigne la rotation d�e�nie sur le tore T

1

= R=Z

de dimension 1, par R

�

x = x+� modulo 1: S'il n'y a pas d'ambigu��t�e, nous

omettrons de pr�e
iser que nous travaillons modulo 1.

Th�eor�eme 5.2 (Morse-Hedlund) Soit u une suite sturmienne �a valeurs

dans f0; 1g. Il existe alors � irrationnel dans ℄0; 1[ et � 2 R tels que l'on ait

soit

8n; (u

n

= 0() R

n

�

(�) = �+ n� 2 [0; 1� �[);

soit

8n; (u

n

= 0() R

n

�

(�) = �+ n� 2 ℄0; 1� �℄):

On appelle angle d'une suite sturmienne le r�eel � qui lui est ainsi asso
i�e.

Un des int�erêts de la repr�esentation g�eom�etrique des suites sturmiennes in-

diqu�ee dans le th�eor�eme 5.2, est qu'elle fournit une des
ription simple, en

termes d'intervalles du 
er
le unit�e, des fa
teurs de longueur donn�ee. Rap-

pelons la propri�et�e 
lassique suivante (voir par exemple [39℄).

Lemme 5.3 Soit u une suite sturmienne d'angle �. Il existe une bije
tion

entre les fa
teurs de longueur n de la suite u et les intervalles de la partition

du 
er
le unit�e par les points �k�, 0 � k � n.

En e�et, supposons que u 
ode l'orbite du point � par rapport �a I

0

= [0; 1��[

et I

1

= [1 � �; 1[: Un mot �ni w

1

� � �w

n

d�e�ni sur l'alphabet f0; 1g est un

fa
teur de la suite u si et seulement s'il existe un entier k tel que

�+ k� 2 I(w

1

; : : : ; w

n

) =

n�1

\

j=0

R

�j

(I

w

j+1

):
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Comme � est irrationnel, la suite (� + n�)

n2N

est dense, 
e qui implique

que w

1

w

2

: : : w

n

est un fa
teur de u si et seulement si I(w

1

; : : : ; w

n

) 6= ;.

En parti
ulier, l'ensemble des fa
teurs ne d�epend pas du point initial �. On

v�eri�e de plus que les ensembles I(w

1

; : : : ; w

n

) sont 
onnexes et born�es par

les points k(1 � �), pour 0 � k � n � 1: Il y a n + 1 tels intervalles (�

est irrationnel) et alors n + 1 fa
teurs de longueur n : la suite u est bien

sturmienne.

Exer
i
e 5.4 Soit u une suite sturmienne d'angle �. Montrer que O(u) est

l'ensemble de suites sturmiennes de même angle �. En d�eduire la minimalit�e

du syst�eme dynamique (O(u); T ).

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses autres 
ara
t�eri-

sations, tant g�eom�etriques que 
ombinatoires (voir, par exemple, [38℄). En

parti
ulier, les suites sturmiennes sont les suites �equilibr�ees sur un alphabet

�a deux lettres qui sont non ultimement p�eriodiques. Une suite �equilibr�ee est

telle que la di��eren
e entre le nombre d'o

urren
es d'une lettre dans deux

de ses fa
teurs de même longueur, est born�ee par 1 en valeur absolue.

6 Graphe des mots

Un outil tr�es utile pour l'�etude des suite sturmiennes (et en parti
ulier pour

l'�etude des fr�equen
es des fa
teurs) est le graphe des mots de Rauzy. Soit u

une suite d�e�nie sur l'alphabet �ni A (de 
ardinal d). Le graphe des mots

�

n

des fa
teurs de longueur n de la suite u est un graphe orient�e (voir, par

exemple, [44℄), qui est un sous-graphe du graphe des mots de de Bruijn

1

(voir

[17℄).

Le graphe �

n

a pour sommets les fa
teurs de longueur n de la suite, ave


une arête de U vers V , s'il existe un mot W de longueur n� 1 tel que :

U = xW et V =Wy; ave
 x; y 2 A;

et tel que xWy soit un fa
teur de la suite. Consid�erons une suite sturmienne.

De la 
omplexit�e (8n; p(n) = n + 1), on d�eduit l'existen
e d'un unique

1

Le graphe des mots de de Bruijn 
orrespond au graphe des mots d'une suite de 
om-

plexit�e maximale (8n; p(n) = d

n

;) et a �et�e introduit par de Bruijn dans le but de 
onstruire

des suites �nies 
ir
ulaires de longueur d

n

�a valeurs dans f0; 1; : : : ; d� 1g, telles que tout

fa
teur de longueur n apparâ�t une fois et une seule : une telle suite 
orrespond �a un


hemin Hamiltonien ferm�e dans le graphe de de Bruijn.
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fa
teur D

n

de longueur n biprolongeable �a droite, 
'est-�a-dire ayant deux

prolongements �a droite dans la suite. Soit, de même, G

n

l'unique fa
teur

de longueur n biprolongeable �a gau
he. Une suite sturmienne pr�esente deux

types de graphes selon que G

n

= D

n

ou que G

n

6= D

n

.

Cette forme simple du graphe des mots permet de d�eduire des informa-

tions sur les fr�equen
es des fa
teurs des suites sturmiennes. Cette id�ee a �et�e

introduite par Dekking dans le 
as de la suite de Fibona

i (voir [25℄). Rap-

pelons que la 
onnaissan
e des fr�equen
es de blo
s d'une suite sturmienne u

permet une des
ription pr�e
ise de la mesure asso
i�ee au syst�eme dynamique

(O(u); T ). En e�et le syst�eme dynamique asso
i�e �a une suite sturmienne est

uniquement ergodique (
e
i est une 
ons�equen
e de la des
ription des suites

sturmiennes donn�ee par le th�eor�eme 5.2, la rotation sous-ja
ente �etant d'angle

irrationnel).

Soit U un sommet de �

n

. On note U

+

le nombre d'arêtes de �

n

d'origine

U et U

�

le nombre d'arêtes d'extr�emit�e U . On a le lemme suivant.

Lemme 6.1 Supposons que U ! V et que U

+

= 1 = V

�

= 1, alors les

fa
teurs U et V ont même fr�equen
e

' $

�

& %

-

1

2

3

�

G

n

D

n

G

n

= D

n

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1

3

On d�eduit alors de 
e lemme que tous les mots du 
hemin (1) (voir la

�gure 
i-dessous), priv�e de D

n

et G

n

ont même fr�equen
e, que, de même,

tous les mots du 
hemin (3), priv�e de D

n

et G

n

ont même fr�equen
e et en�n,

12



que tous les mots du 
hemin (2), D

n

et G

n

in
lus, ont même fr�equen
e. On

en d�eduit don
 que les fr�equen
es des fa
teurs de même longueur d'une suite

sturmienne prennent au plus 3 valeurs. De plus, si G

n�1

= D

n�1

alors l'un

des deux 
hemins (1) ou (3) est vide, 
'est-�a-dire que l'on a une arête de D

n

vers G

n

. On en d�eduit don
 la proposition suivante.

Proposition 6.2 Les fr�equen
es des fa
teurs de même longueur d'une suite

sturmienne prennent au plus 3 valeurs. Si G

n�1

= D

n�1

, les fr�equen
es des

fa
teurs de longueur n prennent au plus 2 valeurs.

Plus g�en�eralement, supposons que toutes les fr�equen
es des fa
teurs d'une

suite u existent. Notons que la fon
tion qui asso
ie �a une 
�e
he �etiquet�ee par

xWy la fr�equen
e du fa
teur xWy est un 
ot satisfaisant �a la loi de Kir
hho�.

Une bran
he du graphe �

n

est une suite de longueur maximale (U

1

; : : : ; U

m

)

de 
�e
hes 
onne
t�ees de �

n

, �eventuellement vide, satisfaisant

U

+

i

= 1; pour i < m; U

�

i

= 1; pour i > 1:

Par 
ons�equent, les 
�e
hes d'une même bran
he ont la même fr�equen
e et

le nombre de fr�equen
es des fa
teurs de longueur donn�ee est major�e par le

nombre de bran
hes. On montre fa
ilement le r�esultat suivant [13℄.

Th�eor�eme 6.3 On 
onsid�ere une suite r�e
urrente de 
omplexit�e p(n), les

fr�equen
es des fa
teurs de longueur n prennent au plus 3(p(n + 1) � p(n))

valeurs.

On en d�eduit que si p(n + 1) � p(n) est uniform�ement major�e en n, les

fr�equen
es des fa
teurs de longueur donn�ee prennent un nombre �ni de

valeurs. En fait, en utilisant le r�esultat suivant de Cassaigne dont la preuve

repose aussi sur une utilisation du graphe des mots (voir [19℄), on obtient le

r�esultat suivant.

Th�eor�eme 6.4 (Cassaigne) Si la 
omplexit�e p(n) d'une suite est au plus

lin�eaire, alors p(n+ 1)� p(n) est born�e.

Corollaire 6.5 Si la 
omplexit�e p(n) d'une suite est au plus lin�eaire, alors

les fr�equen
es des fa
teurs de longueur donn�ee ne prennent qu'un nombre

�ni de valeurs.
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7 Suites automatiques

Les suites automatiques (
'est-�a-dire les suites engendr�ees par automates �-

nis) forment une 
lasse de suites largement �etudi�ees, notamment puisque

munies d'une forte stru
ture algorithmique. En e�et, 
e sont des proje
-

tions litt�erales de points �xes de substitutions de longueur 
onstante. Les

suites point �xe de substitutions de longueur 
onstante ont de nombreuses

propri�et�es. En parti
ulier, elles peuvent être engendr�ees par un pro
essus

algorithmique simple : un automate �ni [23℄. Rappelons les d�e�nitions

d'automate et de suite automatique. Pour plus d'informations sur le sujet,

voir les survols [2, 5, 26℄. Un q-automate est d�e�ni par la donn�ee :

� d'un ensemble �ni d'�etats S = fi = a

1

; a

2

; :::; a

d

g, dont on a privil�egi�e

un �el�ement i, appel�e �etat initial,

� de q appli
ations ou \
�e
hes" de l'ensemble des �etats S dans lui-même,

not�ees 0; 1; :::; q � 1,

� d'une appli
ation ' de S dans un ensemble Y , dite fon
tion de sortie.

Une suite (u(n))

n2N

�a valeurs dans Y est dite q-automatique si elle est en-

gendr�ee par un q-automate de la fa�
on suivante : 
onsid�erons un entier n,

�e
rivons-le en base q et identi�ons les 
hi�res de son d�eveloppement aux

appli
ations 0; 1; :::; q � 1; en lisant les 
hi�res de n de droite �a gau
he, on

obtient une appli
ation 
ompos�ee de S dans lui-même. Soit a

f

l'image de

l'�etat initial i par 
ette appli
ation, on pose alors : u(n) = '(a

f

):

La notion de q-automati
it�e que nous 
onsid�erons i
i est bas�ee sur la

num�eration en base q. Notons que l'on peut �etendre la notion d'automati
it�e

�a des syst�emes de num�eration plus g�en�eraux, 
omme la num�eration de Fi-

bona

i. Dans tout 
e qui suit, nous entendrons par automati
it�e la notion

de q-automati
it�e.

Le th�eor�eme suivant dû �a Christol, Kamae, Mend�es Fran
e et Rauzy [20,

21℄ relie l'automati
it�e aux propri�et�es suivantes 
ombinatoires et alg�ebriques.

Th�eor�eme 7.1 (Christol, Kamae, Mend�es Fran
e et Rauzy)

Soit u = (u(n))

n2N

une suite �a valeurs dans le 
orps F

q

. Les 
onditions

suivantes sont �equivalentes :

1. la s�erie formelle

X

n�0

u(n)X

n

est alg�ebrique sur le 
orps F

q

(X),
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2. le q-noyau N

q

(u) de la suite u est �ni, o�u N

q

(u) est d�e�ni 
omme

l'ensemble des sous-suites de la forme

N

q

(u) = f(u(q

k

n + r))

n2N

; k � 0; 0 � r � q

k

� 1g;

3. la suite u est q-automatique,

4. la suite u est l'image par une proje
tion lettre �a lettre d'un point �xe

d'une substitution de longueur q.

La derni�ere �equivalen
e est due �a Cobham [23℄ et l'�equivalen
e entre les


onditions 2 et 3 est due �a Eilenberg [28℄.

Durand g�en�eralise dans [27℄ l'�equivalen
e entre la 
ondition 3 et l'automa-

ti
it�e, aux suites substitutives uniform�ement r�e
urrentes. Cette 
ara
t�erisa-

tion est bas�ee sur la notion de mots de retour et de suite d�eriv�ee. Un mot de

retour sur le fa
teur w est un mot s�eparant deux o

urren
es su

essives de

w; on appelle suite d�eriv�ee d'une suite minimale u �x�ee, une suite obtenue

en 
odant u par les mots de retour sur un pr�e�xe non vide de la suite u. La


ara
t�erisation est alors la suivante.

Th�eor�eme 7.2 (Durand) Une suite uniform�ement r�e
urrente est substitu-

tive si et seulement si l'ensemble de ses suites d�eriv�ees est �ni.

Ce r�esultat a �et�e prouv�e ind�ependamment par Holton et Zamboni [36℄.

L'�equivalen
e entre les 
onditions 1 et 2 a de nombreuses appli
ations en

trans
endan
e (pour des s�eries formelles �a 
oeÆ
ients dans un 
orps �ni),

voir par exemple les survols [4, 46℄.

8 Complexit�e au plus lin�eaire

En 
on
lusion, nsous allons d'abord rappeler quelques propri�et�es g�en�erales de

la fon
tion de 
omplexit�e et des fr�equen
es de fa
teurs des suites sturmiennes

et substitutives. Puis nous nous int�eresserons aux suites de 
omplexit�e au

plus lin�eaire.

Th�eor�eme 8.1 1. La 
omplexit�e d'un point �xe d'une substitution prim-

itive (voir par exemple [43℄) ou d'une suite automatique [23℄ satisfait

8n; p(n) � Cn:
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2. Plus g�en�eralement la 
omplexit�e d'un point �xe de substitution satisfait

[29, 42℄

8n; p(n) � Cn

2

:

Cette propri�et�e permet de montrer qu'une suite de \haute 
omplexit�e"

n'est pas automatique. Notons que des suites automatiques ont des fon
tions

de 
omplexit�e similaires mais des propri�et�es tr�es dissemblables pour 
e qui


on
erne leurs propri�et�es spe
trales (voir par exemple [43℄).

Consid�erons quelques r�esultats sur les fr�equen
es des fa
teurs d'un point

�xe d'une substitution de longueur 
onstante. Pour des r�esultats g�en�eraux

sur les suites substitutives primitives, voir [43℄. Rappelons que pour de telles

suites les fr�equen
es existent et sont stri
tement positives, d'apr�es le th�eor�eme

de Perron-Frob�enius. Le r�esultat suivant d'�equir�epartition s'applique pour

les fr�equen
es de fa
teurs de substitutions primitives de longueur 
onstante.

Th�eor�eme 8.2 (Dekking) Soit � une substitution primitive de longueur


onstante. On note f(w) la fr�equen
e du fa
teur w. Il existe C

2

> C

1

> 0

tels que

C

1

� nf(w) � C

2

;

pour tout n � 1 et pour tous les fa
teurs w de longueur n.

Le r�esultat suivant se prouve en appliquant les propri�et�es des matri
es sto
has-

tiques �a la puissan
e n-i�eme d'une matri
e de substitution divis�ee par l

n

, o�u

l est la longueur de la substitution (voir [23℄).

Th�eor�eme 8.3 (Cobham) Si les fr�equen
es des fa
teurs d'une suite au-

tomatique existent, elles sont rationnelles. De plus, si la substitution 
orre-

spondante est primitive, alors les fr�equen
es existent.

En parti
ulier, une suite sturmienne ne peut être automatique, puisque les

fr�equen
es des lettres sont irrationnelles. Pour des r�esultats plus pr�e
is sur

les suites automatiques dont une lettre a une fr�equen
e nulle, voir [23℄.

Consid�erons plus g�en�eralement le 
as des suites de 
omplexit�e au plus

lin�eaire : 9C > 0; 8n 2 N ; p(n) � Cn. De nombreuses propri�et�es tant 
om-

binatoires, ergodiques, qu'arithm�etiques peuvent se d�eduire de 
ette simple

indi
ation sur l'ordre de 
roissan
e de la fon
tion de 
omplexit�e.

Rappelons le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme 8.4 (Cassaigne) Si la 
omplexit�e p(n) d'une suite est au plus

lin�eaire, alors p(n+ 1)� p(n) est born�e.

Notons que 
e r�esultat est faux pour la 
omplexit�e sous-quadratique : Fer-

en
zi donne dans [31℄ un exemple de suite de 
omplexit�e au plus quadratique

dont les di��eren
es se
ondes p(n+2)+p(n)�2p(n+1) ne sont pas born�ees. De

plus, Feren
zi d�eduit du th�eor�eme 6.4 le r�esultat suivant [31℄ : les syst�emes

minimaux de 
omplexit�e au plus lin�eaire sont engendr�es par un nombre �ni

de substitutions (un tel syst�eme est appel�e S-adique selon la terminologie

due �a Vershik). De même, une suite engendr�ee par l'it�eration d'un nombre

�ni de substitutions est appel�ee suite S-adique.

Th�eor�eme 8.5 (Feren
zi) Soit u une suite uniform�ement r�e
urrente de


omplexit�e au plus lin�eaire d�e�nie sur l'alphabet A; il existe alors un nombre

�ni 
 de substitutions �

i

, 1 � i � 
, d�e�nies sur un alphabet B, une appli
a-

tion ' de B dans A et une suite in�nie (i

n

)

n2N

�a valeurs dans f1; : : : ; 
g tels

que d'une part

lim

n!+1

inf

b2B

j�

i

1

�

i

2

: : : �

i

n

(b)j = +1

et d'autre part il existe une lettre b de B pour laquelle tout fa
teur de la suite

u est fa
teur de �

i

1

�

i

2

: : : �

i

n

(b), pour un 
ertain entier n.

Le nombre 
 de 
es substitutions peut être de plus major�e expli
itement dans

le 
as o�u 8n; p(n+ 1)� p(n) � 2.

On 
onnâ�t ainsi expli
itement un d�eveloppement S-adique pour les syst�emes

dynamiques engendr�es par les suites sturmiennes [9℄.

La r�e
iproque du th�eor�eme 8.5 est fausse. Il suÆt en e�et de 
onsid�erer

une substitution de 
omplexit�e quadratique pour produire un 
ontre-exemple,


omme le point �xe 
ommen�
ant par a de la substitution a 7! ab, b 7! b
,


 7! 
 [42℄. Il reste �a d�e�nir une notion plus forte de S-adi
it�e qui permet-

trait de 
ara
t�eriser les suites de 
omplexit�e au plus lin�eaire : 
onsid�erons

don
 une suite u engendr�ee par l'it�eration d'un nombre �ni de substitutions;

quelles restri
tions faut-il imposer aux substitutions pour que la suite u soit

de 
omplexit�e au plus lin�eaire ?

La 
omplexit�e au plus lin�eaire implique de plus les propri�et�es ergodiques

suivantes dans le 
as des suites minimales. Rappelons que 
ette propri�et�e est

invariante par isomorphisme topologique.

Soit u une suite primitive de 
omplexit�e au plus lin�eaire.
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� Une premi�ere 
ons�equen
e est que le d�e
alage unilat�ere T sur O(u) peut

être rendu bije
tif sauf sur un nombre �ni d'orbites (voir par exemple

le 
ours [33℄).

� Boshernitzan a montr�e que l'on obtient une majoration expli
ite (en

fon
tion de l'ordre de 
roissan
e de la fon
tion de 
omplexit�e) du nom-

bre n de mesures ergodiques [12, 14℄.

� En parti
ulier les 
onditions suivantes impliquent l'unique ergodi
it�e

[12, 14℄ :

lim inf

n!+1

p(n)

n

< 2;

ou

lim sup

n!+1

p(n)

n

< 3:

� En�n Feren
zi a montr�e dans [31℄ l'absen
e de m�elange fort.
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