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1 IntrodutionCe doument est une présentation d'une partie des travaux que j'ai ef-fetués depuis mon dotorat en 1993. Il ne s'agit pas d'une énumérationsystématique et exhaustive. Ce n'est pas que ma prodution soit si impor-tante, mais j'ai préféré présenter des travaux qui me semblent bien représenterles orientations de mes reherhes et eux auxquels je suis partiulièrementattahé pour des raisons esthétiques.Depuis le début de mon dotorat, le thème entral de mes reherhes a étél'étude des automates sur des objets in�nis tels que les mots in�nis, les motsbi-in�nis ou même les mots trans�nis. Cette présentation est artiulée autourde trois thématiques qui sont les automates sur les mots in�nis, les transdu-teurs et la dynamique symbolique et �nalement les automates sur des ordreslinéaires. Ce regroupement est fait en fontion des thématiques auxquellesse rattahent naturellement mes travaux. Par ontre, il ne tient pas omptedes méthodes employées qui auraient pu donner lieu à un tout autre regrou-pement. Certains travaux utilisent des approhes de nature algorithmique etombinatoire alors que d'autres sont très algébriques.La théorie des automates a des liens étroits ave nombre de domaines aussibien en informatique qu'en mathématiques. Il existe en e�et des onnexionsave l'algorithmique, la théorie de la omplexité, la logique, la ombinatoire,la théorie des jeux, l'algèbre, la topologie, la théorie desriptive, les systèmesdynamiques et la théorie des nombres. Cette diversité des interations est bienre�étée par les di�érents aspets abordés dans mes reherhes. Lors de mondotorat déjà, j'avais étudié la hiérarhie de Wagner qui établit des liens entredes lasses topologiques et des automates. Mes travaux en ollaboration aveMarie-Pierre Béal sur les transduteurs et la méthode de alul de l'indie deRabin développée ave Ramón Maeiras sont de nature algorithmique. Dansl'étude des automates sur les mots trans�nis, nous avons utilisé, ave NiolasBedon, des outils algébriques. Finalement, les prédiats morphiques abordésen ollaboration ave Wolfgang Thomas onernent des questions de logique.Les interations entre es di�érents domaines deviennent enore plus on-rètes lorsque des méthodes issues d'un domaine donné peuvent être appli-quées ave suès à des questions provenant d'autres problématiques. Ainsiles méthodes algébriques ont permis de déomposer les langages yliques, equi a débouhé sur des résultats onernant la fontion zêta en dynamiquesymbolique. De même, la dé�nition des prédiats morphiques provient dela ombinatoire des mots qui utilise abondamment les points �xes de mor-phismes. C'est enore en utilisant des méthodes algébriques que nous avonspu résoudre des questions de déidabilité de ertaines logiques liées à esprédiats. 1



L'objetif prinipal de e doument est de donner un aperçu de mes tra-vaux de reherhe. L'idée diretrie a été de présenter es travaux de manièresimple et onise en essayant d'éviter au maximum la tehniité. J'en ai pro-�té pour donner les intuitions, hose qu'on a rarement l'oasion de fairedans les artiles. Par ontre, ette présentation n'a pas la prétention d'êtreni un survol du domaine ni une bibliographie. La liste de référenes biblio-graphiques est d'ailleurs limitée au néessaire pour situer mes résultats.
Fig. 1 � Les mammifères à grandes oreilles.Ce doument omporte quatre parties. Au prix de quelques redites, lesparties sont indépendantes. La première partie est une introdution aux au-tomates à l'usage des néophytes. Elle est partiulièrement destinée aux per-sonnes qui pensent naïvement que les automates sont des petits mammifèressauvages à grandes oreilles. Que ette partie les détrompe en leur montrantqu'on peut les apprivoiser sans di�ulté.La seonde partie est onsarée à des travaux onernant les automatessur les mots in�nis. Elle regroupe les résultats de trois ollaborations surdes thèmes assez di�érents ave Ramón Maeiras, Max Mihel et WolfgangThomas. Les résultats obtenus ave Ramón Maeiras sont de nature algo-rithmique. Ils onernent le alul de l'indie de Rabin d'un ensemble demots in�nis donné par un automate à parité. L'objet des travaux ave MaxMihel est l'étude d'une lasse partiulière d'automates de Bühi appelésnon-ambigus. Le résultat prinipal s'apparente à un théorème de MNaugh-ton pour les automates o-déterministes. Finalement, la ollaboration aveWolfgang Thomas a onduit à des résultats de déidabilité de ertaines lo-giques. Il s'agit en quelque sorte d'un retour aux soures puisque e sont esmêmes questions de déidabilité qui avaient onduit Bühi à introduire lesautomates sur les mot in�nis.La troisième partie regroupe des travaux sur la dynamique symboliqueet les transduteurs. Le premier résultat a été obtenu en ollaboration aveMarie-Pierre Béal et Christophe Reutenauer. Il s'agit d'une déompositiondes langages yliques en langages de stabilisateurs qui onduit à une nouvelle2



preuve de la rationalité de la fontion zêta d'un langage ylique. Les deuxautres résultats ont été obtenus en ollaboration ave Marie-Pierre Béal. Lepremier onerne la synhronisation de transduteurs sur des mots bi-in�nis,et le seond la déterminisation de transduteurs sur des mots in�nis.La quatrième et dernière partie est onsarée à des extensions de la no-tion de mots in�nis et d'automates. Les résultats obtenus en ollaborationave Niolas Bedon onernent les mots trans�nis et les automates introduitspar Bühi. Notre ontribution essentielle est d'avoir développé une théoriealgébrique de es mots. Nous avons obtenu un théorème de variétés qui étendelui d'Eilenberg. Nos résultats redonnent en partiulier une autre preuve dela déterminisation des automates. Finalement, les travaux ave VéroniqueBruyère ont étendu es automates sur les mots trans�nis à des automatessur des ordres linéaires. Le résultat prinipal est une extension du théorèmede Kleene aux ordres dispersés et dénombrables.

3



2 Petite introdution aux automatesQu'est-e qu'un automate ?C'est une façon onise de représenter ou de dérire un ensemble de mots.Prenons quelques exemples pour élairir notre propos. Supposons pour sim-pli�er que les mots soient uniquement érits ave les lettres a et b. Pourle moment, un mot sera pour nous une suite quelonque de lettres ommeaab sans se préouper du sens. Pour ommener en doueur, supposons quel'ensemble X ontienne le seul mot aab. On peut dérire X par l'automate :a a bFig. 2 � Automate pour X = faabg.Le mot aab orrespond à la leture des étiquettes des �èhes le long duhemin de la �èhe entrante à la �èhe sortante. Bien sûr, la desription de Xpar l'automate ne paraît pas très di�érente de l'ériture X = faabg. L'utilitédes automates apparaît dès que X ontient deux mots. Supposons que Xontienne les deux mots aaa et aab. On peut dérire X par l'automate :a a abFig. 3 � Automate pour X = faaa; aabg.Les deux mots aaa et aab orrespondent à la leture des étiquettes des�èhes le long des hemins de la �èhe entrante à l'une des �èhes sortantes.La desription de X par automate est déjà plus onise que l'ériture inextenso de X. Cei devient plus marquant si on suppose que X ontient tousles mots de longueur 3 pouvant être érits ave les lettres a et b. On peutdérire X par l'automate : ab ab abFig. 4 � Automate pour X = faaa; aab; : : : ; bbbg.Chaun des mots de longueur 3 orrespond à la leture des étiquettes lelong d'un des hemins de la �èhe entrante à la �èhe sortante. L'automate4



est beauoup plus onis qu'une ériture expliite de X. Ce phénomène seraitenore plus visible si on avait hoisi de représenter les mots de longueur 10.Cette possibilité de représenter un ensemble de mots de façon ompate estd'ailleurs largement exploitée par les linguistes pour la ompression des di-tionnaires.On peut aller plus loin en dérivant des ensembles in�nis de mots. Suppo-sons que X ontienne les mots a, aba, ababa, et., 'est-à-dire tous les motsqu'on peut érire en alternant un a ave un b et e jusqu'à un dernier a. Cetensemble peut être dérit par l'automate :abFig. 5 � Automate pour X = fa; aba; ababa; : : : g.On peut aussi représenter l'ensemble X des mots à l'intérieur desquels lesblos de a onséutifs sont de longueur paire omme par exemple baaaab etbbaabaabbbaaaa. Cei est fait par l'automate :b aaFig. 6 � Automate pour X = (b+ aa)�.Ce dernier ensemble X est aussi dérit par l'expression rationnelle (b +aa)� qui exprime que tout mot de X peut être obtenu en mettant bout àbout des b et des blos aa. De même, l'ensemble préédent est dérit parl'expression rationnelle a(ba)�. En e�et, un mot de et ensemble est obtenuen mettant un a suivi d'un nombre quelonque de blos ba. Cei pourraitêtre fait pour n'importe quel automate. Les initiés au domaine savent bienque les automates sont équivalents aux expressions rationnelles. Cei signi�eque tout ensemble de mots dérit par un automate peut aussi l'être par uneexpression rationnelle et inversement. Il existe d'autres façons équivalentesde dérire des ensembles de mots omme les formules de logique.L'intérêt des automates par rapport aux autres méthodes pour dérire desensemble est qu'ils rendent e�etives nombre d'opérations sur es ensembles.Par exemple, étant données deux desriptions d'ensemble, une question natu-relle est de savoir si es deux desriptions donnent en fait le même ensemble.Si les ensembles sont donnés par deux automates, il est aisé de savoir s'ils5



sont égaux. Si au ontraire, ils sont donnés par deux expressions rationnelles,'est plus déliat. Dans e dernier as, la bonne méthode onsiste en fait àonvertir haune des expressions en un automate équivalent puis à e�etuerl'opération sur les automates.Cette e�etivité a bien sûr un prix. Tous les ensembles ne peuvent pasêtre dérits par un automate. Par exemple, l'ensemble X = fanbn j n 2 Ngne peut pas l'être à moins d'autoriser des automates eux-mêmes in�nis.: : :: : :a b a bb a bb abFig. 7 � Automate pour X = fanbn j n 2 Ng.Dans la suite, on va imposer aux automates d'être �nis et on interdira desautomates tels que elui de la �gure 7. Il s'avère que l'ensemble X = fanbn jn 2 Ng ne peut pas être représenté par un automate �ni.
b ba

baaa
baaaaaaaFig. 8 � Un arbre.b a a b a a bFig. 9 � Une trae.Dans les exemples préédents, nous avons utilisé des automates pour dé-rire ou dé�nir des ensembles de mots. Il est possible de remplaer les motspar d'autres types d'objets tels les arbres (f. �gure 8 et [82℄), les traes (f.�gure 9 et [38℄) ou des mots bi-dimensionnels (f. �gure 10 et [46℄). Le adre6



a a b aa b a ba a b aFig. 10 � Un mot bi-dimensionnel.général est le suivant : on dispose d'une lasse d'objets �xée a priori. Cesobjets peuvent être des mots, des arbres, des traes ou des tableaux de ara-tères. À haque automate est assoiée une partie de es objets qui est dondérite par l'automate. Un automate peut être vu omme une façon onisede dérire une partie de es objets qui peut être �nie ou in�nie.1 0 2ab baFig. 11 � Mahine à trois états.Jusqu'ii, un automate a été présenté omme un graphe ave des sommetset des �èhes étiquetées ave des lettres. De plus, ertains sommets sont dési-gnés omme initiaux par une �èhe entrante alors que d'autres sont désignésomme �naux par une �èhe sortante. L'automate dérit l'ensemble des motsqui peuvent être lus le long d'un hemin d'un sommet initial à un sommet�nal. Cette vision d'un automate est omplètement statique.Cette vision peut être rendue dynamique en onsidérant un automateomme la desription d'une mahine. Les sommets représentent les di�érentsétats possibles et les �èhes sont les transitions que la mahine est apabled'e�etuer. L'automate de la �gure 11 représente une mahine qui a troisétats possibles. Les lettres des transitions doivent être interprétées omme desdonnées ou des événements extérieurs qui dirigent les hangements d'états dela mahine. La mahine peut seulement e�etuer une transition d'étiquette alorsqu'elle reçoit la lettre a en entrée. On dira que la mahine lit la lettre a.La suite des lettres que lit la mahine au ours d'un alul forme un motqu'on appellera mot d'entrée. Considérons, par exemple, la mahine de la�gure 11 et supposons que le mot d'entrée est x = abba.Les di�érentes étapes du alul de la mahine sont représentées sur la�gure 12. À haque étape, l'état dans lequel se trouve la mahine est marquéen noir. Au départ, la mahine se trouve dans l'état 0 qui est initial. Ensuite,la mahine e�etue suessivement des transitions d'étiquettes a, b, b et a. Àla �n de e alul, la mahine se trouve dans un état qui est �nal. Pour etteraison, le alul est dit aeptant.Cette façon dynamique de onsidérer un automate onsiste à voir unautomate omme une mahine de Turing très partiulière à une seule bande.7



ab baétape 0 a ab baétape 1 b ab baétape 2 b ab baétape 3 a ab baétape 4Fig. 12 � Le alul de l'automate pour x = abba.Un automate est une mahine de Turing dont le type de transitions autoriséesa été énormément restreint. D'une part, l'automate peut lire la bande surlaquelle a été plaé le mot d'entrée, mais il ne peut pas y érire. D'autrepart, à haque transition, la tête de leture avane d'une position vers ladroite. Les lettres du mots d'entrée sont lues dans l'ordre et haune est lueexatement une fois. La mahine e�etue autant de transitions qu'il y a delettres dans le mot d'entrée.Jusqu'à maintenant, nous avons utilisé les automates pour dérire desensembles de mots �nis, 'est-à-dire des suites �nies de lettres. Nous allonsvoir qu'un automate peut également dérire des suites in�nies de lettres. Parexemple, l'automate de la �gure 5 dérit l'ensemble X = fa; aba; ababa; : : : g.Il dérit aussi le mot in�ni x = ababab : : : obtenu en répétant in�niment leblo ab. Plus généralement, un automate dérit un ensemble de mots in�nisqui peut ontenir un seul mot omme dans l'exemple préédent, plusieurs oumême un nombre in�ni. Ces mots sont les étiquettes des hemins in�nis dansl'automate. Par exemple, l'automate de la �gure 6 dérit l'ensemble des motsin�nis dont les blos �nis de a onséutifs sont de longueur paire. Autant ler�le joué par les sommets initiaux reste lair dans e adre, autant elui jouépar les sommets �naux ne l'est plus. Ce point un peu déliat sera développéultérieurement.Dès qu'on parle d'in�ni, surgit le problème de savoir de quel type d'in�niil s'agit. Lorsqu'on a érit le mot x = ababab : : : = (ab)! en répétant in�ni-ment le blo ab, on a impliitement supposé que l'on érivait de la gauhevers la droite. Même si 'est moins naturel, on aurait pu érire de la droitevers la gauhe et obtenir le mot x0 = : : : ababab = !(ab) qui est bien di�é-rent du mot x. On aurait aussi pu érire de gauhe à droite en ommençantà l'in�ni à gauhe et en terminant à l'in�ni à droite pour obtenir le mot: : : ababab : : : = !(ab)! qui est aussi le résultat de la onaténation de x0 etde x. En poursuivant ette idée, on aurait tout aussi bien érire une pre-mière opie de x suivie d'une deuxième pour obtenir le mot abab : : : abab : : :ou bien érire une opie de x suivie d'une opie de x0 pour obtenir un mot8



abab : : : : : : abab = (ab)!!(ab). Dans e travail, on s'intéressera essentiel-lement aux types d'in�nis dé�nis par l'ordre naturel des entiers et par lesordinaux dénombrables. Nous aborderons également les ordres linéaires quipermettent de prendre en ompte les di�érents in�nis que nous venons devoir.3 Automates et mots in�nisLa notion d'automate pour les mots �nis est relativement naturelle. Dansun tel automate, un hemin est aeptant s'il ommene dans un état initialet s'il se termine dans un état �nal. Dans un automate sur les mots in�-nis, un hemin est une suite in�nie d'états. Il n'est plus possible d'imposerà un hemin aeptant de se terminer dans un état �nal puisque e heminest in�ni et qu'il n'a pas de dernier état. Pour les mots in�nis, plusieursvariantes d'automates ont été introduites qui orrespondent à di�érentes fa-çons de remplaer ette ondition sur la �n des hemins par quelque hosed'adapté aux hemins in�nis. Dans toutes es variantes, un automate possèdedes états, des transitions entre es états, des états initiaux et une onditiond'aeptation. Un hemin dans un automate est alors naturellement une suited'états qui est ompatible ave ses transitions. Ces variantes d'automates sedi�érenient par leur ondition d'aeptation, 'est-à-dire par leur façon despéi�er quand un hemin ommençant en un état initial est aeptant. Cesdi�érentes onditions d'aeptation ont en ommun qu'elles portent sur lesétats in�niment répétés le long du hemin. Nous donnons maintenant la dé-�nition générique d'un automate sur les mots in�nis de façon indépendantede la ondition d'aeptation. Nous �xons également quelques notations.Dé�nition 1 Un automate sur les mots in�nis est un automate (Q;A;E; I;�)où Q est un ensemble �ni d'états, A un alphabet �ni, E � Q � A �Q l'en-semble des transitions, I est l'ensemble des états initiaux et où � est laondition d'aeptation.Soit A = (Q;A;E; I;�) un tel automate et soit x = a0a1a2 : : : un motin�ni. Un hemin  d'étiquette x dans A est une suite d'états q0; q1; q2; : : :telle que pour tout entier k, qk ak�! qk+1 soit une transition de A. Commepour les automates de mots �nis, le hemin  est initial si q0 est initial. Lehemin  est �nal s'il véri�e la ondition d'aeptation �. Il est �nalementaeptant s'il est à la fois initial et �nal. Un mot est aepté par l'automates'il est l'étiquette d'un hemin aeptant.Pour un hemin , on dé�nit l'ensemble lim des états qui apparaissentin�niment souvent dans . Un état q appartient à et ensemble si pour tout9



entier n, il existe un entier k, plus grand que n, tel que q = qk.lim = fq j 8n � 0 9k � n q = qkg:Comme l'ensemble des états est �ni, et ensemble lim ne peut pas être vide.La ondition d'aeptation � porte sur et ensemble lim des états quiont une in�nité d'ourrenes dans . Cet ensemble d'états peut être vuomme un état �tif qui est ajouté à la �n du hemin et qui devient alors ledernier état du hemin. Cet état �tif omble la laune des hemins in�nisqui n'ont pas de dernier état. On verra que ette méthode est utilisée defaçon systématique pour les automates sur les mots trans�nis.Bühi [22℄ a tout d'abord introduit la ondition d'aeptation la plussimple. Pour un automate de Bühi, la ondition d'aeptation � onsisteuniquement en un ensemble F d'état �naux. La dé�nition d'un automate deBühi est formellement identique à elle d'un automate de mots �nis. C'estl'utilisation même de l'automate qui est di�érente puisqu'un automate deBühi aepte des mots in�nis et non pas des mots �nis. Ave ette onditiond'aeptation, un hemin  est �nal s'il passe in�niment souvent par au moinsun état �nal, 'est-à-dire si lim \ F 6= ?.0 1a a; bFig. 13 � Automate de Bühi pour aA!.
0 1b a a; b

Fig. 14 � Automate de Bühi pour A�aA!.Exemple 2 Les �gures 13, 14, 15 et 16 représentent des automates de Bü-hi qui aeptent les ensembles de mots aA!, A�aA!, A�b! et (A�a)!. Cesensembles sont respetivement l'ensemble des mots ommençant par un a,l'ensemble des mots ayant au moins une ourrene de a, l'ensemble des motsayant un nombre �ni d'ourrenes de a et �nalement l'ensemble des motsayant un nombre in�ni d'ourrenes de a. Sur les �gures, les états initiaux10



0 1a; b b b
Fig. 15 � Automate de Bühi pour A�b!.0 1b ab aFig. 16 � Automate de Bühi pour (A�a)!.sont toujours marqués par une �èhe entrante alors que les états �naux sontmaintenant marqués par un double erle.L'inonvénient de ette ondition d'aeptation est qu'elle est trop faiblelorsqu'on onsidère des automates déterministes. L'automate de la �gure 15aepte l'ensemble X = A�b! des mots qui ont un nombre �ni de a. Leomplémentaire de X est l'ensemble (A�a)! qui est aepté par l'automatedéterministe de la �gure 16. Par ontre, il n'est pas très di�ile de montrerque l'ensemble X ne peut pas être aepté par un automate de Bühi déter-ministe. Il est toutefois aepté par un automate de Muller déterministe dontla dé�nition sera donnée à la setion suivante. L'approhe pour la omplé-mentation via la déterminisation est don vouée à l'éhe si l'on se restreintaux automates de Bühi.La raison intuitive est que ette ondition peut forer un hemin à passerpar ertains états in�niment souvent. Par ontre elle ne peut pas interdire àun tel hemin de passer in�niment souvent dans d'autres états. Ce manquede symétrie explique pourquoi ertains langages rationnels sont aeptés parun automate de Bühi déterministe alors que leur omplémentaire ne l'estpas.3.1 Calul de l'indie de RabinLe travail présenté dans ette partie a été réalisé en ollaboration aveRamón Maeiras dans le adre de son DEA.Nous avons dérit la ondition d'aeptation dite de Bühi qui est don-née par un ensemble d'états �naux. Celle-i est simple mais elle n'est passu�sante pour les automates déterministes. Certains ensembles rationnelsne peuvent pas être aeptés par un automate de Bühi déterministe. Pour11



les automates déterministes, il faut onsidérer d'autres onditions d'aepta-tion omme elle de Muller ou de Rabin. Comme la ondition de Bühi, esonditions portent sur les états in�niment répétés le long d'un hemin. Le faitd'être aeptant pour un hemin  ne dépend que de la valeur de l'ensemblelim. Les valeurs de et ensemble pour lesquelles le hemin est aeptantsont appelées les ensembles d'états aeptants. Un ensemble d'états est, parexemple, aeptant ave une ondition de Bühi s'il ontient au moins un desétats �naux. Les di�érentes onditions d'aeptation di�èrent uniquementpar la façon dont elles spéi�ent es ensembles aeptants. Toutes es ondi-tions ont bien sûr le même pouvoir d'expression puisqu'elles dé�nissent tousles ensembles reonnaissables. Par ontre, elles ont des omportements di�é-rents d'un point de vue algorithmique. La donnée d'un ensemble reonnais-sable sous la forme d'un automate ayant telle ou telle ondition d'aeptationpeut radialement hanger la omplexité de alul de ertains paramètres.Nous allons nous intéresser dans ette partie au alul de l'indie de Rabind'un ensemble reonnaissable de mots in�nis. Nous ommençons par passerrapidement en revue es di�érentes onditions d'aeptation.Muller [59℄ introduisit la ondition qui porte maintenant son nom, mais'est MNaughton qui montra que tout ensemble rationnel de mots in�nisest aepté par un automate déterministe ave ette ondition [55℄. Cetteondition est onstituée par une famille d'ensembles d'états appelée table.Ave ette ondition, un hemin est �nal si l'ensemble des états in�nimentrépétés le long du hemin appartient à la table. Cette ondition est don laplus expliite puisqu'elle onsiste en une énumération direte des ensemblesaeptants.Rabin [70℄ introduisit initialement sa ondition pour les automates d'arbres,mais elle peut aussi être utilisée pour les automates de mots. Elle onsiste enune famille de paires d'ensembles d'états. Un hemin  est �nal pour etteondition s'il existe une paire (Li; Ui) de la famille telle que  passe in�nimentsouvent par au moins un état de Ui, mais passe un nombre �ni de fois partous les états de Li. La ondition duale de la ondition de Rabin est appeléeondition de Streett [80℄.La dernière ondition que nous onsidérons est la ondition dite à parité.Elle fut initialement introduite par Mostowski [57℄ et elle est aussi appeléeondition de Rabin à haîne. Elle est donnée par une fontion � qui assoieun entier �(q) à haque état q de l'automate. Un hemin est alors �nal sila plus grande valeur qui apparaît in�niment le long du hemin est impaire.Cette ondition est une généralisation de la ondition de Bühi. En e�et, sion assoie 1 à tous les états �naux et 0 aux autres, on retrouve la onditionde Bühi. La ondition à parité est aussi un as partiulier de la onditionde Rabin. Si les ensembles Li et Ui sont dé�nis par Li = fq j �(q) � 2ig et12



Ui = fq j �(q) � 2i� 1g, la ondition de Rabin f(L1; U1); : : : ; (Lm; Um)g oùm = b(maxq2Q �(q) + 1)=2 dé�nit les mêmes ensembles aeptants que laondition à parité donnée par la fontion �. On remarque que la onditionde Rabin équivalente est partiulière puisque les ensembles Li et Ui formentune suite déroissante. On a en e�et la haîne d'inlusions U1 � L1 � U2 �� � � � Um � Lm. La ondition à parité a été utilisée indépendamment en [44℄et [58℄ pour obtenir des stratégies sans mémoire.Dans la suite de ette partie, nous ne onsidérons plus que des automatesdéterministes ave des onditions d'aeptation de Rabin, de Muller ou àparité. La ondition de Rabin introduit de manière naturelle une hiérarhieparmi les ensembles reonnaissables de mots in�nis. Le nombre de paires uti-lisées dans une ondition de Rabin onstitue en quelque sorte une mesure dela omplexité de l'automate. Bien entendu, un même ensemble de mots peutêtre aepté par deux automates ayant des nombres di�érents de paires dansleurs onditions d'aeptation respetives. Pour un ensemble donné de motsin�nis, le nombre minimal de paires néessaires dans un automate aeptantonstitue par ontre une mesure intrinsèque de sa omplexité. Cet entier estappelé l'indie de Rabin.Les lasses de la hiérarhie dé�nie par l'indie de Rabin sont en fait deslasses partiulières d'une hiérarhie beauoup plus �ne déouverte par Wag-ner [85℄. La hiérarhie de Wagner est elle-même la trae sur les ensemblesrationnels d'une hiérarhie de théorie desriptive des ensembles introduitepar Wadge [84℄. Ainsi, les lasses induites par l'indie de Rabin ont une in-terprétation topologique et elles ra�nent la hiérarhie de Borel.Il a été prouvé par Krishnan et al. [51℄ que le alul de l'indie de Rabinà partir d'un automate de Rabin déterministe reonnaissant l'ensemble estNP-omplet. Cette omplexité traduit le fait que l'automate de Rabin quiréalise le nombre minimal de paires dans sa ondition d'aeptation peutêtre totalement di�érent de l'automate donné en entrée. D'un autre �té, laméthode développée par Krishnan et al. permet de aluler en temps poly-nomial l'indie de Rabin à partir d'un automate de Muller déterministe. Unautre algorithme plus e�ae a été donné par Wilke et Yoo [89℄. Le tempsde alul de leur algorithme est O(m2n) où m, n et  sont respetivementle nombre d'états de l'automate, son nombre d'ensembles aeptants et leardinal de l'alphabet.La di�érene entre les deux onditions d'aeptation montre que la ondi-tion de Rabin est beauoup plus ompate. La taille d'un automate de Mulleréquivalent à un automate de Rabin peut être exponentielle. Cei traduit lefait que la ondition de Muller énumère expliitement tous les ensemblesaeptants qui peuvent être très nombreux.La ondition à parité dé�nit également une mesure de omplexité d'un13



automate. Celle-i est donnée par la valeur maximale maxq2Q �(q) atteintepar les entiers assoiés aux états. Cette valeur dépend de l'automate onsi-déré. Pour un ensemble de mots in�nis, il faut prendre la valeur minimale deette mesure parmi les automates le reonnaissant, valeur que nous appelle-rons indie de parité. Il s'avère que l'indie de Rabin et l'indie de parité sontétroitement liés. Si les indies de Rabin et de parité d'un ensemble X sont res-petivement notés ind(X) etm(X), on a la relation ind(X) = b(m(X)+1)=2.L'indie de parité détermine omplètement l'indie de Rabin.Nous avons montré [30℄ que l'indie de parité et, par onséquent, l'indiede Rabin peuvent être alulés en temps polynomial à partir d'un automateà parité déterministe. La omplexité de l'algorithme est O(n2) où n et  sontrespetivement le nombre d'états de l'automate et le ardinal de l'alphabet.J'avais prouvé dans ma thèse [27℄ qu'il est possible de minimiser la ondi-tion d'aeptation d'un automate à parité. Cei signi�e que pour un automateà parité de fontion de parité �, il est possible de trouver une autre fontionde parité �0 telle que � et �0 dé�nissent les mêmes ensembles aeptants ettelle que maxq2Q �0(q) soit égal à l'indie de parité de l'ensemble aepté parl'automate. Nous avons �nalement prouvé le résultat suivant [30℄.Théorème 3 L'indie de Rabin d'un ensemble de mots in�nis aepté parun automate à parité déterministe (Q;A;E; q0; �) et la fontion de paritéminimale �0 équivalente à � peuvent être alulés en temps O(n2).3.2 Automates non ambigusLe travail présenté dans ette partie a été réalisé en ollaboration aveMax Mihel.Un problème important sur les automates est le problème de la om-plémentation. Il onsiste, pour un automate A donné, à trouver un autreautomate A0 qui aepte le omplémentaire de l'ensemble aepté par A.Ce problème apparaît naturellement lorsque les automates sont utilisés pourdes questions de déidabilité de ertaines logiques omme dans [22, 24℄. Uneformule est alors traduite en un automate et les négations présentes dans laformule orrespondent à des omplémentations des ensembles aeptés parles automates.Nous allons d'abord exposer la solution lassique dans le as des mots �-nis. Le problème est trivial si l'automateA donné est déterministe et omplet.Il su�t alors d'interhanger états �naux et états non �naux de l'automate. Sil'automate n'est pas omplet, il est aisé de le ompléter en ajoutant un nou-vel état puits. Par ontre, si l'automate n'est pas déterministe, il faut trouver14



un automate déterministe équivalent. La méthode lassique pour obtenir untel automate est d'appliquer la onstrution par sous-ensembles [1℄.
0 1 2 3a; b a a b a; b

Fig. 17 � Automate non déterministe pour A�aabA�.
P0 P1 P2 P3b ab a a b a; b

P0 = f0g P1 = f0; 1g P2 = f0; 1; 2g P3 = f0; 3gFig. 18 � Automate déterministe pour A�aabA�.Considérons l'automate non déterministe de la �gure 17 qui aepte l'en-semble X = A�aabA� des mots ayant un fateur aab. En appliquant laonstrution par sous-ensembles à et automate, on obtient essentiellementl'automate déterministe et omplet de la �gure 18 qui aepte bien sûr lemême ensemble de mots. Pour être préis, on obtient en fait un automateave deux états en plus qui peuvent être identi�és ave l'état P3. Un auto-mate pour aepter le omplémentaire de X peut failement être déduit deet automate déterministe. Il su�t de remplaer l'ensemble F = fP3g desétats �naux par le nouvel ensemble F 0 = fP0; P1; P2g.De manière générale, si A = (Q;A;E; I; F ) est un automate déterministeet omplet qui aepte un ensembleX de mots �nis, l'automate (Q;A;E; I; QnF ) obtenu en éhangeant les états �naux aepte le omplémentaire A� nXde X. La propriété essentielle est que dans un automate déterministe et om-plet, tout mot x étiquette un unique hemin initial (x). Le mot x est alorsaepté si et seulement si e hemin (x) est aeptant ('est-à-dire �nalpuisqu'il est déjà initial). En omplémentant F , le hemin (x) devient �nals'il ne l'était pas et inversement.La notion d'automate déterministe privilégie la leture des mots de gauheà droite. Puisque gauhe et droite jouent des r�les symétriques pour les mots�nis, on aurait pu aussi lire les mots de droite à gauhe et onsidérer desautomates o-déterministes. Rappelons qu'un automate est o-déterministe15



P 00 P 01 P 02 P 03a; b a ab b b aP 00 = f0; 3g P 01 = f1; 3g P 02 = f2; 3g P 03 = f3gFig. 19 � Automate o-déterministe pour A�aabA�.s'il a un unique état �nal et si pour tout état q et pour toute lettre a, il existeau plus un état p tel que p a�! q soit une transition. On peut bien sûr appliquer(de façon duale) la onstrution par sous-ensembles pour obtenir un automateo-déterministe équivalent à un automate donné. Par exemple, si on appliquela méthode à l'automate de la �gure 17, on obtient essentiellement elui dela �gure 19. Une fois obtenu un automate o-déterministe, le problème dela omplémentation se résout aisément. Il su�t d'éhanger les états initiauxde l'automate pour qu'il aepte le omplémentaire. Dans l'automate o-déterministe de la �gure 19, seul l'état P 00 est initial. Si on remplae fP 00gpar fP 01; P 02; P 03g omme ensemble d'états initiaux, l'automate aepte alorsles mots qui ne ontiennent pas le fateur aab.Le fait d'être déterministe pour un automate est une propriété loale. Ellene dépend que des états initiaux et des transitions sortantes de haque état.Mutatis mutandis, ei s'applique aussi au o-déterminisme. Le déterminismeimplique que haque mot �ni ou même in�ni est l'étiquette d'un seul hemininitial dans l'automate. Cette dernière propriété est par ontre une propriétéglobale et il y a don un passage du loal au global. Il est enore vrai quetout mot �ni est l'étiquette d'un seul hemin �nal dans un automate o-déterministe, mais e n'est, par ontre, plus vrai pour les mots in�nis.Pour les automates sur les mots in�nis, le problème de la omplémentationest plus ompliqué que pour les automates sur les mots �nis. Il existe troisapprohes lassiques pour résoudre e problème [83℄. La première approhedue à Bühi permet de passer diretement d'un automate de Bühi à unautre automate de Bühi pour le omplémentaire. Elle utilise une ongrueneet est basée sur un argument ombinatoire dû à Ramsey [71℄. L'approhebasée sur des !-semigroupes peut être onsidérée omme une variante deette approhe. La seonde approhe due initialement à MNaughton [55℄puis améliorée par Safra [74℄ onsiste à passer d'un automate de Bühi àun automate de Muller [59℄ déterministe reonnaissant le même ensemble.La omplémentation est alors rendue triviale par le déterminisme de l'auto-mate. Cette approhe implique des onstrutions élaborées sur les automates.16



La onstrution due à Safra est partiulièrement astuieuse. La troisième ap-prohe est basée sur les automates alternants introduits par Muller et Shupp[60℄ pour lesquels la omplémentation est également triviale. Elle fut ensuitereprise par Kupferman et Vardi [52℄ puis par Thomas [83℄.Pour les mots �nis, la onstrution par sous-ensembles permet de passerd'un automate non déterministe à un automate déterministe. La méthodede MNaughton [55℄ en est une extension aux mot in�nis. Elle permet depasser d'un automate de Bühi non déterministe à un automate de Mullerdéterministe. Il reste ependant un fossé entre mots �nis et mots in�nis.D'une part, la déterminisation pour les mots in�nis néessite de passer à uneondition d'aeptation plus ompliquée. D'autre part, la omplexité dans lepire as est di�érente puisqu'elle est de l'ordre de 2n pour les mots �nis etde nn pour les mots in�nis.Pour les mots �nis, la symétrie entre la gauhe et la droite autorise àutiliser la onstrution par sous-ensembles de façon duale pour obtenir unautomate o-déterministe. Par ontre, la méthode de MNaughton ne peutpas être appliquée pour obtenir un automate o-déterministe. En e�et, lasymétrie pour les mots �nis entre la gauhe et la droite n'existe plus pour lesmots in�nis. Ceux-i sont in�nis à droite et non à gauhe. Ces mots ont unepremière lettre mais pas de dernière lorsque l'on les lit de gauhe à droite. Laquestion est alors de trouver des automates qui d'une ertaine façon liraientles mots in�nis de droite à gauhe et qui don ommeneraient la leture parla partie in�nie.Dé�nition 4 Un automate de Bühi A est dit non-ambigu (respetivementomplet) si et seulement si tout mot in�ni x étiquette au plus (respetivementau moins) un hemin �nal dans A. Si A est non-ambigu, et unique heminest noté (x).De manière générale, la notion de non-ambiguïté pour une mahine or-respond à l'existene d'au plus un alul pour haque entrée possible. Auontraire, la notion de omplétude orrespond plut�t à l'existene d'au moinsun alul. Il existe de nombreuses variantes pour la dé�nition de la non-ambiguïté. Par, exemple dans [16℄, un automate de mots �nis est dit non-ambigu si pour toute paire (p; q) d'états et tout mot �ni w, il existe au plus unhemin de p à q d'étiquette w. La notion introduite ii est plus forte puisquel'uniité du hemin est demandée indépendamment du point de départ et dupoint d'arrivée du hemin. Il est juste requis l'uniité d'un hemin �nal.Il faut remarquer que les propriétés de la dé�nition i-dessus sont des pro-priétés globales et non pas loales. Ce sont es propriétés qui sont réellementrequises pour la omplémentation ar une propriété loale ne su�rait pas à17



les garantir pour les automates de mot in�nis.
0 1a; b a b

Fig. 20 � Automate o-déterministe mais non omplet.Il n'est pas très di�ile de montrer qu'un automate non-ambigu est né-essairement o-déterministe. Si, de plus, l'automate est omplet, il existe,pour haque état q et haque lettre a, un unique état p tel que p a�! q soitune transition. Par ontre, la réiproque est fausse omme le montre l'au-tomate de la �gure 20. Cet automate n'est pas omplet puisque le mot a!n'étiquette auun hemin �nal. Cei ontraste ave la situation pour les mots�nis. Chaque mot �ni étiquette exatement un hemin dans un automate quia un seul état �nal et où il existe une unique transition p a�! q pour haquepaire (a; q).Si l'automateA est non-ambigu et omplet, l'unique hemin �nal étiquetépar ax est obtenu en prolongeant à gauhe d'une transition d'étiquette a lehemin �nal étiqueté par x. Pour ette raison, on peut onsidérer que esautomates lisent les mots in�nis de la droite vers la gauhe.L'intérêt prinipal des automates non-ambigus et omplets est qu'ils per-mettent la omplémentation de façon immédiate. Il su�t en e�et d'éhangerles états initiaux pour omplémenter. On peut remarquer que les propriétésd'ambiguïté et de omplétude dépendent uniquement des transitions et desétats �naux de l'automate. Elle ne dépendent pas de ses états initiaux. Sil'automate non-ambigu et omplet A = (Q;A;E; I; F ) aepte l'ensemble X,l'automate (Q;A;E;Q n I; F ) est également non-ambigu et omplet. Il a-epte en outre le omplémentaire de X.Puisque es automates sont o-déterministes, il onstituent l'analogue desautomates de Muller déterministes. Par ontre, ils utilisent la ondition d'a-eptation de Bühi qui est beauoup plus simple que la ondition de Muller.Le théorème de MNaughton établit que tout ensemble reonnaissable demots in�nis peut être aepté par un automate de Muller déterministe. Lethéorème que nous avons obtenu [31℄ donne la même hose pour les automatesde Bühi non-ambigus et omplets.Théorème 5 Tout ensemble reonnaissable de mots in�nis est aepté parun automate de Bühi non-ambigu et omplet.18



Deux preuves de e théorème sont données en [31℄. La première preuve uti-lise les graphes et les stratégies alors que la seonde utilise les semigroupes.Les deux preuves sont e�etives dans le sens où elles donnent deux algo-rithmes alulant un automate de Bühi non-ambigu et omplet reonnais-sant un ensemble X de mots in�nis. Les deux algorithmes ne partent pas dela même entrée. Le premier algorithme suppose que l'ensemble X est donnésous la forme d'un automate de Bühi qui le reonnaît alors que le seondsuppose qu'il est donné par un morphisme de A+ dans un semigroupe �niqui le reonnaît.Les deux preuves utilisent une première rédution du problème en intro-duisant des automates de Bühi généralisés où la ondition d'aeptation estdonnée par une famille d'ensembles d'états �naux au lieu d'un seul ensembledans les automates de Bühi usuels. Un hemin est alors �nal si au moinsun état de haun de es ensembles apparaît in�niment souvent le long duhemin. Ces automates de Bühi généralisés se révèlent plus pratiques pouronstruire des automates non-ambigus. En outre, il est faile de passer d'unautomate de Bühi généralisé non-ambigu et omplet à un automate de Bühinon-ambigu et omplet qui lui est équivalent.Les trois automates de Bühi des �gures 13, 14 et 16 sont ambigus. Pourhaun d'eux, le mot in�ni a! est l'étiquette d'au moins deux hemins �naux,l'un partant de l'état 0 et un autre de l'état 1. Nous allons donner trois auto-mates de Bühi non-ambigus et omplets qui sont équivalents aux automatesdes �gures 13, 14 et 16. Il faut remarquer que es automates sont relative-ment di�érents de eux des �gures 13, 14 et 16 et qu'ils ne orrespondent pasaux automates que l'on onstruirait de manière intuitive.0 1a ab bFig. 21 � Automate de Bühi non-ambigu et omplet pour aA!.Pour l'automate de la �gure 21, il est aisé de véri�er diretement qu'il estnon-ambigu et omplet. Cela peut s'avérer plus déliat pour des automatesplus ompliqués. La proposition suivante donne une aratérisation des auto-mates non-ambigus et omplets. Soit A l'automate de Bühi (Q;A;E; I; F )et soit q un de ses états. On note Aq l'automate (Q;A;E; fqg; F ) obtenuen prenant le singleton fqg omme ensemble d'états initiaux à la plae de I.L'ensemble Xq aepté par Aq est l'ensemble des mots qui étiquettent un he-min �nal de A partant de l'état q. Il s'avère que l'automateA est non-ambiguet omplet si et seulement si la famille d'ensembles (Xq)q2Q forme une par-19



0 12a ab babFig. 22 � Automate de Bühi non-ambigu et omplet pour A�aA!.0 12 3a ab ba; b a bFig. 23 � Automate de Bühi non-ambigu et omplet pour (A�a)!.tition de A!. Cei permet de déider si un automate donné est non-ambiguet omplet.Cette remarque permet de voir d'une façon di�érente que si on éhangeles états initiaux dans un automate de Bühi non-ambigu et omplet, alors,l'automate aepte le omplémentaire. En e�et, l'automate aepte par dé-�nition X = Sq2I Xq. Si la famille (Xq)q2Q est une partition, alors l'unionSq=2I Xq est e�etivement le omplémentaire de X.La remarque préédente permet de véri�er sans di�ulté que les deuxautomates des �gures 22 et 23 sont non-ambigus et omplets.3.3 Prédiats morphiquesLe travail présenté dans ette partie a été réalisé en ollaboration aveWolfgang Thomas lors d'un séjour à Aix-la-Chapelle.Les automates sur les mots in�nis furent introduits par Bühi [22℄ pour ré-soudre des problèmes de déision de ertaines logiques. Bühi s'intéressait enpartiulier à la logique monadique du seond ordre de la struture hN ; <i desentiers munis de l'ordre. Nous allons revenir dans ette partie à e problèmeinitial en montrant que la struture hN ; <i peut être enrihie de ertains pré-diats unaires appelés morphiques tout en préservant la déidabilité de lalogique monadique du seond ordre.La méthode due à Bühi onsiste à traduire une formule lose � de la20



logique monadique du seond ordre de hN ; <i en un automate de Bühi A telque � soit valide dans hN ; <i si et seulement siA possède au moins un heminaeptant. Cette dernière propriété peut bien sûr être testée failement.Il fut rapidement observé que ette méthode est appliable dans la situa-tion plus générale où la struture hN ; <i est étendue en la struture hN ; <; P ioù P � N est un prédiat unaire �xé. On onsidère une formule �(X) ayantune variable libre X du seond ordre. En appliquant la méthode de Bühi,ette formule est traduite en un automate de Bühi A sur l'alphabet d'entréef0; 1g. La formule �(X) est alors valide dans la struture hN ; <i en prenantP omme interprétation de la variable X si et seulement si A aepte le motaratéristique xP du prédiat P . Rappelons que le mot aratéristique xPde P est dé�ni de la façon suivante. La k-ième lettre de xP est 1 si k appar-tient à P et 0 sinon. La théorie monadique du seond ordre de la struturehN ; <; P i est alors déidable si l'on peut déider si le mot aratéristique xPest aepté par un automate de Bühi donné. Elgot et Rabin [43℄ donnèrentplusieurs prédiats se prêtant à et approhe parmi lesquels l'ensemble desnombres fatoriels n!, l'ensemble des puissanes k-ièmes nk pour un entier k�xé et les puissanes kn d'un entier k �xé.Les remarques préédentes invitent à onsidérer le problème de déisionsuivant pour un mot in�ni x �xé.(Ax) Est-e qu'un automate de Bühi donné aepte le mot x ?Si le problème (Ax) est déidable, ela signi�e intuitivement que le motin�ni x peut être utilisé omme un orale externe dans les systèmes à états�nis non-terminants sans perdre les résultats de déidabilité.Pour résoudre le problème (AxP ), Elgot et Rabin et ensuite Siefkes[77℄ utilisèrent une approhe de la théorie des automates appelée méthodede ontration. Elle onsiste à réduire le problème au as d'un mot ultime-ment périodique pour lequel le problème (Ax) est faile. Pour les prédiatsmentionnés i-dessus, Elgot et Rabin montrèrent que pour tout automate deBühi A, les blos de 0 onséutifs de xP peuvent être ontratés de ma-nière à obtenir un mot ultimement périodique x0 tel que A aepte xP si etseulement si A aepte x0. Le problème de déider si A aepte x0 se résoutfailement.Réemment, Maes [53℄ étudia des prédiats morphiques qui peuvent êtreobtenus par appliation itérée d'un morphisme sur les mots. Il a prouvé quepour un prédiat morphique P , la théorie du premier ordre de la struturehN ; <; P i est déidable. Les prédiats introduits par Maes sont des prédiatsd'arité quelonque. Ils sont obtenus par itération de morphismes de mots àplusieurs dimensions. De manière tehnique, es morphismes doivent véri-�er une propriété de symétrie qui assure la ompatibilité des blos lors de21



l'itération dans le as d'une dimension stritement supérieure à 1.Le résultat prinipal que nous avons obtenu est qu'il est possible d'étendrele résultat de Maes en passant du premier ordre au seond ordre monadique.Il faut ependant se restreindre aux prédiats unaires. En e�et, l'addition estun prédiat morphique et il est bien onnu que la théorie du seond ordremonadique de la struture hN ;+i est indéidable.Nous donnons maintenant la dé�nition préise d'un prédiat morphique.Puisque dans la suite, nous utilisons uniquement des prédiats unaires, nousnous ontentons de la dé�nition dans e as qui a l'avantage d'être plussimple. Rappelons qu'un morphisme � de A� dans lui-même est une appli-ation telle que l'image d'un mot u = a1 : : : an est égale à la onaténation�(a1) : : : �(an) des images de ses lettres. Le morphisme est don omplète-ment déterminé par les images des lettres. On dé�nit la suite (xn)n�0 de mots�nis par xn = �n(a) où a est une lettre �xée. Si l'image �(a) de a ommenepar a, haque mot xn est un pré�xe du mot suivant xn+1. Si, de plus, lasuite des longueurs jxnj n'est pas bornée, la suite (xn)n�0 onverge vers unmot in�ni que nous notons �!(a). Un mot in�ni x sur un alphabet B est ditmorphique s'il existe un morphisme � de A� dans lui-même et un autre mor-phisme � de A� dans B� tel que x = �(�!(a)). Par extension, un prédiat Pest aussi dit morphique si son mot aratéristique xP est morphique. Nouspouvons maintenant énoner notre résultat [32℄.Théorème 6 Soit x = �(�!(a)) un mot morphique où � et � sont des mor-phismes. On peut déider si un automate de Bühi donné aepte le mot x.Grâe au résultat de Bühi [22℄, le théorème a pour onséquene immé-diate le résultat suivant.Corollaire 7 Pour tout prédiat morphique, la théorie du seond ordre mo-nadique de la struture hN ; <; P i est déidable.Ce dernier résultat est intéressant ar la lasse des prédiats morphiquesest relativement rihe. Elle ontient nombre de prédiats étudiés auparavant.Presque tous les prédiats onsidérés par Elgot et Rabin [43℄ font en parti-ulier partie de ette lasse. Notre résultat fournit une approhe uni�ée auxrésultats préédents de Elgot et Rabin ainsi que eux de Maes tout en les gé-néralisant. La preuve que nous donnons a également l'avantage d'être ourtetout en restant élémentaire.Une généralisation du théorème préédent serait d'obtenir le même résul-tat en remplaçant le point �xe du morphisme par le point �xe d'une fontionséquentielle. Si la transition qui est étiquetée par une lettre a et qui part del'état initial d'un transduteur a une sortie qui ommene par a, les images22



0 11j2 2j221j1 2j11Fig. 24 � Fontion séquentielle de point �xe la suite de Kolakovski.suessives �(a); �2(a); �3(a); : : : de a par la fontion séquentielle � réaliséepar le transduteur sont pré�xes les unes des autres. Si de plus la suite deslongueurs de es mots n'est pas bornée, la suite de es mots onverge versun mot in�ni qui est point �xe de la fontion séquentielle. Cette généralisa-tion semble toutefois di�ile ar ertaines suites ompliquées sont point �xed'une fontion séquentielle. La suite de Kolakovski est en e�et point �xe dela fontion séquentielle représentée à la �gure 24.Pour montrer que la lasse des prédiats morphiques ontient des prédi-ats intéressants, nous avons établi le résultat suivant qui s'applique à beau-oup de prédiats. Les preuves que des prédiats donnés sont e�etivementmorphiques sont souvent exessivement tehniques. La proposition suivantepermet de simpli�er les arguments dans un grand nombre de as.Proposition 8 Soit (un)n�0 une suite d'entiers positifs ou nuls et soit dn =un+1 � un la suite des di�érenes. S'il existe un entier ` tel que dn � 1pour n � ` et tel que la suite (dn)n�` soit N-rationnelle, alors le prédiatP = fun j n � 0g est morphique.Le orollaire suivant montre que la plupart des prédiats onsidérés parElgot et Rabin sont morphiques.Corollaire 9 Soit Q un polyn�me de oe�ient dominant entier et positiftel que Q(n) soit entier pour tout entier n et soit k un entier positif. Leprédiat P = fQ(n)kn j n � 0 et Q(n) � 0g est morphique.En prenant Q égal à n` pour un entier ` et k égal à 1, on retrouve le prédiatfn` j n � 0g et en prenant Q égal à 1, on retrouve le prédiat fkn j n � 0g. Leseul prédiat onsidéré par Elgot et Rabin qui éhappe au orollaire préédentest le prédiat fatoriel fn! j n � 0g. Par un argument de roissane, on peutfailement montrer que e prédiat n'est pas morphique.A�n de prendre en ompte le prédiat fatoriel, nous avons généralisé laméthode utilisée pour les prédiats morphiques. Nous avons introduit unelasse plus large de prédiats pour lesquels la théorie du seond ordre mona-dique de la struture hN ; <; P i reste déidable. Cette généralisation est baséesur la notion de suite pro�niment ultimement périodique que nous dé�nissonsmaintenant. 23



Dé�nition 10 Une suite (un)n�0 de mots sur un alphabet A est dite pro-�niment ultimement périodique si pour tout morphisme � de A+ dans unsemigroupe �ni S, la suite �(un) est ultimement périodique.Les suites de mots qui sont pro�niment ultimement onstantes ont beau-oup été étudiées. Elles sont appelées opérations impliites dans la littérature[2℄. L'exemple anonique de telles suites est la suite un = an!.Un mot in�ni x sur l'alphabet f0; 1g se fatorise de manière uniquex = u0u1u2 : : : en une suite de mots un appartenant à 0�1. Le mot x est alorsdit pro�niment ultimement périodique si la suite (un)n�0 des mots de la fa-torisation est pro�niment ultimement périodique. Par extension, un prédiatest aussi dit pro�niment ultimement périodique si son mot aratéristiqueest pro�niment ultimement périodique. La suite des mots �n(a) obtenus enitérant un morphisme � est pro�niment ultimement périodique. On retrouveainsi les prédiats morphiques dans la lasse K des prédiats pro�nimentultimement périodiques. De plus, ette lasse K jouit de nombreuses pro-priétés de l�ture (somme, produit, et.) qui la rend partiulièrement rihe.Elle ontient en partiulier le prédiat fatoriel. Nous avons montré en outreque tout prédiat P de K onduit à une théorie monadique de la struturehN ; <; P i qui est déidable [32℄. La preuve de e résultat est en fait uneextension direte de elle pour les prédiats morphiques.3.4 Produit en ouronneDans ette partie, nous nous intéressons aux liens entre les fontions sé-quentielles d'une part et le produit en ouronne d'autre part. Pour les mots�nis, es liens sont bien onnus et ils sont appelés prinipe du produit enouronne dans la littérature [79, 66℄. Nous allons étendre e prinipe auxmots in�nis puis l'utiliser pour obtenir des résultats de déomposition pourles variétés de mots in�nis.Les fontions séquentielles sont les fontions réalisées par les transdu-teurs déterministes en entrée. Elles peuvent être vues omme une géné-ralisation simple des morphismes. L'image par un morphisme � d'un motu = a1 : : : an est le mot �(a1) : : : �(an) obtenu en substituant haque lettre aipar �(ai). Dans le as d'un morphisme, e par quoi est substituée une lettre nedépend que de ette lettre. Dans le as d'une fontion séquentielle (gauhe),ei dépend de la lettre ai mais aussi du pré�xe a1 : : : ai�1 du mot. En réalité,ei dépend de manière très simple de e pré�xe puisque 'est entièrementdéterminé par l'état d'arrivée du hemin initial étiqueté par e pré�xe dansle transduteur et par la lettre ai. La lettre ai est en e�et remplaée par lasortie de la transition étiquetée en entrée par ai et issue de l'état atteint par24



le pré�xe a1 : : : ai�1 à partir de l'état initial.Le théorème d'Eilenberg établit qu'il y a une orrespondane bijetiveentre les (pseudo-)variétés de semigroupes �nis et les variétés de langagesreonnaissables. Une question naturelle est de onnaître pour haque opéra-tion sur les langages l'opération orrespondante au niveau des semigroupes.Soit une opération L 7! L̂ qui assoie un langage reonnaissable L̂ à haquelangage reonnaissable L de mots �nis. L'opération orrespondante se dé-rit au niveau des variétés de semigroupes. Elle assoie à haque variété Vde semigroupes �nis une variété V̂ qui est engendrée par les semigroupessyntaxiques des langages L̂ pour tous les langages L dont le semigroupe syn-taxique appartient à V.Il s'avère que nombre d'opérations naturelles sur les langages peuventêtre dérites en utilisant des images inverses de fontions séquentielles [68℄.Lorsque 'est le as, le prinipe du produit en ouronne permet de dérirel'opération V 7! V̂.Si le langage L de mots �nis est reonnu par le semigroupe S et si � est unefontion séquentielle, alors l'image inverse ��1(L) de L par � est reonnue parle produit en ouronne S ÆS(�) de S et du semigroupe syntaxique S(�) de �.Rappelons que toute fontion séquentielle est réalisée par un transduteurminimal [33℄. Par dé�nition, le semigroupe syntaxique de � est le semigroupede transitions de e transduteur minimal. Le monoïde S(�) est en quelquesorte minimal également puisqu'il divise le semigroupe de transitions de toutautre transduteur séquentiel qui réalise �.Inversement, le prinipe du produit en ouronne dérit les langages quisont reonnus par un produit en ouronne S ÆT de deux semigroupes S et T .Il établit que tout langage reonnu par S Æ T est égal à une ombinaisonbooléenne de langages reonnus par S et de langages de la forme ��1(L)où � est une fontion séquentielle et où L est reonnu par T . Les fontionsséquentielles � qui apparaissent dans et énoné orrespondent aux di�érentsmorphismes de A+ dans T et dérivent d'une ertaine manière le produitinterne de T .Nous avons étendu es deux résultats aux mot in�nis [29℄. La premièreétape est de dé�nir le produit en ouronne pour les !-semigroupes. En e�et,la bonne struture algébrique pour reonnaître les ensembles de mots in�nisest la struture de !-semigroupe qui est un semigroupe muni en plus d'unproduit in�ni [87, 88, 65℄. La dé�nition de e produit en ouronne passe parla dé�nition préalable du produit semi-diret. L'extension aux mots in�nisdu prinipe du produit en ouronne se fait alors sans di�ulté majeure.Nous avons ensuite utilisé es résultats pour obtenir des résultats de dé-omposition de variétés de langages de mots in�nis. L'énoné de es résul-tats néessite quelques préisions sur les !-semigroupes. Rappelons qu'un25



!-semigroupe est une paire (S+; S!) où S+ est un semigroupe muni de deuxopérations supplémentaires. La première opération est une ation à gauhede S+ sur S!. La seonde est un produit in�ni qui assoie un élément de S!à toute suite de longueur ! d'éléments de S+. Ce produit in�ni véri�e unepropriété d'assoiativité et il est ompatible ave l'ation à gauhe.Un !-semigroupe (S+; S!) dé�nit naturellement deux semigroupes. Lepremier est bien entendu le semigroupe S+. Le seond est le quotient de S+par la ongruene � dé�nie de la façon suivante. Deux éléments s et s0 de S+véri�ent s � s0 si et seulement si su = s0u pour tout u de S!. Chaque lassede ette ongruene est onstituée des éléments ayant même ation à gauhesur S!. Pour ette raison, le semigroupe quotient S+=� est noté at(S). Pourhaque variété V de semigroupes, on peut dé�nir deux variétés V+ et V!de !-semigroupes. La variété V+ est la variété des !-semigroupes (S+; S!)tels que S+ appartient à V. La variété V! est la variété des !-semigroupesS tels que at(S) appartient à V. Puisque at(S) est un quotient de S+, ona l'inlusion V+ � V!.On note I la variété de semigroupes qui ne ontient que le semigroupetrivial à un seul élément. Nous avons montré le résultat suivant qui relie lesdeux variétés V+ et V! [29℄.Théorème 11 Pour toute variété V de semigroupes, on a l'égalitéV! = I! ÆV+:Par dé�nition, un !-semigroupe appartient à I! si son ation est triviale.Un ensemble X de mots in�nis est reonnu par un tel !-semigroupe si pourtoute lettre a et tout mot in�ni x, ax appartient à X si et seulement si xappartient à X. Cei signi�e de manière intuitive que l'appartenane d'unmot x à X ne dépend pas des pré�xes de x, mais uniquement de sa partieultime. Un exemple typique d'un tel ensemble X est l'ensemble (A�a)! desmots ayant un nombre in�ni de a.En vertu du prinipe du produit en ouronne, l'énoné du théorème pré-édent s'interprète de la façon suivante. Un ensemble a son ation dans Vs'il est l'image inverse d'un ensemble d'ation triviale par une fontion sé-quentielle dont le semigroupes syntaxique appartient à la variété V.Dans le as de variétés apériodiques, le résultat du théorème préédentpeut être amélioré. Il est en e�et possible de montrer le résultat suivant [29℄.Théorème 12 Pour toutes variétés V et W de semigroupes telles que Vsoit apériodique, 'est-à-dire véri�ant l'inlusion V � A, on a l'égalitéV! \W+ = (I! \W+) _ (V+ \W+):26



En prenant la variétéW égale à la variété S de tous les semigroupes �nis,on obtient le orollaire suivant qui préise le résultat du théorème préédentdans le as de variétés apériodiques.Corollaire 13 Pour toute variété apériodique V de semigroupes, on a l'éga-lité V! = I! _V+:Ce dernier résultat signi�e de manière intuitive qu'un ensemble X dont l'a-tion est dans V peut s'érire omme une ombinaison booléenne d'ensemblesd'ation triviale et d'ensembles reonnus par la variété V. L'hypothèse queV soit apériodique est indispensable. Il est en e�et possible de montrer quepour la variété G de tous les groupes �nis, les inlusions G+  I!  G! sontstrites.4 Transduteurs et dynamique symboliqueLa dynamique symbolique étudie des systèmes dynamiques qui sont dé-rits par des ensembles de suites bi-in�nies de symboles pris dans un alphabet.La lassi�ation de es systèmes passe par l'étude des transformations entrees systèmes. Ces transformations entre systèmes permettent de modéliser lesproblèmes de odage et ont ainsi de nombreuses appliations très pratiques.Parmi es appliations, on peut mentionner le odage par anaux ontraints[4℄. Lorsque des données sont érites sur un disque dur, des ontraintes d'ordrephysique imposent qu'un nombre limité de 0 ou de 1 onséutifs puissent êtreérits. Il faut don enoder une suite quelonque de 0 et de 1 en une suitequi véri�e es ontraintes. Cei peut être réalisé par un transduteur.Les transformations entre systèmes dynamiques symboliques sont souventréalisées par des transduteurs �nis. La dynamique symbolique se trouve ainsiintimement liée à l'étude des transduteurs. Cette partie regroupe des résul-tats sur la dynamique symbolique et les transduteurs. Le premier résultatonerne la fontion zêta qui est un invariant des systèmes. La synhronisa-tion des transduteurs lorsqu'ils réalisent des transformations entre systèmesest l'objet du seond résultat. Le dernier est la déterminisation de transdu-teurs réalisant des relations de mots in�nis.4.1 Fontion Zêta et langages yliquesLes résultats présentés dans ette partie ont été obtenus en ollaborationave Marie-Pierre Béal et Christophe Reutenauer.27



De manière générale, un système dynamique est un espae topologiquemuni d'une transformation. En dynamique symbolique, un système est tou-jours un sous-système d'un système AZ des mots bi-in�nis sur un alphabet A�xé. La topologie de AZ est la topologie produit qui peut aussi être dé�niepar une métrique. La transformation anonique de AZ est le déalage (shiften anglais) � qui envoie une suite (an)n2Z sur la suite déalée (an+1)n2Z. Unsystème est alors un ensemble de mots bi-in�nis qui est los pour le déalageet fermé pour la topologie. Un exemple important de système est l'ensembledes mots qui sont l'étiquette d'un hemin bi-in�ni dans un automate �ni.Un tel système est appelé so�que. Un autre exemple est l'ensemble des motsbi-in�nis où n'apparaissent pas omme fateur les mots d'un ensemble �niet �xé. Un tel système est dit de type �ni. Un système de type �ni est unas partiulier de système so�que puisqu'on peut prendre l'automate de DeBruijn pour une longueur de mots assez grande. Un système de type �niorrespond au as où l'automate peut être hoisi loal.0 10 11Fig. 25 � Un système so�que.
0 10 10Fig. 26 � Un système de type �ni.Une appliation loale entre deux systèmes est une appliation ontinuequi ommute ave le déalage. La terminologie loale provient du fait quel'image d'un mot par une telle appliation peut être alulée en faisant glisserune fenêtre le long du mot. La lettre de l'image à la position i est entièrementdéterminée par les lettres du mot ai�m : : : ai+k pour des entiers k et m �xés.La taille de la fenêtre est alors m+ k+ 1. Pour ette raison, une appliationloale est aussi appelée appliation à fenêtre glissante. Une appliation loalepeut être réalisée par un transduteur dont l'automate des entrées est unautomate de De Bruijn.Deux systèmes sont dits onjugués s'il existe une appliation loale bije-tive entre les deux systèmes. On véri�e que la réiproque est aussi loale même28



si la taille minimale de sa fenêtre peut être beauoup plus grande. La déi-dabilité de la onjugaison pour les systèmes so�ques est enore atuellementun problème ouvert. Un ertain nombre d'invariants répondent partiellementà ette question en donnant des onditions néessaires à la onjugaison. Leprinipal invariant est l'entropie qui mesure la roissane du nombre de fa-teurs dans le système. Un autre invariant peut être obtenu en onsidérantles fateurs interdits minimaux à la plae des fateurs qui apparaissent [13℄.La fontion zêta d'un système est un invariant plus �n que l'entropie. Elleompte le nombre d'orbites périodiques du système. Formellement, elle estdé�nie par �(S) = expPn�1 an znn où an est le nombre de mots bi-in�nis depériode n (dont la période divise n) du système. Par exemple, la fontionzêta du système so�que de la �gure 25 est (1+ z)=(1� z� z2) alors que elledu système de type �ni de la �gure 26 est 1=(1� z � z2).La Z-rationalité de la fontion zêta d'un système de type �ni a d'abordété prouvée par Bowen et Lanford [19℄ puis a été étendue aux systèmes so-�ques par Manning [54℄. Bowen [18℄ redonne une autre expression rationnellede la fontion zêta d'un système so�que qui onduit à un meilleur algorithmede alul de elle-i. La validité de ette expression n'est pas établie dansl'artile de Bowen, mais une preuve de elle-i peut être trouvée en [5℄. LaN-rationalité de la fontion zêta d'un système so�que a été �nalement prou-vée par Reutenauer [72℄, mais ette preuve est très ompliquée et une autrepreuve plus simple reste enore à trouver.Berstel et Reutenauer ont introduit en [17℄ la notion de fontion zêtagénéralisée d'un langage de mots �nis. Pour un langage L de mots �nis,elle-i est dé�nie par �(L) = expXn�1 '(L \ An)noù '(L \ An) est l'image ommutative des mots de longueur n de L. On re-trouve la fontion zêta lassique en projetant toutes les lettres de l'alphabetsur la variable z. Il est montré en [17℄ que la fontion zêta généralisée d'unlangage ylique est Z-rationnelle. Nous avons redonné en [12℄ une nouvellepreuve de e résultat en déomposant un langage ylique en langages forte-ment yliques. Notre preuve s'appuie alors sur la preuve de la Z-rationalitéde la fontion zêta d'un langage fortement ylique donnée en [5℄. Cettepreuve fournit un nouvel algorithme de alul pour ette fontion zêta.Un ensemble L de mots �nis sur un alphabet A est dit ylique s'il véri�e8u 2 A� 8n > 0 u 2 L () un 2 L8u; v 2 A� uv 2 L () vu 2 L:29



La première propriété signi�e qu'un mot appartient à un langage ylique Lsi et seulement si sa raine primitive appartient à L. La seonde signi�equ'un langage ylique est los par onjugaison. Un langage ylique est donentièrement déterminé par les mots de Lyndon qu'il ontient. L'ensembleL = A�aA� des mots ayant au moins un a est ylique. L'ensembleL =fapbn1an2bn2 : : : ankbnkaq j ni � 0 et p+ q = n1g [fbpan1bn1an2bn2 : : : ankbq j ni � 0 et p+ q = nkgest aussi ylique mais il n'est pas rationnel.Soit A = (Q;A;E) un automate déterministe sans états initiaux et sansétats �naux. Pour un état q et un mot �ni w, on note q � w, l'unique état p,s'il existe, tel qu'il y ait un hemin de q à p étiqueté par w. On dit qu'un mot�ni w stabilise un sous-ensemble P � Q d'états si P � w = P , e qui signi�e8p 2 P p � w 2 P8p0 2 P 9p 2 P p � w = p0:On note stab(A) l'ensemble des mots �nis qui stabilisent au moins un sous-ensemble non vide de Q. Un ensemble de mots �nis est dit fortement y-lique s'il est égal à stab(A) pour un automate déterministe A. Les langagesfortement yliques assoiés aux automates des �gures 25 et 26 sont res-petivement a� + (aa + b)� + a(aa + b)�a et (b + ab)�(" + a). Les fontionszêta généralisées de es langages sont respetivement (1 + a)=(1� b� a2) et1=(1 � b � ab). Il faut remarquer que le mot vide stabilise n'importe quelsous-ensemble d'états et qu'il appartient par onséquent à tout langage for-tement ylique. La terminologie est justi�ée par le fait qu'on véri�e sansdi�ulté qu'un langage fortement ylique est e�etivement ylique. La re-marque préédente montre que le langage ylique L = A�aA� n'est pas for-tement ylique puisqu'il ne ontient pas le mot vide. Par ontre e langages'érit omme la di�érene A� � b� et les langages A� et b� sont fortementyliques. Le résultat que nous avons montré établit que le as général seomporte omme et exemple. Tout langage ylique peut être déomposé àl'aide d'une haîne de langages fortement yliques.Théorème 14 Soit L un langage rationnel ylique. Il existe alors une suitedéroissante L1 � L2 � � � � � Ln de langages fortement yliques rationnelstels que L = L1 � L2 + � � � � Ln.La preuve de e résultat s'obtient en travaillant sur les monoïdes �nis. Unepremière étape onsiste à obtenir des aratérisations en terme de monoïdessyntaxiques des langages yliques et fortement yliques. Ensuite, le langage30



fortement ylique L1 est hoisi à partir du monoïde syntaxique de L de tellesorte que L � L1 soit reonnu par un monoïde stritement plus petit. Lapreuve se termine alors par une réurrene sur la taille du monoïde syntaxiquede L.Une question naturelle est se savoir pour un langage ylique L donné,quelle est la longueur minimale d'une haîne de langages fortement yliquespermettant d'exprimer L. Cette question a été résolue dans l'artile [28℄. J'aie�etivement montré que la hiérarhie induite par ette longueur minimalede haîne orrespondait à des suites d'idempotents déroissantes pour l'ordreH dans le monoïde syntaxique et qu'elle était don déidable.Le théorème préédent permet de prouver que la fontion zêta généraliséed'un langage ylique est Z-rationnelle. En e�et, la fontion zêta généraliséed'un langage L égal à L1 � L2 + � � � � Ln est donnée par la formule�(L) = nYi=1 �(Li)(�1)i :D'après le théorème préédent, la Z-rationalité de la fontion zêta d'un lan-gage ylique se ramène à la Z-rationalité de la fontion zêta d'un langagefortement ylique qui a été prouvée en [5℄. Il faut remarquer qu'un mot �ni wnon vide stabilise un sous-ensemble d'états d'un automate A si et seulementsi le mot bi-in�ni périodique !w! est l'étiquette d'un hemin dans A. Lafontion zêta de stab(A) est don égale à la fontion zêta du système so�quedé�ni par A.4.2 Synhronisation de transduteursCe travail a été réalisé en ollaboration ave Marie-Pierre Béal.xf(x) `
longueur variable f

Fig. 27 � Une appliation à fenêtre glissante.Une appliation loale de AZ dans BZ est une appliation ontinue quiommute ave le déalage. L'image d'un mot par une telle appliation est ob-tenue en faisant glisser une fenêtre d'une longueur �xée le long du mot. Pour31
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Fig. 28 � Une appliation à fenêtre glissante synhrone.haque position de la fenêtre, le ontenu de ette fenêtre détermine un mot�ni. L'image globale est obtenue en onaténant tous es mots �nis donnéspar les di�érentes positions de la fenêtre. Si la longueur de la fenêtre est `,l'appliation loale f est dé�nie par une fontion �f de A` dans Bk qui assoieun mot à haque ontenu de fenêtre. Pour les appliations loales habituelle-ment onsidérées en dynamique symbolique, la taille de e mot est �xe. Pourette raison, es appliations loales sont dites synhrones. Nous avons étenduette dé�nition en autorisant ette longueur à être variable. La fontion �fdevient alors une fontion de A` dans B+ et l'appliation loale assoiée estdite asynhrone. Nous avons étudié le problème de la synhronisation de esappliations loales. Il s'agit de trouver des onditions naturelles qui garan-tissent qu'une appliation loale dé�nie par une appliation �f de A` dans B+peut aussi être dé�nie par une fontion �f 0 de A`0 dans Bk qui la rend syn-hrone. Ces onditions apparaissent naturellement lorsque l'appliation estréalisée par un transduteur.Un transduteur est un automate dont les étiquettes des transitions sontdes paires de mot et non pas des lettres omme pour les automates usuels.En dynamique, on onsidère des hemin bi-in�nis et les transduteurs n'ontni états initiaux ni états �naux. Un transduteur est juste un graphe étiquetépar des paires de mots. Le taux de transmission d'une transition étiquetéepar une paire (u; v) est le rapport jvj=juj entre les longueurs de v et de u.Le transduteur est dit synhrone si e taux de transmission est onstantpour toutes les transitions. Dans e as, il est appelé taux de transmissiondu transduteur.Pour haque appliation loale, on peut trouver un transduteur qui laréalise. Si de plus l'appliation est synhrone, le transduteur peut être aussihoisi synhrone. Supposons que l'appliation loale f soit dé�nie par unefontion �f de A` dans B+ et hoisissons un entier n ompris entre 1 et `.L'ensemble des états du transduteur est l'ensemble A`�1 des mots de lon-
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gueur `� 1 et les transitions ont la formea1 : : : a`�1 anj �f(a1:::a`)�������! a2 : : : a`:Ce transduteur est o-déterministe si n = 1 et déterministe si n = `. Si lafontion �f est de A` dans Bk, le transduteur ainsi dé�ni est synhrone et sontaux de transmission est k. Il faut remarquer que haque transition détermineune des lettres qui forment les mots identi�ant les états. Il s'ensuit que touthemin de longueur `� 1 dans e transduteur détermine omplètement undes états. Dans un heminq1 a1ju1���! q2 a2ju2���! � � � a`�2ju`�2�����! q`�1 a`�1ju`�1�����! q`l'état qn est néessairement égal à a1 : : : a`�1. Un transduteur véri�ant ettepropriété est dit (n � 1; ` � n)-loal ou simplement loal. On véri�e qu'unautomate est loal si et seulement si haque mot in�ni est l'étiquette d'unseul hemin. Cei garantit en partiulier que la relation réalisée par le trans-duteur est en fait une fontion. La terminologie est justi�ée par le fait quetout appliation réalisée par un transduteur loal est également loale. Syn-hroniser une appliation loale revient alors à synhroniser un transduteur,'est-à-dire à trouver un transduteur synhrone réalisant la même relation.Le problème de la synhronisation est apparu dès l'introdution des rela-tions rationnelles et des transduteurs par Elgot et Mezei [42℄ ave le résultatd'Eilenberg et Shützenberger [39℄. Ce dernier établit qu'une relation ration-nelle de A� �B� qui préserve la longueur est en fait une relation rationnellede (A� B)�. En terme de transduteurs, e résultat signi�e qu'une relationrationnelle qui préserve la longueur peut être réalisée par un transduteursynhrone de taux de transmission égal à 1. La preuve originale de e théo-rème se faisait diretement sur les expressions rationnelle. En [45℄, Frougnyet Sakarovith ont étendu e résultat aux relations rationnelles à di�érenede longueurs bornée. Leur preuve opère sur les transduteurs et fontionneaussi bien pour les relations de mots �nis que pour les relations de motsin�nis.Nous onsidérons ii des relations de mots bi-in�nis. Un transduteur estsynhronisable s'il a un taux de transmission onstant sur tous ses yles.Nous avons montré en [8℄ que l'algorithme de [45℄ peut être réalisé en utili-sant des élatements d'états. Il est d'ailleurs possible d'utiliser uniquementdes élatements entrants ou uniquement des élatements sortants. Cei per-met de préserver éventuellement le déterminisme ou le o-déterminisme dutransduteur. L'avantage de ette approhe est que l'élatement d'états estun isomorphisme entre les systèmes dynamiques. Il préserve en partiulier la33



propriété d'être loal du transduteur, e qui est essentiel dans notre as. Unélatement d'état onsiste à remplaer un état q par plusieurs états q1; : : : ; qn.Si l'on réalise un élatement entrant, les transitions entrantes de q sont répar-ties entres q1; : : : ; qn alors que les transitions sortantes sont dupliquées pourhaun des états q1; : : : ; qn. L'algorithme de synhronisation est implanté parune suession d'élatements d'états et d'étapes où ertaines lettres de sortiemigrent pour équilibrer les taux de transmission. Les élatements d'états sonten fait réalisés de façon à rendre possible la migration des lettres néessaireà l'équilibrage.La omplexité de l'algorithme ainsi implanté est exponentielle en le nombred'états. Nous avons montré que ette explosion du nombre d'états est intrin-sèque au problème. Nous avons donné en [8℄ des exemples de transduteurspour lesquels tout transduteur équivalent qui est synhrone et loal a unnombre exponentiel d'états. Par ontre, la taille de la fenêtre qui est unparamètre important en dynamique symbolique roît seulement de manièrelinéaire. Cei peut être obtenu en réalisant simultanément plusieurs élate-ments d'états.4.3 Déterminisation de transduteursLes résultats présentés dans ette partie ont été obtenus en ollaborationave Marie-Pierre Béal. Dans e travail, nous nous sommes intéressés auxrelations de mot in�nis réalisées par des transduteurs.Un transduteur est un automate dont les transitions sont étiquetées pardes paires de mots. La première omposante est l'entrée et la seonde est lasortie. Les transduteurs que nous onsidérons ont des états initiaux ainsiqu'une ondition d'aeptation adaptée aux mots in�nis de type Muller ouBühi. La relation réalisée est l'ensemble des paires de mots in�nis qui sontaeptées par le transduteur. Nous supposons toujours que les relations réa-lisées par les transduteurs sont des fontions. Il s'agit d'une propriété déi-dable [48℄.Parmi les transduteurs, les transduteurs qui sont déterministes en en-trée jouent un r�le partiulier. Ils permettent un alul séquentiel de la sortieà partir de l'entrée et sont appelés séquentiels pour ette raison. La détermi-nisation d'un transduteur est la onstrution d'un transduteur séquentielqui réalise la même fontion. Cette onstrution n'est pas toujours possibleen général. Les fontions qui peuvent être réalisées par un transduteur sé-quentiel sont elles-mêmes appelées séquentielles.Pour les mots �nis, Shützenberger [76℄ a introduit une variante des trans-duteurs séquentiels qui sont appelés sous-séquentiels. Un tel transduteur estautorisé à ajouter à la sortie un mot déterminé par l'état �nal lorsque elui-i34



a été atteint. Les fontions réalisées par es transduteurs sont en dé�nitiveplus naturelles que elles réalisées par les transduteurs purement séquentiels,mais ette distintion n'est pas signi�ative pour les mots in�nis.Pour les mots �nis, la aratérisation des fontions séquentielles et sous-séquentielles est due à Cho�rut [34, 35℄. Celle-i omporte d'une part unearatérisation intrinsèque de es fontions en terme de distanes sur les motset d'autre part une aratérisation des transduteurs réalisant une fontionséquentielle. Cette aratérisation des transduteurs est basée sur une pro-priété de jumelage des hemins. Lorsque la fontion est séquentielle, Cho�ruta donné une façon de onstruire un transduteur séquentiel équivalent. Cetteonstrution est une généralisation de la déterminisation d'un automate parla méthode des sous-ensembles [1℄. Au lieu d'être simplement des ensemblesd'états, les états du transduteur séquentiel sont des ensembles de paires for-mées d'un état du transduteur initial et d'un mot �ni. C'est la propriété dejumelage qui garantit que la taille des mots apparaissant dans es paires estbornée et que le nombre d'états est �ni.La déidabilité de la sous-séquentialité et de la séquentialité déoule de laaratérisation donnée par Cho�rut [34, 35℄. Des algorithmes polynomiauxont ensuite été donnés par Weber et Klemm [86℄. Nous avons également fourniun autre algorithme polynomial en [11, 10℄.La déterminisation de transduteurs inlut la déterminisation d'auto-mates puisqu'un transduteur séquentiel fournit immédiatement un automatedéterministe pour le domaine de la fontion. Pour les mots in�nis, ette déter-minisation d'automates est beauoup plus déliate et néessite des onstru-tions assez élaborées omme elle due à Safra [74℄. Cette di�ulté se retrouvebien sûr au niveau des transduteurs.
0 1aja
bj" bjb bjb

Fig. 29 � Un transduteur.Pour ontourner ette di�ulté, nous nous sommes d'abord intéressés auxtransduteurs dont tous les états sont �naux. La présene de boules dontla sortie est vide rend es transduteurs plus ompliqués qu'on ne pourraitle penser. La fontion réalisée par le transduteur de la �gure 29 n'est pas35



ontinue. En e�et, l'image d'un mot x est égale à a! si x a une in�nité d'o-urrenes de a et elle est égale à anb! si x possède n ourrenes de a. En[9, 7℄, nous avons aratérisé parmi es transduteurs eux qui réalisent unefontion séquentielle et nous avons donné un algorithme de déterminisation.Nous avons en partiulier montré que si une fontion séquentielle est réaliséepar un transduteur dont tous les états sont �naux, elle peut être réaliséepar un transduteur séquentiel dont tous les états sont aussi �naux. Nousavons ensuite résolu le as général dans [6℄ où nous onsidérons des fontionsréalisées par des transduteurs ave une ondition de Bühi. Nous avons a-ratérisé les transduteurs réalisant des fontions qui sont Bühi séquentielleset Muller séquentielles. Puisque les automates de Bühi déterministes ne re-onnaissent pas tous les ensembles rationnels de mots in�nis, nous avons ene�et distingué des transduteurs séquentiels ave une ondition de Bühi etdes transduteurs séquentiels ave une ondition de Muller.Ces di�érentes aratérisations utilisent des variantes de la propriété dejumelage introduite par Cho�rut ainsi que la notion d'état onstant. Nousavons appelé onstant un état tel que tous les hemins �naux qui en sontissus aient la même étiquette de sortie. Par exemple, l'état 1 du transduteurde la �gure 29 est onstant alors que l'état 0 de e même transduteur nel'est pas. La terminologie est justi�ée par le fait que la fontion réalisée parle transduteur obtenu en prenant et état omme état initial est onstante.Un transduteur satisfait la propriété de jumelage faible si toute paire dehemins i tju�! q vjw��! qi0 tju0��! q0 vjw0��! q0;où i et i0 sont initiaux véri�ent les onditions suivantes :� si q et q0 ne sont pas onstants, alors jwj = jw0j et si de plus w 6= ",alors uw! = u0w0!,� si q n'est pas onstant, si q0 est onstant et si w 6= " alors uw! = u0yq0où yq0 est la sortie onstante des hemins �naux issus de q0.La première ondition exprime que les états non onstants véri�ent la pro-priété de jumelage telle que l'a dé�nie Cho�rut. La deuxième ondition estune adaptation de la propriété de jumelage lorsque l'un des deux états estonstant. Si le mot w0 est non vide, le mot yq0 est en e�et égal à w! même sila boule de sortie w0 n'est pas aeptant. Le transduteur de la �gure 29 nevéri�e pas la propriété de jumelage, mais il véri�e la propriété de jumelagefaible. Les deux aratérisations que nous avons obtenues sont les suivantes.Théorème 15 Soit f une fontion de mots in�nis réalisée par un transdu-36



teur T . La fontion f est Muller séquentielle si et seulement si les onditionssuivantes sont satisfaites :� la fontion f est ontinue,� le transduteur T a la propriété de jumelage faible.Bien que le transduteur de la �gure 29 véri�e la propriété de jumelagefaible, la fontion réalisée par elui-i n'est pas séquentielle pare qu'elle n'estpas ontinue.Théorème 16 Soit f une fontion de mots in�nis réalisée par un transdu-teur T . La fontion f est Bühi séquentielle si et seulement si les onditionssuivantes sont satisfaites :� la fontion f est Muller séquentielle,� le domaine de f est aepté par un automate de Bühi déterministe.Il faut remarquer que la di�érene entre Bühi séquentielle et Mullerséquentielle est uniquement due au domaine de la fontion f .L'algorithme de déterminisation se déroule en deux étapes. La premièreétape est la onstrution d'un transduteur séquentiel qui réalise une exten-sion de la fontion à un domaine plus large. Dans une deuxième étape, etransduteur séquentiel est ombiné ave un automate déterministe qui a-epte le domaine de la fontion pour obtenir un transduteur qui réalise lafontion f .La onstrution du transduteur séquentiel de la première étape est unegénéralisation de la méthode utilisée pour les mots �nis. Les états de etransduteur séquentiel sont enore des ensembles de paires formées d'unétat et d'un mot. Par ontre, le mot d'une paire est un mot in�ni ultime-ment périodique lorsque l'état de ette paire est un état onstant. La preuveque le transduteur onstruit réalise bien une extension de la fontion f estrelativement tehnique et néessite plusieurs lemmes.Il est possible de déider en temps polynomial la propriété de jumelagefaible. Prieur [69℄ a montré que la ontinuité d'une fontion réalisée par untransduteur est aussi déidable en temps polynomial. Il est ainsi possiblede déider en temps polynomial si une fontion est Muller séquentiel. Parontre, tester si l'ensemble des mots aeptés par un automate de Bühipeut être aepté par un automate de Bühi déterministe est un problèmeNP-di�ile. A fortiori, tester si le domaine d'une fontion réalisée par untransduteur peut être aepté par un automate de Bühi déterministe estaussi un problème NP-di�ile.
37



5 Automates et ordres linéairesDans les deux parties préédentes ont été onsidérés des automates et destransduteurs qui aeptent des mots in�nis ou bi-in�nis. Dans ette partie,on onsidère des généralisations de es mots et des automates orrespondants.Une première partie est onsarée aux mots trans�nis et aux automates in-troduits par Bühi. Notre prinipale ontribution est d'avoir développé unethéorie algébrique de es mots et d'avoir montré que des résultats importantsomme le théorème des variétés pouvaient être étendus à es mots. Une se-onde partie est �nalement onsarée aux mots sur des ordres linéaires. Nousavons introduit des automates pour es mots et des expressions rationnelles.Nous avons étendu le théorème de Kleene aux mots sur les ordres disperséset dénombrables.5.1 Automates sur les ordinauxLes travaux présentés dans ette partie ont été e�etués en ollaborationave Niolas Bedon dans le adre de sa thèse de dotorat.Les automates sur les ordinaux furent introduits par Bühi [23, 24, 25℄.Bühi a onsidéré deux variantes essentielles d'automates sur les ordinaux.Dans les deux variantes, l'état à une position limite dépend des états qui sontapparus avant.Dans la première variante, la longueur des mots aeptés est inférieure à!n pour un entier n �xé. Les ordinaux limites sont alors de la forme �+!kmpour k et m stritement positifs. L'état à la position indexée par � + !kmest égal à l'ensemble des états qui apparaissent in�niment souvent le long dela suite �+!k(m� 1)+!k�1i quand i parourt les entiers. Cet état est donun élément de Pk(Q) où Pk(Q) est dé�ni parP0(Q) = Q et Pk+1(Q) = P(Pk(Q)):Choueka �t une étude systématique de es automates dans [36℄ où il montreen partiulier une extension du théorème de Kleene pour es automates. Cesautomates sont d'ailleurs souvent appelés automates de Choueka bien qu'ilsaient été introduits par Bühi.Dans la seonde variante, l'état à une position limite dépend de tous lesétats qui apparaissent avant ette position de manière o�nale. La longueurdes mots aeptés par des automates sur e prinipe n'est plus limitée et ellepeut être égale à n'importe quel ordinal. On peut montrer que les automatesde la première variante orrespondent à une lasse partiulière d'automatesde la seonde variante qu'il est possible de aratériser [14℄. Pour es auto-mates de la seonde variante, il existe à nouveau deux approhes pour les38



hemins. Une première façon est de onsidérer que l'état en une position li-mite � est l'ensemble o�nal du hemin en � qui est une partie de Q. C'estalors la transition suivante qui refait passer à un état q de Q. L'inonvé-nient de ette approhe est qu'un hemin n'est pas vraiment une suite d'élé-ments de Q puisque les positions limites sont étiquetées par des parties de Q.Il faut en partiulier adapter légèrement la dé�nition de l'ensemble o�nalpour ne prendre en ompte que les ordinaux qui sont suesseurs. Une se-onde approhe onsiste à onsidérer que l'automate e�etue des transitionssilenieuses au moment des passages de limites. L'automate a des transitionslimites de la forme P ! q sans étiquette. Si l'ensemble o�nal en � est égalà P , l'état en position � est alors l'état q. Au passage de la limite, l'automatepasse diretement de l'ensemble o�nal P à l'état q. L'avantage de ette ap-prohe est qu'un hemin devient une véritable suite d'éléments de Q. Il n'estpas di�ile de voir que les deux approhes sont équivalentes dans le sens oùelle dé�nissent les mêmes ensembles de mots. C'est ette seonde varianteque nous hoisirons dans la suite.En 1962, Bühi [22℄ prouva la déidabilité de la logique monadique duseond ordre de la struture hN ; <i des entiers munis de l'ordre. De manièreglobale, la méthode onsiste à montrer une orrespondane entre les formulesde ette logique et les automates sur les mots in�nis. La di�ulté essentielleréside dans la preuve que la lasse des ensembles aeptés par automate estfermée par omplémentation. Bühi introduisit les automates sur les ordinauxa�n d'étendre e résultat de déidabilité à des strutures de la forme h�;<ipour un ordinal � donné [23, 24℄. Le résultat prinipal qu'il a obtenu dansette diretion est pour � égal à !1, le premier ordinal non dénombrable.Comme les ordinaux inférieurs à !! peuvent être dé�nis dans ette logique,on a aussi la déidabilité si � est inférieur à !!. Ce résultat est une extensionnaturelle de la déidabilité de la même logique pour la struture hN ; <i.La méthode utilisée est d'ailleurs assez similaire. Elle onsiste à onstruirepour haque formule un automate qui aepte les modèles de la formule. Lasatis�abilité de la formule se ramène au problème du vide pour l'automate.La onstrution de l'automate est faite par réurrene sur la taille de laformule. La quanti�ation se traduit sur les automates par une projetion del'alphabet. Les opérateurs ^ et _ sont traduits diretement sur les automateset la négation orrespond à une omplémentation. Cette dernière opérationest de loin la plus déliate.Nous renvoyons à [73℄ pour une introdution omplète aux ordinaux. Onva essentiellement utiliser les ordinaux pour indexer des suites. Comme 'estl'usage, on identi�e un ordinal ave l'ensemble des ordinaux plus petits. Pourun ordinal �, un mot de longueur � est une suite de lettres indexées par lesordinaux inférieurs à �. Si � est un ordinal �ni, on retrouve la dé�nition39



usuelle d'un mot omme une suite �nie de lettres et si � = !, on retrouve ladé�nition d'un mot in�ni. La onaténation d'une suite (x)<� de mots estle mot de longueur P<� jxj obtenu en mettant bout à bout les mots x .5.1.1 AutomatesRappelons que le plus petit ordinal non dénombrable est appelé !1. Dans[15℄, on s'est prinipalement intéressé aux mots de longueur inférieure à !1,'est-à-dire aux ordinaux dénombrables. Si l'on dépasse l'ordinal !1, quelquesdi�ultés apparaissent et ertains résultats vrais pour les mots �nis ou in�nisne peuvent pas être étendus aux mots trans�nis. En partiulier, la famille desensembles qui peuvent être aeptés par des automates n'est plus lose paromplément. Ce genre de problèmes voue à l'éhe les approhes algébriques.En revanhe, si l'on se restreint à une lasse plus petite d'ordinaux, la famillede mots que l'on onsidère n'est pas lose par onaténation. Dans le as de!1, tout produit d'une suite de longueur inférieure à !1 de mots eux-mêmesde longueur inférieure à !1 est enore de longueur inférieure à !1. Cettepropriété est due au fait que !1 est un ardinal.Dé�nition 17 Un automate sur les mots trans�nis (appelé automate trans-�ni) est un automate (Q;A;E; I; F ) où Q est un ensemble �ni d'états, A unalphabet �ni, E � (Q � A � Q) [ (P(Q) � Q) l'ensemble des transitions etoù I et F les ensembles d'états initiaux et �naux.Comme pour un automate usuel sur les mots �nis, un automate trans�nia un ensemble �ni d'états parmi lesquels ertains sont initiaux et/ou �naux.La seule di�érene est qu'un automate trans�ni possède deux types de tran-sitions. D'une part, il possède des transitions de la forme (p; a; q) où p et qsont des états et a est une lettre. Ces transitions sont appelées transitionssuesseurs et sont notées p a�! q. Elles orrespondent aux transitions usuellesd'un automate sur les mots �nis. D'autre part, il possède des transitions dela forme (P; q) où P est sous-ensemble d'états et q est un état. Ces transi-tions sont appelées transitions limites et sont notées P ! q. Un automatesur les mots �nis peut être vu omme un automate trans�ni qui n'aurait pasde transitions limites.L'automate de la Figure 30 possède les 4 transitions suesseurs 0 a�! 0,0 b�!0, 1 a�!0 et 1 b�!0 qui sont représentées omme pour un automate usuel.Il possède également les deux transitions limites f0g ! 1 et f0; 1g ! 1.Pour dé�nir la notion de hemin dans un automate trans�ni, il est nées-saire de dé�nir la notion d'ensemble o�nal. L'ensemble o�nal d'une suite40



0 1a; b a; b f0g ! 1f0; 1g ! 1Fig. 30 � Automate trans�ni. = (q)<� en une position limite � est dé�ni parlim�  = fq j 8� < � 9� � < � < � et q = q�g:L'ensemble o�nal lim� q est en quelque sorte l'ensemble des valeurs d'adhé-rene de la suite (q)<� quand  tend vers �. Si � est dénombrable, un état qappartient à lim� q s'il existe une suite (�n)n<! d'ordinaux qui onvergevers � telle que q = q�n pour tout n.
x =� =lim�  = 0000

...
!f0g 100

0... !�2f0g 100
0... !�3f0g 100

0... !�4f0g: : : !2f0; 1g1Fig. 31 � Ensembles o�naux de  = 0!(10!)!1.La notion d'ensemble o�nal est illustrée par l'exemple suivant.Exemple 18 Soit  la suite 0!(10!)!1 de longueur !2 + 1. On véri�e quelim!  = f0g, lim!�2  = f0g et même lim!�k  = f0g pour k � 1 ainsi quelim!2  = f0; 1g. Ces ensembles o�naux sont représentés à la �gure 31.On peut maintenant donner la dé�nition d'un hemin.Dé�nition 19 Soit A un automate trans�ni et soit x = (x)<� un mot delongueur �. Un hemin  d'étiquette x est une (� + 1)-suite d'états (q)��telle que� pour tout � < �, q� a��! q�+1 est une transition suesseur de A ;41



� pour ordinal limite � � �, lim� ! q� est une transition limite de A.Un fait important est qu'un hemin étiqueté par un mot de longueur � estune suite de longueur �+ 1 et non pas �. La longueur d'un hemin est donun ordinal suesseur. Un hemin a don toujours un premier état q0 et undernier état q�. Le hemin  est dit initial si q0 est initial et �nal si q� est�nal. Il est dit aeptant s'il est initial et �nal.La suite  = 0!(10!)!1 de longueur � = !2 + 1 est bien un hemin del'automate trans�ni de la �gure 30. En e�et, si  est égal à (q)<�, l'état q estégal à 1 si  est limite et à 0 sinon. Comme l'automate possède les transitionsf0g ! 1 et f0; 1g ! 1, la suite  satisfait bien la dé�nition donnée i-dessus.Comme dans les automates de mots �nis, un hemin est une suite d'étatsqui véri�e des propriétés loales de ompatibilité données par les transitionsde l'automate. Lorsque deux états sont onséutifs, 'est-à-dire lorsque esont des états de la forme q� et q�+1 pour un ordinal � < �, q� a��! q�+1 doitêtre une transition de l'automate. Ainsi, haque état q� est relié à l'état quile suit q�+1 et haque état est relié à son prédéesseur lorsque sa position �est ordinal suesseur. Lorsque � est un ordinal limite, il n'y a pas d'état quipréède l'état q�. L'état est don relié à la partie du hemin qui le préèdepar la relation lim�  ! q�. L'ensemble lim�  joue don le r�le d'un état�tif qui prééderait l'état q�. Il faut noter que la transition lim� ! q� estsilenieuse puisqu'elle n'a pas d'étiquette. L'idée intuitive est qu'en arrivantau point �, l'automate e�etue de façon spontanée ette transition qui nedépend que de l'historique du hemin et non pas de la leture d'une lettre.Si x est le mot �ni a0 : : : an�1 de longueur n, un hemin étiqueté par xdans un automate trans�ni est une suite q0; : : : ; qn de n + 1 états tels queqk ak�! qk+1 soit une transition pour tout k < n. La dé�nition oïnide ave lanotion de hemin dans un automate de mots �nis. Les automates trans�nisgénéralisent don les automates de mots �nis.Les automates trans�nis généralisent également les automates de Muller.En e�et, un automate de Muller peut être vu omme un automate trans�nien ajoutant un nouvel état �nal f ainsi que toutes les transitions limitesP ! f pour haune des parties P de la table de l'automate de Muller.5.1.2 !1-semigroupesPour les mots �nis, il est bien onnu que les automates sont équivalentsaux semigroupes �nis. A tout ensemble de mots reonnu par un automate �niest assoié un semigroupe �ni anonique appelé semigroupe syntaxique. Cetteorrespondane établit un pont entre d'un �té la théorie des automates etde l'autre �té l'algèbre. 42



Le premier résultat utilisant ette orrespondane est le très beau résultatdû à Shützenberger [75℄ qui aratérise les langages sans étoile. Rappelonsqu'un ensemble de mots est dit sans étoile s'il peut être engendré en par-tant des lettres et en utilisant les opérations booléennes et le produit deonaténation. Le théorème de Shützenberger établit qu'un langage est sansétoile si et seulement si son semigroupe syntaxique ne ontient que des sous-groupes triviaux. D'autres résultats ont alors suivi omme la aratérisationdes langages testables par moreaux par Simon [78℄ ou la aratérisationpar Brzozowski, Simon [21℄ et MNaughton [56℄ des langages loalement tes-tables.L'idée d'utiliser les propriétés algébriques des semigroupes syntaxiques futdéveloppée de façon systématique par Eilenberg et Shützenberger [40, 41℄.Le théorème des variétés établit une orrespondane bijetive entre d'unepart ertaines lasses de langages reonnaissables, les variétés de langages,et d'autre part ertaines lasses de semigroupes �nis, les variétés de semi-groupes. Les variétés de langages sont des lasses de langages reonnaissablesfermées pour les opérations booléennes et quelques autres opérations. Lesvariétés de semigroupes �nis sont des lasses de semigroupes �nis ferméespar produit �ni, passage au sous-semigroupe et passage au quotient. Ellespeuvent être dé�nies par des équations algébriques.L'étude des propriétés algébriques des ensembles de mots in�nis fut initiéepar Péuhet [63, 62℄. Une approhe plus satisfaisante fut ensuite proposéepar Wilke [87, 88℄, Perrin et Pin [65℄. L'idée prinipale est d'utiliser dessemigroupes munis d'un produit in�ni qui donne une valeur à une suite delongueur ! d'éléments du semigroupe. Lorsque le semigroupe est �ni, un telproduit peut toujours être dé�ni en utilisant un résultat de Ramsey [71℄. Ilest même possible de dérire e produit de façon �nie.Nous avons étendu ette théorie algébrique aux mots indexés par les ordi-naux dénombrables [15℄. Nous avons généralisé la notion de !-semigroupe enintroduisant des !1-semigroupes où le produit d'une suite d'éléments indexéspar n'importe quel ordinal dénombrable est dé�ni. Nous avons montré quees objets algébriques sont équivalents aux automates de Bühi. La preuvede e résultat donne un nouvel algorithme pour la déterminisation d'un au-tomate. Bühi avait montré [23℄ que tout automate est équivalent pour lesordinaux dénombrables à un automate déterministe. Nous avons montré quetout automate est équivalent à un !1-semigroupe qui peut être e�etivementalulé. Réiproquement, nous avons aussi montré que tout !1-semigroupeest équivalent à un automate déterministe. Cette réiproque est d'ailleurs lapartie déliate de la preuve. Elle implique la onstrution non triviale d'unautomate déterministe à partir d'un !1-semigroupe.Nous avons également montré qu'à tout ensemble X rationnel de mots43



indexés par des ordinaux dénombrables peut être assoié un !1-semigroupesyntaxique qui est le plus petit !1-semigroupe reonnaissant l'ensembleX. Cerésultat nous a permis d'étendre la orrespondane d'Eilenberg aux ensemblesreonnaissables de mots trans�nis et aux variétés de !1-semigroupes.Dans le as des mots in�nis, un !-semigroupe est une paire (S+; S!) oùS+ est un semigroupe qui agit à gauhe sur l'ensemble S!. Cet !-semigroupeest en outre muni d'un !-produit � qui assoie un élément de S! à toutesuite de longueur ! d'éléments de S+. Dans un !1-semigroupe, les deux par-ties S+ et S! d'un !-semigroupe se retrouvent onfondues. Un !1-semigroupeest en e�et un ensemble S muni d'un !1-produit '. Cet !1-produit assoieun élément de S à toute suite d'éléments de S dont la longueur est un or-dinal dénombrable. Il véri�e une généralisation de l'assoiativité qui signi�eintuitivement qu'on peut regrouper arbitrairement les éléments de la suitesans hanger la valeur du produit. Le !1-semigroupe S se trouve naturelle-ment muni d'une struture de semigroupe. Lorsque le !1-produit est appliquéaux suites de longueur 2, il dé�nit un produit assoiatif et l'ation à gauhed'un !-semigroupe est aussi dé�nie par e produit. La dé�nition d'un !1-semigroupe est �nalement plus simple que elle d'un !-semigroupe puisquele produit assoiatif, l'ation à gauhe et le !-produit sont regroupés en uneseule et même opération. Cei provient du fait que la onaténation des motsin�nis est une opération partielle. Il est possible de onaténer un mot �niave un mot in�ni, mais l'inverse est impossible ar ela donnerait un mot delongueur stritement supérieure à !. Dans le as des mots de longueurs dé-nombrables, il n'y a auune restrition sur la onaténation. Pare que !1 estaussi un ardinal, on peut sans problème onaténer une suite dénombrablede mots de longueur dénombrable.En [15℄, nous avons montré que tout !1-langage rationnel admet un !1-semigroupe syntaxique. Cet !1-semigroupe divise tout autre !1-semigroupereonnaissant le même !1-langage. Il peut être obtenu en quotientant l'en-semble de tous les mots trans�nis par une ongruene qui est la généralisationde la ongruene d'Arnold [3℄ aux mots trans�nis.Nous avons également étendu le théorème d'Eilenberg aux mots trans�-nis. Les notions de variétés de semigroupes �nis et de variétés de langagess'étendent aux !1-semigroupes �nis et aux !1-langages. La preuve de la or-respondane s'établit alors sans di�ulté. Les !1-semigroupes que nous avonsdé�nis ne sont pas munis d'un ordre. Par ontre, il est faile d'introduire des!1-semigroupes ordonnés et d'obtenir un théorème de orrespondane pourles variétés positives omme ela est possible pour les mots in�nis [67℄.Dans l'artile [26℄, nous avons donné trois exemples de orrespondanesentre des variétés de !1-semigroupes �nis et des variétés de !1-langages. Nousavons aratérisé d'abord la lasse des langages qui sont reonnus par des44



automates dans lesquels les transitions limites qui s'intersetent se terminentdans le même état. Il s'avère que la variété orrespondante de !1-semigroupesest dé�nie par une équation qui a une interprétation topologique dans le asdes mots in�nis. Elle aratérise les langages de mots in�nis de la lasse�2 = �2 \ �2 de la hiérarhie de Borel. Ce résultat est utilisé pour prouverqu'un !1-langage est reonnu par un automate extensif si et seulement si son!1-semigroupe syntaxique est R-trivial et satisfait l'équation �2. Ce résultatétend elui d'Eilenberg à propos des semigroupesR-triviaux et des automatesextensifs. Nous avons �nalement aratérisé les !1-langages reonnus par desautomates extensifs dont les transitions limites sont triviales.5.2 Automates sur les ordres linéairesLe travail présenté dans ette partie a été réalisé en ollaboration aveVéronique Bruyère.Dans ette partie, on dé�nit des automates sur les ordres linéaires quisont une généralisation naturelle des automates sur les ordinaux introduitspar Bühi [24℄. On a vu que les automates sur les ordinaux sont des automatesusuels auxquels ont été ajoutées des transitions limites de la forme P ! q.Les automates introduits dans ette setion possèdent des transitions limitesde la forme P ! q mais aussi des transitions limites de la forme q ! P .Ils rétablissent une symétrie entre la gauhe et la droite que n'ont pas lesautomates sur les ordinaux. Le résultat prinipal que nous avons prouvé estqu'il est possible d'étendre le théorème de Kleene aux ordres dispersés etdénombrables [20℄.On onsidère généralement que le premier résultat de la théorie des auto-mates est le théorème de Kleene [50℄. Ce théorème établit l'équivalene entreles automates et les expressions rationnelles. Un ensemble de mot est reonnupar un automate �ni s'il peut être engendré à partir des lettres de l'alphabeten utilisant l'union, le produit de onaténation et l'étoile. Ce résultat estremarquable ar il relie des propriétés de nature tout à fait di�érente : êtrereonnu par un automate d'une part et une propriété ombinatoire d'autrepart. Depuis lors, di�érentes extensions de e théorème ont été prouvées pourdi�érentes strutures omme les arbres ou les traes.Nous nous intéressons ii aux objets qui peuvent être linéairement ordon-nés. Cei omprend en partiulier les mots �nis, les mots in�nis et bi-in�nisainsi que les mots sur les ordinaux. Pour haune de es lasses d'objets,des automates appropriés ont été dé�nis et une extension du théorème deKleene a été prouvée. Bühi introduisit les automates sur les mots in�nis[22℄ puis ensuite les automates sur les ordinaux en [24℄ où les expressions !-rationnelles sont déjà dé�nies. Un théorème de Kleene pour les mots ordinaux45



de longueur inférieure à !! a été prouvé par Choueka [36℄. Wojiehowskil'a ensuite étendu à tous les ordinaux dénombrables [90℄. Le as des motsbi-in�nis est �nalement traité en [61, 47℄.Ces di�érents résultats se présentent de façon non uniforme. À haunedes lasses d'objets orrespond un type partiulier d'automates ave un fon-tionnement adapté à es objets. Dans un automate sur les mots �nis, un he-min aeptant doit se terminer en un état �nal alors que dans un automatede Bühi, un hemin aeptant doit passer in�niment souvent par un état�nal. De même, les hemins dans les automates sur les ordinaux initialementintroduits par Bühi sont formés d'états et d'ensembles d'états. Nous allonsmontrer qu'il est possible d'avoir une approhe uni�ée en onsidérant desmots indexés par des ordres linéaires dénombrables. Les mots �nis, les motsin�nis et bi-in�nis et les mots sur les ordinaux vont alors orrespondre àdes ordres linéaires partiuliers. Nous allons introduire des automates sur esordres linéaires qui seront simples et naturels tout en inluant les automatesintroduits préédemment. Les automates sur les mots �nis, les mots in�nis etbi-in�nis et les mots ordinaux seront retrouvés en imposant des restritionstrès naturelles à nos automates. Nous allons également dé�nir des expressionsrationnelles et prouver un théorème de Kleene assoié.Les mots indexés par des ordres linéaires dénombrables ont déjà été onsi-dérés par Courelle [37℄. Ils sont alors vus omme les frontières des arbresbinaires étiquetés qui sont lues de gauhe à droite. Des expressions ration-nelles pour es mots sont déjà dé�nies en [37, 49, 81℄ pour dérire les solutionsde systèmes d'équations. Ces opérations rationnelles ont la bonne propriétéd'être des appliations. Il n'y a auune restrition sur leur utilisation. Parexemple, une puissane ! peut être onaténée ave un mot �ni et le ré-sultat peut à nouveau être itéré en utilisant une puissane ! inversée. Cesopérations permettent la aratérisation des frontières des arbres réguliers.Dans un automate, un hemin étiqueté par un mot w est une suite d'étatstelle que ette suite d'états et la suite des lettres de w soient ompatiblesave les transitions de l'automate. Si w est par exemple le mot �ni a1 : : : an,un hemin d'étiquette w est une suite d'états q0; : : : ; qn de longueur n + 1telle que haque triplet (qi; ai+1; qi+1) soit une transition de l'automate. Cesontraintes sont dites loales ar elle portent sur les fateurs de longueur 3de la suite q0a1q1a2q2 : : : qn�1anqnobtenue en interalant les états du hemin et les lettres du mot. Un hemind'étiquette w peut aussi être vu omme une façon de déorer le mot w eninsérant des états entre les lettres tout en respetant les ontraintes loalesdonnées par les transitions omme 'est représenté à la �gure 32.46



q0a1 q1 a2 q2 a3 q3 : : : qn�1an qnI FEFig. 32 � Les ontraintes loales.Ce que nous venons de dire pour les automates sur les mots �nis s'ap-plique aussi aux automates sur les mots in�nis. Un hemin étiqueté par unmot in�ni x (de longueur !) est une suite d'états de longueur ! qui respeteles ontraintes loales ditées par les transitions de l'automate. La onditiond'aeptation détermine si le hemin est aeptant. Que la ondition d'aep-tation soit de type Bühi, Muller ou Rabin, ette ondition porte sur les étatsin�niment répétés le long du hemin. Cet ensemble d'états in�niment répétéspeut être vu omme le voisinage de l'in�ni. La ondition d'aeptation peutêtre alors onsidérée omme une ontrainte loale sur le hemin en l'in�ni.Cette remarque est également vraie pour les hemins dans les automates surles ordinaux. Les transitions limites de même que les transitions suesseursexpriment des ontraintes loales que doit respeter un hemin.Pour dé�nir la notion de hemin pour des mots qui sont indexés par desordres linéaires quelonques, nous allons généraliser ette idée d'interalerdes états entre les lettres du mot tout en respetant des ontraintes loales.Lorsque le mot est �ni ou même de longueur !, les positions auxquellesdoivent être insérés les états sont évidentes, mais elles le sont moins dès quel'ordre sous-jaent au mot devient plus ompliqué. Lorsque deux lettres dumot sont onséutives, il est lair qu'il faut insérer un état entre elles deux.De même, il semble naturel que haque lettre soit préédée et suivie d'un état.Lorsque le mot est �ni ou même ordinal, 'est su�sant mais il faut insérerplus d'états pour des mots plus ompliqué. La notion qui va déterminerles positions des états est elle de oupure introduite par Dedekind pour laonstrution des réels.5.2.1 Ordres linéairesNous ommençons par quelques rappels sur les ordres linéaires. Un ordrelinéaire J est un ensemble muni d'un ordre < qui est total. Nous renvoyons à[73℄ pour une introdution très omplète aux ordres linéaires. Dans la suite,les ordres linéaires sont utilisés pour indexer des suites et ils sont don onsi-dérés à isomorphisme près. Par ordre linéaire, on entend type d'ordres li-47



néaires.Pour un ordre linéaire J , nous notons �J l'ordre linéaire inverse obtenuen renversant l'ordre. L'ordre <� sur �J est dé�ni par i <� j si et seulementj < i dans J .Deux éléments j et k d'un ordre linéaire sont onséutifs si j < k et s'iln'existe pas d'élément i tel que j < i < k. L'élément j est alors appelé leprédéesseur de k et k est appelé le suesseur de j.Un intervalle K d'un ordre linéaire J est un sous-ensemble de J tel quesi j et k appartiennent à K et j < i < k alors i appartient aussi à K.Voii quelques exemples d'ordres linéaires. Nous ommençons par quelquesexemples simples omme les ordres �nis et les ordinauxExemple 20 Un ordinal � est un ordre linéaire qu'on identi�e généralementave l'ensemble f� j � < �g des ordinaux inférieurs à �.Exemple 21 Soit �2 l'ensemble des paires (k; j) d'entiers relatifs. On dé�nitla relation < sur �2 par (k1; j1) < (k2; j2) si et seulement si j1 < j2 ou j1 = j2et k1 < k2. La relation < munit �2 d'un ordre linéaire.Exemple 22 Soit �! l'ensemble des suites (jn)n�0 d'entiers relatifs qui sontpresque nulles, 'est-à-dire telles qu'il y ait un nombre �ni d'éléments jn nonnuls. On dé�nit la relation < sur �! par (jn)n�0 < (kn)n�0 si et seulement sijm < km où m est le plus grand entier tel que jm 6= km. La relation < munit�! d'un ordre linéaire.Nous introduisons maintenant la notion de oupure. Celle-i est essentiellepuisqu'elle permet de dé�nir la notion de hemin dans un automate. Uneoupure d'un ordre linéaire J est une paire (K;L) d'intervalles tels que J =K [ L et tels que pour tout k 2 K et tout l 2 L, k < l. Les deux intervallesK et L sont don disjoints et il forment une partition de J . L'ensemble desoupures de J est noté Ĵ . Parmi les oupures, il en existe deux partiulièresqui sont les paires (?; J) et (J;?).L'ensemble Ĵ est naturellement muni d'un ordre linéaire. Pour deux ou-pures 1 = (K1; L1) et 2 = (K2; L2), on dé�nit la relation 1 < 2 si etseulement si K1 est stritement inlus dans K2 (K1 ( K2). Cette inlusionimplique l'inlusion strite de L2 dans L1 (L1 ) L2) et la dé�nition est donsymétrique. Pour et ordre, les oupures (?; J) et (J;?) sont le plus petit etle plus grand éléments de Ĵ .Nous illustrons la notion de oupure en dérivant les ordres Ĵ pour quelquesordres J vus préédemment. 48



�0 �1 �2 : : : �nFig. 33 � Les n + 1 oupures de l'ordre à n éléments.Exemple 23 Si J est un ordre linéaire �ni à n éléments, par exemple J =f1; : : : ; ng, alors Ĵ est un ordre linéaire à n+ 1 éléments. En e�et, l'ordre Ĵontient les oupures (f1; : : : ; kg; fk + 1; : : : ; ng) pour k égal à 0; : : : ; n.Exemple 24 Plus généralement, si J est un ordinal �, alors Ĵ est l'ordi-nal �+1. En e�et, pour toute oupure (K;L) telle que L 6= ?, l'intervalle La un plus petit élément j. De plus, l'appliation qui assoie j à (K;L) estbijetive. �0 �1 �2 : : : : : : ��3 ��2 ��1Fig. 34 � Les oupures de l'ordre ! + (�!).À la vue des deux exemples préédents, il semble que haque oupure estontiguë à un des éléments de l'ordre. Ce n'est pas toujours le as omme lemontre l'exemple suivant.Exemple 25 Soit J = ! + (�!) l'ordre formé d'une opie des entiers na-turels suivie d'une opie des entiers négatifs. On a J = Z et l'ordre <J estdé�ni de la manière suivante. Quand m et n sont tous les deux positifs outous les deux stritement négatifs, m <J n est vrai si et seulement si m < nest vrai. Quand m et n ne sont pas de même signe, m <J n est vrai si etseulement si m � 0 et n < 0. L'ordre J admet la oupure (K;L) où K = !et L = �! qui n'est attahée à auun élément de J .Les oupures onséutives jouent un r�le partiulier dans la dé�nitiondes hemins et méritent quelques remarques. À tout élément j de J , onpeut assoier deux oupures onséutives �j et +j qui sont dé�nies par �j =(K; fjg[L) et +j = (K[fjg; L) où K et L sont donnés par K = fk j k < jgand L = fk j j < kg. Réiproquement, à toutes oupures onséutives � et+, on peut assoier un unique élément j tel que � = �j et + = +j .Nous dé�nissons maintenant la notion de mot sur un ordre linéaire quigénéralise la notion de mot trans�ni. Soit A un alphabet et soit J un ordrelinéaire. Un mot de longueur J sur A est une fontion de J dans A qui assoie49



à tout élément j une lettre aj. Le mot est noté omme une suite en érivant(aj)j2J .La dé�nition préédente généralise bien la notion de mot �ni, de mot in�niou même de mot trans�ni. En e�et, si J est un ordre linéaire à n éléments,un mot de longueur J est une suite a1; : : : ; an omme on a l'habitude de ledé�nir. Si J est égal à !, on retrouve la notion de mot in�ni et si J est unordinal on retrouve la notion de mot trans�ni. Par analogie, l'ordre linéaire Jqui sert de support au mot est appelé la longueur du mot.Exemple 26 Le mot (b�!ab!)2 est le mot de longueur � + � où l'ordre � + �est égal à f(k; j) j k 2 Z et j 2 f1; 2gg. Le mot x est alors dé�ni parxk;j = (a si k = 0b sinon:5.2.2 AutomatesNous introduisons maintenant la dé�nition d'un automate sur les ordreslinéaires.Dé�nition 27 Un automate est un quintuplet (Q;A;E; I; F ) où Q est unensemble �ni d'états, A un alphabet �ni, E � (Q� A�Q) [ (P(Q) �Q) [(Q � P(Q)) l'ensemble des transitions et où I et F les ensembles d'étatsinitiaux et �naux.Comme pour un automate usuel, un automate sur les ordres linéaires a unensemble �ni d'états parmi lesquels ertains sont initiaux et/ou �naux. Ladi�érene est qu'un tel automate possède trois types de transitions. D'unepart il possède des transitions de la forme (p; a; q) où p et q sont des étatset a est une lettre. Ces transitions sont appelées transitions suesseurs etnotées p a�! q. D'autre part, il possède des transitions de la forme (P; q)ou de la forme (q; P ) où P est sous-ensemble d'états et q est un état. Lestransitions (P; q) sont notées P ! q et appelées transitions limites gauhes.Les transitions (q; P ) sont notées q ! P et sont appelées transitions limitesdroites. Un automate trans�ni peut être vu omme un automate sur les ordreslinéaires qui n'aurait pas de transitions limites droites.Exemple 28 L'automate de la �gure 35 possède les trois transitions sues-seurs 1 b�!1, 1 a�!2 et 2 b�!2 ainsi que la transition limite gauhe f2g ! 0 etla transition limite droite 0! f1g.A�n de dé�nir un hemin, il est néessaire d'introduire la notion de limite. Onla dé�nit pour un ordre linéaire quelonque J bien qu'elle soit uniquement50



0 1 2b a b 0! f1gf2g ! 0Fig. 35 � Automate sur les ordres linéaires.utilisée pour l'ordre Ĵ des oupures. Soit Q un ensemble �ni, J un ordrelinéaire et soit  = (qj)j2J un mot sur Q de longueur J . Soit j un élément�xé de J . Les limites gauhe et droite de  en j sont les deux sous-ensembleslimj�  et limj+  de Q dé�nis parlimj�  = fq 2 Q j 8k < j 9i k < i < j et q = qig;limj+  = fq 2 Q j 8j < k 9i j < i < k et q = qig:Si l'élément j a un prédéesseur, l'ensemble limj�  est vide. Au ontraire, sij n'est pas le plus petit élément de J et si j n'a pas de prédéesseur, alorslimj�  est non vide puisque Q est �ni.Dé�nition 29 Soit A un automate et soit x = (aj)j2J un mot de longueur J .Un hemin  d'étiquette x est une suite d'états  = (q)2Ĵ de longueur Ĵtelle que� Pour toutes oupures onséutives �j et +j , q�j aj�! q+j est une transi-tion suesseur de A.� Pour toute oupure  qui n'est pas la première oupure et qui n'a pasde prédéesseur, alors lim�  ! q est une transition limite gauhe.� Pour toute oupure  qui n'est pas la dernière oupure et qui n'a pas desuesseur, alors q ! lim+  est une transition limite droite.Il faut remarquer que la longueur d'un hemin étiqueté par un mot x delongueur J est l'ordre Ĵ des oupures de l'ordre J . Cette di�érene existe déjàpour les mots �nis puisqu'un hemin étiqueté par un mot de n lettres possèden + 1 états. Cette di�érene s'aentue pour les mots plus ompliqués.D'après la dé�nition préédente, il y a une transition qui arrive en l'état() pour toute oupure  qui n'est pas la première oupure de Ĵ . Cettetransition est suesseur si la oupure a un prédéesseur et 'est une transitionlimite gauhe sinon. De façon duale, il y a une transition qui quitte () pourtout oupure  qui n'est pas la dernière. Cette transition est suesseur si a un suesseur et elle est une transition limite droite sinon.51



Comme l'ordre Ĵ possède toujours un premier et un dernier élément, unhemin a toujours un premier et un dernier état. Un hemin est alors ditaeptant si e premier état est initial et si e dernier état est �nal.L'intérêt de ette dé�nition d'un hemin est qu'elle est su�samment gé-nérale pour dé�nir la notion de hemin pour n'importe quel ordre, maisqu'elle généralise de façon très naturelle les notions de hemins pour les au-tomates de mots �nis, de mots in�nis et de mots trans�nis. Soit x un mot�ni a1 : : : an de longueur n. L'ordre sous-jaent est l'ordre f1 < � � � < ngdes entiers de 1 à n. Cet ordre possède n + 1 oupures qui sont les paires(f1; : : : ; kg; fk + 1; : : : ; ng) pour 0 � k � n. Ces oupures peuvent êtreidenti�ées ave les entiers f0; : : : ; ng. Un hemin étiqueté par le mot x estalors une suite q0; : : : ; qn d'états. Cette suite doit satisfaire que qi�1 ai�! qiest une transition suesseur de l'automate puisque toutes les oupures ontun prédéesseur et un suesseur. On retrouve bien la dé�nition usuelle d'unhemin dans un automate.Soit x = a0a1a2 : : : un mot in�ni. L'ordre J sous-jaent à x est l'ordinal !.L'ensemble des oupures de J est don l'ordinal ! + 1 et les paires de ou-pures onséutives sont les paires (j; j + 1) pour j < !. Un hemin étiquetépar x est une suite d'états q0; q1; q2; : : : ; q! de longueur ! + 1. D'après notredé�nition, la suite d'états doit satisfaire que qj aj�! qj+1 est une transitionsuesseur de l'automate et que lim!�  ! q! est une transition limite gauhede l'automate. Il faut remarquer que l'ensemble limite lim!�  est justementl'ensemble des états qui sont in�niment répétés le long du hemin . Tou-jours d'après notre dé�nition, le hemin est aeptant si q0 est initial et si ledernier état q! est �nal. On dé�nit alors la table T de parties de Q parT = fP j 9q 2 F tel que P ! q 2 Eg:Un hemin est alors aeptant si q0 est initial et si l'ensemble des états in�-niment répétés appartient à la table T . On retrouve ainsi la dé�nition d'unhemin aeptant dans un automate de Muller dont la ondition d'aep-tation serait la table T . Notre dé�nition des hemins pour les mots in�nisoïnide ave la dé�nition usuelle, à l'exeption que nous ajoutons un dernierétat q!. La ondition d'aeptation se trouve transposée dans les transitionset 'est e dernier état qui détermine ave l'état initial si le hemin est aep-tant ou non. Cela semble un peu arti�iel si l'on s'intéresse uniquement auxmots in�nis, mais 'est déjà néessaire dès qu'on aborde les mots trans�nis.L'ordre des oupures d'un ordinal � est l'ordinal � + 1. Notre dé�nitiondes hemins oïnide exatement pour les mots trans�nis ave la dé�nitiondes hemins dans les automates sur es mots trans�nis.Exemple 30 Considérons l'automate de la �gure 35 et soit x le mot (b�!ab!)252



0: : :f1g1b1b1a2b2b2: : :f2g0: : :f1g1b1b1a2b2b2: : :f2g0Fig. 36 � Un hemin étiqueté par le mot (b�!ab!)2.de longueur � + � déjà vu à l'exemple 26. Un hemin aeptant pour e motest le hemin représenté à la �gure 36. Ce hemin est onstitué de deux opiessuessives du hemin 01�!2!0.Il faut remarquer que la dé�nition d'un hemin que nous avons donnéeest très générale. Elle ne présuppose auune hypothèse sur les ordres sous-jaents aux mots. Par ontre, l'extension du théorème de Kleene que nousavons prouvée ne onerne que les ordres qui sont dispersés et dénombrables.Nous ommençons par rappeler la dé�nition des ordres dispersés et leur a-ratérisation due à Hausdor�.Un ordre linéaire J est dit dense si pour tous i < k dans J , il existe jdans J tel que i < j < k. Un ordre est dit dispersé (sattered en anglais) s'ilne ontient pas de sous-ordre qui soit dense. L'idée intuitive est d'éviter lesordres qui sont trop éloignés du monde disret en interdisant les ordres densesomme Q ou R. De même, nous nous restreignons aux ordres qui sont dénom-brables. La aratérisation suivante des ordres dispersés et dénombrables estdue à Hausdor�. Rappelons que N et O dénotent respetivement la lassedes ordres linéaires �nis et la lasse des ordinaux dénombrables.Théorème 31 (Hausdor�) Un ordre linéaire dénombrable est dispersé siet seulement s'il appartient à S�2O V� où les lasses V� sont dé�nies parréurrene sur � de la façon suivante.1. V0 = f0; 1g ;2. V� = fPj2J Kj j J 2 N [ f!;�!; �g et Kj 2 S�<� V�g.Il faut remarquer que si dans le point 2 de la dé�nition des lasses V�,on impose à l'ordre J d'appartenir à N [ f!g au lieu de N [ f!;�!; �g,on retrouve une dé�nition de tous les ordinaux dénombrables. Les ordres�2 et �! onsidérés aux exemples 21 et 22 sont dispersés. Ils appartiennentrespetivement aux lasses V2 et V! du théorème.Le théorème préédent implique que les ordres linéaires J qui sont dis-persés et dénombrables sont exatement eux pour lesquels l'ordre Ĵ desoupures est dénombrable. Puisque un hemin étiqueté par un mot de lon-gueur J est une suite d'états de longueur Ĵ , ette restrition sur les ordres estassez naturelle. De plus, si l'ordre J est dispersé, alors l'ordre Ĵ est égalementdispersé. 53



5.2.3 Expressions rationnellesDans la suite de ette partie, nous supposons que tous les ordres onsidéréssont dispersés et dénombrables. A�n d'énoner une extension du théorème deKleene, nous donnons les opérations rationnelles qui permettent de dé�nir lesensembles rationnels. Ces opérations omprennent bien sûr les opérations deKleene usuelles pour les mots �nis qui sont l'union, la onaténation et l'ité-ration �nie appelée étoile. Elles omprennent aussi l'itération oméga des motsin�nis ainsi que l'itération ordinale introduite par Wojiehowski [90℄. Troisnouvelles opérations sont enore néessaires. Il s'agit de l'itération oméga in-verse, de l'itération ordinale inverse et d'une dernière opération binaire quiest une sorte d'itération sur tous les ordres.L'union, la onaténation et l'itération sont omme d'habitude dénotéespar les symboles +, � et �. Les itérations oméga et ordinale sont dénotées par! et ℄ alors que les itérations oméga et ordinale inverses sont dénotées par�! et �℄. L'iteration sur tous les ordres est dénotée par le symbole �.Nous ommençons par rappeler les dé�nitions des di�érentes itérations defaçon uni�ée. Pour une lasse J d'ordres linéaires, l'itération générale XJest dé�nie par XJ = fYj2J xj j J 2 J et xj 2 Xg:Les ensembles X�, X!, X�!, X℄ et X�℄ sont respetivement égaux à XJpour J égale à la lasse N des ordres �nis, la lasse f!g ne ontenant que !,la lasse f�!g ne ontenant que �!, la lasse O des ordinaux dénombrableset la lasse �O = f�� j � 2 Og des ordinaux dénombrables inverses.Avant de dé�nir l'opération �, nous introduisons d'abord une notation.Pour tout ordre J , l'ensemble J [ Ĵ peut être muni de manière anoniqued'un ordre qui étend eux de J et de Ĵ . Si pour tout élément j de J et touteoupure  = (K;L) de J , on ajoute aux ordres de J et de Ĵ les relationsj <  si j 2 K ou  < j si j 2 L, on obtient un ordre total sur J [ Ĵ .Nous notons J [ Ĵ� l'ordre obtenu en supprimant de J [ Ĵ les deux oupurespartiulières (?; J) et (J;?). Dans la dé�nition qui suit, nous supposons queJ [ Ĵ� est muni de et ordre. Nous notons également S la lasse de tousles ordres dispersés et dénombrables. Pour deux ensembles X et Y de mots,l'ensemble X � Y est égal àX � Y = f Yj2J[Ĵ� zj j J 2 S et zj 2 X si j 2 J et zj 2 Y si j 2 Ĵ�g:De manière intuitive, un mot de X � Y est obtenu en hoisissant d'abordun ordre J qui est dispersé et dénombrable, puis en onaténant des mots54



indexés par l'ordre J [ Ĵ�, pris dans X si l'indie est dans J et dans Y sil'indie est une oupure de J .Si l'ensemble Y ne ontient que le mode vide (Y = f"g), l'ensemble X �Yest égalXS qui est l'itération sur tous les ordres de S. L'opération � que nousavons dé�nie est plus générale que ette simple itération puisqu'elle permetd'interaler des mots de Y entre eux de X. Dans la preuve de l'extensiondu théorème de Kleene, nous utilisons pleinement ette opération � ave Ydi�érent de f"g. Il est en fait possible de montrer que la simple itération nesu�t pas pour dé�nir tous les ensembles rationnels.Comme d'habitude, une expression rationnelle est un terme bien formé del'algèbre libre sur l'ensemble A[f"g ave les symboles des opérations ration-nelles omme symboles de fontions. Chaque expression représente alors unensemble de mots qui est dé�ni par réurrene sur l'expression en utilisant lesdé�nitions des opérations rationnelles. Un ensemble de mots est dit rationnels'il est représenté par une expression rationnelle. Nous pouvons maintenanténoner notre résultat prinipal qui étend le théorème de Kleene pour lesmots sur les ordres dispersés et dénombrables [20℄.Théorème 32 Un ensemble de mots indexés par des ordres dispersés et dé-nombrables est rationnel si et seulement s'il est reonnaissable par un auto-mate.La preuve qu'un ensemble rationnel est aepté par un automate se faitpar réurrene sur l'expression rationnelle. Pour haque opération ration-nelle, nous dérivons une onstrution orrespondante sur les automates. Lesonstrutions pour l'union, la onaténation et l'itération �nie sont très sem-blables aux onstrutions lassiques pour les automates sur les mots �nis [64,p. 15℄.La preuve que tout ensemble aepté par un automate est rationnel se faitpar réurrene sur le nombre d'états de l'automate. C'est une généralisationde l'algorithme lassique dû à MNaughton et Yamada. C'est en fait la partiedi�ile de la preuve.6 PerspetivesPour onlure, nous donnons quelques perspetives de reherhe.Les résultats de ertains travaux suggèrent des prolongements. Dans lesreherhes e�etuées en ollaboration ave Wolfgang Thomas, nous avonsmontré que la logique du seond ordre monadique de la struture hN ; <; P i estdéidable lorsque P est un prédiat morphique [32℄. Une extension naturelleest d'obtenir un résultat analogue pour la struture hf0; 1g�; s0; s1i à deux55



suesseurs dont la déidabilité a été établie par Rabin [70℄. La premièredi�ulté est de trouver l'analogue des prédiats morphiques dans e adre.La seonde est que l'approhe algébrique que nous avons utilisée semble malse prêter aux strutures arboresentes.Les reherhes en ollaboration ave Véronique Bruyère nous ont permisd'introduire des automates aeptant des mots sur les ordres linéaires et dedé�nir des expressions rationnelles pour es mots [20℄. Le premier résultat aété de prouver un théorème de Kleene lorsqu'on se restreint aux ordres dé-nombrables et dispersés. Il susite plusieurs prolongements et de nombreusesquestions. Les extensions les plus naturelles sont de s'a�ranhir de ertaineshypothèses sur les ordres. Il semble en partiulier que l'opération de mélange(shu�e en anglais) introduite par Heilbrunner [49℄ permette de onsidérerdes ordres qui ne sont pas dispersés.Une question très naturelle soulevée par notre résultat est le problèmede la omplémentation, 'est-à-dire de savoir si le omplémentaire d'un en-semble rationnel est enore rationnel. Une réponse positive généraliserait lemême résultat pour les mots �nis, les mots in�nis et les mots trans�nis. Pourles mots �nis, le problème est relativement simple mais il devient nettementplus di�ile pour les mots in�nis. Il est enore plus déliat pour les motstrans�nis. Pour es derniers, il existe essentiellement deux approhes pourl'aborder. La première due à Bühi [23℄ onsiste à prouver un résultat dedéterminisation des automates, 'est-à-dire que tout automate est équivalentà un automate déterministe. Il semble ependant que ette propriété n'existeplus pour les automates sur les ordres linéaires. Tout automate sur les or-dinaux n'est pas néessairement équivalent à un automate o-déterministe.La seonde approhe que nous avons développée ave Niolas Bedon est uneapprohe algébrique [15℄. Elle onsiste à dé�nir l'analogue des semigroupespour les mots trans�nis et à montrer que es objets algébriques sont équiva-lents aux automates. Cette approhe semble pouvoir s'appliquer lorsqu'on serestreint aux ordres dénombrables et dispersés.Comme l'avait déjà remarqué Courelle [37℄, les mots sur les ordres li-néaires dénombrables peuvent être vus omme les frontières des arbres bi-naires. Ce point de vue établit un lien entre les automates d'arbres et lesautomates sur les ordres. Tout ensemble de mots linéaires dé�nit l'ensembledes arbres dont la frontière appartient à et ensemble de mots. Une questionassez naturelle est de savoir si e passage des mots aux arbres préserve larationalité et dans e as de trouver une orrespondane bijetive.
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