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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre général de la théorie des automates et plus
particulierement des langages reconnaissables de mots infinis. Ces langages furent
considérés, il y a une trentaine d’années, par Biichi [Biic60] dont la motivation
était la recherche de théories logiques décidables.

Par la suite cette théorie s’est développée dans diverses directions. D’une part,
elle s’est enrichie de résultats concernant les automates utilisés sur les objets in-
finis avec les théoremes de McNaughton [McN66] et Rabin [Rab69] et récemment
la construction de Safra [Saf88]. D’autre part, cette théorie s’est révélée liée a
d’autre domaines comme la théorie descriptive des ensembles [Mos80], la théorie

des jeux [REBC82a, REBC82b] ou encore la théorie des processus [Arn92].

Pour les langages de mots finis, il est bien connu que la notion combinatoire
d’automate est équivalent a la notion algébrique de semigroupe. A chaque au-
tomate correspond un semigroupe de relations. Les langages rationnels de mots
finis sont caractérisés par leur semigroupe syntaxique fini. Cette approche s’est
imposée pour 1’étude des langage rationnels a travers la correspondance entre
les variétés de langages et les variétés de semigroupes [Pin84].

L’analogue pour les mots infinis a d’abord été étudié par J.P. Pécuchet
[Péc86b, Péc86al, mais I'approche la plus satisfaisante est celle proposée par
T. Wilke [Wil91] puis [PP93a]. 1l s’agit de remplacer les semigroupes par des
w-semigroupes qui sont en gros des semigroupes munis d’un produit infini. Les
langages de mots infinis reconnaissables par automates sont alors caractérisés
par un w-semigroupe syntaxique fini.

Pour les automates de mots infinis, il existe des liens étroits entre la struc-
ture d’'un automate et la complexité topologique du langage reconnu par cet
automate. Ainsi les langages fermés sont reconnus par des automates dont tous
les états sont acceptants. Le premier résultat dans cette direction fut obtenu
par L.H. Landweber qui caractérisa les langages reconnaissables G5 [Lan69]. La
hiérarchie introduite par K. Wagner [Wag79] fut ensuite une avancée impression-
nante dans ce domaine puisqu’elle généralise tous les résultats antérieurs.



Dans cette these, nous avons développé plus particulierement cette approche
algébrique dans le but de donner des caractérisations purement algébriques de la
hiérarchie de Wagner. Plus précisément, nous avons établi les résultats suivants.

e Nous généralisons un résultat de J.P. Pécuchet [Péc86b] en montrant que
n couples liés conjugués d’un semigroupe correspondent a différentes fac-
torisations ramseyennes d’un méme mot infini.

e Nous étendons aux algebres introduites par Wilke les opérations classiques
sur les semigroupes. Nous avons ainsi défini le w-semigroupe des parties,
le produit de Schiitzenberger et le produit en couronne qui dans le cas
des semigroupes sont les outils fondamentaux pour I’étude des variétés de
semigroupes.

e Pour chacune de ces trois constructions, nous obtenons pour les langages
de mots infinis ’analogue des résultats classiques pour les langages de mots

finis [Pin84].

e La définition du produit en couronne et 'utilisation d’un beau résultat
d’l. Simon [Eil76] nous permet de donner un algorithme construisant un
w-semigroupe équivalent a un automate de Muller donné.

e Nous caractérisons de facon purement algébrique les classes de la hiérarchie
introduite par K. Wagner. Ceci nous autorise a donner de nouvelle démons-
trations plus simples de nombreuses propriétés comme la stabilité par
image inverse de fonction séquentielle des classes de cette hiérarchie.

e De cette caractérisation, nous déduisons la construction effective d’un
automates de Muller équivalent a un w-semigroupe donné.

o Lors de la caractérisation des classes de Wagner, nous avons été amené a
considérer des chaines qui sont des suites emboitées d’ensembles. A Taide
de diagramme, nous donnons un nouvelle démonstration d’un résultat de
Hausdorff [Haub7] concernant ces chaines.

e Nous introduisons une variante des automates de Rabin, appelés automates
a chaines parce que leur condition d’acceptation est une chaine. Ce mode
de reconnaissance se révele aussi puissant que celui des automates de Ra-
bin habituels. Il a le grand avantage de faciliter de nombreuses opérations
comme la complémentation ou I'intersection qui sont des opérations diffi-
ciles a effectuer sur les automates de Rabin habituels.

e Nous décrivons un algorithme qui calcule un automate a chaine équivalent
a un automate de Rabin habituel. Si 'automate de Rabin de départ a n



états et p paires de Rabin, I'automate obtenu a O(np42p2) et p paires de

Rabin.

e Etant donnés deux automates i chaine reconnaissant deux w-langages X
et Y, nous décrivons des constructions simples pour des automates a chaine
reconnaissant le complémentaire X°, I'intersection X N'Y et 1'union X U
Y. Si les longueurs des chaines des automates de départ sont p et ¢, les
longueurs des chaines des automates obtenus ont p+ 1, p+ ¢ et p+ ¢.

e Iltant donné un automate a chaine, nous décrivons un algorithme qui réduit
la longueur de la chaine de la condition d’acceptation a I'indice de Rabin
du langage reconnu par 'automate. La longueur de la chaine est alors
minimale. Ceci fournit une nouvelle caractérisation de I'indice de Rabin.

Cette these est constituée de cing chapitres :

Dans le premier chapitre, nous introduisons les notations et les premieres
définitions. Les notions de langages et d’automates sont définies. Nous reprenons
également quelques résultats classiques utiles pour la suite comme le théoreme

de Landweber

Dans le deuxieme chapitre, nous développons les notions de semigroupes et
de w-semigroupes. Nous étendons aux w-semigroupes le produit en couronne et le
produit de Schiitzenberger. Ces opérations permettent, en particulier de calculer
un w-semigroupe équivalent a un automate donné.

Dans le troisieme chapitre, a I'aide de la nouvelle preuve du résultat de Haus-
dorff, nous explicitons 1’algebre de Boole engendrée par une semi-algebre de

Boole.

Dans le quatrieme chapitre, nous donnons une présentation algébrique de la
hiérarchie de Wagner. Nous caractérisons a l'aide des w-semigroupes les classes
de complexité. Nous terminons par la construction d’un automate équivalent a
un w-semigroupe.

Dans le dernier chapitre, nous introduisons une classe particuliere d’automates
de Rabin pour lesquels la construction d’un automate pour I'union, I'intersection
et le passage au complémentaire est élémentaire. Nous établissons une nouvelle
caractérisation de I'indice de Rabin d’un langage.

Ce travail devrait se prolonger naturellement dans deux directions. D’une
part, la continuation des travaux de K. Wagner, comme les liens avec les classes
de Wadge méritent d’étre approfondis et d’autre part les résultats de T. Wilke
[Wil91] et J.P. Pécuchet [Péc86b] concernant les variétés de langages de mots
infinis invitent également a développer la théorie des variétés de w-semigroupes.






Chapitre Premier

Premieres définitions

1.1 Notations

Nous fixons ici quelques notations générales. Pour deux ensembles F et F', le
complémentaire de E est noté £ et I'union EUF de E et de F est notée £+ F.
Cette notation sera en particulier utilisée pour les expressions rationnelles. De
facon cohérente, la différence E \ F' est notée F — F.

Les applications sont notées a droite. Pour une fonction f d’un ensemble F
dans un ensemble F', I'image d’un élément = de F est notée zf. On étend cette
notation a un sous-ensemble X de FE en écrivant X f = {zf | + € X} "'ensemble
des images des éléments de X par la fonction f. De la méme facon on note Y f~!
I'image réciproque d’une partie Y de F' par la fonction f. Si g est une fonction
de I'ensemble F' dans un ensemble G, la composée de f et de g, habituellement
notée g o f, sera notée fg par simple juxtaposition. Ainsi I'image de 1’élément x
par la composée fg est écrit xfg.

Une relation d’équivalence sur un ensemble F sature une partie X de K si
toute classe d’équivalence est incluse dans X ou disjointe de X. La partie X
s’écrit alors comme une union de classes d’équivalence. Par extension, on dit
qu’une fonction f de F dans F' sature une partie X si la relation d’équivalence
nucléaire associée a la fonction f sature X. On a alors I'égalité X = X ff~1.

1.2 Mots et langages

Nous fixons ici le vocabulaire en donnant les définitions élémentaires. Les notions
d’alphabet, de mot fini et infini et de langages sont successivement définies.

Dans toute la suite, nous allons considérer des suites finies ou infinies d’élé-
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ments d’un ensemble fini A appelé alphabet. Les éléments de cet ensemble sont
appelés les lettres. On suppose toujours ’alphabet fini.

Une suite finie de lettres s’appelle un mot fini sur 1'alphabet A (ou plus
simplement un mot). On écrit un mot v par simple juxtaposition de ses lettres

U =a1ty...0dy.

Le nombre n de lettres du mot u est par définition la longueur du mot u et elle
est notée |u|. Pour une lettre a, on note |ul|, le nombre d’occurrences de la lettre
a dans le mot wu.

Exemple : Quelques exemples de mots sur l'alphabet A = {a,b} : a, bab
et abbabbabab.

La suite vide est notée ¢ ou 1 et elle est appelée mot vide. L’ensemble des
mots sur 'alphabet A est noté A* et ’ensemble des mots non vides est noté
AT (A* = AT + {e}). L’ensemble des mots est muni de 'opération produit de
concaténation qui a deux mots u = ay...a,, et v = b;...b, associe le mot
UV = dy...0d,b1...b,. Cette opération est associative et le mot vide est un
élément neutre pour cette opération.

Un mot infini sur I'alphabet A est une suite infinie de lettres de A. Cest
donc une application de IN dans A que 1’on note également par juxtaposition

U = dodq1dg ...
L’ensemble des mots infinis sur ’alphabet A est noté A“ et 'on pose
A% = AT 4+ A¥

qui est donc I’ensemble des mots non vides, finis ou infinis, sur ’alphabet A. Le
produit d’un mot fini v = ag...a, et d'un mot infini v = byby by ... est égal au
mot infini uv obtenu par simple concaténation

uv = Go...anboblbz...

Un mot infini v = agaqas ... est dit périodique s’il existe un entier p tel
que ay = apy, pour tout £ € IN. De méme un mot infini = apaqas. .. est dit
ultimement périodique s’1l existe deux entiers ky et p tels que ay = a4, pour
tout k = k.

Exemple : Les mots infinis abababab. .. et bbababab... sont respectivement
périodique et ultimement périodique.

Un mot v fini est dit préfize d’'un mot u éventuellement infini si et seulement
si il existe un mot w tel que u = vw.
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Un ensemble de mots finis est appelé un langage et un ensemble de mots
infinis est appelé un w-langage. Un langage est dit préfize si et seulement si
aucun mot n’est préfixe d’un autre mot du langage.

1.2.1 Langages rationnels

Nous définissons dans cette partie la notion de langage rationnel. Nous com-
mencons par les mots finis puis nous étendons les définitions aux mots infinis.

Pour deux langages X; et Xy C A%, on définit les opérations rationnelles

(1) Punion X3 U X3 notée X + Xo;
(2) le produit X1 X5 = {z122 | 71 € X7 et 25 € Xy},
(3) litération Xi" = {zy...2, |n=0et x1,...,2, € X }.

Pour un langage X C A*, on note X* = X* + {e}.

L’ensemble Rat(At) des langages rationnels de AT est la plus petite famille
R de langages de AT telle que

(i) R contient I’ensemble vide et les singletons {a} pour tout a € A.

(ii) R est fermée par union finie, produit fini et par itération.

Les ensembles rationnels sont décrits par des expressions rationnelles formées
avec les lettres de I'alphabet A et les symboles des opérations +,* et 7.

Exemple : L’expression A*a représente le langage constitué des mots sur
I’alphabet A = a + b se terminant par la lettre a.

*

Exemple : L’expression (b + ab*a)* représente le langage constitué des mots

sur 'alphabet A = a + b ayant un nombre pair d’occurrences de la lettre a.

Pour les langages de mots infinis, on étend de facon naturelle le produit de
deux langages en posant pour Xy C A* et X, C A¥

X1 Xy = {:1?1:1?2 | 21 € X et zy € XQ}
On définit également 'itération infinie d’un langage X C A* par
XY ={xor129... | 20,21, 22... € X}

L’ensemble Rat(A>) des langages rationnels de A™ est la plus petite famille R
de langages de A™ telle que
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(i) R contient I’ensemble vide et les singletons {a} pour tout a € A.

(ii) R est fermée par union finie, produit fini, par itération et par itération
infinie.

On a alors le théoreme suivant qui caractérise les langages rationnels de A“.
Ce théoreme découle directement des définitions.

Théoreme 1 Un w-langage est un langage rationnel de A™ si et seulement si
il est union finie de langages de la forme X, X5 ou Xy et Xy sont des langages
rationnels de AT,

Exemple : L’ensemble des mots infinis sur ’alphabet A = a + b commencant
par le mot aab est égal a aabA”.

Exemple : L’ensemble des mots infinis sur 'alphabet A = a 4+ 6 ayant un
nombre fini d’occurrences de a est égal a A*b*.

Exemple : L’ensemble des mots infinis sur 'alphabet A = a 4+ 6 ayant un
nombre infini d’occurrences de a est égal a (A*a)”.

1.2.2 Topologie

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques rappels de topologie. Un exposé
plus exhaustif peut étre trouvé dans [Bou74].

On munit l'alphabet de la topologie discrete. L'espace A¥ = AN des mots
infinis est alors naturellement muni de la topologie produit. Une base d’ouverts
est la famille des langages de la forme uA“ ou u est un mot fini de A*. Cette
famille constitue une base dénombrable d’ouverts fermés rationnels.

Les ouverts sont les w-langages de la forme XA“ ou X est un langage quel-
conque de A*. De facon traditionnelle, on note GG la famille des ouverts et F' la
famille des fermés. Pour une famille C' de langages, on note Cs la famille des
langages qui peuvent s’écrire comme une intersection dénombrable de langages
de la famille C'. De maniere duale, on note C, la famille des langages qui peuvent
s’écrire comme une union dénombrable de langages de la famille C'. On a ainsi
les familles classiques G, F,, Gs, et F,s de la hiérarchie borélienne.

La topologie discrete de A peut étre définie par la distance 6 définie par
6(a,a) = 0 pour tout @ € A et 6(a,b) = 1 pour tous a # b. Comme pro-
duit dénombrable d’espaces métrisables, 'espace A¥ est métrisable. En effet la
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topologie de A¥ peut étre définie par la distance ultramétrique d définie par

d(u,v):{o sl u=7v

277 sinon avec r = min{n | u, # v,}

De maniere intuitive, deux mots sont proches s’ils coincident sur un long préfixe.
Pour deux mots u et v, on a d(u,v) < 27% si et seulement si les k& premieres
lettres de u sont égales aux k premieres lettres de v. En particulier un mot u
appartient & la fermeture X d’un langage X si pour tout k& € IN, il existe un mot
xy de X qui coincide avec u sur un préfixe de longueur au moins k.

A titre d’illustration, nous allons démontrer la proposition suivante qui carac-
térise les w-langages ouverts et fermés.

Proposition 1 Un w-langage de A% est ouvert et fermé si et seulement si il est
de la forme XAY ou X est un langage fini de A*.

En particulier, les w-langages ouverts et fermés sont nécessairement rationnels.

Démonstration : Nous démontrons auparavant un lemme technique.

Lemme 1 Soit U un ouvert de A”. Il existe un langage X C A* préfize tel que
U= XA"~.

Démonstration : L’ouvert U s’écrit I/ = YA¥. On pose X =Y — Y AT, Le
langage X est préfixe et vérifie U = XA“. 5i de plus le langage Y est rationnel,
X est également rationnel. O

Il est clair qu'un w-langage de la forme XA% est ouvert. Si de plus le langage X
est fini, le w-langage XAY est fermé puisque

A% — XA® = (A" — XA")A¥

ou n est un majorant de la longueur des mots de X.

Réciproquement, soit XA“ un w-langage ouvert et fermé. Grace au lemme
précédent, on peut supposer que le langage X est préfixe. Si X n’est pas fini,
on peut trouver par compacité de A¥ une suite x, d’éléments de X telle que
la suite de mots x,a* converge vers un mot u qui appartient nécessairement a
XA“ puisque ce w-langage est fermé par hypothese. Le mot v a donc un préfixe
x dans X. Pour n assez grand, le mot = est préfixe de x,, ce qui contredit le fait
que langage X soit préfixe. O



12 Premiéres définitions

1.3 Automates

Nous définissons ici la notion d’automate. Pour les mots finis la condition d’accep-
tation est ’arrét dans un état final. Pour les mots infinis, plusieurs modes de
reconnaissance ont été proposés. Nous introduisons ici les automates de Biichi,
les automates de Muller, les automates de Rabin et finalement les automates a
tables de transitions.

Un automate sans condition d’acceptation est un quadruplet A =(Q, A, F, I),
ou () est un ensemble fini d’états, A est un alphabet, £ un sous-ensemble de
Q) x A x () appelé ’ensemble des transitions et I C () est I’ensemble des états
initiauz. Un automate est généralement représenté par un diagramme. Les états
sont alors représentés par des cercles, les transitions par des arcs étiquetés et les
états initiaux sont marqués par des fleches entrantes.

e

Figure 1.1 : Un automate
Exemple : L’automate A= (Q, A, E,I) ou
Q={12},A={a, b}, £ ={(1,b,1),(1,0,2),(2,a,1),(2,a,2)} et [ = {1}
est représenté a la figure 1.1

Deux transitions (p1, a1, q1) et (p2,az,¢2) sont dites consécutives si ¢ = ps.
Un chemin de 'automate A est une suite finie de transitions consécutives

fl = (QO,al,Q1),f2 = (q17a27q2)7 e '7fn = (qn—lvanvqn)

notée également

% N ¢ et G2 Qp1 an ¢n ou plus simplement ¢q e SN Gn

L’état go est l'origine du chemin et 1’état ¢, son extrémité et on dit que le chemin
passe par les états ¢o, q1,...,¢,. Le mot ajay...a, est I'étiquette du chemin et
Ientier n sa longueur. Le contenu du chemin est I’ensemble {fi,..., f,} des
transitions qui constituent le chemin. Par extension, deux chemins ¢; et ¢; sont
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dits consécutifs si 'extrémité de ¢; coincide avec l'origine de ¢;. Ils seront dits
coterminauz s’ils ont méme origine et méme extrémité.

Un chemin infini dans 'automate A est une suite infinie ¢ de transitions
consécutives

= (907G1791)7f2 = (q17a27q2)7"'

notée également

a1 a9
o — q1 — G2+ -

L’état go est l'origine du chemin infini et le mot infini ajas... est son
étiquette. On dit que le chemin ¢ passe infiniment souvent par un état ¢ (ou
que ¢ est infiniment répété dans c) §'il existe une infinité d’entiers n tels que
¢n = q. L’ensemble des états infiniment répétés de ¢ est noté Inr(c).

Un état ¢ d'un automate A = (Q, A, E, ) est dit accessible sil existe un
chemin fini ¢ d’extrémité ¢ tel que 'origine du chemin soit un état initial.

Un automate A = (Q, A, F, I) est dit déterministe si pour tout état p € ) et
toute lettre a € A, il existe au plus un état ¢ tel que (p, a, ¢) soit une transition
et si 'ensemble des états initiaux est réduit a un unique état gq. Dans ce cas,
lautomate est noté (@, A, E, qo). Si Nautomate (Q, A, F, qo) est déterministe,
I’ensemble des transitions est le graphe d’une fonction partielle de () x A dans
@, appelée la fonction de transition. S'il existe, 'unique état ¢ tel que (p, a, q) soit
une transition est noté p.a. Puisque la donnée de I'ensemble F est équivalente
a la donnée de la fonction de transition, I'automate est souvent défini par un
quadruplet (@, A, ., qo). La fonction de transition d’un automate déterministe
se prolonge en une fonction partielle de () x A* dans () en posant ¢.1 = ¢ pour
q € Q et g.(ua) = (q.u).a pour tout mot u € A* et toute lettre a € A si q.u et
(g.u).a sont définis.

De facon duale, un automate A = (@, A, F, I) est dit complet si pour tout
état ¢ € @) et toute lettre a € A, il existe au moins un état p tel que (p,a,q)
soit une transition. Si 'automate est déterministe et complet, la fonction de
transition est partout définie sur () x A*. La fonction ainsi prolongée définit une
action a droite de A* sur ().

Exemple : L’automate de la figure 1.1 n’est ni déterministe ni complet. En
revanche, 'automate de la figure 1.2 est déterministe et complet.

Automates de Biichi

Pour reconnaitre un langage avec un automate A = (Q, A, F, ), on se fixe un
ensemble F' C () d’états finauz. Un automate de Bichi est donc un quintuplet
A= (Q,A E,I,F). Un chemin fini de "automate de Biichi est dit réussi si
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: C@@é@@ :

Figure 1.2 : Un automate déterministe et complet.

I'origine du chemin est un état initial et si I'extrémité du chemin est un état
final. Un mot u est reconnu par "automate s’il est 1’étiquette d’un chemin réussi
de I'automate. Le langage des mots finis reconnus par un automate de Biichi A
est noté L*(A). Un langage est dit reconnaissable s’il est I'ensemble des mots
reconnus par un automate. On a alors le théoreme

Théoreme 2 (Kleene) Un langage est reconnaissable si et seulement si il est
rationnel.

Pour les mots infinis, ce mode de reconnaissance n’a pas de sens puisque
un chemin infini ne possede pas d’extrémité. On dit qu’un chemin infini ¢ d’un
automate de Biichi est réussi si I'origine du chemin est un état initial et si le
chemin passe infiniment souvent par un état de F, i.e., Int(c) N F # @. Un
mot infini u est reconnu par "'automate s’il est I’étiquette d’un chemin réussi de
I’automate. I’ensemble des chemins réussis d’un automate de Biichi A est noté
|A| et le w-langage des mots infinis reconnus est noté L¥(A). Un w-langage X
est dit reconnaissable s’il existe un automate A tel que X = L¥(A).

o aD -

b
a

Figure 1.3 : Automate de Bichi.

Exemple: L’automate A de la figure 1.3 avec F' = {2} (L’état final est marqué
en gras) reconnait le langage des mots commengant par la lettre b. On a L*(A) =
b(a+b)*. Le w-langage reconnu par cet automate est égal au w-langage des mots
commencant par la lettre b et comportant une infinité d’occurrences de la lettre

a: LY(A) = b(ba)”.
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JeUSu=ook

Figure 1.4 : Automate de Biichi déterministe et complet.

Exemple : L’automate A de la figure 1.4 avec F' = {2} (L’état final est
marqué en gras) reconnait le langage des mots se terminant par la lettre a.
On a L*(A) = (a + b)*a. Le w-langage reconnu par cet automate est égal au
w-langage comportant une infinité d’occurrences de a : L“(A) = (b*a)”.

Nous avons ’analogue du théoreme de Kleene pour les mots infinis.

Théoréme 3 (Biichi) Un w-langage est reconnaissable si et seulement si il est
rationnel.

On peut trouver une preuve de ce théoreme dans [PP93a] ou [Eil72].

Nous allons ici établir un premier lien entre les propriétés topologiques et la
reconnaissance par automate. Soit A = (Q, A, F, I, F') un automate de Biichi.
Un état g est dit coaccessible (pour le mode de reconnaissance des mots infinis)
s'il existe un chemin infini ¢ d’état initial ¢ tel que Inr(c) N £ # @. On note
C“(A) I'ensemble de ces états coaccessibles.

Proposition 2 Soit A = (Q, A, E, I, F) un automate de Biichi reconnaissant
un w-langage X. L’automate (Q, A, E,1,C¥(A)) reconnail alors la fermeture
topologique X du langage X .

De plus, on peut toujours supprimer les états non coaccessibles d’un au-
tomate. L’automate n’est alors plus nécessairement complet mais le w-langage
reconnu reste le méme.

Démonstration : Soit un mot u reconnu par 'automate (Q, A, E, I,C“(A)).
Il existe un chemin gy -3 ¢ = ¢ =3 ¢--- ol qp est un état initial et ¢ un état de
C“(A). Puisque I'état ¢ est coaccessible, il existe un chemin infini ¢ d’étiquette
un mot infini v tel que Inr(c¢) N F' # @. Pour tout k € IN le mot x, = ug...uxv
appartient a X et coincide avec u sur un préfixe de longueur au moins k, ce qui
montre que u € X.

Réciproquement, soit un mot u € X. Il existe une suite de mots z; tels
que zp et u coincident sur un préfixe de longueur au moins k. Pour chaque
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mot xy, il existe un chemin réussi ¢;. On note ¢k oqr1qk,2 - - . la suite des états
du chemin ¢;. On peut remarquer que tous les états ¢, pour £,/ € IN sont
coaccessibles. On va alors procéder par extraction diagonale pour exhiber un
chemin réussi d’étiquette u. Puisque le nombre d’états de 'automate est fini, il
existe une suite d’entiers kg telle que ¢gy,y 0 soit constant. On extrait alors une
suite d’entiers kpipo de la suite kg telle que gryp, 401 s0it constant. On itere le
procédé et 'on pose ¢p = qryp,..p0.k- La suite g constitue la suite d’états d'un
chemin réussi de 'automate (Q, A, F, I,C¥(A)) puisque que tous les états g,
sont coaccessibles. O

La proposition précédente a le corollaire suivant

Corollaire 1 Pour tout w-langage reconnaissable X, la fermeture X de X est
cgalement reconnaissable.

Il est bien connu que pour les mots finis les automates de Biichi déterministes et
les automates de Biichi non déterministes sont équivalents. Tout langage recon-
naissable peut étre reconnu par un automate de Biichi déterministe. Ce résultat
ne s’étend pas aux mots infinis. Si "alphabet contient au moins deux lettres, il
existe des w-langages reconnaissables qui ne sont reconnus par aucun automate
de Biichi déterministe. Par abus de notation, un w-langage est dit déterministe
s’il est reconnu par automate de Biichi déterministe. Afin de caractériser les w-
langages déterministes, nous introduisons un nouvel opérateur. Pour X C A*,
on pose _
X = {u € A% | u a une infinité de préfixes dans X'}

Nous commencons par donner une caractérisation topologique des w-langages
X qui peuvent s’écrire L avec L C A*.

H
Théoreme 4 (Landweber) Un w-langage X peut s’écrire L avee L C A* si el
seulement st X est un langage Gs.

Démonstration : On suppose que X = T et on pose L, = {v e L||v|=n}.
Tout mot infini v de L possede un préfixe dans L de longueur supérieure a n
et donc un préfixe dans L,. Le mot u appartient donc a L,A“ pour tout n et
a I'intersection dénombrable d’ouverts (5o L, A%. Réciproquement tout mot de
cette intersection possede des pré@fes dans L de longueur arbitraire et appartient
par conséquent au langage X = L . Ceci montre que tout w-langage de la forme
L est un Gs.

Réciproquement, on suppose que X s’écrit (),5o U, ou les U, sont des ou-
verts. En posant V,, = Nj_q Uk, on a X = ﬂn>0 V., et les V, forment une suite
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décroissante d’ouverts. On écrit V,, = L, A% oﬁ_{/n est un langage préfixe. On
pose alors [ = U,5¢ LnA". Vérifions que X = L. S5i u appartient a X, le mot
u possede un préfixe p, dans chacun des langages L, A" et donc une infinité de
préfixes dans L puisque la longueur de p, est supérieure a n. Réciproquement,
si u possede une suite p, de préfixes dans L de longueur croissante, ces préfixes
appartiennent nécessairement a des langages L; A’ distincts puisque ces langages
sont préfixes. Le mot u appartient donc a un infinité d’ouverts V; et donc a
lintersection (5o U, puisque ces ouverts forment une suite décroissante. O

Cet opérateur permet d’établir le lien entre L*(A) et L¥(A) pour un automate
de Biichi déterministe A. On a la proposition

Proposition 3 Pour tout automate de Biichi déterministe A = (Q, A, F, qo, F)
on a

Démonstration : Soit un mot infini u reconnu par "automate (@), A, £, qo, F).
Il existe un chemin ¢o =3 ¢ = ¢ =3 ¢ - -- ol ¢ appartient a F'. Pour tout k& € IN, le
mot fini vy = ug ... uy est un préfixe de u qui appartient a L*(A) ce qui montre

I'inclusion LY(A) C L*(A).

Réciproquement, si v admet une suite de préfixes vy de longueur crois-
sante appartenant a L*(A), ceci définit un chemin infini puisque I'automate
est déterministe. Ce chemin est bien str réussi. O

Cette derniere proposition permet de démontrer le résultat bien connu.
Théoreme 5 Pour un w-langage X, les conditions suivantes sont équivalentes
(1) X est un w-langage déterministe;
(2) il existe un langage reconnaissable L C A* tel que X = 7.
Démonstration : L’implication (1) = (2) découle directement de la proposi-

tion précédente. Réciproquement, tout langage de mots finis est reconnu par un
automate de Biichi déterministe. O

Automates de Rabin

Comme tous les w-langages ne sont pas reconnus par un automate de Buchi
déterministe, nous introduisons une extension des automates de Biichi. Un au-

tomate de Rabin est un quintuplet 4 = (Q, A, E,q, R) ou (Q, A, E, q) est
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un automate déterministe, et R = (Rq, Ra,..., Ry,) est une suite d’ensembles
d’états. Afin de simplifier les notations, nous adoptons la convention de poser
Ry = Q. Pour un ensemble d’états R C ), on définit |R| comme I'ensemble
| Ag| des chemins réussis de 'automate de Biichi associé Ar = (Q, A, F, qo, R).
En particulier, |Ry| est 'ensemble de tous les chemins de A. De facon analogue,
on définit L“(R) comme 'ensemble des étiquettes des chemins de |R|. Si de
plus automate A est complet, le langage L“(Ry) est égal a A“. L’ensemble des
chemins réussis de 'automate de Rabin est défini par I'expression

|Al = (|R1| — |Ral) + (| Rs| — [Ra]) + - -

Un automate de Biichi déterministe est un cas particulier d’un automate de
Rabin. Un automate de Biichi déterministe 4 = (@, A, E, qo, F') est équivalent
a 'automate de Rabin A" = (Q, A, F, qo, R) ou la suite R est réduite au seul
élément F'.

La suite R est habituellement (cf. [PP93a]) définie comme une famille de
couples d’ensembles d’états R = {(L;,U;) | 1 < j < n}. Un chemin est alors dit
réussi s’il existe un indice j tel que 1 < 5 < n, p passe infiniment souvent par
L; et seulement un nombre fini de fois par U;. Cela revient a dire que

Int(p) N L; # @ et Int(p)NU; = @.

Les deux définitions sont équivalentes. On passe naturellement de la famille
de couples {(L1,U1),(La,Uz),...} a la suite (Ry, R2,...) en posant Ry = L4,
Ry = Uy, Rz = Ly, Ry = U,, ... et réciproquement en posant éventuellement
U,, = @ si le nombre de parties R; est impair égal a 2m — 1.

Un mot infini est reconnu par 'automate A s’il est I'étiquette d’un chemin
réussi de A. L’ensemble de mots reconnus est égal a I'expression

LY(A) = (L“(Ry) — L*(Ry)) + (L“(Rs) — L*(Ry)) + - --

Le nombre m de parties R; de R est par définition 1'indice de Rabin de
I"automate. L’indice de Rabin d’'un w-langage est le plus petit indice de Rabin
d’un automate de Rabin reconnaissant ce langage.

Exemple: [’automate de Rabin de la figure 1.5 avec la suite R = {{1,3},{2}}
reconnait le langage X = (a + b)*(a® + b%).

Le théoreme suivant énonce que le mode de reconnaissance des automates de
Rabin est équivalent a celui des automates de Biichi.

Théoreme 6 (McNaughton) Un w-langage est reconnaissable si et seulement si
il est reconnu par un automate de Rabin.
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: C&#@#@Q :

Figure 1.5 : Automate de Rabin : R = {{1,3}, {2}}

Nous ne démontrons pas ce théoreme essentiellement dit a McNaughton [McN66].
La preuve de ce théoreme est difficile et peut étre obtenue de plusieurs facons.
La plus récente et la plus directe est due a Safra [Saf88]. On peut aussi se référer

a [PP93a] ou a [Eil72].

Automates de Muller

Nous introduisons maintenant les automates de Muller ou automates a table. Un
automate de Muller ou automate a table est un quintuplet A = (Q, A, K, qo, T )
ou (@, A, E,q) est un automate déterministe, et 7 un ensemble de parties de
Q). Un chemin infini ¢ est dit réussi si l'origine du chemin est 1’état initial
et si Inr(¢) € 7, autrement dit si 'ensemble des états infiniment répétés est
un élément de la table 7. L’ensemble des mots reconnus par 'automate est
I’ensemble des étiquettes des chemins réussis et il est noté L“(A).

Un automate de Rabin est un cas particulier d’'un automate de Muller. Un
automate de Rabin A = (@, A, F, g0, R) avec R = (Ry,..., R,) est équivalent
a automate de Muller A" = (Q), A, E, qo, T ) ou la table T est définie par

: C@@é@@ :

Figure 1.6 : Automate de Muller : 7 = {{1},{2}}

Exemple : L’automate de Muller de la figure 1.6 avec la table 7 = {{1}, {2}}
reconnait également le langage X = (a + b)*(a® + b*).
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Le théoreme suivant énonce que le mode de reconnaissance des automates de
Muller est équivalent a celui des automates de Biichi.

Théoreme 7 Un w-langage est reconnaissable si et seulement si il est reconnu
par un automate de Muller.

Ce théoreme se déduit du précédent.

Lemme 2 Soit A= (Q, A, E,qo) un automate déterministe et R C ) une partie
de (). Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) il existe un chemin infini ¢ d’origine qo tel que Inr(c) = R;

(2) il existe un état accessible ¢ € R el un chemin q — q qui passe par tous
les états de R et par aucun autre état;

(3) pour tout ¢ € R, l’état q est accessible et il existe un un chemin ¢ — q qui
passe par tous les états de R et par aucun autre état.

Une tel ensemble d’état est appelé un ensemble répétable ou une partie répétable
et Uon dit que le chemin ¢ = q définit cette partie répétable.

Démonstration : On suppose qu’il existe un chemin infini ¢ d’origine ¢ tel
que Inr(¢) = R. On note ¢oq1¢qz - . . la suite des états du chemin c. Soit ¢ un état
de R. Puisque ¢ apparait dans ¢, il existe un chemin ¢q =% ¢ et ¢ est accessible.
Puisque Inr(¢) = R, il existe un entier ko tel que pour tout k& > ko, I'état ¢
appartient a R. Il existe un entier k; > ko tel que ¢ = ¢, puisque ¢ apparait
infiniment souvent dans le chemin ¢. Pour la méme raison, il existe pour chaque
état p € R un entier k, > ky tel que p = ¢i,. On pose ky = max{k, | p € R}. Il
existe ks > ky tel que ¢ = qi,. Le chemin ¢, 5 qr, convient. Tous les états de
R apparaissent car pour p € R il existe by < kb, < k3 tel que p = ¢, et tous les
états apparaissant sont dans R. Ceci montre 'implication (1) = (3).

L’implication (3) = (2) est évidente.

On suppose que ¢ est accessible. Il existe alors un chemin fini ¢q . . . g, tel que
q = q,. Il existe d’apres I’hypothese un chemin fini py ... p,, tel que p; = p,, = ¢,
et tel que tous les états de R et uniquement les états de R apparaissent dans ce
chemin. Le chemin infini ¢ = ¢g...¢.(p1...pn)* vérifie alors Inr(¢) = R ce qui
montre (2) = (1). O

Nous allons maintenant établir un lien entre les automates de Biichi déter-
ministes et les automates de Muller. Un automate de Muller (Q), A, E, go, T ) est
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dit a table pleine si et seulement si pour toutes parties répétables R, S C (), on
a I'implication
RcCS

ReT} = Se7T.

Théoreme 8 (Landweber) Tout automate de Biichi déterministe est équivalent
a un automate de Muller a table pleine et tout automate de Muller a table pleine
est équivalent a un automate de Bichi déterministe.

Démonstration : Soit B = (Q, A, E, I, F') un automate de Biichi déterministe.
[’automate de Muller A= (Q, A, E,I,T) ou la table 7 est déterminée par

T={RCQ|RNF+#a}

est a table pleine et il est équivalent a ’automate A.

Réciproquement, soit A = (Q, A, F, qo,7) un automate de Muller a table
pleine. On définit un automate de Biichi déterministe

B = (’P(Q)XQ,A, * (quo)vF)

ou 'ensemble F' des états finaux est donné par F' = {(3,q) | ¢ € Q} et ou pour
tout (P, q) € P(Q)xQ et toute lettre a € A, la fonction de transition est définie
par

(P.q) B (2,q.a) si P+ {q.a} contient un élément de 7
qe = (P +{q.a},q.a) sinon.

Soit u un mot reconnu par l'automate B. Le mot u définit dans l'automate
B un chemin ¢ qui passe infiniment souvent par un état final. 1l existe donc
un ensemble répétable R € 7 dont tous les états sont infiniment répétés. Par
conséquent R C Inr(c) et puisque la table de A est pleine, on a aussi Inr(c¢) € 7.
Le mot u est reconnu par A.

Réciproquement, soit u un mot reconnu par 'automate A. Le mot u définit
dans 'automate B un chemin ¢ tel que Inr(¢) € 7. On note ¢og1¢s . . . la suite des
états de c. Pour tout entier k assez grand, il existe p tel que R C {qx ... qrip}-
Le chemin de "automate B passe donc par un état final infiniment souvent et
reconnait le mot u. O

Grace aux théoremes 4 et 5 et au théoreme précédent, on a, pour un w-langage
reconnaissable X, I’équivalence entre les propriétés suivantes

(1) X est reconnu par un automate de Biichi déterministe;
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(2) X est reconnu par un automate de Muller & table pleine;
H
(3) X peut s’écrire X = L avec L C A%

(4) X est un langage Gf.

Nous verrons plus loin que le théoreme 8 est un cas particulier de la théorie
développée par Wagner [Wag79] et que les langages G constituent une des
premieres classes de la hiérarchie étudiée plus loin.

Automates a table de transitions

Nous introduisons maintenant les automates a table de transitions. Il s’agit d’une
variante des automates de Muller introduite par B. Le Saec [Sae90]. Un automate
a table de transitions est un quintuplet A = (Q, A, E,q0,7) ou (Q, A, E, qo) est
un automate déterministe et 7 un ensemble de parties de £. Un chemin infini ¢
est dit réussi si 'origine du chemin est 1’état initial et si ’ensemble des transitions
apparaissant infiniment souvent dans le chemin est un élément de la table 7.
L’ensemble des mots reconnus par ’automate est ’ensemble des étiquettes des
chemins réussis et il est noté L(A). Un automate de Muller est un cas particulier
d’un automate a table de transitions. Réciproquement, il est aisé a partir d’un
automate a table de transitions de construire un automate de Muller équivalent

(cf. [SPWOLb]).



Chapitre 2

Semigroupes et w-semigroupes

2.1 Introduction

Pour les langages de mots finis, la reconnaissance par automate et la reconnais-
sance par morphisme de semigroupe sont deux notions équivalentes. Etant donné
un automate fini reconnaissant un langage, il est aisé de construire un semigroupe
en considérant le semigroupe des relations binaires sur I’ensemble des états de
I"automate. Réciproquement, un semigroupe agit sur lui-méme a droite par mul-
tiplication et peut donc étre considéré comme un automate déterministe.

Nous allons voir qu’il existe des notions correspondantes pour les langages de
mots infinis. De maniere intuitive, les semigroupes sont particulierement adaptés
a I’étude des langages de mots finis parce que la structure algébrique naturelle de
I’ensemble A* des mots finis est la structure de semigroupe. De fagon surprenante,
I’ensemble A ne possede pas de structure algébrique naturelle. Par contre, si ’on
adjoint les mots finis aux mots infinis, I’ensemble A® = A*+ A“ admet plusieurs
opérations naturelles. D’une part, A* est muni d’une structure de semigroupe, et
ce semigroupe agit a gauche sur 'ensemble A* par concaténation d’un mot fini
et d’'un mot infini. D’autre part, le semigroupe A* est muni d’un produit infini.
Etant donné une suite Ug, U7, Uz, . . . de mots finis, le produit ugujus ... définit un
mot infini. Ce produit infini induit également "opération w de A* dans A¥ qui a
un mot fini u associe le produit infini vuw ... = u*. Réciproquement, il n’est pas
possible de définir le produit infini a partir de 'opération w méme en utilisant
la concaténation a gauche de mots finis. En effet, il existe dans A¥ des mots
non ultimement périodiques. Ceci conduit a introduire deux nouvelles structures
algébriques, les w-semigroupes d’une part qui sont des semigroupes munis d’un
produit infini et les algébres de Wilke d’autre part qui sont des semigroupes
munis d’une opération w. Les algebres de Wilke furent introduites par T. Wilke
[Wil91], les w-semigroupes par J.E. Pin [PP93b]. Nous verrons que ces deux



24 Semigroupes et w-semigroupes

notions coincident dans le cas fini.

2.2 Semigroupes

Nous commencons par quelques définitions et rappels sur les semigroupes, en
particulier sur les semigroupes finis. Nous ne donnons pas les démonstrations de
ces résultats classiques. Celles-ci peuvent étre trouvées dans [How76] et [Lal79].

Un semigroupe est un ensemble appelé support muni d’une opération (ou loi de
composition interne) associative mais ne possédant pas nécessairement d’élément
neutre. On adopte le plus souvent la notation multiplicative. Le produit de deux
éléments s et ¢ est noté s.t ou plus simplement st. Le langage AT des mots finis
non vides sur un alphabet A muni de la concaténation comme produit est un
semigroupe.

Un zéro d’un semigroupe S est un élément 0 tel que 0s = s0 = 0 pour tout s
dans S. S’il existe, le zéro d’un semigroupe est unique et est noté 0. Il est toujours
possible d’adjoindre un nouvel élément a un semigroupe en le considérant comme
un zéro. Si S est un semigroupe, on note S le semigroupe de support S U {0}.
La loi de S est prolongée & S U {0} en posant 0s = s0 = 0 pour tout s dans S°.

Un monoide est un semigroupe muni d’un élément neutre pour la loi de
composition, noté 1 le plus souvent. Le langage A* des mots sur un alphabet A
est un monoide dont 1’élément neutre est le mot vide.

Si S est un semigroupe, on note S! le monoide égal & S si S est un monoide
et égal a S U {1} si S ne possede pas d’élément neutre, 'opération de S étant
étendue en posant 1s = s1 = s pour tout s dans S'.

De facon générale, un morphisme entre deux structures algébriques est une
application qui préserve les opérations. En particulier, un morphisme de semi-
groupe est une application ¢ d’un semigroupe S dans un semigroupe 7' telle que
pour tous sq,s9 € .5, on ait

(s152) = (s190)(5200)-

On adopte la convention de noter s1s5¢ 1’élément (s182)p.

2 = ¢. I’ensemble

Un idempotent d’un semigroupe est un élément e tel que e
des idempotents du semigroupe S est noté F(S). On a les résultats classiques

suivants pour les semigroupes finis.

Proposition 4 Tout élément d’un semigroupe fini admet une puissance idem-
potente.
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Proposition 5 Pour tout semigroupe fini S, il existe un entier noté © tel que
pour tout élément s de S, [’élément s™ soit un idempotent.

Nous définissons maintenant les relations de Green. Pour deux éléments s;
et so d’un semigroupe S, on définit

51 <780 & Sls; St Sts,St
51 <p sy & 59" CsyS!
51 <p 82 < Slts; € Stsy
851 <y 82 & 157 C 898" et Sty Sts,
s1.J 82 & 51 <7 s2et sy <751
51 Rsy & 51 <rspet sy <p sy
s1 L8y & s1<gs2et sy <8
51 Hsy & 51 <y spet sy <y s

Proposition 6 Les relations R et L commutent.

On note D la relation d’équivalence D = RL = LR. Pour un élément s d'un
semigroupe S, la classe d’équivalence de s pour la relation R, £, D, et 'H est
respectivement appelée une R-classe, L-classe, D-classe, et une H-classe et cette
classe est notée R(s), L(s), D(s) et H(s). Pour tout s € S, on a, par définition,
H(s) = R(s) N L(s) C D(s). La proposition suivante décrit la structure des
D-classes.

Proposition 7 Soient D une D-classe d’un semigroupe S et s1 et sy deux
éléments de S.

(1) Sis1 R sq, et si s = sax et s = s1y, les applications s — sz el s +— sy
induisent des bijections réciproques 'une de Uautre de L(sy) sur L(sy) et
ces bijections préservent les H-classes.

(2) On a s182 € R(s1) N L(sa) si et seulement si R(sy) N L(sy) contient un
idempotent.

(3) Une H-classes est un groupe si et seulement si elle contient le produit de
deuz de ses éléments.

(4) Sila D-classe D contient un idempotent, elle en contient au moins un dans
chaque R-classe et dans chaque L-classe.
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Proposition 8 Soit S un semigroupe fini

(1) Soient s € S, sy,89 € S1. Si s = 5185 alors s15 € L(s) et ss3 € R(s).

(2) Soient s1,s2 € S. Alors s; D sy si et seulement si 1 T $2.

2.3 w-semigroupes

Une action ¢ gauche d’un semigroupe S sur un ensemble K est une application
SxE — E qui a (s,e) € SXE associe s.e € E telle que pour tous s1,s2 € S et
eec l

51.(82.€) = (s182).€

On s’autorise a écrire se a la place s.e lorsque cela n’introduit pas une ambiguité.

Un w-semigroupe est une algebre S = (5¢,.5;) munie des opérations suivantes

- une loi de composition interne associative sur Sy;
- une action a gauche de Sy sur S;;

- une application 7 : SJ]N — S; appelée produit infini.

Le produit infini est en outre compatible avec la loi de composition interne et
laction a gauche. Pour toute suite croissante d’entiers (k,),>1 et pour toute
suite (sp)nz0 € SJ]N et pour tout s € Sy on a

(80« Sky—1) (Sky « - Skye1)y--+) = T(S0,81,82, vy Shy—t1,sSkys---) (1)

5.7(80, 81, 82,...) = (8, S0,81,82,...) (2)

Ces dernieres conditions montrent que l'on peut sans ambiguité remplacer la
notation 7(sg, S1,S2,...) par $os182... puisque la valeur du produit infini ne
dépend pas de la factorisation choisie. Nous utiliserons donc cette notation dans
la suite. Les ensembles Sy et S; sont respectivement appelés la partie finitaire et
la partie infinitaire du w-semigroupe (5§, S;).

Exemple : Le couple (A*, A“) muni des opérations habituelles est bien str un
w-semigroupe. On écrira A*™ pour désigner cet w-semigroupe.

Exemple : On considere U'intervalle I = [0;1] C IR muni de la multiplication
des réels. Pour (;)ien € I une suite d’éléments de 1, la suite X,, = [T x; est
une suite décroissante de I'intervalle I et converge donc dans [I. Il est possible de
définir un produit infini sur I en posant [[;5o@; = lim, .., X,.. Le couple (I, 1)
constitue alors un w-semigroupe.
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Dans ce dernier exemple, le produit infini est la limite des produits partiels.
Cela n’est pas toujours les cas comme le montre I’exemple suivant.

Exemple : On munit le semigroupe multiplicatif S = {0,1} d’un produit infini
constant égal a 0. Le couple (.5, .5) constitue bien un w-semigroupe mais 1¥ = 0.

Si S = (5y,95) et T = (T4,T;) sont deux w-semigroupes, un morphisme de
w-semigroupe ¢ de S dans T est un couple (¢, ;) formé d’une application ¢
de Sy dans Ty et d’une application ¢; de S; dans T; respectant la structure de
w-semigroupe. L’application ¢ est en particulier un morphisme de semigroupe

de Sy dans T}.

2.4 Algebres de Wilke

Une algébre de Wilke S est un couple S = (5S¢, .S;) muni des opérations suivantes

- une loi de composition interne associative sur Sy;
- une action a gauche de Sy sur S;;

- une application w de Sy dans 5; notée s — sv.

L’opération w vérifie en outre les propriétés suivantes. Pour tous s1,s, € Sy, on
a

(s1)” = 7 (3)
si(s281)" = (s182)" (4)

Si S = (S5¢,9;) et T'=(T4,T;) sont deux algebres de Wilke, un morphisme
d’algebre de Wilke ¢ de S dans T' est un couple (¢, ;) formé d’une application

vy de Sy dans Ty et d'une application ¢; de S; dans T; respectant la structure
d’algebre de Wilke.

Exemple : Tout w-semigroupe S = (5¢,5;) peut étre considéré comme une
algebre de Wilke en définissant s* comme le produit infini sss... pour tout
élément s de Sy. Le w-semigroupe A™ peut en particulier étre considéré comme

une algebre de Wilke.

Exemple : On note A"P I'ensemble des mots infinis ultimement périodiques sur
I’alphabet A. Le couple (A*, A"P) muni des opérations naturelles est une algebre

de Wilke.
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2.5 Factorisations Ramseyennes

Nous rappelons ici un cas particulier du théoreme de Ramsey.

Théoreme 9 (Ramsey) Soit A un alphabet non nécessairement fini et f une
application de AT dans un ensemble fini E. Pour tout mot u € A% il exviste une
factorisation u = uguqusy ... telle que u f =usf =---=e € K.

Une factorisation v = wvgvivg... est dite extraite d’'une factorisation u =
UgUq Uz . . . 8’1l existe une suite (k,),>1 d’entiers telle que

Vg = Up...Uk-1

UV = Upy - Uky—1

Corollaire 2 Soit A un alphabet non nécessairement fini et o un morphisme

de AT dans un semigroupe fini S. Pour toute factorisation u = uguius ... d'un
mot u € AY il existe une factorisation u = vovivy ... extraite de la premiere telle
que Vo = 8, V1P = Ve = -+ = ¢, se = s et ¢ = ¢. Une telle factorisation du

mot u est appelée factorisation ramseyenne extraite de la factorisation du mot u
pour le morphisme ¢ : AT — S,

Dans la majorité des cas, ce corollaire est appliqué quand la factorisation
U = uguqusz ... est la factorisation du mot u en lettres de 'alphabet. Soit S un
semigroupe. Un couple (s,e) € SXE(9) tel que se = s est appelé un couple li€
du semigroupe S.

Il faut remarquer que pour un mot infini u donné, on peut en général trouver
plusieurs couples liés correspondant a des factorisations ramseyennes du mot u.
Deux couples liés (s1,e1) et (s2,e2) sont dits conjugués si et seulement si il existe
x1, 29 € St tels que s127 = 89, 2179 = €1 et x9x; = €y. Ces égalités entrainent
également syry = syxyx9 = s1, ce qui assure la symétrie de la définition. La
relation de conjugaison caractérise les couples liés qui peuvent correspondre a des
factorisations ramseyennes différentes d’un méme mot. Nous avons le résultat
suivant. Il généralise un résultat de Pécuchet [Péc86b] qui donne la propriété
pour n = 2.

Théoreme 10 La relation de conjugaison est une relation d’équivalence. Les
n couples li€s (s1,€1),...,(Sn, €n) sont conjugués si et seulement si il existe un
mot u € A tel que u admette des factorisations ramseyennes correspondant auz
couples li€s (s1,€1),...,(Sp,€n).
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Nous commencons par quelques lemmes techniques
Lemme 3 Soient (s1,€e1) et (8q9,e2) deur couples liés de S et a1 € S tels que
5171 = Sg, T1€2 R ey et ey D ey. Il existe alors x| appartenant a la H-classe

R(er) N Liez) tel que s12] = s2

Nous avons le diagramme

* ’
€1 o
*
€2

Démonstration : L’élément 2} = ejxiey vérifie s12] = sje1x169 = s17162 =
Sg€y = Sg. Les égalités eja| = 2] et xlex = o) impliquent | <z e, et 2] < es.
Puisque z1e; R ey, il existe u € S! tel que xieou = e;. On a alors axju =
e1r1equ = €3 = ey et donc x) R e;. Puisque 2} < ey et 2] D ey D ey, on a
également x| L ey. O

Lemme 4 Soient ey et e deux idempotents et xq un élément d’un semigroupe S
tels que x4 € R(e1) N L(ez). Alors il existe x5 € R(ex) N L(er) tel que x1ax2 = 1.
De plus, tout x9 € R(ez) N L(ey) tel que x1x9 = €1 vérifie xoxq = €.

Nous avons alors le diagramme

€1 = T1¥9 €1

*
T2 €y = Lol

Démonstration : Puisque z; R ey, il existe u € S! tel que xyu = ¢;. En posant
Ty = eyueq, xo appartient a R(ey) N L(ey) et vérifie a0y = x1eque; = xyue; =

6% = €1.

Soit @y € R(eg)N L(ey) vérifiant zq29 = ;. Puisque la H-classe R(x1)N L(xs)
contient I'idempotent ey, le produit xz21 appartient a la H-classe R(x2) N L(x1).
De plus, ’élément w9z, est idempotent d’apres les égalités (x221)? = xoxi707) =
roe1x; = X7 et est donc égal a ey. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer une caractérisation équiva-
lente des couples liés conjugués. On a la proposition suivante due a Pécuchet

[Péc86a).

Proposition 9 (Pécuchet) Deux couples li€s (s1,e1) et (s2,€2) d'un semigroupe
S sont conjugués si et seulement si il existe v € ST tel que s1x1 = 59, T162 R €y
et e1 D ey.
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Démonstration : Si les couples liés (s, €1) et (s2,€3) sont conjugués, il existe
1,79 € ST tels que 517y = s9, € = x179 et ey = x97;. Nous avons alors
Trey = T1x2x1 R x1202 = €1 puisque (zq12221)xs = e? = e; = x129. De plus, les
égalités woe1xy = xowixow = €y et xieawy = xyTx172 = €1 montrent que eq
et ey sont D-équivalents.

Réciproquement, s’il existe z; € St tel que s;2; = 59, 163 R €1 et e; D ey,
une application du lemme 3 permet de supposer que x; € R(e1) N L(ey). Le
lemme 4 assure alors ’existence de x5 tel que x129 = €1 et 127 = 3. O

La réflexivité et la symétrie de la relation de conjugaison sont évidentes.
Soient (s1,e1), (s2,€2) et (ss3,e3) trois couples liés. Supposons que (s1,€1) et
(82, €2) soient conjugués et que (sg,e2) et (s3,€3) soient également conjugués.
D’apres la proposition 9, il existe 1 et x5 tels que s121 = s, 162 R €1, S22 = 83
et x9e3 R e5. Nous avons s1x1x9 = Sox9 = S3 et x122¢3 R 2162 R ¢ et les couples
(s1,€1) et (s3,e3) sont conjugués. La relation de conjugaison est donc transitive.
Ceci montre que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence.

Nous introduisons ici quelques notations. Etant donnés n éléments T1yenn, Ty
d’un semigroupe S, nous définissons le sous-ensemble circulaire F; ;(n) et le
produit circulaire C; j(xq,...,x,) par

{t,...,n} sil<i<netj=1
Eij(n) = {t,...,7—1} sil<i<j<n
{t,...,n,1,...,5—1} sil<j<i<n
Ti...Tp sil<i<netj=1
Cij(ar,...,x,) = Ti... T sil<i<jyi<n

Tio..Tpy...xjo; sil<g<en

Par abus de notation, nous écrirons C; j(x) pour C; ;(x1, ..., x,). Dans le produit
C;;(x) interviennent uniquement les a; pour ¢ appartenant a ’ensemble E; ;(n).
Pour cette raison, on s’autorise a écrire C; () méme si certains x; pour ¢ ¢
FE; j(n) ne sont pas définis. On peut remarquer que 'ensemble F; ;(n) est un
singleton si j =241 pour 1 < ¢ <nousit=netj=1. Dans ces cas, nous
avons les égalités. C; 41(2) = x; et Cp () = x,. On peut aussi remarquer que si
k appartient a l’ensemble E; ;—{¢}, la relation de Chasles C; ,(2)Cy j(z) = C; j(x)
est vérifiée. La proposition suivante étend le lemme de Pécuchet.

Proposition 10 Soient n couples li€s conjugués (si,€1),...,(Sn,€n).
Il existe alors x1,...,2, € St lels que

o Pourk=1,....n—1 spr; = spy1 et 5,0, = $1;
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o Pourk=1,....n Cirrp(x1,...,2,) = €.
Démonstration : Nous commencons par démontrer un lemme.

Lemme 5 Soient 1,5 € {1,...,n}. Si pour tout k € E;;(n) on a x € R(e) N
L(egt1), alors on a C;j(x) € R(e;) N L(e;).

Démonstration : Nous effectuons une récurrence sur le cardinal de ’ensemble
FE; j(n). L’hypothese x, € R(ex) N L(egy1) assure le résultat lorsque E; ;(n) est
un singleton. Si F; j(n) est de cardinal au moins 2, il est possible de choisir k
appartenant a F;;(n) — {¢}. Le produit C; (x) se décompose alors C; ;(x) =
Cik(2)Cr j(x). La H-classe R(C;(x)) N L(C;x(x)) contient par hypothese de
récurrence l'idempotent e; et le produit C; ;(x) appartient donc a la H-classe
R(Cix(x))N L(Cy j(x)) = R(e;) N L(ej). Ceci termine la preuve du lemme. O

Puisque les couples liés (s;, e;) sont conjugués, les ¢, sont D-équivalents et il
existe x1,..., 2,1 tels que s;x; = 5,49 pour 1 < ¢ < n — 1. Grace au lemme 3,
nous pouvons supposer que x; € R(e;) N L(e;41) pour 1 < ¢ < n — 1. Le choix
des x; implique C; j(x) € R(e;) N L(e;) pour 1 < ¢ < j < n puisque dans ce cas
ona F;;(n)C{l,...,n—1}.

Montrons maintenant qu’il existe x, € R(e,) N L(e1) tel que V1 < k <
n  Cri(x) = er. D’apres le lemme 4, il existe y € R(ey) N L(eq) tel que z1y = ¢4
et yx1 = ey. Puisque y appartient a la R-classe R(ez) = R(Cy,(x)), il existe
z, € S' tel que Oy (2) = Cy,.(x)x, = y. Nous pouvons en outre supposer grace
au lemme 3 que x,, appartient a la H-classe R(e,)N L(ey). Montrons que x,, ainsi
choisi vérifie V1 < k <n  Cjr(x) = eg. On raisonne alors par récurrence sur k.
Les égalités pour k = 1 et k = 2 proviennent directement du choix de z,; nous
avons les égalités

0171(1') = 1’10271(1') =Yy =€
0272(1') = 0271(1')1'1 = YTy = €g.

On suppose maintenant que le résultat est acquis pour k. Grace a la relation de
Chasles, on a les égalités C pr1(2)Crprp(x) = Crp(@) et Cppr p(2)Cr () =
Cr1p41(2). D’apres 'hypothese de récurrence, on a e, = Cy (). Par applica-
tion du lemme 4, on obtient le résultat pour & + 1. Ceci termine la preuve de la
proposition. O
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Nous avons finalement le diagramme

er = Cy1(x) Cha(x) Cia(x) e Cin(x)
Con(z)  |Tea = Coa(a) Cas() Con()
Cs(2) Csa(z)  |Tes = Css(w) Cs.p()
Cpa(z) Cpa(z) Cps(z) “en = Chrn()

Nous terminons maintenant la démonstration du théoreme 10. Soient (s1, eq)
et (g, €2) deux couples liés correspondant aux deux factorisations ramseyennes
U = UgUilUs... et u = vovivy... d'un mot infini u. Nécessairement, les deux
idempotents e; et ey sont D-équivalents. En effet, pour n assez grand, le mot
u,, est facteur d'un mot v; ... v;y; et le mot v, est facteur d’'un mot wuy ... ugqy,
ce qui assure ¢; D ey. Par symétrie, on peut supposer que ug est un préfixe
de uy. Le mot u; s’écrit alors u; = wupw. Le mot wv; est un préfixe du mot
UjloUs . .. U, pour n assez grand. En posant x; = we, on obtient syx; = s et
r1e2 R eq. La proposition 9 permet de conclure que les couples (s1,e1) et (s2,€2)
sont conjugués.

Réciproquement, soient n couples liés conjugués (s1,€1), ..., (Sn, €,). Il existe,
n éléments x4,..., 2, de Sy vérifiant les conditions de la proposition précédente.
On choisit n mots ug et uy,...,u, € A* tels que ugp = s; et que u;p = z; pour
1 € ¢ < n. On constate alors que le mot infini v = wug(uy ... u,)” admet des
factorisations ramseyennes correspondant aux couples liés (s1,€1),...,(Sn, ).

2.6 w-semigroupes finis

Tout w-semigroupe S = (5, .5;) peut étre considéré comme une algebre de Wilke
en définissant s* égal au produit infini sss... pour tout élément s de Sy. Nous
allons voir que les notions de w-semigroupe et d’algebre de Wilke coincident dans
le cas fini. Nous avons en effet le résultat suivant.

Théoreme 11 Soit S = (54, 5;) une algébre de Wilke finie. Il existe un unique
produil infini de Sy dans S; telle que Uopération w soit induite par ce produit

Démonstration : Soit (s,).en une suite d’éléments de Sy. D’apres le corol-
laire 2, il existe un couple lié (s,e) de Sy et une suite d’entiers (k;)n»1 tels
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que
5081 Sg;—-1 = S

. S = e pour tout n =1

Sk ne1—1

n

Il en résulte que si (S, S;) peut étre muni d’une structure de w-semigroupe avec
un produit infini induisant 'opération w, alors le produit infini sgsisy--- est
nécessairement égal a se“.

Pour rendre cette définition cohérente, il reste a s’assurer que cette définition
ne dépend pas du choix de la factorisation ramseyenne. Si (1, e1) et (s2, €2) sont
deux couples liés correspondant & des factorisations de la suite (s,),en, alors
ces couples sont conjugués d’apres le théoreme 10 il existe x1, x5 € S} tels que
81T = 89, Ty = €1 et xax1 = ey d’apres la proposition 9. On vérifie que

s1ef = sy(x122)” = s129(202)” = 5965

On vérifie que le produit infini ainsi défini est compatible avec le produit de S
et l'action a gauche de Sy sur 5;. O

Dorénavant, on ne fera plus la distinction entre w-semigroupe et algebre de

Wilke dans le cas fini.

Nous allons montrer que 1’on peut associer un w-semigroupe fini S = (5,5:)
a tout semigroupe fini S. Pour cette construction, on peut aussi se référer a
[Wil91] et [PP93a]. On note 7 I'exposant du semigroupe S et [s,¢e] la classe
de conjugaison du couple lié (s,¢e). On prend pour S; ’ensemble des classes de
conjugaison des couples liés. On définit "opération w et 'action a gauche en
posant pour [s,e] € S; et t € 5

t[s,e] =[ts,e] et ¥ =[t",17]

Ces définitions sont cohérentes car si (s1,€1) et (s2,€3) sont deux couples con-
jugués, les couples (ts1, 1) et (ts2, €2) sont également conjugués pour tout ¢ € S.
On vérifie que S ainsi défini est un w-semigroupe fini. Le w-semigroupe S possede
la propriété universelle suivante.

Proposition 11 Soit T'= (T}, T;) un w-semigroupe fini et soit S un semigroupe
fini. Pour toul morphisme de semigroupe ¢ de S dans Ty, i existe un unique
morphisme de w-semigroupe de ¢ : ST qui prolonge . Si de plus, ¢(9)
engendre T' comme w-semigroupe, alors ¢ est surjectif.

Démonstration : Un morphisme de w-semigroupe ¢ : S — T vérifiant les
hypotheses de I’énoncé est nécessairement défini par

o(t) =t pour tout t € 5
pls,el) = wls)p(e)” pour tout [s,e] € 5;



34 Semigroupes et w-semigroupes

Ces définitions sont cohérentes, car si (sq,¢e1) et (53, e3) sont deux couples con-

2 2 2 p
jugués, il existe, d’apres la proposition 9, zq, 25 € St tels que syz; = 89, 1179 = €1
et z3x1 = e9. On a alors

P([si,ea]) = ¢

2.7 Reconnaissance par morphisme

Par définition, un morphisme de w-semigroupe ¢ : A* — S reconnait un w-
langage X C A¥ si et seulement si le morphisme sature le langage X c’est a
dire si X = X¢pp~!. Par extension, on dit quun w-semigroupe S reconnait un w-
langage X s’il existe un morphisme de A> dans S qui reconnait le langage X. Le
théoreme suivant énonce que les w-langages reconnus pas un w-semigroupe fini
sont exactement les w-langages reconnaissables par automate. Par conséquent,
on parlera de w-langage reconnaissable.

Théoreme 12 (Wilke) Un w-langage est reconnu par un w-semigroupe fini si
et seulement si il est reconnaissable par un automate.

Pour la démonstration de ce théoreme, on peut se référer a [Wil91] ou a [PP93a].

Exemple : On considere 'alphabet A = a + b et le morphisme ¢ de A1 dans
le semigroupe multiplicatif S = {0, 1} défini par ap = 0 et by = 1. On identifie
donc a avec 0 et b avec 1. Les couples liés de S sont (b,b), (a,b) et (a,a). Le
couple (a,a) est seul dans sa classe de conjugaison puisque 'idempotent a n’est
pas D-équivalent a b. Les couples (b, b) et (a, b) ne sont pas conjugués puisque a et
b ne sont pas R-équivalents. La partie S; de S est donc égale a S; = {b¥, ab®, a“}.
On a les égalités

b=t = bt (mots finis ne contenant pas d’occurrence de «)
ap™' = A*aA* (mots finis contenant au moins une occurrence de a)
ol = (mots infinis ne contenant pas d’occurrence de a)
ab’o™t = A*ab” (mots infinis contenant un nombre fini non nul

d’occurrences de a)
a“o™! = (A*a)¥ (mots infinis contenant un nombre infini
d’occurrences de a)
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Le morphisme de w-semigroupe ¢ : A® — S reconnait donc le w-langage X =

(A*a)¥ = (b*a)”.
Exemple : On considere le semigroupe présenté par

<a,b;aba = a,bab=b,a* = b* = 0>

*

ab a Relations
b |“ba a’=6"=0
= aba = a
0 bab= b

et le morphisme canonique de (a + b)t dans ce semigroupe. Les éléments du
semigroupe sont {a, ab, b, ba,0}. Les classes de conjugaisons des couples liés sont
décrites par (pour le couple lié (s,1), on écrit st si s # t et s* sinon).

(ab)* a1 =ua
a(ba)® x3=">
(ba)* a1 =10
blab) wxy=a
0(ab)” 21 =ua
0(ba)” x2 =05
OW
On a les égalités
bt = (ab)”
(et = (ba)”
O(ab) e = A*H(ab)* — {(ab)*, (ba)*}
0ot = AY — At(ab)”

2.8 Opérations

A travers la correspondance entre les variétés de langages et les variétés de semi-
groupes, certaines opérations sur les langages se traduisent par des opérations
sur les semigroupes. Ainsi le passage aux images inverses par substitutions cor-
respond au passage au semigroupe des parties [Str79]. De méme, I'image inverse
par fonction séquentielle correspond au produit en couronne et la concaténation
au produit de Schitzenberger.

Nous allons maintenant définir pour les w-semigroupes, le w-semigroupe des
parties, le produit en couronne et le produit de Schiitzenberger. Pour chacune
de ces constructions, nous allons démontrer ’analogue pour les mots infinis des
résultats pour les mots finis.
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2.8.1 Semigroupe et w-semigroupe des parties

Soit S un semigroupe. Le semigroupe des parties de S est le semigroupe de
support P(S) muni du produit défini pour tous P,Q C S par

PQ={st|sePette@}.

Soit ¢ : S — T est un morphisme d’un semigroupe S dans un semigroupe 7.
Le morphisme ¢ s’étend naturellement en un morphisme de P(.S) dans P(T') en
posant Py = {sp | s € P} pour toute partie P de S.

Soit S = (5%, 5;) un w-semigroupe fini. Le w-semigroupe des parties de S,
noté P(5) est le w-semigroupe de support (P(Sy), P(S;)). Pour P C Sfet @ C 5;

I’action a gauche de P sur () est définie par
PQ={st|sePette@}.

Il est immédiat de vérifier que ceci définit effectivement une action a gauche de
P(Sy) sur P(S;). Pour une partie P de Sy 'opération w est définie par

PY={s"|sec P}

ou P* dénote le sous-semigroupe engendré par la partie P dans Sy. Il reste a
vérifier que pour toutes parties P et () de Sy, on a les égalités

(P = P
PQPY = (PQ)

De l'inclusion P* C P7*, on déduit les inclusions (P™)* C P* et (P™)* C P*.
Réciproquement, soit @ € PT. L’élément 2™ appartient a (P™)" et 2% = (2™)¥
appartient a (P")“ ce qui montre I'inclusion inverse.

Un élément x de (PQ)T s’écrit @ = s1ty... 8ty avec s; € Pet t; € @
pour 1 < ¢ < m. On a alors I'inclusion (PQ)¥ C P(QP)¥ puisque z¥ =
(s1t1.. . Smtm)¥ = s1(t182.. . Smlms1)” qui appartient a P(QP)“. De la méme
fagon, on montre Iinclusion inverse P(QP)* C (PQ)~.

Si le langage I de mots finis est reconnu par le semigroupe S et si o est une
substitution, le langage Lo~! est reconnu par le semigroupe P(S). Le théoreme
suivant étend ce résultat aux w-langages.

Théoreme 13 Soit o : A* — B* une substitution. Si le w-langage L C B% est
reconnu par le w-semigroupe S = (S, 5;), alors le w-langage Lo™' C AY est
reconnu par le w-semigroupe P(5).



Opérations 37

Démonstration : Soit ¢ : B® — S un morphisme surjectif reconnaissant L.
On définit le morphisme ¢ : A* — P(S) pour toute lettre a € A par

ap ={vp | v € ac}.

La substitution o est par définition un morphisme de A* dans P(B*). Le mor-
phisme 1) est donc égal a la composée o et pour tout mot u € A*, on a I’égalité

up ={vp | v € us}. (5)

Nous étendons maintenant ce résultat au mots infinis.

Lemme 6 Pour tout mot u € A¥, on a
up = {vp | v € uo}.

Démonstration : On écrit v = agaias ... pour désigner les lettres du mot w.
Soit v un mot de uo. Le mot v admet donc une factorisation v = wvgviv,. ..
ou chacun des v; appartient a a;o. Par application du corollaire 2 (p. 28), on
obtient une factorisation ramseyenne v = vjviv}... du mot v extraite de la
factorisation précédente pour le morphisme ¢. On a donc vip = s et vip =
vhe = --- = e et 'image du mot v par ¢ est se”. La factorisation v = vjviv}. ..
induit une factorisation u = wgujuy ... du mot u telle que v! appartienne a wu;o
pour tout 7. De cette factorisation de u, on extrait une factorisation ramseyenne
u = ugujuy... de u pour le morphisme . On a donc ugyy = P et ujyp =
uhth = -+ = ) et 'image du mot u par ¢ est PQ¥. D’apres la formule 5, on
as € Petee Q) etdoncvp = se¥ € PQY = uy. Ceci montre I'inclusion

{ve | v € uc}t C urb.

Réciproquement, soit u = uguqus ... une factorisation ramseyenne du mot u
pour le morphisme . On a donc ugth = P et ugtp = ugth = -+ = () et 'image
du mot u par ¢ est PQ“. Un élément de ut) s’écrit so(sy...8,)“ ou sg € P
et s; € () pour 1 < ¢ < m. Il existe alors des mots finis vg, vy, vs,... tels que
v; € w;o et Vo = Sg et v = s; pour ¢ = 1 ou ¢ dénote 'entier de {1,2,... ,m}
congru a ¢ modulo m. Le mot infini v = vgvyvy ... appartient a uo et vérifie
vp = 5p(81...5,). Ceci termine la preuve du lemme. O

Un mot infini u appartient & Lo~! si et seulement si ut) contient un élément de
L. Ceci termine la preuve du théoreme. O

2.8.2 Produit de Schiitzenberger

Soient T' et S deux semigroupes. Le produit de Schitzenberger noté T ¢ S des
semigroupes S et T' est le semigroupe de support T'xP(T'xS*)xS. Un élément
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de ce semigroupe est donc un triplet constitué d’un élément de 7', d’une partie
du produit cartésien T x St et d’un élément de S. Le produit est défini par

(t1, P1,s1)(t2, P, s2) = (tita, t1 Py + Py s, 5152).
ou les parties t1P; et P;sy sont définies, de facon naturelle, par les formules

Py = {(tit,s) ]| (t,s) € P}
Pisy = {(t,ss2) ]| (t,s) € P}

L’élément (¢, P, s) du semigroupe T ¢ S peut étre identifié avec la matrice

(6 7)

et le produit du semigroupe est identique au produit matriciel.

Soient deux morphismes ¢ : AT — S ety : At — T ou S et T sont deux
semigroupes. Le morphisme ¢ x1) : AT — SoT est défini pour toute lettre a € A

par
o= (17 o000

Nous définissons maintenant le produit de Schiitzenberger d’un semigroupe
T et d’un w-semigroupe S = (S, 5;). Le produit de schiitzenberger T' ¢ S est
le w-semigroupe de support (T o Sy, P(T'xS;)xS;). La partie finitaire de cet
w-semigroupe est donc le semigroupe T' ¢ Sy. Un élément (@), e) de la partie
infinitaire de 7' ¢ S est un couple constitué d’'une partie () du produit cartésien
T'xS; et d’un élément e de S;. L'élément (@, €) peut étre identifié avec la matrice

colonne
(7).

L’action a gauche du w-semigroupe s’identifie au produit matriciel et se définit

ar
L P o _ Q1+ Piey
0 s el S1€1

ou les parties t1()1 et Preq de S; sont définies par

tlQl = {(tltve) | (tve) S Ql}
Pre; = {(t,se1) | (t,s) € P}

On vérifie que cela définit bien une action a gauche. On a en effet

ty Py 1 P 1 _ lol1 (1 + taPres + Pasieq
0 s 0 s €1 S251€1
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L’opération w est définie par

( P )“’ _ ( {(tht,ss¢) | k € N et (t,s) € P} )

w
0 s s

Une vérification immédiate donne

(6o 20 ) = (s 2) ()

Pour les langages de mots finis, si [ et Ly sont deux langages reconnus respec-
tivement par les semigroupes S et T, alors le langage L4, est reconnu par le
produit de Schiitzenberger S ¢ T' (cf. [Pin84]). Le théoreme suivant étend ce
résultat aux w-langages.

Théoréme 14 Soient L C A% un langage reconnu par un semigroupe T et
X C AY un w-langage reconnu par un w-semigroupe S = (5¢,5;), alors le w-
langage LX C AY est reconnu par le w-semigroupe T o S.

Démonstration : Soient un morphisme ¢ : AY — T' tel que L = Lpp™" et un
morphisme de ¢ : A — S tel que X = Xp~t. On pose b = (g, ;) ont vy
est un morphisme de A" dans le semigroupe S;. On note ¢ ¢t le morphisme de
A* dans T ¢ S. La premiere composante du morphisme ¢ ¢t est le morphisme
@ oty de AT dans T' o S¢. L'image d’un mot fini u par le morphisme @ ¢ ¢ est
donnée par

u@©¢%=(%f{@Wﬂwﬂ|v€€zT€A*au:vw})

Montrons que 'image d’un mot infini v dans 7' ¢ S est donnée par

_ {(ve,wi;) | v € A%, w € AY et u = vw}
oo = ( o ) @

Lemme 7 Si le mot infini w vérifie la formule 6, alors pour tout mot fini v, le
mot infini vw vérifie la formule 6.

Démonstration : On pose

vwo¢>:(i§f%) 1M@Q¢%:(g§) vw@o¢>:(<%)

S0 €1

Par définition de l'action a gauche, e; = speqg = vib.wp = vwp, ce qui montre
que la deuxieme composante de vw(p © 1)) est égale a vwp.
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Soit vyw; une factorisation de vw. Soit le mot v est préfixe du mot vy, soit
le mot vy est préfixe du mot v.

Dans le premier cas, le mot vy s’écrit v; = vvy et vyw; est alors une factori-
sation du mot w. Le couple (vgp, wi1)) appartient a (Yo et le couple (vip, wi1))
appartient a {4y puisque v = vVE.ve = to.v9t0. Réciproquement, si un couple
(tot, e) appartient a toQo, le couple (¢, e) est égal (vap, wyt)) pour une factorisa-
tion vyw; de w, et le couple (tgt, e) correspond a la factorisation viw; de vw ou
V] = Vs

Dans le deuxieme cas, le mot v s’écrit v1v5 et vow est une factorisation du mot
wy. Le couple (v1p, with) = (v1, v2tbeq) appartient donc a Pyeg. Réciproquement,
si un couple (%, seq) appartient a Pyeg, le couple (¢, s) est égal a (v, va1)) pour
une factorisation v1vs de v, et le couple (%, seg) correspond a la factorisation vyw,
de vw ou wy = vow. O

Pour montrer que tout mot u vérifie la formule (6), on considere une factorisation
ramseyenne ug, U, Us, ... du mot u pour le morphisme ¢ ¢ . On suppose que
up(p o) = s et ur(p o) = uz(p o) =--- = eou (s,e) est un couple lié du
semigroupe T' ¢ Sy. Grace au lemme précédent, il suffit de montrer que le mot
u' = ujugus . .. vérifie la formule (6). On pose

weori=e= (B 1) wpon o= (@)

0

Puisque w1t = ugth = - -+ = €g, I'image de v’ est u'tp = ey.

Soit vw une factorisation du mot «’. Il existe un entier & > 1 et une factorisa-
tion vywy du mot uy telle que v = wyuy ... up_1v1 et w = wWiupUyo .. .. Le cou-
ple (vip,wi?) appartient & la partie Py et le couple (vip, wip) = (fEvip, wirpey)
appartient a ()o. Réciproquement, tout couple (¢,e) de Qo est de la forme
(fit',s'e2) on le couple (#',s') appartient a Py. Il existe donc une factorisation
viwy de uy telle que v =1 et wip = ', Le couple (1, e) correspond alors a la
factorisation vw de v’ ot v = uguy ... up_1v1 et W = WUR P UL .. .. O

2.8.3 Produit en couronne

Soient S et T deux semigroupes. Le produit de s; et s5 € S sera noté s;.ss.
Pour ty,...,1, des éléments de T et f une application de T dans S, 'image du
produit t;...t, par f sera notée ty...t,f. Le produit en couronne S o'T est le
semigroupe ST % T muni du produit

(fi, 1) (f2,t2) = (L = L1ty fo, tats).
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Soient (S, 5;) un w-semigroupe. Le produit de S et 'action a gauche de Sy
sur S; seront notés par un point. Ainsi pour s;, s3 € Sy et e € 5;, le produit
81.82.€ dénotera sans ambiguité (s1.s2).€ = s1.(s2.€).

Le lemme suivant montre que pour un w-semigroupe fini, il suffit de définir
I'opération w d’un idempotent.

Lemme 8 Soient Sy un semigroupe et S; un ensemble finis munis d’une action
a gauche de Sy sur S; et d’une application w de E(Sy) dans S; telle que pour
tout s1 et sy tels que sy1s9 et s981 soient idempotents, (s152)° = s1(8281)" alors
(S¢,5;) est naturellement muni d’une structure de w-semigroupe.

Démonstration : Afin d’assurer (s™") = s¥ pour tout entier n, il est nécessaire
de poser s = (s7)” ou 7 est 'exposant du semigroupe S. Soient s; et sy deux
éléments de Sy. On vérifie que (s152)% = ((5152)7)% = s1((8281)7)% = s1(8251)".
O

Soit (S%,.5;) un w-semigroupe fini et 7" un semigroupe fini. Le produit en
couronne (Sy,5;) o T est égal a 1'w-semigroupe (S; o T, ST"). L’action & gauche
de Sy oT sur ST est définie par

(fi.t1)gn =t tfittigr.

Pour (fi,t;) un idempotent de S; o T', 'opération w est définie pour ¢ € T par
(fi,0)" =t = thi.(tt L)

On peut remarquer que 'expression de (f1,%1)(f2,t2)* se simplifie lorsque
((f1,11), (f2,t2)) est un couple lié. Dans ce cas, on a les relations t1t, = 1,
12 =1ty et tfi.tt1fo = tfy pour tout ¢ € T. On a alors I’expression

(fl,tl)(fz,tz)w - tl—)tfl.ttlfz(ttltgfg)w
= L Lfi(tt fo)* (7)

Vérifions que ceci définit une action a gauche. Soient (f1,%1), (f2,12) € SyoT
et a1 € SZTl

(ft)(fat2))gr = (t= thttfo, it2)gn
= o (Lt fo)-(thtsgn)
— b Lyt fauttytagy

(fi.t)((fos t2)gn) = (fr.ta)(t = tfa.ttagn)
= s (L)t fatlitagn)
— b Lyt fauttytagy
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Vérifions que ((f1,t1)(f2,12))“ = (f1,t1)((f2, t2)(f1,11))* pour deux éléments
(fi,t1) et (f2,t2) de Sy o T tels que (fi,t1)(f2,12) et (f2,t2)(f1, 1) soient idem-

potents

((frt)(f2, 12))" = (1= Lfrttyfa, tata)”
= t (tfl.ttlfg).(ttltgfl.ttltgtlfg)w
i tfl.ttlfg.(ttltgfl.ttltgtlfg)w
(fl, tl)(t — tfz.ttzfl.(ttztlfz.ttztltzfl)w)
= 1+ (tfl).(ttlfg.ttltgfl.(ttltgtlfg.ttltgtltgfl)w)
= t tfl.ttlfg.ttltgfl.(ttltgtlfg.ttltgtltgfl)w
=t tfitt fo bty frdtitot fo(thtatta fitttats f2)”

(i, t)((f2,t2)(f1, 1))

Puisque I’élément (f1,t1)(f2,t2) de Sy o T est idempotent, on a les égalités

tltgtltg — tltg
thitt fottita fittatoti fo = tfidtfo

ce qui termine la vérification.

Exemple: On considere le produit en couronne goZ/ZZ ou S est le semigroupe
multiplicatif S = {& = 0,b = 1} et Z/2Z le groupe cyclique d’ordre 2. La
structure de cet w-semigroupe est donné a la figure 2.1. A gauche est donnée la
structure en D-classes de la partie finitaire, c’est a dire du semigroupe S oZ /27Z.
L’élément (f,s) de SoZ/2Z ou f est une fonction de Z /27 dans S est noté par le
triplet (0f,1f,s). A droite, est associé a chaque classe de conjugaison de couples
liés, ’élément correspondant de la partie infinitaire de So Z/27. La fonction
g de Z /27 dans la partie infinitaire de S est notée par le couple (0g,1g). On
remarque en effet qu’il y exacte correspondance entre les classes de conjugaison
de couples liés et les éléments de la partie infinitaire de So Z]27.

De facon plus générale, on a le résultat

Proposition 12 Soient S un semigroupe fini et G un groupe fini. On a

SoG=So0G

Démonstration : Les deux w-semigroupes ont la méme partie finitaire, a
savoir le semigroupe S o (G. Le w-semigroupe S o G est donc un quotient du
w-semigroupe Sod d’apres la proposition 11. Il suffit donc de montrer que
si deux couples liés ((f1,51),(g1,€1)) et ((f2,52), (g2, €2)) du semigroupe S o GG
vérifient (f1,51)(g1,€1)” = (fa, $2)(g2, €2)* dans Sod, alors les deux couples sont
conjugués. On est alors assuré de la méme égalité dans So( ce qui montre que
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ooy | ¢

Strictire en D-classes e | @)
“(b:0,0) hainpop | )
o a0 |4
“(a,6,0) | (a,b,1 <a,b,1>EZ,’218§: (e, 6%)
(hood) [ the.d) (b,a,1)227,62:8;: (6+,a%)
0.0 e a0y | (0ot
o o | (e
wafoaor | o)

Figure 2.1 : Structure de S o Z /27

les deux w-semigroupes sont isomorphes. Puisque e; et e; sont deux idempotents
du groupe (G, on a nécessairement e; = e; = 1. On suppose que pour tout ¢t € G

tfi(tsig1)” = tfa(tsaga)”

Les deux couples liés (tf1,15101) et (tfa,ts292) de S sont conjugués. Il existe
donc deux éléments txy et txy de S tels que tfi.tey = tfy, taog.tey = ts1g1 et
try.txy = tsg5. On définit alors les deux fonctions iy et hy de G dans S en
posant thy = tsl_lxl et thy = t52_1:1;2 pour tout ¢t € G. On vérifie alors que les
éléments (hy,s7'sq) et (hy,s5's1) de S o G vérifient

(f1751 h1751 S2

)
(hl,sl 52)(]1 S5 tsy
)(ha, sy Ls

(

RO N

(hz, 82 81 h

2

(
(91,1G)
(
)

~

ce qui montre que les couples liés ((f1,51), (g1, €1)) et ((f2,2), (g2, €2)) sont bien

conjugués O

Si le langage I de mots finis est reconnu par le semigroupe S et si o est une
fonction séquentielle réalisée par un transducteur 7', le langage Lo~ est reconnu
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par le semigroupe SoM (o) ou M (o) est le monoide de transition du transducteur
T (cf. [Pin84]). Le théoreme suivant étend ce résultat aux w-langages. Un exposé
plus complet sur les fonctions séquentielles et les transducteurs peut étre trouvé

dans [Ber79].

Théoreme 15 Soit 0 : A* — B* une fonction séquentielle réalisée par un
transducteur T = (Q, A, B, qo,.,*) et soit M(o) le monoide de transition de
Pautomate (Q, A, qo,.). Si le w-langage L C B* est reconnu par le w-semigroupe
S = (54,5;), dalors le w-langage Lo™' C AY est reconnu par le w-semigroupe

SoM(o).

Exemple : On considere la fonction séquentielle o réalisé par le transducteur
de la figure 2.2. De maniere intuitive, ce transducteur ne conserve que les a en
position paire (les lettres d’un mot sont numérotées a partir de zéro). Les lettres a
en position impaire sont transformées en lettre b. Le langage X; = (A%a)” des
mots ayant une infinité d’occurrences de a est reconnu par w-semigroupe S ou S
est le semigroupe S = {a = 0,b = 1}. Le langage X;0~" est ’ensemble des mots
ayant une infinité d’occurrences de @ en position paire. Le monoide de transition
du transducteur est Z /27 puisque chacune des lettres a et b échange les états 1
et 2. D’apres le théoreme précédent, le langage Xij07! est donc reconnu par le
w-semigroupe S o Z [27.

a/ab/b
/\@

a/b b/b

Figure 2.2 : Transducteur

Démonstration : Soit ¢ : B® — S un morphisme surjectif reconnaissant L.
On note p : A* — M (o) le morphisme induit par 'action des lettres. On définit
le morphisme ¢ : A> — S o M (o) pour toute lettre a € A par

a = (L — (qol * a)p, ap)

Lemme 9 Pour tout mot u € A*, on a

wh = (t = (qot * u)p, up)
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Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur la longueur |u|
du mot u. Le résultat est acquis pour les mots de longueur 1 par définition du
morphisme . Si u est de longueur supérieure a 1, on écrit u = va ou a est une
lettre et v un mot de longueur inférieure. On a alors

uyp = vp.ap

(gol * v)p, vp) (1 = (qot + a)p, ap)
(qot * v)p(qotvp * a)p, vpap)
(qot * v)(qot.v * a)p,vap)
(
(

(t—
= (=
= (=

(t = (qot * va)e,vap)
= (t— (qot *u)p,up)

ce qui termine la preuve du lemme. O

Nous étendons maintenant ce résultat au mots infinis.

Lemme 10 Pour toult mot u € A¥, on a
uh = (t — (ot * u)p).

Démonstration : On suppose I'élément ¢ € M (o) fixé. On considere une
factorisation u = uguiusy. .. telle que ugt) = s = (f1,t1) et ugh = ugth) = -+ =
e = (f2,t2) ou (s, €) est un couple lié du semigroupe Syo M (o). En particulier on
a les relations ¢ty = t; et 12 = ¢,. On définit les états q; = qol.ug et ¢;41 = ¢;.u;
pour ¢ > 1. On peut alors écrire la factorisation got*xu = vov1v3. .. 0u Vg = Got*Ug
et v; = ¢; * u; pour ¢ > 1. D’apres le lemme précédent, on a alors les égalités

Vo = qol * g
= tfy
Vi = g * U

qot.(Ug ... Uj—q) * u;
= qot(ug...ujmq)p*u;
= qolly * u;

= thfe

Puisque (s, €) est un couple lié, on a la relation  f.tt1 fo = ¢ f1, ce qui montre que
le couple (2 f1,tt1f2) est 1ié. On a donc (got xu)p =t f1.(tt1f2)“ ce qui correspond
a la formule 7 (p. 41) et termine ainsi la preuve du lemme. O

Pour montrer que le w-semigroupe S o M (o) reconnait le langage Lo™", on cons-
tate que le mot u € A“ vérifie uo € L si et seulement si (go * u)p appartient a
I'image de L dans S, c’est a dire si 1(u)) € L. O
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Soit (@, A, qo, F,T") un automate de Muller ou un automate a table de tran-
sitions dont I'’ensemble des transitions est £ = {fi, f2,..., fn}. L'automate
peut étre considéré comme un transducteur, en associant a la transition f; la
production f;. L’automate considéré comme transducteur réalise une fonction
séquentielle o de A* dans E*. Soit X C E“ '’ensemble des chemins réussis de
lautomate. Le w-langage [ C A“ reconnu par automate est égal & [ = Xo™!.
D’apres le théoreme précédent, il suffit donc de construire un w-semigroupe re-
connaissant le w-langage X des chemins réussis pour construire un w-semigroupe
reconnaissant le w-langage L.

On commence par rappeler un résultat de I. Simon [Eil76]. Etant donné un
automate A4, une congruence de chemins est une relation d’équivalence entre les
chemins finis vérifiant les deux conditions suivantes

(1) Deux chemins équivalents sont coterminaux, ¢.e., ont méme origine et
meéme extrémité;

(2) Si p et ¢ sont deux chemins équivalents et si r, p et s sont des chemins
consécutifs, alors les chemins rps et r¢s sont équivalents.

On a alors la proposition suivante

Proposition 13 (Simon) Soit ~ une congruence de chemins, telle que pour tout
couple de boucles p et q autour d’un méme état, p* ~ p et pg ~ qp. Alors deux
chemins coterminauxr ayant méme contenu sont équivalents.

Soit A un automate d’ensemble de transitions £ = {f1, fa,..., fn} et soit ~ la
congruence des chemins de A engendrée par les relations p? ~ p et pg ~ gp pour
tout couple de boucles p et ¢ autour d’'un méme état. ’ensemble S = {0} U S’
ou 5’ est ’ensemble des classes d’équivalences de chemins modulo la congruence
~ est naturellement muni d’une structure de semigroupe. Le produit pg de deux
chemins p et g est égal a la concaténation de p et ¢ si p et ¢ sont consécutifs.
Le produit est égal a 0 sinon. On peut remarquer que le semigroupe S est égal
a I*/ = ou = est la congruence engendrée par les relations pg = 0 si p et ¢ non
consécutifs, p*> = p et pg = ¢gp pour tout couple de boucles p et ¢ autour d’un
meéme état.

Pour un automate a table transition, la proposition suivante montre qu’a
partir du semigroupe des chemins considéré précédemment, il est possible de
construire un w-semigroupe qui reconnait le w-langage des chemins réussis.
Proposition 14 Pour un automate a table de transitions, le w-semigroupe S
reconnait le w-langage des chemins réussis.
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Démonstration : Pour le semigroupe S un couple (s,e) est lié si le chemin
e est une boucle autour de 'extrémité du chemin s (en particulier les chemins
s et e sont consécutifs) et si le contenu de cette boucle est inclus dans le con-
tenu du chemin s. On définit la partie P de S comme l'ensemble des classes de
conjugaison [s, €] telles que l'origine du chemin s est 1’état initial et telles que le
contenu de la boucle ¢ est un élément de la table de transitions. Cette définition
est cohérente. D’une part, deux chemins R-équivalents ont nécessairement meme
origine. D’autre part, si ¢; et ¢ sont deux chemins consécutifs, le contenu du pro-
duit pq est égal a 'union des contenus de p et de ¢. Deux chemins D équivalents
ont donc nécessairement méme contenu. Si (s1,e1) et (s2,€3) sont deux couples
liés conjugués, les chemins s; et s, ont méme origine et les deux boucles e; et e;
ont méme contenu.

Un chemin infini ¢ d’'un automate se factorise ¢ = cgcicy ... ol ¢y est chemin
de I’état initial go a un état ¢ et les chemins ¢; pour + > 1 sont des boucles
autour de 1’état ¢ et et ont Inr(c) pour contenu. Le w-semigroupe S reconnait
donc 'ensemble des chemins réussis de "automate. O
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Chapitre 3

Chaines d’ensembles

3.1 Introduction

Nous donnons dans ce chapitre une construction de 1’algebre de Boole B en-
gendrée par une semi-algebre de Boole §. On sait que tout élément de B peut
s’écrire comme une union de différences d’éléments de S. Nous considérons plus
particulierement les chaines qui sont des suites de différences emboitées. Nous
donnons une nouvelle démonstration, a 1’aide de diagrammes, d’un théoreme
de Hausdorff (cf. [Hau57]) qui affirme que 1’on peut supposer que ces unions de
différences sont des chaines. Nous obtenons une construction explicite de chaines
pour 'union et 'intersection de deux parties connaissant une chaine pour cha-
cune de ces deux parties.

3.2 Notations

Dans ce chapitre uniquement, nous noterons par commodité I'intersection comme
un produit et 'union comme une addition : XY = XNY et X4+Y =X UY.
Cette notation est cohérente car l'intersection est distributive par rapport a
I'union, i.e., X(Y 4+ 7Z) = XY 4 X7 avec les notations adoptées. Nous noterons
XAY =X+4Y — XY la différence symétrique de X et de Y. Il faut remarquer
que le — se comporte comme un produit en distribuant par rapport a + mais
qu’il ne se comporte pas de fagon associative avec 4. Ainsi (X +Y) — 7 est
égal a (X — 7)) + (Y — Z) mais est en général différent de X + (Y — 7). On a
cependant 1’égalité des deux expressions dans le cas ou X N Z = &. L’ensemble
P(F) des parties de £ muni de la différence symétrique comme addition et de
I'intersection comme produit est un anneau. En effet, celui-ci est isomorphe au
produit ], cp Z/2Z en identifiant une partie de E et sa fonction caractéristique.
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Soit F un ensemble et soit F un ensemble de parties de £. On dit que F est
une algebre de Boole s’il contient K et @ et §’il est fermé par union, intersection
et passage au complémentaire.

Si F contient F et @, est fermé par union et intersection, mais pas nécessaire-
ment par passage au complémentaire, on dit que c’est une semi-algebre de Boole.
L’exemple le plus courant d’une telle semi-algebre est I’ensemble des ouverts d’un
espace topologique.

3.3 Sommes de différences et chaines

Nous définissons une somme de différences de longueur m comme une expression

X=(Xi—Xo)+(Xs5—=Xy) 4+ -+ (Xino1 — X)) si m est pair
X=(Xi—-X9)+(Xs—-Xy)+---+ X, si m est impair

Nous définissons une chaine de différences (ou plus simplement une chaine)
comme une somme de différences ou les parties X; vérifient en outre la condi-
tion X1 D X3 D ... D X,,. Le fait que la suite X, soit décroissante rend le
parenthésage d’une telle expression équivalent au parenthésage gauche et nous
noterons

X:Xl—X2—|—X3—j:Xm

ou le signe + devant X,, dépend de la parité de m. L’expression est alors aussi
équivalente a

Soit F une semi-algebre de Boole d’un ensemble E. Nous définissons O, (F)
de la facon suivante. Pour m = 0 nous posons Co(F) = {@} et pour m > 1 nous
notons Cy,(F) 'ensemble des parties X de £ qui s’écrivent comme une chaine
de longueur m avec des éléments de F, i.e.,

Nous omettrons dorénavant la rétérence a la semi-algebre de Boole fixée F et
nous écrirons (,,. Pour m = 1 nous avons C; = F. Si m’ < m, nous avons
Cpn C C,y car @ € F et I'on peut poser X111 = -+ = X, = @ pour passer
d’une chaine de longueur m’ a une chaine de longueur m. Si F se trouve étre
une algebre de Boole, alors C,, = F pour tout m > 1.
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Proposition 15 Si X € C,, et Y € (,,, alors

Xy € { Crtn—2 52: m et n pairs
Cran_1 Sinon

X4V € { Crtn—1 52: m et n impairs
Cran sinon

Démonstration : Nous allons montrer qu’a partir d’une chaine de longueur m
pour X € (,, et d'une chaine de longueur n pour Y € (', il est possible de
construire des chaines des longueurs énoncées ci-dessus pour les ensembles XY

et X+Y.

Nous commencons par traiter quelques exemples pour les premieres valeurs
de m et n. Les cas m = 0 ou n = 0 sont triviaux puisque Cy = {T}.

Nous considérons lecas n =1 (Y =Y, € F). Lecas m = 1 (X € F) est
évident car XY et X+Y € F car la semi-algebre F est stable pour l'intersection
et 'union. Pour m = 2, la partie X s’écrit X = X7 — X3. Nous avons alors les
chalnes

XY = XiY1 - XuY
X+Y = (X14Y)—(X2+Y1)+Y: Solution 1
X+Y = (X14+4V1)-Xo+ XY Solution 2

Pour m = 3, la partie X s’écrit X = X; — X3 + X3. Nous avons alors les
chalnes

XY = XiYi - XoY + XY

X+Y = (Xi+Y)— (X2 +Y)) +(X5+Y;) Solution 1
X + Y = (Xl + 1/1) — X2 + (Xg + Xzi/l) SOhltiOH 2

Ces formules se généralisent aisément pour m quelconque. La partie X s’écrit

X=X —Xo+X5—---4 X, et nous avons les chalnes
XY = X1 - XY+ XY — -2 X0
Solution 1
X+4Y = (Xi+Y)—(Xo+ Y1)+ = (X, + Y1)+ Y1 si m est pair
X+Y = (Xi+Y)—-(Xo+ V) +--+ (X, + Y1) si m est impair
Solution 2
X+Y = (Xi+V)—-Xo+ X3—|—X2Y1) X, si m est pair

(
+( X5+ XuYq) — - = X, + X0 Y,

X+Y = (Xi+Y) - Xp 4+ (X3 + X2Y1) X4 si m est impair
+(X5 + XuY7) — + (X + X1 Y1)
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Nous considérons maintenant le cas n = 2 (Y = Y; — ¥3). Le cas m = 1 est
symétrique du cas n = 1 et m = 2. Pour m = 2 (X = X; — X3), nous avons les
chalnes

XY = XY - (Xqi¥2 + XuY))
X4Y = (X141 - (X2+Y2) 4+ (X1Y2 4+ XuY)) — XoY,

Pour m =3 (X = X; — X2 + X3), nous avons les chaines

XY = XY - (XiYo + XoY) + XaY) — X5,
X+4Y = (Xi+1) - (X +Y2) + (XY + X5V 4+ X5) — oY, + X5Ys

Nous revenons maintenant au cas général. Nous donnons la construction de
diagrammes de représentation des chaines. A la chaine

X:Xl—X2—|—X3—j:Xm

nous associons un diagramme de Venn construit dans le plan. A F, correspond
le demi-plan droit Py = {(z,y) | + = 0} et a X; le demi-plan droit P; = {(x,y) |
x > 1}. Nous avons bien P,y C P; pour 0 < 7 < n — 1. Le plan se trouve
ainsi découpé en bandes verticales dont chacune représente une des différences
X, — Xip1 (cf. figure 3.1). La figure a été volontairement limitée a la région
significative du plan. En face de chacune des droites verticales d’équation X =1
est inscrite la partie X; délimitée par celle-ci. Les bandes verticales représentant
des différences incluses dans la partie X sont grisées sur la figure.

F X1 X2 X3 X4 XS X6 X7

FigureS.l:X:Xl—X2+X3—X4—|—X5—X6—I—X7

A la chaine

Y=Y1-Yo+Ys—-- %Y,
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nous associons comme précédemment un diagramme de Venn dans le plan, mais
en inversant les roles des coordonnées du plan. A E correspond le demi-plan
supérieur {(xz,y) |y = 0} et a Y; le demi-plan supérieur {(x,y) | y = ¢}. Le plan
se trouve ainsi découpé en bandes horizontales dont chacune représente une des
différences Y; — Y41 (cf. figure 3.2). En face de chacune des bandes horizontales
est inscrite la différence représentée.

v
Yi—Ys
vi- v, [
Y- Y3
v - v [
E-Y

Figure 3.2 : Y =Y, — Yo+ Y5 - Y, + Y5

Pour obtenir un diagramme de Venn des parties XY et X 4+ Y en fonction
des parties X; et Y}, il suffit de superposer les deux diagrammes correspondants
a X et aY (cf. figures 3.3 et 3.4). Chacun des petits carrés élémentaires de ces
diagrammes représente une intersection (X; — X;11)(Y; — Yi41). Sur les figures,
les carrés élémentaires inclus dans XY (respectivement X + V') sont grisés.

L’intersection élémentaire X;Y; est représentée sur le diagramme par la région
du plan {(x,y) | @ > ety > j} c’est a dire un quart de plan supérieur droit
(cf. figure 3.5).

Une partie P égale a une union de parties du type X;Y; (P = X, Y, +
X, Y, +---+X,,. Y], ) est représentée sur le diagramme par une union de différents
quarts de plan supérieurs droits. Cette région du diagramme se trouve délimitée
a gauche et en bas par un chemin ne comportant que des pas élémentaires Est ou
de pas élémentaires Sud (si le chemin est lu de haut vers le bas). Réciproquement,
une région délimitée a gauche et en bas par un tel chemin est égale a une union
de parties X;Y; (cf. figure 3.6). Deux parties P et P, étant ainsi délimitées par
deux chemins C et (5, il suffit que le chemin C soit au dessus et a droite du
chemin C5 pour que P, C Ps.

Siles parties X; et Y appartiennent a la semi-algebre F, toute partie P ainsi
déterminée appartient également a la semi-algebre F. La donnée d’un chemin
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il B 0N
Yi—-Ys
sl B N
Yo — Y3
w-n |
rF-Y

F X1 X2 X3 X4 XS X6 X7

Figure 3.3 : Diagramme de Venn de I'intersection

Y5

Y,—-Y5
Y; -V,
Yo — Y3
Yi - Y,
EF-Y

F X1 X2 X3 X4 XS X6 X7

Figure 3.4 : Diagramme de Venn de 1'union



Sommes de diftérences et chaines

)

Y5

Y,—-Y5
Y; -V,
Yo — Y3
Yi - Y,
EF-Y

E X7 Xo X3 Xy X5 X Xy
Figure 3.5 : X3Y;

Y5

Y,—-Y5
Y; -V,
Yo — Y3
Yi - Y,
EF-Y

F X1 X2 X3 X4 XS X6 X7

Figure 3.6 : X5V + X5V, + XyY5 + EY
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uniquement constitué de pas Est et Sud détermine ainsi une partie de la semi-
algebre F. Nous allons exhiber des chaines pour XY et X 4+ Y constituées
de telles parties. Pour ce faire, nous déterminerons les chemins délimitant ces
parties. Nous allons illustrer cette construction en reprenant les exemples pour
les premieres valeurs de m et n (cf. figures 3.7, 3.8 et 3.9).

Y o 1 Y
E-Yi RS 3
FE X1 X2 o) Xl X2

Y, 1 Yi

[ —

E-Y, 1 E-Y

L - -1 _- _1__ 4 [ -

EX1 X2 X3 EXI X2 X3

Figure 3.8 : Chaines pour m =3 et n =1

v Lol v

Vi-Y, B Y, - Y,

E-Yi. . . . E-vio | [
E X5 X, X5 E X X, X;

Figure 3.9 : Chaines pour m = 3 et n = 2

La construction des chemins pour les chaines de XY et de X +YV se généralise
sans difficulté pour m et n quelconques (cf. figures 3.10 et 3.11).

Nous faisons remarquer que ces solutions ne sont pas uniques. Lorsque deux
chemins délimitant deux parties consécutives d’une chaine coincident partielle-
ment le long de deux cotés d’un petit carré élémentaire, deux configurations (cf.
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- _ _ _
v |
%7
i-vs L L o
| ] )
Y3_Y4 ‘,,7
| | | | |
Yo—Y3 [ [ | |
- - o _ o
nor L* —— —
E—Y, | | | | | | | | :
R T Y R N
F X1 X2 X3 X4 XS X6 X7
Figure 3.10 : Chaine de XY
o
Yy - Y5 |
Ys—-Y,
Yo — Y3 |
Yi—-Y
E-v,
Lo - e

F X1 X2 X3 X4 XS X6 X7

Figure 3.11 : Chaine de X +Y
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figure 3.12) sont possibles. Ces deux configurations conduisent a deux chaines
égales a la méme partie de . Or pour les deux chaines données précédemment
pour l'intersection et pour l'union, ces configurations apparaissent de facon
réguliere, ce qui conduit a de nombreuses formules différentes.

Figure 3.12 : Configurations équivalentes

Ces deux diagrammes permettent de donner des formules explicites pour les

chaines de XY et de X +Y.

XY =/ —Zo+Zs— £ Zpgna

ou les Z; sont définis par

Z1 = XiY
Zy = XqiYo +XoY
Zs = XiYs+ X3V

Zy = XaYa+ XoVs+ XYy + XuY

Lman—r2 = XpoaY,+ XY si m 4+ n pair

Lman—r2 = XpoaYn si m pair et n impair
Lman—r2 = XnYo si m impair et n pair
Lman—1 = XnYa sl m 1mpair ou n impair
Lman—1 = O si m pair et n pair

ou de facon plus synthétique

Ly = > XiY
k4+1=2:+1
Zoipn = ¥ XY (8)
k4+1=2:+2
k impair

X—|—Y:Z1—Z2—|—Z3—j:Zm+n
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ou les Z; sont définis en posant Xo = Yy = E par

Zr = Yi+Xy = Xo¥i 4+ XiYo
Zy = Yo+ X, = Xo¥o + XuoYp
Zzs = Y3+ XiYo+ XoVi+ Xy = XoYs+ XY, + X0, + XY
Zy = Ya+ X0 + Xy = XoYi+ XoYs + XuYo
Lman—1 = Xpo1Y, + XY si m 4+ n pair
Lman—1 = Xpo1Yn si m impair et n pair
Lman—1 = XnYno si m pair et n impair
Lman = XnYn sl m pair ou n pair
Lman = O sl m impair et n impair

ou de facon plus synthétique

Ly = > XkY

k=2

k pair (9)
Loiy1 = > XY

k4+1=2:+1

Proposition 16 Si X € C,, alors X° € C,, 1.

Démonstration : Si la partie X s’écrit X = X; — Xo + X5 — - £ X, le
complémentaire X s’écrit X° = F — X7 + Xy — X5+ --- £ X, et appartient a
Cm—l—l- u

Proposition 17 Pour m > 0, tout X € C,, et tout Y € F, nous avons

(1) Pour m pair, X+4+Y €Cpp et X =Y €C,,
(2) Pour m impair, X+Y €Cp et X =Y € Cppq
Démonstration : Il suffit de remarquer que X — Y = XY°. Nous appliquons

d’abord la proposition 16 pour avoir Y° € C puis la proposition 15 pour con-
clure. O

Proposition 18 Toute somme de différences est €gale a une chaine de méme
longueur.
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Démonstration : Si la longueur m de la somme de différences est 1, la partie
considérée est un élément de la semi-algebre F et le résultat est acquis. Si la
longueur est égale a 2, il suffit d’écrire X = X7 — X, = X7 — X7 X5 ou X =
X — X5 = X; = (X1 4+ X3) — X, pour obtenir une chaine de longueur 2 égale
a X. Nous raisonnons ensuite par récurrence pour m = 3. Pour la somme de
différences X = (X7 — Xo) + (X5 — X4) + - -, les parties X7 — Xy et (X3 — X4)+

- appartiennent respectivement a Cy et a C,,_5. Nous appliquons ensuite la
proposition 15 pour conclure. O

Nous avons un résultat similaire pour les différences symétriques de longueur

Proposition 19 Toute différence symétrigue X = X1 A --- A X, d’éléments de
F est égale a une chaine de méme longueur.

Démonstration :

X=AZ ave Zi= S Xi.X,

k=1

11 ,...,0% distincts

En effet par définition de la différence symétrique, X est égal a I’ensemble
des éléments de £ qui appartiennent a un nombre impair de parties X;. Sixz €
appartient a exactement k parties X;, il appartient a Z;,..., Z; et a aucun des
Z; pour ¢ > k. Le nombre de parties Z; a auxquelles appartient un élément = de
E est égal au nombre de parties X; auxquelles il appartient. Nous remarquons
également que les parties Z; vérifient Z; D --- D Z,, et constituent une chaine
égale a X. O

Réciproquement, nous avons pour toute chaine

Xl—X2—|—X3—:i:Xm:X1AX2AAXm
Proposition 20 Si X € C,, et Y € C,,, alors X AY € Cpyy.

Démonstration : Les parties X et Y s’écrivent respectivement X = X A
A Xy etY =Y Ao AY,. La différence symétrique X A Y s’écrit X A Y =
XoA---ANX, AYT Ao AY, et appartient a C,,4, d’apres la proposition
précédente. O
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3.4 Algebre de Boole

Proposition 21 L’ensemble C' = ,,50 C est l'algébre de Boole engendrée par
F.

Démonstration : C’est immédiat d’apres les propositions 15 et 16. O
Soit F une semi-algebre de Boole. Nous notons
D.(F) = {X°| X €Cu(F)}
Fo= {xX|xer}
Proposition 22 On a les égalités suivantes

Co(F) = Cu.(F) pourn pair
Co(F) = D.(F) pourn impair

Démonstration : D’apres la proposition 19, une partie X de E appartient a
Cn(F) si et seulement si elle peut s’écrire X = X7 A --- A X, avec X; € F. La
formule X°AY = (X A Y)C implique les deux formules

Xin--AX, = Xj0--0X, pour n pair
X{a--AX, = (XlA---AXn)C pour n impair

Le résultat est alors immédiat. O
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Chapitre 4

Hiérarchie de Wagner

4.1 Introduction

Nous présentons ici la théorie, initialement due a K. Wagner [Wag79, Kam85,
Bar92], des classes de complexité de w-langages reconnaissables. Ces classes sont
caractérisées par les longueurs des chaines et des superchaines. Ces deux notions
peuvent, de facon indépendante, étre définies pour un w-langage, un automate
et un w-semigroupe. Nous montrons que ces trois définitions conduisent effec-
tivement a la méme notion. Nous étudions ensuite les liens entre ces classes de
complexité et la structure topologiques des w-langages. Nous établissons en par-
ticulier la stabilité de ces classes de complexité par image inverse de fonction
séquentielle. Ensuite nous caractérisons I'indice de Rabin d’un w-langage. Nous
terminons par la construction d’un automate équivalent a un automate.

4.2 Chaines et superchaines

4.2.1 Chaines et superchaines d’un w-langage

Soit X C A¥ un w-langage et m > 0 un entier. Une X-chaine de longueur m est
un couple

C=(Y;7)
formé d’'un ensemble Y C A* non vide et d’une suite strictement croissante
Z: (Zo,Zl,...,Zm)

de parties de AT telle que les conditions suivantes soient vérifiées.

(i) YZ CY;
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(i) 27 = Z;
(111) Zi—l(Zi — Zi—l) C ZZ — Zi—l et
(Z; — Zi—1)Zie1 C Zi — Zi—y pour tout 1 < ¢ < m;

(iv) les ensembles Wy = Y Zy, Wy = Y(Z1 — Zo)¥, Wo = Y (Zy — Z1)“, ... et
W, = Y (Zy — Zy—1)® sont alternativement inclus dans X ou disjoints de

X.

La chaine est dite positive quand Wy C X et négative sinon. Ainsi, pour une
chaine positive de longueur 4, on a

YZe © X
Y(Zi—Z) N X=0
Y(Z,— 7)) C X
Y(Zs—2Z) N X=0
Y(Zi—Z5)° C X

)

Figure 4.1 : Chaine de longueur 4

On note m*(X) (resp. m~ (X)) la longueur maximale des chaines positives
(resp. négatives) de X et m(X) = max(m*(X),m™(X)). On convient de poser
mt(X) = —1 (resp. m~(X) = —1) si I'ensemble des chaines positives (resp.
négatives) est vide. Nous verrons que m(X) est toujours fini pour X reconnais-

sable.

Exemple : Soit X; = (b"a)* 'ensemble des mots ayant un nombre infini
d’occurrences de @ sur 'alphabet A = a + b. Une chaine négative de longueur 1
est (A% 6%, A%). En effet, on a A6 N X; = @ et A*(A* = b)Y = X3. On a en

fait m*(X1) =0 et m(X;1) = m™(X1) = 1 comme on le vérifiera plus loin.

Une X-superchaine de longueur n est une suite

Co, O, O,
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de chaines C; = (Yi; Zio, Zi1, .., Zim) toutes de longueur m(X) telle que :

(i) chaque C; est accessible a partir de C;_q, i.e., pour 1 <@ < n, il existe des
ensembles U; C A* non vides tels que Y;_1U; C Y};

(ii) les chaines C; sont alternativement positives et négatives.

On dit que la superchaine est positive si Cy est positive et négative sinon. On
note nt(X) (resp. n7(X)) la longueur maximale des superchaines positives
(resp.négatives) et n(X) = max(nt(X),n"(X)). On convient que n™(X) = —1
(resp. n=(X) = —1) si ’ensemble des superchaines positives (resp. négatives) est
vide. Nous verrons aussi que n(X) est fini pour X reconnaissable.

Figure 4.2 : Superchaine de longueur 2 avec des chaines de longueur 3

Exemple : Le langage X» = (b*a)” + A*c(a + b)“ sur I'alphabet A =a 4 b+ ¢

est I'ensemble des mots ayant ou bien

(1) aucune occurrence de ¢ et un nombre infini d’occurrences de a;

(2) un nombre fini non nul d’occurrences de c.

Le langage X, admet deux chaines de longueur 1, la chaine négative Cy = ((a +
b)*;b*,(a + b)*) et la chaine positive €y = (A*cA*;(a + b)*, A*). En prenant
Uy = A*cA*, on vérifie que YoU; = A*cA* = Y. Le langage X, admet donc la
superchaine positive (C1) de longueur 0 et la superchaine négative (Co, Cy) de
longueur 1. On vérifiera plus loin que n™(X3) = 0 et n(Xy) =n"(X,) = 1.

4.2.2 Chaines et superchaines d’un automate

Soit A = (Q, A, .,q,7T) un automate de Muller. Une A-chaine de longueur m
de 'automate A est une suite croissante

RyCcRhRyC---CR,
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de parties répétables de () telle que les R; pour 0 < ¢ < m sont alternativement
dans 7 et hors de 7. On dit que la chaine est posztwe ou négative selon que Ry
appartienne ou n’appartienne pas a la table 7. On note m*(A) (resp. m™(A))
la longueur maximale des chaines positives (resp. négatives) de A et m(A) =

max(m*(A), m~(A)).

JEOWRODL

Figure 4.3 : Automate A4, : 7 = {{1},{1,2}}

Exemple : L’automate A; de la figure 4.3 avec la table 7 = {{1}, {1,2}}
reconnait le w-langage X7 des mots ayant un nombre infini d’occurrences de a.
Onam® (A1) =0et m(A;) =m™(A) = 1. En effet, la seule chaine de longueur 1
est {2} C {1,2} et cette chaine est négative.

Une A-superchaine de longueur n de 'automate est une suite
(Uo, Un, ..., Uy)

de chaines de longueur m(.A) telle que :

(i) chaque U; est accessible a partir de U;_; pour 1 < ¢ < n, i.e., il existe un
chemin d’un état de U;_; a un état de U;;

(ii) les A-chaines U; sont alternativement positives et négatives.

On dit que la superchaine est positive si Uy est une chaine positive et négative
sinon. On note nt(X) (resp. n7(X)) la longueur maximale des superchaines
positives (resp. négatives) et n(X) = max(nt(X),n"(X)). On convient que
nt(X) = —1 (resp. n7(X) = —1) si ’ensemble des superchaines positives (resp.
négatives) est vide.

Exemple: L’automate A, de la figure 4.3 possede une seule chaine de longueur
maximale et cette chaine est négative. L’automate admet donc une seule super-
chaine négative de longueur 0 et aucune superchaine positive : n™(A4;) = —1 et

n(Ay) = n~(Ay) = 0.

Exemple : Lautomate A, de la figure 4.4 avec la table 7 = {{1},{1,2},{4}}

reconnait le langage X,. L’automate possede deux chaines de longueur 1 et
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JEOS-OBDL

C C

(O D) w

Figure 4.4 : Automate A, : 7 = {{1}, {1,2}, {4}}

aucune chaine de longueur supérieure. La chaine Uy = ({2}, {1,2}) est négative
et la chaine U; = ({4},{3,4}) est positive : m(A) = mt(A) = m~(A) = 1.
[’automate Ay admet la superchaine positive (U;) et la superchaine négative

(Uo,Up) : nT(Ay) =0 et n(Ay) =n~(Ay) = 1.

4.2.3 Chaines et superchaines d’un w-semigroupe

Soit S = (5¢,.5;) un w-semigroupe et P un sous-ensemble de la partie infinitaire
S; de S. Une (S, P)-chaine de longueur m est une suite

S7€0,€1, .00y €y

de m 4+ 2 éléments de S telle que :

(i) pour 0 <@ < m, le couple (s,¢;) est 1ié, i.e., se; = s et €7 = ¢;;

(i) la suite eq, ..., €, est décroissante pour ordre H : eq 2y €1 Zx -+ 21 €
ce qui est équivalent a e;¢;_, = e;_pe; = ¢; pour 0 <12 —k <1 < m;

(iii) les éléments se¥ pour 0 < ¢ < m sont alternativement dans la partie P et
hors de la partie P.

On a encore les notions de chaine positive ou négative selon que 1’élément sef
appartienne ou n’appartienne pas a P. On note également m™ (S, P) (resp.
m~ (S, P)) la longueur maximale des chaines positives (resp. négatives) dans
le w-semigroupe S = (S5, 9;) relativement a la partie P C S5; et m(S,P) =
max(m*(S, P),m™(S, P)).
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b=1

>ka:()

Figure 4.5 : Structure en D-classes de S ={b=1,a =0} .

Exemple : Le morphisme ¢ : A* — 57 dans le w-semigroupe 57 = Sott S
est le semigroupe S = {b = 1,a = 0} reconnait le w-langage X; = (b*a)*. La
structure en D-classes de S est donnée par la figure 4.5. L'image de X; dans
S1 est la partie P = {a“}. La seule (51, P)-chaine de longueur 1 est la chaine
négative (a; b, a).

Une (S, P)-superchaine de longueur n est une suite

Ug, Uty ooy Up
de chaines de longueur m = m(S, P) avec u; = (84, €i0, €1, - - - , €im ) telle que :
(i) la suite s; est décroissante pour 'ordre R, i.e., So Zr S2 2R -+ 2R Sn;

(ii) les chaines u; sont alternativement positives et négatives.

On a encore les notions de superchaines positives et négatives, et les entiers

associés n (S, P), n= (S, P) et n(S, P) = max(n*(S, P),n™ (S, P)).

b=1
*
a
>kc—O

Figure 4.6 : Structure en D-classes de {b =1,a = a* ¢ = 0}.

Exemple: Lew-langage Xy = (b*a)“+ A*c(a+b)“ est reconnu par le morphisme
w: A® — S dans le w-semigroupe Sy = Sou S est le semigroupe idempotent S =
{b=1,a = a* ¢ = 0}. La structure en D-classes de S est donnée par la figure 4.6.
L’image du w-langage X, dans S est la partie P = {¢b¥, a*, ca®}. Relativement
a cette partie P, le w-semigroupe S admet deux chaines de longueur 1 et aucune

chaine de longueur supérieure. La chaine ug = (a; b, a) est négative et la chaine
u1 = (¢; a, c) est positive. On a donc m(Ss, P) = m* (S, P) = m™(S2, P) = 1. Le
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w-semigroupe Sy admet la superchaine positive (uy) et la superchaine négative
(uo, uy) puisque @ =g ¢. On a alors n (53, P) =0 et n(S;, P) =n~ (S, P) = 1.

4.2.4 Equivalences des définitions

La proposition suivante montre que les entiers m*(X), m~(X), m(X), nt(X),
n~(X) et n(X) peuvent étre calculés pour un w-langage reconnaissable X sur
tout automate ou tout w-semigroupe reconnaissant ce langage. En particulier
les entiers m*(A), m™(A), m(A), nt(A), n~(A), n(A) et les entiers m* (S, P),
m~ (S, P),m(S, P),n*(S,P),n (S, P) et n(S, P) ne dépendent ni de "automate

ni du w-semigroupe considéré mais sont uniquement liés au w-langage reconnu.

Proposition 23 Soit X C AY un w-langage reconnaissable, soit A = (Q,1,7T)
un automate de Muller complet reconnaissant X et ¢ : A% — S un morphisme
de A% sur un w-semigroupe fini S = (54,5;) reconnaissant le langage X. On
pose P = Xo. On a les €galités

mt(X) = mt(A) m*(S, P)
m=(X) = m~(4) = m7(5,P)
nt(X) = nt(A) = n*(S,P)
n~(X) = n (4 = n(5P)

Exemple : Le langage X; = (b*a)¥ est reconnu par l'automate A; de la fi-
gure 4.3 et le w-semigroupe 5 :

mT(X1) = mT(A4) = m*(5,P) =

m~(X1) = m (A) = m (S,P) = 1
nt(X1) = nt(4) = nt(5S,P) = -1
n~(Xy) = n(A) = n(S,P) = 0

Exemple : Le langage X» = (b*a)” + A*c(a + b)“ sur I'alphabet A =a 4 b+ ¢

est reconnu par I"automate A, de la figure 4.4 et le w-semigroupe Sy :

mT(Xz) = mt(4y) = mt (5, P) = 1
m=(Xz) = m (A = m (5, P) = 1
nt(X3) = nt(A4) = nt(5,P) = 0
n~(Xz) = n(A) = n (5, P) = 1

Démonstration : Nous allons associer a chaque X-chaine une A-chaine de
méme longueur et de méme nature. Ensuite, nous allons associer a chaque A-
chaine une (5, P)-chaine de méme longueur et de méme nature. Enfin, nous
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allons associer a chaque (5, P)-chaine une X-chaine de méme longueur et de
méme nature ce qui montrera le résultat pour les chaines. Nous allons faire de
méme pour les superchaines.

Equivalences des définitions pour les chaines

Lemme 11 Soient A = (Q, A, ., qo0,T) un automate de Muller complet recon-
naissant un w-langage X. Soient (Y5 Zo, Z1,..., Zy) une X-chaine, g un état
de Uautomate et R C A* un langage tel que ¢.R C 1.Y. Il exviste alors une A-
chaine accessible de g de méme longueur et de méme nature que la X-chaine

(Y, Zo,Zl,...,Zm).

Démonstration : On pose @' = ¢.RZ,,, 'ensemble des états accessibles de
I’état ¢ par un chemin étiqueté d’un mot de RZ,,. L’inclusion 7,7, C Z,
impose que Q' est stable par action de Z; : Q'.7Z; = ¢.RZ,,Z; C q.RZ,, = @Q'. On
définit le préordre <; et la relation d’équivalence associée =; sur @)’ par

q < q = dz; € Z; qi>q’

Ceci définit bien un préordre puisque Z* C Z;. Chaque préordre <; induit un or-
dre sur les classes d’équivalence de =;. Puisque les ensembles Z; sont ordonnés par
inclusion, il en est de méme pour les préordres <; et les relations d’équivalence =;.

¢=<iqd = ¢<izr ¢
¢=q¢d = = d

On choisit @), une classe d’équivalence minimale pour <,,. Puisque <,,,_1 C<,,
I’ensemble (), est saturé par =,,_;. On choisit alors (),,_; une classe d’équi-
valence minimale pour <,,_; incluse dans (),,. On itere le procédé pour choisir
Qo C @1 C -+ C Q) des classes d’équivalence de =; minimales pour ;.
On choisit un état ¢’ un état de (Qo. Puisque ¢' appartient a Q' = ¢.RZ,,, il
appartient également a .Y Z,, C 2.Y. On choisit alors un mot y € Y tel que
1.y = ¢'. On choisit ensuite des mots zo, ..., 2, appartenant respectivement a
Zoy Iy — Loy ooy Loy — Ly et 'on pose q; = ¢'.z;. Puisque les ensembles (); sont
des classes minimales, on a nécessairement ¢’ =; ¢;, ce qui assure ’existence de
mots z. € Z; tels que ¢;.z! = ¢’. On définit alors les mots w; par

!
Wy = 207y
!
wp = W17
_ !
Wy = Wp-12mZ,

Les mots w; vérifient les propriétés suivantes
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(1) w; € Z; — Zi—l;
(il) ¢ .w; = ¢;
(111) yw;” € Y(ZZ — Zi_l)w.

Les chemins ¢/ —5 ¢’ définissent donc des ensembles répétables Ry, ..., R, qui
constituent une A-chaine puisque wiyq = wizipq2/ 4 et ywf € Y(Z; — Z;_1)~. O

Pour montrer qu’a toute X-chaine, on peut associer une A-chalne de méme
longueur et de méme nature, il suffit d’appliquer le lemme avec ¢ =z1et R =Y.

Soit Ry C --- C R,, une A-chaine. On choisit un état ¢ € Ry et un mot y tel
que t.y = ¢q. On choisit également des mots wy, ..., w, € A* tels que les chemins
q —% ¢ définissent les parties répétables Ry, ..., R,,. On définit alors I’élément
s et les idempotents e; et les mots w! par

o = (wop)” et wy = wj

e1 = (eo(wip)eo)” et wy = (wpwiwp)”

e2 = (er(wap)er)” et wy = (wjwyw})”

en = (em-1(Wnp)en-1)" et wl, = (w,_qwpw, )"
s = (yo)en et Y = yw!,

On vérifie aisément que

(1) eieiy1 = €ip16; = €41 et donc eq Z>x €1 >3 -+ 29 €m;
(2) se; = seqme; = s et donc les couples (s, e;) sont liés;

(3) Les mots y’ et w! vérifient y'o = s, wip = ¢; pour 0 < ¢ < m. Le mot
infini u; = y'w}” qui induit un chemin infini ¢; tel que Inr(¢;) = R; vérifie

Ui = sey.
La suite (s;eq, €1, ..., €,) constitue donc une (.5, P)-chaine de méme longueur et
de nature méme que A-chaine Ry C --- C R,,.

Soit (s;€g, €1, ..., €,) une (S, P)-chaine. On pose

Y = st
Z; = Heo,..., et t

On vérifie que

(i) YZ, C Y puisque se; = s;
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(ii) ZF = Z; puisque {eg, ..., €} est un sous-semigroupe de S';

(111) (Zi—l(Zi —)Zi—l) C1 Zi — Liq et (ZZ — Zi—l)Zi—l C Z; — Z;_1 puisque
Zi—Zia) = e

(iv) Wo =Y Z§ = sedo™ ', Wy =Y (7, — Zpy)* = sefo™t, ... et W,, =Y (Z,, —

1 )” = se oL,

La suite (Y Zo, ..., Z,) constitue donc une X-chaine de méme longueur et de
méme nature que la (S, P)-chaine (s;eq, €1, ..., €,). Ceci acheve de montrer que
les différentes définitions des chaines coincident pour les w-langages reconnais-
sables.

Equivalences des définitions pour les superchaines

Nous montrons maintenant que les définitions des superchaines coincident pour
les w-langages reconnaissables.

Soient (Cy, (4, ...,C,) une X-superchaine et U; C A* des ensembles tels que
Y,_1U; C Y;. On applique le lemme 11 a la X-chaine Cy avec ¢ = 1 et R =Y
pour trouver une A-chaine Uy = (Rop, ..., Rom). On choisit une état go € Ro.
On applique a nouveau le lemme 11 a la X-chaine (] avec ¢ = qo et R = Uj.
On a bien ¢o.U; C ¢.YoU; C ¢.Y7. On trouve une A-chaine Uy = (Ry,..., R1.m)
accessible de la chaine de 1’état ¢g et donc de la A-chaine Uy. On choisit un état
q1 € R1p et lon itere le procédé pour trouver des A-chaines U,..., U, et donc
une A-superchaine puisque la chaine U; est accessible de U;_;. La A-superchaine
trouvée est de méme nature que la X-superchaine de départ puisque chaque
A-chaine U; est de méme nature que la X-chaine C;.

Soit (U, ..., U,) une A-superchaine ou U; = (R, , ..., Ri ) est une A-chaine.
On choisit des états ¢; € R;o et des mots y,vq,...,v, tels que 1.y = ¢ et
gi—1.v; = ¢; pour 1 < 1 < m. On choisit également des mots w;; tels que les
chemins ¢; —% ¢; définissent les parties répétables R; ;. On définit les éléments
s;, les idempotents e; ; et les mots w] ; par

eio = (wiop)” et wiy = (wip)"
eij = (ej1(wijp)Te; )" et wi; = (wi;_ywijwi; )"
so = (yp)eom et vy = ywp,,
i = Si—1(vip)eim et v = vi_w,
pour obtenir une (5, P)-superchaine (ug, . .., u,) en posant u; = (8;; €0, -, €im)-

La (9, P)-superchaine ainsi obtenue est de méme nature que la A-superchaine
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: : Y / I \w it . — e.pW 3 1
(Uo, -+, Uy). le mot infini w; ; = vf ... vj(w] ) vérifie u; jp = s;ef; et induit un

chemin infini ¢; ; tel que Inr(¢; ;) = R, ;.

Soit (ug,...,u,) une (5, P)-superchaine et u; € Sy des éléments de Sy tels
que s;_1u; = $;. On pose

Vi = sip”!
U = we™!
Zij = Aeioy et
On vérifie comme précédemment que les C; = (Y;; Z o, ..., Zim) constituent des

X-chaines de méme nature que les (5, P)-chaines u;. De plus, I’égalité s,_qu; = s;
implique I'inclusion Y;_1U; C Y;. On a donc obtenu une X-superchaine de méme
nature que la (5, P)-superchaine (ug, ..., u,). Ceci acheve la démonstration de
I’équivalence des différentes définitions des superchaines pour les w-langages re-
connaissables. O

4.3 Propriétés

Nous donnons maintenant quelques propriétés élémentaires des entiers m*(X),

= (X), m(X), n*(X), n=(X) et n(X).
Proposition 24 Pour tout w-langage X reconnaissable

(i) 0 <m(X) <oo et 0<n(X) < oo
(i) () — m= (X)) < 1 et Jn*(X) — n=(X)] < 1
(iit) mT(X) =m~(X) dés que n(X) > 1;

(iv) mT¥(X)=m (AY — X) et nT(X) =n"(AY — X).

Démonstration : Soit X un w-langage reconnaissable. Si X est vide, il admet
la chaine négative (A*; A*) de longueur 0. Ensuite tout w-langage reconnaissable
non vide contient un ensemble de la forme Y Z% et admet donc la chaine positive
(Y Z*; Z*). Ceci montre que pour tout w-langage X reconnaissable, on a m(X) >
0. On peut aussi remarquer que tout automate de Muller complet admet au moins
un ensemble répétable R. L’automate admet la chaine (R). Cette chaine est
positive si cet ensemble répétable est acceptant et négative sinon. En particulier
si le w-langage reconnu par 'automate n’est pas vide, 'automate admet au
moins un ensemble répétable acceptant et donc une chaine positive. De méme,
tout w-semigroupe S = (S, 5;) admet la chaine (s;s™) pour s € Sy quelconque.
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Cette chaine est positive si s¥ € P et négative sinon. En particulier si le langage
reconnu par le w-semigroupe n’est pas vide, la partie P associée n’est pas vide
et le w-semigroupe admet au moins une chaine positive.

Pour une A-chaine Ry C - -+ C R,, d’'un automate A = (Q,¢,7), ’équivalence
Ri1 €T & R, & T pour 1 <@ < m implique que les inclusions R,_y C R;
sont nécessairement strictes. La longueur d’une chaine est alors bornée par le
nombre d’états de 'automate. De méme, pour une (S, P)-chaine (s;e1,...,€n)
d’un w-semigroupe, 1’équivalence se¥ | € P & se? € P impose que e;,_1 # ¢;.
La relation e;_q >4 e; implique ¢;_1 >p €;. La longueur d’une (.5, P)-chaine est
alors bornée par le nombre de D-classes de Sy. Ceci montre que pour w-langage
X reconnaissable, on a m(X) < oco.

Puisque tout w-langage X reconnaissable admet au moins une X-chaine, il
admet une chaine de longueur maximale puisque m(X) < oo. Il admet donc
aussi une X-superchaine de longueur 0, ce qui prouve que n(X) > 0.

Afin de montrer que la longueur maximale des superchaines d’un automate
ou d’un w-semigroupe est bornée, nous démontrons auparavant deux lemmes qui
jouent des roles analogues, 1'un pour les chaines d’un automate et "autre pour
les chaines d’un w-semigroupe.

Lemme 12 Soient U1 = (RLO? .. .,RLm) et U2 = (Rgp, .. .,R27m) deuz ./4-
chaines de longueur maximale d’un automate A. St Uy est accessible de Uy et Uy
est accessible de Uy, alors les chaines Uy et Uy sont de méme nature.

Démonstration : De Daccessibilité de U; a U; et de Uy a Uy, on déduit
Iexistence de chemins ¢; —= ¢y et g2 —= ¢1 ol ¢; et ¢ sont des états respec-
tivement de Ry, et Ry ,,. Il existe également des chemins ¢; g1 et gy =2 ¢y
qui définissent respectivement les ensembles répétables Ry, et R; .. Le chemin
g —222, ¢, définit un ensemble répétable R contenant Ry ., et Ry, Les en-
sembles répétables R et Ry, sont nécessairement de méme nature (acceptants
ou non acceptants). Sinon (Ry g, ..., R1m, R) est une chaine de longueur m + 1,
ce qui contredit la maximalité des chaines U; et U,. De facon symétrique, R et
R, sont de méme nature. Les ensembles Ry, et Ry, étant de méme nature,

les chaines U; et U, le sont également. O

Une conséquence de ce lemme est que dans une A-superchaine (Uy,...,U,)
d’un automate A, la chaine U; n’est pas accessible de la chaine U; pour ¢ < j.
Sinon la chaine U;_; est accessible de U; puisque U;_; est accessible de Uj.
Ceci conduit a une contradiction puisque les chaines U;_y et U; ne sont pas
par définition de méme nature. En particulier ceci montre que dans une super-
chaine (Up,...,U,), les ensembles répétables Rg ..., Ry, sont deux a deux
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disjoints. La longueur d’une superchaine est alors bornée par le nombre d’états
de 'automate.

Lemme 13 Soient u; = (s1;5€10,...,€1,m) €t Uz = (S25€2,0,...,€2m) deux (S, P)-
chaines de longueur maximale d’un w-semigroupe S. Si s1 R sq, alors les chaines
uy et ug sont de meéme nature.

Démonstration : Puisque s; R s9, il existe z1 et x5 € Sy tels que syz1 = s
et syx9 = s1. On considere les idempotents f1 = (e1 ,T1€2 m2e1.,)" et fo =
(e2,mT2€1 mT1€2.m)". On remarque que les couples (s1, f1) et (s2, f2) sont liés et
que ey, 2x f1 et ex, 25 fo. Un simple calcul montre que s1f; = s f5 -

w _ w
81f1 = 51(61,m$1€2,m$2€1,m)
w
5161,m$1€2,m(€2,m$2€1,m$1 ez,m)

w
= 52(62,m$2€1,m$1€2,m)

= 52f§}

On a Iéquivalence sief,, € P & s1ff € P. Sinon (s15€10,...,€1m, f1) cons-

titue une chaine de longueur m + 1, ce qui contredit la maximalité des chaines
fp R REP w w

uy et uy. De fagon symétrique, on a aussi 'équivalence sye5’, € P & s3fy € P.

De I'égalité s f = sofy, on déduit sief, € P & sye5, € P, ce qui montre

que les chaines vy et uy sont de méme nature. O

Une conséquence de ce lemme est que dans une (5, P)-superchaine d’un w-
semigroupe S, les relations s; =g s,41 sont strictes. La longueur d’une (.5, P)-
superchaine est alors bornée par le nombre de D-classes du semigroupe Sj.

Si (Ro,...,Ry) et (s;eq,...,€,) sont respectivement une A-chaine et une
(S, P)-chaine de longueur m, les chaines (Ry,..., R,) et (s;eq,...,€e,) sont des
chaines de nature opposée. Ceci montre que |m*(X) —m™(X)| < 1.

De la méme facon, en supprimant la premiere chaine d’une superchaine, on
obtient une superchaine de nature opposée, ce qui montre 'inégalité |n*(X) —

n=(X)| < 1.

Toute superchaine de longueur au moins égale a 1 contient une chaine positive
et une chaine négative de longueur m(X). Ceci implique que m*(X) = m~(X) =

m(X).

Toute chaine positive (resp. négative) pour X constitue une chaine négative
(resp. positive) pour le complémentaire A“—X. On a donc m*(X) = m~(AY—X)
et m™(X) = mt(AY — X). Il est de méme pour les superchaines et 'on a donc

aussi nT(X)=n"(AY = X) et n=(X) =nt(4A¥ — X). O
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la proposition suivante montre que dans la définition des (S, P)-chaines, il
est possible de remplacer 'ordre ‘H entre les idempotents par les ordres R ou L
sans pour autant modifier la valeur des entiers m* (.S, P), m~(S, P) et m(S, P).

Proposition 25 Soient S = (S, 5;) un w-semigroupe, et g, . ..
de S;. Les propriétés suivantes sont équivalentes

st des éléments

, . > sef
(i) Il existe des couples liés (s,eq),..., (8, em) tels que { o Sh e S e

(ii) 1l existe des couples liés (s,€eq), ..., (s,ey) tels que { o Sp e S e

. y s
(tii) 1l existe des couples li€s (s,€eq), ..., (8, en) tels que { 0 Sp Sy e
Démonstration : [l est clair que (¢) entraine (i¢) et (¢72). Montrons que (%)
entraine (). Soient (s, €g),..., (s, €e,) des couples liés tels que se¥ =t; et eg >x

- 2R en. Puisque €; 2> €15, on a e;e;1p = €4 pour 0 <o <+ k <m. On
définit les idempotents e = ¢; ... ep. On vérifie que

[
s€, = S

se’ = s(e;...e)

w

= sei(e_1...e0e;)”

_ w
= Se;

[N
€Z€Z+k — 62'...6062'_%...60
= (62' Ce €0€i+k)€i+k_1 ... €0
!
= Gk
! !
el_l_kel — ei+k...€0€i...€0
= €ith..-€ir1(€ ... €0€)€_1... €
o
= Gk
Ceci montre que les couples liés (s, €p),...,(s,el,) vérifient la condition (¢). La
démonstration de (ii¢) = (¢) est duale. O

4.4 Autres caractérisations

4.4.1 Dans les w-semigroupes

Nous donnons maintenant une formulation équivalente des chaines lorsque le
w-semigroupe considéré est le w-semigroupe S = (.9, .5;) engendré par un semi-
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groupe fini S. Nous allons montrer que dans ce cas particulier, il est possible de

définir un ordre > sur 5; tel que les éléments tq,...,t,, vérifient to > -+ > 1,
si et seulement si il existe des couples liés (s,eq),...,(s,e,) de S tels que
€0 =2H ''° 2H €n. Nous définissons la relation > entre les couples liés d’un

semigroupe fini S en posant

S1° = 8y erx Loeg yerr = ey

- 1
(s1,€1) = (s2,e2) & Jr,ye s { soy =51 yer R ey

Il faut remarquer que la relation (s1,e1) > (s2,€2) implique les relations s; R sz

et e;1 27 e3. Nous commencons par donner une définition équivalente de cette
relation.

Proposition 26 Soient (s1,€1) et (g, €2) deux couples liés d’un semigroupe fini
S. On a Uéquivalence

S1L = S2 €1 = €9
(s1,€1) = (s2,¢9) & Jz,ye S B Y

S2Y = 51
Démonstration : Une des implications est évidente. Réciproquement, on pose
' = xey et Yy = eyy. On vérifie que

s1x' = sjreg = 89 ' = xeg et eg = yerr' yera’ = eqyeire; = e
! _ _ 1 _ 7
SoY = S2e2y = S1 Y = exy et ex = yew

a

la proposition suivante montre que la relation ainsi définie est compatible avec
la relation de conjugaison entre les couples liés.

Proposition 27 Deux couples li€s (s1,e1) et (s, e2) d’un semigroupe fini S sont
conjugués si et seulement si ils vérifient (s1,€1) = (82, €2) €t (89,€2) = (81,€1).

Démonstration : Si les couples (s1,e1) et (s2,€3) sont conjugués, il existe
z,y € St tels que sy = sy, vy = €1 et yx = ey. D’apres les lemmes 3 et 4, on
peut en outre supposer que ¥ € R(ey1) N L(es) et y € R(ez) N L(eq). On a alors
erx = x et ye; = ey et donc (s1,e1) = (82,€2). Par symétrie, on a également
(82,€2) = (s1,€1).

Réciproquement, ’hypothese (s1,e1) = (s2,€3) et (s2,€2) = (s1,€1) implique
e1 D ey O

La proposition suivante montre que la relation > entre les couple liés est
transitive.
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Proposition 28 Si les trois couples li€s (s1,€1), (s2,e2) et (ss,e3) vérifient
(31,60) > (52, €2) et (52,¢3) > (s53,¢3), alors ils vérifient aussi (s1,61) > (55, ¢5).

Démonstration : D’apres 'hypothese, il existe x,y1, 2, y2 € St tels que

S1L1 = S 11 £ €2 Y1€1T1 = €2
soy1 =81 yier Roey
S99 = 83 T2X2 £ €3 Yg€2X9 = €3

s3Yy2 = 52 Y263 R €3
On vérifie que

S1L1Lyg = S92 = S3 €1X1Ty £ €al9 £ €3 Y2Y1€1X1Tg = Ya€2X9 = €3
S3yay1 = Say1 = S1 Yayre1r R yz2e2 R €3

et donc (s1,e1) = (s3,€3). O

La relation > ainsi définie est préordre. Puisqu’elle est compatible avec la re-
lation de conjugaison, elle définit un ordre entre les classes de conjugaison. La
proposition suivante montre que dans les cas particulier d’un w-semigroupe du
type 3’7 cette relation caractérise les chaines.

Proposition 29 Les couples li€s (s1,€e1) et (sq2,e2) vérifient (s1,e1) = (s2,€2)
si et seulement si il exviste deux couples liés (s1,€}) et (sh,eh) respectivement
conjugués aux couples (s1,€1) €l (sq,e2) tels que sy = sy et €} >y €.

Démonstration : Si les couples (s1,e1) et (s2,e2) vérifient (s1,e1) = (s2,€3),

il existe z,y € St tels que s17 = 59, S9y = 51, ye1 R eq, e1x L ey et yejz = e,.
! ! ! ! L ! !

On pose alors 8 = s, = s1, €| = €1 et e, = eqxyes. On vérifie que (s}, €)) est un

., 2
couple lié : €} = eyryerye; = eyrerye) = ejxyey, sheh, = sjejxye; = sy = s, O

En raisonnant par récurrence, il est possible de démontrer le méme résultat
pour m couple liés.

Proposition 30 Les m couples liés (s1,€1),...,(Sm,€m) d'un semigroupe fini
S vérifient (s1,€1) = ... = (Sm,€m) si et seulement si il exviste des couples li€s
(s,€l),...,(s,¢€) respectivement conjugués aux couples (s1,€1),...,(Sm,em) tels

que €1 21+ ZH Em.

4.4.2 Dans les automates

Nous commencons par décrire quelques propriétés générales des chaines pour un
préordre. Nous en déduirons une caractérisation de la longueur des chaines et
des superchaines dans les automates.
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Soit < un préordre sur un ensemble £ et = la relation d’équivalence associée.
On dit que le préordre sature une partie F' si et seulement si la relation = sature
la partie F' (et donc son complémentaire F'°). On suppose dorénavant que le
préordre < sature la partie F'. Cette hypothese est toujours vérifiée lorsque <
est un ordre. Une F'-chaine de longueur m est une suite (eg, ..., e,) d’éléments
de F tel que

(i) e0 < €1 <+ < €p;
(i) les éléments e; appartiennent alternativement & F et & F*.
La chaine est dite positive si ¢g € F et négative sinon. On note m*(F) (resp.

m~(F)) la longueur maximale des chaines positives (resp. négatives).

Un sous-ensemble I de E est dit un intervalle pour le préordre < s’il vérifie

z€letze]

= 1
r<y<z } yEe

Un sous-ensemble [ de E est dit un intervalle finissant pour le préordre < s’il
vérifie

tell L e

T <y Y

Ces définitions sont cohérentes. En effet, un intervalle finissant est un bien un
intervalle. Les classes d’équivalence de = sont des exemples d’intervalles. On

appelle F-recouvrement par intervalles un ensemble {ly,..., [, } d’ intervalles
tels que
U L=r
0gigm

Par définition, la taille d'un tel recouvrement est 2m si au moins un des intervalles
est finissant et 2m + 1 sinon. En particulier les seuls recouvrements de taille 0
sont ceux constitués d’un unique intervalle finissant et ceux de taille 1 sont ceux
constitués d’un unique intervalle non finissant.

Puisque la relation d’équivalence = est supposée saturer la partie F, il existe
au moins un recouvrement de F', a savoir celui formé des classes d’équivalence de
= incluses dans la partie F'. On note r(F') la taille minimale d’un recouvrement
de F. On remarquera qu’'un F-recouvrement de taille minimal contient au plus
un intervalle finissant puisque I'union [ + /5 de deux intervalles finissants [ et I,
est un intervalle finissant. La proposition suivante montre que la taille minimale
d’un F-recouvrement est lié a la longueur maximale des F'-chaines.

Proposition 31 On a [’égalité
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Démonstration : Soit {/y,..., [} un F-recouvrement de taille minimale. Si
r(F') est pair, on suppose que [; est 'intervalle finissant. Soit (eq,...,€,) une
F-chaine positive. Nécessairement, les éléments eq, €,... appartiennent a des

intervalles différents.

e Siaucun des intervalles I; n’est finissant, on a r(F') = 2k 4+ 1 et I'inégalité
m < r(F) est immédiate.

e 5i l'intervalle [ est finissant et m < 2k, un des élément de la chaine
appartient a [ et ce peut étre que e,,. On alors m = 2k = r(F).

Réciproquement, pour un élément ¢ € E, on pose m*(¢) la longueur maximale
d’une F-chaine positive (eg, ..., e,) telle que e, = e. On a bien stur m™*(e) <
mT(F) pour tout élément ¢ € E. La relation ¢y < e; implique que m™*(eg) <
mT(e1). On pose alors I, = {e € EJ'| m*(e) = 2k}. On vérifie que 'on obtient
un F-recouvrement de taille m(F). O

. ~ o ’ . C A ’ .
Puisque les F-chaines positives (resp. négatives) sont des F'"-chaines négatives
(resp. positives), la longueur maximale des F-chaines négatives est caractérisée
par la taille minimale des recouvrements de F'° par intervalles.

Pour un automate de muller A = (Q, A,.,q0,7), les résultats précédents
s’appliquent avec F ’ensemble des parties répétables, F' la table 7 de ’automate
et l'inclusion des ensembles comme préordre. Puisque I'inclusion est un ordre,
la partie F' est automatiquement saturée par le préordre. On obtient alors une
caractérisation de la longueur maximale m*(A) des A-chaines. L’entier m*(.A)
est égal a m si et seulement si il existe un recouvrement de taille m de la table
de 'automate. De méme, I'entier m*(A) est inférieur ou égal a m si et seulement
si il existe un recouvrement de taille au plus m de la table de 'automate.

Lorsque les entiers m*(A) et m~(A) sont égaux, on peut obtenir de la
méme fagon une caractérisation de 1’entier n*(A). Soit £ 'ensemble des par-
ties répétables R telles qu’il existe une A-chaine (R, ..., R,,) de longueur m(.A)
telle que R,, = R. Soit F' ’ensemble des parties de £ qui sont acceptantes, i.e.,
F = FEN7T. Laccessibilité des parties constitue un préordre sur E. D’apres le
lemme 12 (p. 74), ce préordre sature I’ensemble F' puisque deux A-chaines U
et Us; telles que Uy est accessible de U, et Uy accessible de U, sont nécessairement
de méme nature. L’entier n*(A) est donc égal a n si et seulement si il existe un
recouvrement de taille n de F' par intervalles pour I"accessibilité.
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4.5 Classes de complexité

Nous introduisons tout d’abord quelques notations. Nous notons

e R l'ensemble des langages reconnaissables de A“;
e G l'ensemble des ouverts reconnaissables de A¥;

o F 'ensemble des fermés reconnaissables de AY.

Nous définissons un préordre sur les parties reconnaissables de A* en ordon-
nant les quadruplets (m*,m=,n* n~) de IN* par

(m¥.m7,nf,n7) < (mF,m7.nd, ny)

mi < m3 et mi <my
ou
+ < + - —
< m] < my et miy < m;y
ou
mi =md et m7 =mj et n] <nd et ny <ny
Compte tenu des contraintes liant ces quatre entiers, d’apres la proposition 24
(p. 73), les classes d’équivalence associées sont les suivantes :

Cl = {(XeR|mX)=mn"(X)=n—-1,n"(X)=n}
D! = {XeR|mX)=mn"(X)=nn"(X)=n—-1}
E' = {(XeR|m(X)=mnT(X)=n—-1,n"(X)=n-1}

Ainsi, les éléments de D7, sont les complémentaires de ceux de C7 . On dit que
ces classes sont duales I'une de 'autre. On a EI!, = C N D7, et les classes E7,
sont dites, elles, autoduales car elles contiennent les complémentaires de leurs
éléments. L’ordre induit sur les classes est représenté a la figure 4.7.

é... 1 ... 0 ol ...

0
C40 1

N,
DO/ \D

1... Do Dl ...

1.,
0 1

o9 c
RNV
E? E! EQ E}
NN
DO D

Figure 4.7 : L’ordre induit sur les classes
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Nous utilisons aussi les classes 'descendantes’ définies comme

C' = {(XeR|m(X)<mou(m(X)=metnt(X)<n—1)}
D" = {XeR|m(X)<mou(m(X)=metn (X)<n—1)}
E' = {(XeR|m(X)<mou(m(X)=metn(X)<n—1)}

Nous allons voir que pour certains cas particuliers, la définition des classes
se simplifie. Puisque tout w-langage reconnaissable X vérifie m(X) > 0, on a
pour m = 0 les égalités
Cr = {(XeR|m(X)=0etn*(X)<n
D = {(XeR|m(X)=0etn (X)<n—1}
Ef = {XeR|m(X)=0etn(X)<n—1}

De méme pour n = 0, I'inégalité n*(X) < —1 signifie par exemple qu’il
n’existe pas de superchaine positive de longueur 0 et donc qu’il n’existe pas de
chaine positive de longueur maximale. La définition prend alors la forme

Cl = [ XeR|mT(X)<m—1}
D’ = {XeR|m (X)<m—1}
B = {(XeR|m(X)<m—1}
On a en particulier I’égalité
E?)’L = é%—l = f)%—l (10)
n20 n20

Nous allons maintenant examiner C” pour les premieres valeurs des entiers m
et n.

Proposition 32 Pour tout alphabet A

CO=Cl={z} e DI=DJ={A"}
Démonstration : Il a été vu au cours de la démonstration de la proposition 24
que tout w-langage reconnaissable non vide admet une chaine positive puisqu’il
contient un ensemble de la forme Y Z%. Le langage vide est donc le seul langage

a appartenir a la classe CJ. Le résultat DJ = {A“} est dual et s’obtient par
passage au complémentaire. O

Proposition 33 Pour tout alphabet A

Cl=G e D)=F
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Exemple : Le w-langage X3 = (b+ ¢)*a A¥ sur 'alphabet A = a + b+ ¢ des
mots ayant au moins une occurrence de @ est ouvert. Un automate reconnaissant
ce langage est donné a la figure 4.8. On vérifie que m(As) = 0, que la seule As-
superchaine de longueur 1 est ({1},{2}) et que cette superchaine est négative.

=
s}

&

=
s}

1D
oD

Figure 4.8 : Automate A; : 7 = {{2}}

Nous avons montré a la proposition 23 (p. 69), que la longueur maximale
des chaines positives peut étre calculée dans un w-semigroupe reconnaissant le
w-langage considéré. Dans le cadre des w-semigroupes, les résultats de la propo-
sition précédente s’énonce ainsi : soit X C A¥ un w-langage, S = (5, 5;) un
w-semigroupe fini et ¢ : A — S un morphisme surjectif reconnaissant X. Soit

P I'image de X dans S.

(1) X est fermé si et seulement si pour tous couples liés (s1,e1) et (sg,e2) de
Sy on a l'implication s; 2x s1 et s1ef € P = s3¢5 € P.

2) X est ouvert si et seulement si pour tous couples liés (s1,e1) et (59, e9) de
P P ) )
Sy on al'implication s; 2x sz et s1ey € P = s3¢5 € P.

Démonstration : (1) Soit X un langage fermé et v € A“ un mot tel que
up = sq¢5. Le mot u se factorise u = wpujug ... avec ugp = Sz, U1 = Ugp =

. = €. Puisque s; >g sq, 1l existe un élément £ € Sy tel que syt = s4.
On choisit deux mots v et w tels que vy =t et wp = e;. On définit le mot
Tp = Ug...upow”. Puisque xpp = syef, chacun des mots x; appartient a X. Les
mots u et x; coincident sur le préfixe ug ... ux et la suite x; converge vers u. Le
mot u appartient donc a X et syef appartient a P.

Réciproquement, soit v un élément de 'adhérence de X et u = wguquy. ..
avec Upyp = Sg, U1 = U = ... = ey une factorisation du mot u. Il existe un
mot © € X tel que u et = coincident sur un préfixe de longueur supérieure a
|uo|. On pose xp = s1€5 € P. Soit & = vgvyvy ... une factorisation de x telle que
vo = $1 et v = vy = -+ = €. Quitte a regrouper les premiers termes de
la factorisation, on peut toujours supposer |vg| = |ug| ce qui implique s <r sa.
On en déduit que syef € P et que u € X. L’ensemble X est donc fermé.
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(2) Ce résultat est dual du précédent et se déduit naturellement en passant
au complémentaire. O

Proposition 34 Pour tout n, on a légalité

Cj = Cu(G)

Exemple : Soit un entier n donné. Pour un mot u, on note |u|, le nombre
d’occurrences de a dans le mot u si ce nombre est inférieur & n ou n sinon. Soit X4
le w-langage des mots u tels que |uf, , soit impair. Un automate reconnaissant
le langage X, est donné a la figure 4.9. On vérifie que m(A4) = 0 puisque
les seuls ensembles répétables sont les singletons. La seule Ay-superchaine de
longueur n est ({1},...,{n + 1}) et cette superchaine est négative. Le langage
X, appartient donc a ég Le langage X, se décompose Xy =Y — Y, 4+--- £+ Y,
avec Yy, = {u | |u],,, = k} pour 1 <k < n.

b,c b,c b,c b,c a,b,c
0.0-0 0O
D——()——

Figure 4.9 : Automate Ay : 7 = {{2},{4},...}

Démonstration : Nous établissons deux lemmes

Lemme 14 Soient X et Y deuxr w-langages. On a les inégalités suivantes

m(X +Y) < m(X)+m(Y)
m(XY) < m(X)+m(Y)
m(XAY) < m(X)+m(Y)

Démonstration : Nous utilisons la caractérisation de I'entier m(X) a l'aide
des w-semigroupes. Si les w-langages X et Y sont respectivement reconnus par
les morphismes ¢ : A — Setp: A — T ou S =(5,59;)etT = (Ty,T;) sont
des w-semigroupes finis, les w-langages X +Y, XY et X A Y sont reconnus par le
morphisme @ xt 1 A% — SxT ou SxT dénote le w-semigroupe produit. Nous
commencons par rappeler quelques résultats élémentaires sur le w-semigroupe

SxT
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(1) (e, f) est un idempotent de SyxTy si et seulement si e et f sont respec-
tivement des idempotents de Sy et de T

(2) ((s,t),(e, f) est un couple 1ié de SyxTy si et seulement si (s,e) et (¢, f)
sont respectivement des couples liés de Sy et de T';

(3) (e1, f1) 2w (ea, f2) dans SyxT} si et seulement si e; >4 ez et fi >y fa;

(4) (s1,t1) 2r (s2,12) dans SyxTy si et seulement si s; =g sz et t1 > to.

Si P et () sont les images respectives de X et Y dans S et T' par ¢ et ¢, on a

(X +Y)(exy) = PxT;+ 5,xQ
(XY)(pxy) = Px@Q
(X 8Y)pxt) = Px(Ti—Q)+ (S = P)xQ

Nous faisons uniquement la preuve pour l'intersection XY, les deux autres
étant similaires. Nous allons montrer que s’il existe une (SxT, PxQ)-chaine de
longueur m, il existe deux entiers p et ¢ vérifiant p+¢ > m, une (S, P)-chaine de
longueur p et une (7, Q)-chaine de longueur ¢. Soit ((s,1); (€0, fo)s- -y (Ems fin))
une (SxT, Px@Q)-chaine de longueur m. On considere les indices ¢ ou les deux
éléments successifs se | et se¥ alternent c’est a dire lorsqu’ils ne sont pas si-
multanément dans P ou hors de P. On considere également les indices 7 ou les
élémentstf? | et ¢ f¥ alternent. De facon plus rigoureuse, on définit les ensembles
d’entiers [ et J par

I = {ie[lym]|se, € P sel g P}
Jo= lellim[tfilieQ@etff Q)

La suite ((s,1); (€0, fo)- -5 (€m, fm)) constitue une (SxT, Px@)-chaine. Pour
tout entier k, les éléments successifs (sey_;,tfi,) et (se¥,tf¥) associés a cette
chaine alternent, c’est a dire, ne sont pas simultanément dans P x() ou hors de
Px@Q. Ceciimplique qu’au moins un des couples d’éléments successifs (sey_,, sey)
ou (tfy_1,tf¢) est une alternance. Autrement dit, I’entier k appartient a [ ou
a J. On a donc l'inclusion [1;m] C I 4+ J. On pose alors I = {13 < -+ < i,,}
et J={j1 <...<j,}oupetgsont les cardinaux respectifs de I et J. On a
bien p + ¢ = m et les suites (s;eq,€;,,...,¢€;,) et (¢ fo, fi,.... f;,) sont respec-
tivement une (.5, P)-chaine et une (7, Q))-chaine. En particulier si ’entier m est
strictement supérieur & m(X)+m(Y), 'entier p est supérieur & m(X) ou I'entier
q est supérieur a m(Y), ce qui conduit a une contradiction. O
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Lemme 15 Soient X et Y deuxr w-langages. On a les implications suivantes

m(X+Y) = m(X)+m(Y) = n(X4+Y) < n(X)+nY)
m(XY) = m(X)+mY) = nXY) < n(X)+nY)
m(XAY) = m(X)+mY) = n(XAY) < n(X)+nY)

Démonstration : Nous effectuons la preuve uniquement pour 'intersection et
nous suivons un schéma de preuve identique a celui du lemme précédent. On
suppose que les w-langages X et Y sont respectivement reconnus par les mor-
phismes ¢ : A® — Set ¢y : A — T ou S = (5¢,5) et T = (T4,T;) sont
des w-semigroupes finis. Nous allons prouver que s’il existe une (SxT, PxQ)-
superchaine de longueur n, il existe deux entiers p et ¢ vérifiant p + ¢ = n,
une (5, P)-superchaine de longueur p et une (T, Q)-superchaine de longueur q.
Soit (ug,...,u,) une (SxT, Px@)-superchaine de longueur n ou u; est une

(ST, PxQ)-chaine de longueur m = m(X) + m(Y) :

u; = ((si,45); (€0, fi0)s ooy (€ims fim))-

On introduit a nouveau les ensembles d’alternance [ et J en posant

I = {i€e[l;n]] si1€f 10 € P & siefy & P}
J = {yellin]| tj—lf;}—l,o €Q &1 ;,}0 ZQ}

Puisque les chaines successives uj_1 et uy alternent pour tout £, on a l'inclusion
[Lin] C T+ J.Onpose I = {1 <---<petJ={j <...<j,}oupet
g sont les cardinaux respectifs de [ et J. Puisque pour tout £, la chaine wuy, est
de longueur m = m(X) 4+ m(Y), on peut trouver, d’apres la démonstration du
lemme précédent, une (5, P)-chaine uy s de longueur m(X) et une (T, Q))-chaine
ug,r de longueur m(Y') telles que uy s et u, g sont respectivement de la forme
(Sky €0, ---) et (tri€rg,...). On aalors la (S, P)-superchaine (u;, s, ..., u;,s) de
longueur p et la (7', Q)-superchaine (u;, 7, ..., u;, 1) de longueur ¢. En particulier
si Pentier n est strictement supérieur a n(X) + n(Y), 'entier p est supérieur a
n(X) ou 'entier ¢ est supérieur a n(Y'), ce qui conduit & une contradiction. O

Soit X € C,(G). Le w-langage s’écrit X = Xy A---A X, ou Xy,..., X, € G.
Grace aux lemmes 14 et 15, on a X € Cf ce qui démontre 'inclusion C,,(G) C
Cy.

Réciproquement, soit X € ég un w-langage, S = (54, .5;) un w-semigroupe
fini et p : A% — S un morphisme surjectif reconnaissant X. Soit P I'image
de X dans S. Pour un élément s € Sy, on pose nt(s) la longueur maximale
d’une (9, P)-superchaine positive (ug,...,u,) telle que u, = (s;¢e). On a bien
sir l'inégalité nt(s) < n™(X) < n — 1 pour tout élément s € S;. On pose
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alors P, = {se¥ € S; | n™(s) =2 k pour 0 < k& < n — 1}. On vérifie que les
w-langages X = PrLo™! sont des ouverts. En effet, la relation s; >x s, entraine
nt(s1) < nt(s2) ce qui assure que ’ensemble Py vérifie la condition nécessaire
et suffisante pour que Xy soit ouvert : sy =g s et s1ey € P, = s2¢§ € Pr. On
a égalité

AP :Zfb——}% +-"'i:}%

qui implique immédiatement
X=Xo-Xi+---£X,

Le w-langage X appartient a C,(G) ce qui montre I'inclusion Cg C C,(G). O

Proposition 35 On a [’égalité

C'=Gs; e DV=F,

Exemple : Le w-langage X; = (b*a)¥ des mots ayant un nombre infini de a est
reconnu par l'automate A; de la figure 4.3 avec 7 = {{1}, {1,2}}. Cet automate
est a table pleine. Par conséquent, le langage X; est un Gg.

Démonstration : Un langage X est déterministe si et seulement si un auto-
mate A reconnaissant X est a table pleine, ce qui est équivalent avec I'inégalité

m*(X) =m*(A) <0. O

On obtient le corollaire suivant

Corollaire 3 La famille E(l) =F, N G; coincide avec la cloture booléenne de la
famille des ouverts reconnaissables

F, NGs = | Cn(G)

m>0

Démonstration : La proposition précédente donne 1’égalité
B =C'NDY=F, NGy

D’apres la formule 10, on a aussi 1’égalité

EY =G5 = Cu(G)

n20 n20

ce qui donne le résultat. O
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Proposition 36 Pour tout m, on a l'égalilé

C° =, (Gy)

Exemple : Le w-langage reconnu par 'automate As de la figure 4.10 avec
7 = {{0,1},{0,1,2,3},...}. apparient a C2 = C,.(G;s) puisque 'automate
admet une seule Ajs-chaine de longueur m : ({0}, {0,1},{0,1,2},...,{0,...,m})

et cette chaine est négative.

AT

Figure 4.10 : Automate A5 : 7 = {{0,1},{0,1,2,3},...}

Démonstration : Soit X € C,,(Gs). Le w-langage sécrit X = Xy A--- A X,
ot Xi,...,X, € Gs. Grace aux lemmes 14 et 15, on a X € CY ce qui démontre
I'inclusion C,,(Gs) C CY..

Réciproquement, soit X € é?n un w-langage, S = (5, 9;) un w-semigroupe
fini et p : A% — S un morphisme surjectif reconnaissant X. Soit P I'image
de X dans S. Pour un élément ¢t € S;, on pose m™*(s) la longueur maximale
d’une (5, P)-chaine positive (s;eq,...,€,) telle que se¥ = t. On a bien sur
I'inégalité m*(t) < m™(X) < m — 1 pour tout élément ¢t € S;. On pose alors
Pe={t eS| mt(t) = kpour 0 < k < m—1}. On vérifie que les w-langages
Xy = P! sont des ensembles Gs. En effet si (s, eq) et (s, e1) sont deux couples
liés tels que g = €1, alors m*(seg) < mt(sef). Il n’existe donc pas de (S, Py)-
chaine positive. On a I’égalité

qui implique immédiatement

Le w-langage X appartient a C,,(Gs) ce qui montre I'inclusion é?n C Cn(Gy).
O
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4.5.1 Indice de Rabin

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser 'indice de Rabin d’un w-
langage. On a le théoreme

Théoreme 16 Pour tout w-langage X, on a ['équivalence

nd(X)<m < XeC°.

Démonstration : Si le w-langage vérifie ind(X) = m, il existe un automate
de Rabin A = (Q, A, F,qo, R) avec R = (Rq, Ra,..., Ry,) tel que L¥(A) = X.
Par définition, le w-langage s’écrit comme une somme de différence de langages
déterministes.

L2(A) = (L¥(Ry) = L¥(R2)) + (L*(R3) — LY(R4)) + - -
La longueur de la somme de différence étant m, le langage X appartient a
Cn(Gs) = CY.
Réciproquement, si le w-langage X appartient a C,,(Gs), il peut s’écrire
comme une chaine de longueur m de w-langages déterministes reconnaissables.

X:Xl—X1+X3—:i:Xm

Chacun des w-langages X; est reconnu par un automate de Biichi A;. En con-
sidérant le produit de ces automates, il est aisé de construire un automate de
Rabin d’indice m reconnaissant le w-langage X. O

Cette caractérisation a le corollaire suivant.

Corollaire 4 Pour tous w-langages X el Y reconnaissables, on a les inégalités
qui correspondent aux formules de la proposition 15 (p. 50).

ind(X)+ind(Y) —2 sim et n pairs

ind(XY) < {ind

(X)+ind(Y)—1 sinon
. ind(X)+ind(Y) —1 sim et n impairs
ind(X +Y) < { ind(X) + ind(Y) sinon
ind(XAY) < ind(X)+ind(Y)

4.5.2 Stabilité par fonction séquentielle inverse

Nous allons montrer que les classes (A]% et IA)% sont stables par image inverse de
fonction séquentielle.
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Théoreme 17 Soit o : A* — B* une fonction séquentielle, et soit X C B* un
w-langage reconnaissable. On a alors les implications

XeC = Xo'leCr
XeD! = XoleD!

Démonstration : On suppose la fonction séquentielle o : A* — B* réalisée par
le transducteur T' = (@, A, B, qo, ., *) de monoide de transition M(o). D’apres
théoreme 15 (p. 44), si le w-langage X est reconnu par le morphisme ¢ : B* — S
ot S = (5}, 5;) est un w-semigroupe fini, le w-langage Xa~! est reconnu par le
morphisme ¢ : A% — SoM. Sil'image de X par ¢ dans S est égale a P, I'image
du langage Xo~! par ¢» dans le produit en couronne S o M est égale & la partie
() définie par
Q={ges"[lger}

ot on a identifié SM et la partie infinitaire du w-semigroupe S o M. Soit un

couple 1ié ((f,s),(g,e)) de Sy o M. Pour tout t € M, le couple (¢f,tsg) est un
couple lié de Sy et d’apres la formule 7 (p. 41), on a I'égalité

(f;8)(g,e)” =L Lf(Lsg)*

En particulier pour £ = 1, on a
1(f,s)(g,€)” = 1f.(s9)"

Nous allons montrer que §’il existe une (S o M, @Q)-chaine de longueur m,
alors il existe une (.5, P)-chaine de longueur m et de méme nature (positive ou
négative). Nous montrerons également que s’il existe une (5o M, ())-superchaine
de longueur n, alors il existe une (.5, P)-superchaine de longueur n et de méme
nature. Nous démontrons auparavant deux lemmes.

Lemme 16 Soient ((f,s),(g1,€1)) €t ((f,5), (g2, €2)) deux couples liés de Sgo M.
La relation (g1,€e1) 2r (g2, €2) implique la relation sg1 Zr sga.

Démonstration : D’apres 'hypothese, il existe un élément (h, x) de Syo M tel
que (g1,e1)(h,x) = (g2,€2). Pour tout t € M, on a tgy.te;h = tgo. En prenant
t = s, on obtient s¢;.s¢1h = s¢2 ce qui termine la preuve du premier lemme. O

Lemme 17 Soient ((f1,51),(g1,€1)) et ((f2,32), (g2, €2)) deux couples liés de Syo
M. La relation (f1,s1) 2r (fa,82) implique la relation 1f; >r 1[5
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Démonstration : D’apres 'hypothese, il existe un élément (h, x) de Syo M tel
que (f1,s1)(h,x) = (fa2,82). Pour tout t € M, on a tfi.ts;h = tf;. En prenant
t =1, on obtient 1f;.s1h = 1f; ce qui termine la preuve du deuxieme lemme. O

Soit ((f,$);(go,€0)s -+ (Gm,€m)) une (S o M, Q))-chaine de longueur m. D’apres
le premier lemme, les idempotents sg; € Sy forment une suite décroissante pour
lordre R : sgo 2r -+ 2R S¢m. D’apres la proposition 25 (p. 76), on peut
donc obtenir une (9, P)-chaine de longueur m puisque les éléments 1f(sg;)“
sont alternativement dans P et hors de P. On obtient en particulier les deux
inégalités

Si une des deux inégalités précédentes est stricte, on est assuré du résultat.
On suppose donc maintenant que m(Xo™) = m(X) = m. Soit (ug,...,u,)
une (S o M, Q)-superchaine de longueur n ou chaque u; est une (S o M,Q)-
chaine de longueur m. On applique le résultat précédent a chaque u; pour obtenir
des (5, P)-chaines v; = (1fi;€i0,...,€.m) de longueur m. D’apres le deuxieme
lemme, les éléments 1f; € S forme une suite décroissantes pour l'ordre R. La
suite (vg,...,v,) constitue alors une (S, P)-superchaines de longueur n et de
méme nature que la (S o M, Q)-superchaine de départ. On a donc obtenu les
inégalités

ce qui termine la démonstration du théoreme. O

4.6 Application

Nous donnons ici la construction d’un automate reconnaissant un w-langage X a
partir d’un w-semigroupe reconnaissant ce langage. Dans un premier temps, nous
traitons le cas ou le langage X est déterministe. Nous explicitons alors un au-
tomate de Biichi déterministe reconnaissant le langage X. De ce cas particulier,
nous déduisons ensuite le cas général pour lequel nous donnons un automate de
Muller reconnaissant X.

Pour un semigroupe S et un élément s de S, on note stab(s) le stabilisateur
de s, c’est a dire le sous-semigroupe formé des éléments ¢ de S vérifiant st = s.
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4.6.1 Construction de ’automate

Soit X C AY un w-langage déterministe reconnu par le morphisme ¢ de A™
dans le w-semigroupe fini S = (S;,5;), i.e., X = Xpp™. On note P = X
I'image de X par ¢ dans S. Puisque le w-langage X est déterministe, il n’existe
pas de (5, P)-chaine positive de longueur 1. D’apres la proposition 25 (p. 76), il
est possible de remplacer 'ordre ‘H par l'ordre R dans la définition des (5, P)-
chaines. On a donc pour tous couples liés (s, e1) et (s,eq) de Sy

sef € P

€1 2R €2

} = se; € P.

On adopte les notations suivantes :

R={seS;|Jdee S; se¥ € P};

Y = ¢ o le morphisme naturel de A* dans le produit de Schiitzenberger
Sf <& Sf;

T = (A*)? c’est a dire le sous-semigroupe A*i) de Sy ¢ Sy auquel on a
adjoint un zéro;

pour s € R,
B 5 Q v € stab(s) e?=c¢e
PS_{(O 5)€T|3($’6)€Q ¢ € stab(s) se” € P
Etats de I’automate

L’ensemble des états de 'automate est () = TRXS}. Les états sont des couples
formés d’une fonction de R dans T et d’un élément de S}. L’état initial est le
couple ¢o = (fo,1) ou la fonction fy est la fonction constante égale au zéro de
T et ou 1 dénote 1'unité de S}. L’ensemble des état finaux est [' = (J,cp Fs ou

Fo={(f,s) €@ |sf € P}

Action de 'automate

Soient un état ¢ = (f,s) € Q et une lettre a € A. L’action a droite de a sur ¢
est déterminée par ¢q.a = (g, s.ap) ou la fonction ¢ est définie par

tg = tf.ay sit#s
ap sisf=0
sg = aq) sisfe P

sf.arp sinon
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Lorsque sf =0 ou sf € Ps (¢ est alors un état final), la valeur de sg ne dépend
pas de sf. On dira alors que I’état ¢ est un état d’oubli pour s.

Soit ¢' = (h,t) I’état égal a g.u ot u est un mot fini. On constate que t = s.uep.
En particulier, si ¢’ = ¢, alors up appartient au stabilisateur de s. Dans le cas ou
q est égal a I’état initial ¢o de 'automate, s est I'unité de Sy et ¢ = up. On peut
remarquer que dans ce cas, sf # 0 si et seulement si le mot v possede un préfixe
propre v tel que vy = s. En effet, pour I’état initial, sfy = 0 et sf demeure égal
a 0 tant que l'on ne passe pas dans un état d’oubli pour s et reste ensuite non
nul.

a b

2 Relations
a® = a?
ab ba o= b2
bab ab*> = ab
b’a = ba
St [T aba = a*

“ba? | bab

Figure 4.11 : Structure en D-classes de T

YL

Figure 4.12 : Automate Ag

Exemple: On considere le langage déterministe X7 = (b*a)“ des mots ayant un
nombre infini d’occurrences de la lettre a sur I'alphabet A = a + b. Ce w-langage
est reconnu par le w-semigroupe S; = ({b=1,a = 0}, {6¥, ab”, a*}). L’'image P
de X; dans le w-semigroupe S; est égale a {a“}. la partie R est donc réduite au
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singleton {a}. Le semigroupe T admet la présentation
< a,bya® =a* b’ = b ab® = ab,b*a = ba,aba = a* > .

La structure en D-classes de ce semigroupe est donnée a la figure 4.11. On obtient
lautomate de la figure 4.12. Le couple (f,s) ou f est une fonction de R = {a}
dans T' est noté par (af,s).

4.6.2 Preuve de ’automate

Montrons que "automate ainsi construit reconnait effectivement le w-langage X.
Soit u € A¥ un mot accepté par 'automate et ¢ = (f,s) € F; un état infiniment
répété par le mot u. Le mot u se factorise u = uguqusy ... ou go.ug = g et q.u; = ¢
pour 7 > 1.

Lemme 18 Soit ¢ un €tat appartenant a Fs. Il existe un idempotent e € stab(s)
tel que se” € P et tel que tout mot u vérifiant q.u = ¢ se factorise u = vw avec
v € stab(s) et wp = e.

Démonstration : Puisque I'état ¢ = (f,s) appartient a Fs, on a sf € P;. 1l
existe donc x, e associé a sf tels que @ € stab(s), e? = e, e € stab(s), se” € P.
Parmi les états visités par le chemin ¢ — ¢, on considere le dernier état ¢’ de
F; apparaissant avant ’état g de 'extrémité. Un tel état existe toujours, puisque
lorigine ¢ du chemin appartient & F. Le chemin se décompose ¢ —= ¢' —= ¢
avec u1p € stab(s). Puisque ¢’ est le dernier de F apparaissant dans le chemin,

il n’existe pas d’état d’oubli entre ¢’ et ¢ et donc uszy) = sf. Le mot us se
décompose alors us = usw avec uzp = x € stab(s) et wp = e. Le mot u
se factorise maintenant u = vw avec v = ujus. On a vy € stab(s) puisque

Uy, uzp € stab(s). O

En appliquant le lemme, chaque mots u; pour ¢ > 1 se factorise u; = v;w; avec
v € stab(s) et w;p = e. On pose yg = upvy de sorte que yop = s car ugp = s
et vip € stab(s). On pose également y; = w;v;41 pour ¢ > 1 de sorte que ,
yip € stab(s) et yip € €S} pour i > 1. De la factorisation u = yoy1ys..., on
déduit que up = se’ ou e =% ¢'. Le mot u appartient donc a X.

Réciproquement, soit ©u € A* un mot de X. L’image du mot u par ¢ est
up = se” € P. Le mot u se factorise u = uguquy ... ou ugp = s et u;0 = e pour
t > 1. On pose g1 = ¢;.u;.

Puisque upp = s, le mot ugp possede un plus petit préfixe v tel que vy = s.

L’état ¢ = go.v est un état d’oubli pour s. Le chemin ¢y — ¢; passe donc par
un état d’oubli.
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Montrons maintenant que si le chemin ¢; — ¢;41 visite un état d’oubli pour
s, alors le chemin ¢;14 AE1 ¢ir2 visite un état de Fj. Soit ¢’ le dernier état d’oubli
pour s du chemin ¢; —- Gir1- O1 le chemin ¢; 41 ALY ¢iro ne visite pas d’état de
F, avant giys, le chemin ¢ —= qip1 —5 ¢i+2 ne contient pas d’état d’oubli pour
s exceptées les extrémités. Le mot v éventuellement vide dans le cas ot ¢’ = ;14
vérifie vp € stab(s) car ¢ est un état d’oubli pour s et ug...u;110 = s. Puisque
up1p = €, 'état g;1o appartient a Fj.

Puisque le chemin ¢y —% ¢, passe par un état d’oubli, chacun des chemins
¢ — ¢i+1 visite un état de Fj et le mot u est reconnu par 'automate.

4.6.3 Cas général

A partir d’un w-semigroupe reconnaissant un w-langage, il est aisé de décomposer
ce langage comme combinaison booléenne de langages déterministes. Lors de
la démonstration de la proposition 36 (p. 88), on montre que tout w-langage
peut s’écrire comme une chaine de w-langage Gs. On applique la construc-
tion précédente pour chacun de ces langages déterministes. Chaque automate
de Biichi obtenu est transformé en un automate de Muller. On applique alors
les opérations booléennes correspondantes sur les automates pour obtenir un
automate de Muller reconnaissant le w-langage considéré.
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Chapitre 5

Automates de Rabin a chaines

5.1 Introduction

Nous définissons, dans ce chapitre, les automates de Rabin a chaine qui sont
des automates de Rabin pour lesquels les parties reconnaissantes sont emboitées.
Nous montrerons qu’a partir de deux automates de Rabin a chaine reconnaissant
deux w-langages X et Y, il est possible de construire des automates de Rabin
a chaine pour le complément X, I'intersection X N Yet 'union X + Y. Nous
donnons ensuite une nouvelle caractérisation de I'indice de Rabin d’un w-langage.

5.2 Notations et définitions

Un automate de Rabin a chaine (ou plus simplement un automate a chaine) est
un automate de Rabin dont les parties R; de R vérifient en outre la condition

Ry DR, DRsD--- DR,

Dans le cas d’un automate a chaine, la somme de différences définissant les
chemins réussis est une chaine

|Al = [Ri] = [Bs| + [Rs| — - - £ [ R
Il est de méme de la somme de différences definissant le w-langage reconnu

L4(A) = L?(Ry) — L*(Ry) + L*(Rs) — - - + L*(Ry)
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5.3 Constructions

A partir d’automates a chaine reconnaissant des w-langages X et Y, nous allons
construire des automates a chaine reconnaissant les w-langages X°, XY et X4V,

Lemme 19 Toute w-langage reconnu par un automate de Rabin (respectivement
a chaine) est reconnu par un automate de Rabin (respectivement a chaine) com-
plet de méme indice de Rabin.

Démonstration : Soit A= (Q, A, F, ¢, R) un automate de Rabin. Si A n’est
pas complet, il suffit de poser A" = (Q', A, £, g0, R) ou )’ et E’ sont définis par
Q' = Q{0 et B = E+{(0,0,0) | V¢ € Q (¢, 0.¢) € B} +{(0.a,0) | a € A}
pour obtenir un automate A’ équivalent a A et complet. Si de plus 'automate
A est un automate a chaine, 'automate construit A’ est aussi un automate a
chaine. O

Proposition 37 Soit A = (Q, A, E,q,R) avec R = (Rq,...,Rn) un auto-
mate a chaine complet reconnaissant un w-langage X. Le nouvel automate A" =
(Q, A, E . qo, R') ot R est définie par R' = (Ro, R1,..., Rn) avec la convention

Ry = Q) reconnait le complémentaire X° de X.

Démonstration : Les w-langages reconnus par les automates A et A’ sont
respectivement égaux aux chaines

L¥(A) = L¥(Ry) — L¥(Ry) + -+ & L“(R,,)
LAY = L“(Ro) — L(Ra) + L*(Ro) — - F L“(R,)

Puisque I'automate A est complet, L“(Ry) = A“ et les w-langages reconnus par
A et A" sont complémentaires. O

Etant donnés deux automates & chaine, A = (P, A, F,po,S) d’une part et
B=(Q,A, F, q,T) dautre part ou S = (51, 5,...,5,) et T = (11, T,...,T,)
reconnaissant respectivement les w-langages X et Y, nous construisons deux
automates C; = (R, A,G,ro,U) et Co = (R, A,G,rg, V) reconnaissant respec-
tivement les w-langages XY et X + Y. Nous commencons par décrire la partie
commune : 'automate C = (R, A,G,rg). Nous posons B = {0,1} muni des
opérations booléennes habituelles et nous identifions une proposition avec sa
valeur dans IB.

[’ensemble R des états est égal a P x Q x M,, ,(IBxIB). Chaque état de R est
un triplet formé d’un état de A, d’un état de B et d’une matrice de dimensions
m et n de couples de booléens que nous écrirons (p, q, M) ou (p,q, €, f;;) pour
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donner de facon explicite la matrice M par M = ((e;;, fi;)) pour 1 < ¢ < m et
l<j<n

[’état initial ro de automate C est défini par ro = (po, qo, €5, fi;) ou les

valeurs booléennes sont données par (e;;, fij) = (po € Si, g0 € T}).

L’ensemble (¢ des transitions de 'automate C est ’ensemble des transitions
(pyq, €5, fii) — (0, ¢, ets, fi;) pour lesquels p = p'et ¢ = ¢ sont respectivement
des transitions de A et B et ou les ¢!, f!. sont définis par

51 Jg
6/»4 . p' - SZ s1 €5 A fij =1
v p € .5; Ve sinon
et (11)
1 q’ - T]‘ s1 €5 A fij =1
Y g €T;V fi; sinon

Il est possible de restreindre ’automate ainsi construit aux états accessibles
a partir de ’état initial ro par une suite de transitions de G.

C& — G

= ({1,21{1})

Figure 5.1 : Automate A

b
/\ -
' Cé\/@g b
a
= ({1,2},{2})

Figure 5.2 : Automate B

Exemple : Nous illustrons cette construction par un exemple sur 'alphabet

A = a + b. Nous considérons les automates A = ({1,2}, A, F,1,5) et B =
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b
(1,1)(1,0) Ty (1,13(1,1)
: C (171)’((1,1)(1,0)) (2’2)’((071)(1”)
~N~N
a
a b

b
(1,1)(1,0) ////////7/<44‘A“\\\\\\>§§ (1,1)(1,1)
(1’1)’((1,1)(1,1)) (2’2)’((0,1)(0,1)) b
*ia\\\\\“ﬂgg’4~4//,////
a

Figure 5.3 : Automate C

(1,2}, A, 2,1, T) avee S = (51 = (1,2}, 8 = {1}) et T = (T = {1,2}. 75 = {2})
(cf. figures 5.1 et 5.2). Les indices de Rabin m et n des automates A et B sont
respectivement m = 2 et n = 2. Les états de l'automate construit C sont donc
des triplets formés d'un état de A (1 ou 2), d’un état de B (1 ou 2) et d’une
matrice 2 x 2 de couples de booléens (cf. figure 5.3).

Avant de décrire les suites U et V d’états, nous énoncons quelques propriétés
de 'automate C ainsi construit.

Lemme 20 Soient (p,q, M) un état de l'automate C, p = p' une transition de
A et ¢ 5 ¢ une transition de B. Il existe un unique état (p',q', M') de C tel que
(p,q, M) = (p',q', M") soit une transition de C.

Démonstration : Pour p, ¢, p/, ¢’ et M fixés il existe une unique matrice
M’ calculée suivant les formules (11) telle que (p,q, M) = (p/, ¢, M’) soit une
transition de C. O

Lemme 21 Si les deux automates A et B sont complets, alors Uautomate C est
complet.

Démonstration : Pour un état (p,q, M) de C et une lettre a de A, il existe
p 5 p' une transition de A et ¢ % ¢ une transition de B puisque A et B
sont complets. D’apres le lemme précédent, il existe une transition (p, ¢, M) =

(p',¢',M')de C. O
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Lemme 22 Si (p,q, M) = (p',¢', M") est un chemin de C d’étiquette u € A*
alors p = p' el ¢ = ¢' sont respectivement des chemins de A et de B.

Démonstration: La démonstration est immédiate en raisonnant par récurrence
sur la longueur du mot u puisque par construction de l'automate, I'existence
d’une transition (p,q, M) = (p',¢', M) dans C implique I’existence des transi-
tions p = p’ et ¢ 5 ¢/ dans Aet B. O

Nous définissons les ensembles d’états

HOO - R

Hyo = {(p.q,¢eij, fij) € R | p € S} pour 1 <k <m

Hy = {(p,q,eij, fij) € R |q€Ti} pour 1 <1< n

Hu = {(p,q,ei5, fij) E R e AN fu=1} pourl <k<metl<I<n

Exemple : Pour l'exemple de la figure 5.3, nous résumons par un tableau
I’appartenance des états de 'automate C aux différents ensembles H;; définis.

Hoo | Hig | How | Hao | Hoy | Hi1 | Hyy | Hiy | Hao
L (o) | o | o o | @ .| .
o, ey e e | .| . .
(2,2), (foaom) | * | * | ¢« |- .
IR . | e . |

Lemme 23 Soit (p,q, M) = (p',¢', M') un chemin de C d’éliquetle u € A*.

Si les chemins p = p' de A et ¢ = ¢ de B passent respectivement par un
ctat de Sy pour 0 < k < m et un état de Ty pour 0 < [ < n, alors le chemin
(p,q, M) = (p',q', M") passe par un état de Hy,.

Démonstration : Nous écrivons le chemin (p, ¢, M) = (p, ¢, M") sous la forme

(poa%aMo) (thhMl) R (pT—lvqT—lvMT—l) = (pmqur)

ol U ... Uy = (po,Qo,Mo) = (p7Q7M) et (pTvqu ) =
m 0 oun = 0 sont immédiats. Nous supposons m >

noterons par ((e

(p',q', M'"). Les cas
1 et > 1 et nous
2 07)), pour 1< om < o, les éléments de la matrice M, de
Iétat (pm, ¢m, My,). Par hypothese, il existe deux entiers my et ms tels que
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Pmy € Sk et ¢, € T1. Nous avons alors €2 =1 et f17* =1 et nous appelons mg
le plus petit entier m > 1 tel que €}j = 1 et my le plus petit entier m > 1 tel
que fii = 1. Si mg = my, 'état (pm,, ¢y, Mim, ) appartient a Hy. Sinon, nous
pouvons supposer par symétrie que mg < my. Par définition de my, nous avons
fi = 0 pour my < m < my. La regle de calcul des €]} et €;,° = 1 impliquent
el =1 pour mg < m < my et par conséquent (P, Gmy> Mo, ) € Hg. O

Lemme 24 Soit (p,q, M) = (p',¢', M') un chemin de C d’éliquetle u € A*.
Si les états (p,q, M) et (p',q', M) appartiennent @ Hy, alors les chemins p = p/
de A et ¢ = ¢ de B passent respectivement par un état de Sy et un état de 1.

Démonstration : Les cas m = 0 ou n = 0 sont a nouveau immédiats. Nous
reprenons les notations du lemme précédent et nous appelons mg le plus petit
entier m > 1 tel que efj = 1 et my le plus petit entier m > 1 tel que f} = 1.
Les entiers mg et my existent puisque e, = 1 et f;, = 1. 51 mg = 1, le calcul
de e%l implique que p; € Sy puisque e = 1 et fr; = 1. Si mg > 1, nous avons

e’ = 0et ey’ =1 par définition de my. Le calcul de €;;° implique a nouveau

que P, € Sk. Par un raisonnement similaire, nous obtenons ¢,,, € T;. O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la propriété fondamentale de
I"automate C construit.

Lemme 25 Un chemin infini ¢ de l'automate C passe infiniment souvent par
Hy,; si et seulement si les chemins dans les automates A el B de méme éliquette
que ¢ passent infiniment souvent par Si dans A et infiniment souvent par T
dans B. Avec les notations adoptées :

LY(Hp) = L¥(Sk) L2 (Th).

ou L¥(Sk), L(T1) et L¥(Hy) sont respectivement les ensembles des éliquettes
des chemins passant infiniment souvent par Sy, T; et Hy dans les automates A,

B et C.

Démonstration : Tout chemin infini ¢ de 'automate C passant infiniment
souvent par I}, se décompose en une suite de chemins (p, ¢, M) = (p/, ¢', M') ot
les états (p, q, M) et (p',¢', M') appartiennent a Hy,. Par application du lemme 24
les chemins de méme étiquette que ¢ passe infiniment souvent par S;, dans A et

par T dans B.

Réciproquement, si les chemins de méme étiquette que ¢ passe infiniment
souvent par Sy dans A et par T; dans B, le chemin ¢ se décompose en une suite
de chemins (p,q, M) = (p',¢', M) ol les chemins p = p' de A et ¢ = ¢ de B
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passent respectivement par un état de Si et un état de T;. Par application du
lemme 23, nous obtenons le résultat. O

Nous introduisons les ensembles d’états K, définis par

Ky = U Hij pour0<k<met0<<Ii<n
k<i et 1<)

Lemme 26 Pour R et R deux ensembles d’états d’un automate (Q, A, E,T),
on a les égalités

IR+ R|=|R|+|F| e L“(R+R)=L“R)+L“R)

Démonstration : Puisque le nombre d’états de ’automate est fini, tout chemin

passant infiniment souvent par R+ R’ passe infiniment souvent par R ou par R'.
O

Il est aisé de calculer les étiquettes des chemins passant infiniment souvent
par Ky pour 0 <k <met0</I<n

LY(Kw) = U L¥(S)L*(Ty) = L*(Se) L*(T1)
k<i ot 1<)

Les ensembles d’états vérifient en outre la propriété

k < k/ et [ < l/ = [(k’l’ C [(k[

Nous terminons maintenant la construction des automates C; et C; en don-
nant explicitement les suites d’états U et V.

Ui = Y. Ky
k4+1=2:+1

Usiy1 = > Ku
k4+1=2:+2

k impair

Vi = Y. Ku
k+1=27
k pair

Vaigr = >, Ky
k4+1=2:+1

Les langages X et Y sont égaux aux chaines

X = L¥(S1) — L¥(Sy) + - & L¥(S,)
Y = L¥Ty) — LO(Ty) + - £ L¥(S,)
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et le langage XY est égal a la chaine

XY =/ —Zo+Zs— £ Zpgna

ou les Z; sont définis par (cf. formules (8) page 58)

Ly = > LE(Sk)Le(Th)
k4+1=2:+1
Zaiy1 = > Lw(Sk)Lw(Tl)
k4+1=2:+2
k impair

Il est alors aisé de vérifier que Yk L¥(Uy) = Zi. Nous avons pour k pair

LY(Uy) = L¥( Z Ki)
k+{=2i4+1

= Y LYKy

k+l=2:+1

= > LS

k4+1=2:+1
= Uy

Le cas k impair est similaire. Le langage reconnu par l"automate C; est égal
a la chaine

Lo(Cy) = Le(Uh) = L2(Uz) + -+ - £ L9 (Unign—1)
Zy — Zy +-E Zogna
= XY

Nous montrerions de la méme fagon que
LY(C) =X +Y

Proposition 38 Tout automate de Rabin est équivalent a un automate a chaine
de méme indice de Rabin.

Démonstration : Le résultat est acquis si 'indice de Rabin m est égal a 1. Si
m = 2, Pautomate (Q), A, E, qo, { R1, R2}) est équivalent a I"automate a chaine
(Q, A, E,qo,{R1 + Ry, R2}). On raisonne ensuite par récurrence. O
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5.4 Réduction

Soit A = (Q, A, E, o, R) un automate a chaine reconnaissant un w-langage X.
Nous allons montrer qu’il existe une autre suite décroissante d’ensembles d’états
R’ de longueur égale a l'indice de Rabin ind(X) du w-langage X telle que
lautomate A" = (@, A, F, qo, R') reconnaisse également le w-langage X. La suite
R’ est donc minimale.

Soit R une suite By D Ry D --+ D R, décroissante de parties d’un ensemble
(. On adopte la convention de poser Ry = ). On définit la suite D(R) des
différences par

DO — Ro — Rl
Dy = Ri— Ry
D2 — RQ — R3

Dm—l — Rm—l _Rm
Dm — Rm

La donnée d’une suite R décroissante est équivalente a la donnée d’une suite D
d’ensembles disjoints. On ne fera plus dorénavant la distinction entre la suite R
et la suite D associée. On définit le poids d’une suite R décroissante par

poids(R) = m + card(Dy) + 2 card(Dy) + 3card(Ds) + - - - + mcard(D,,)

Soit A = (Q, A, F, go, R) un automate a chaine reconnaissant un w-langage X.
Pour une partie R de () on définit I’entier lac(R, R) et I'ensemble Eac(R, R) par

lac(R,R) = max{k| RN Ry # T}
= max{k | RN D, # o}
EELC(R, R) = RN RIaC(RJ%).

Par abus de notation on omet la référence a la suite R lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité. Pour un état ¢, on écrit lac(q) pour lac({¢}). Pour une partie
répétable R, I'indice lac( R) détermine si cette partie est acceptante ou non accep-
tante. En effet, un chemin infini ¢ de 'automate d’origine ¢q tel que Inr(¢) = R
est réussi si et seulement si l'indice lac(R) est impair puisque par définition,
I’ensemble des chemin réussis est défini par la chaine

|Al = [Bi| = [Ra| + [Hs| — - - £ [Run] -
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[’automate a chaine A = (Q), A, E, o, R) est d’ailleurs équivalent a I"automate

de Muller B = (Q, A, E,qo,7T) ou la table 7 est définie par
T ={R C Q| lac(R) est impair}

Nous allons maintenant décrire plusieurs transformations qui permettent de
diminuer le poids de la suite R sans modifier le w-langage reconnu par ’automate
a chaine. Deux suites R et R’ sont dites équivalentes si pour toute partie

répétable R de I'automate, on a lac(R, R) = lac(R', R) (mod 2).

Transformation 1
On suppose que R,, = @. La suite R' = (Ry, ..., R;_1) vérifie

poids(R') = poids(R) — 1

Les suites R et R’ sont manifestement équivalentes.

Transformation 2

On suppose qu’il existe un état ¢ € Dy avec k > 1 tel que qu’il n’existe pas de

partie répétable R vérifiant ¢ € Eac(R). La suite R' définie par D{ = Do + {¢},
. = Dir —{q} et D = D, pour tout ¢ différent de 0 et de k vérifie

poids(R’) = poids(R) — k

De plus, pour toute partie répétable R, on a lac(R’, R) = lac(R, R) et les suites
R et R' sont équivalentes.

Transformation 3
On suppose qu’il existe un état ¢ € Dy avec k > 2 tel que pour toute partie
répétable R, on ait 'implication

g€ FEac(R) = RNDy1=9

La suite R’ définie par D) _, = Di_s + {¢}, D}, = Dy — {q} et D! = D; pour
tout ¢ différent de k — 2 et de k vérifie

poids(R') = poids(R) — 2

Si la partie répétable R vérifie Eac(R) = {¢}, on a lac(R/, R) = lac(R, R) — 2 et
on a lac(R', R) = lac(R, R) dans le cas contraire. Les suites R et R’ sont donc
équivalentes.

Soit A = (Q, A, F, g, R) un automate a chaine ou la suite R est de poids
minimal. Une telle suite peut étre obtenue en appliquant les transformations
1, 2 et 3 tant que cela est possible. Le processus doit nécessairement converger
puisque le poids est un entier et diminue a chaque étape. Nous allons montrer
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que la longueur de la suite R est égale a 'indice de Rabin du w-langage reconnu
par "automate. Puisque la suite R = (Ry, ..., R,) est de poids minimal, aucune
des transformations ne s’applique. On en déduit que R,, # @ et que pour tout
état ¢ € Dy avec k > 1, il une partie répétable R telle que ¢ € Eac(R). Si de plus
k > 2, il existe une partie répétable R qui vérifie ¢ € Eac(R) et RN Dy_1 # @.
Nous allons montrer que I"automate admet une chaine de longueur m — 1. On
choisit une état ¢,, € R, et une partie répétable S, telle que ¢,, € Eac(5,)
et S N Doy # . On choisit alors un état ¢,,—1 € S, N D,,—1 et une partie
répétable S,,_1 telle que g1 € Eac(Sp—1) et Spe1 N Dy_a # @. On itere le
procédé et I'on obtient des parties répétables Sq,..., 5, telles que lac(S;) = ¢
pour 1 << met S;N %41 # 3 pour 1 < < m— 1. Cette derniere propriété
assure que la partie T; = S + --- + 5; est une partie répétable. De plus on a
Iégalité lac(T;) = ¢ pour 1 < ¢ < m. La suite (T4,...,T,,) constitue donc une
A-chaine positive de longueur m — 1. L’indice de Rabin du w-langage reconnu
par I'automate est donc au mois égal a m. Sinon, on aurait X € é?n_l ce qui
contredit 'existence d’une chaine positive de longueur m — 1.
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