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IntroductionCe travail s'inscrit dans le cadre g�en�eral de la th�eorie des automates et plusparticuli�erement des langages reconnaissables de mots in�nis. Ces langages furentconsid�er�es, il y a une trentaine d'ann�ees, par B�uchi [B�uc60] dont la motivation�etait la recherche de th�eories logiques d�ecidables.Par la suite cette th�eorie s'est d�evelopp�ee dans diverses directions. D'une part,elle s'est enrichie de r�esultats concernant les automates utilis�es sur les objets in-�nis avec les th�eor�emes de McNaughton [McN66] et Rabin [Rab69] et r�ecemmentla construction de Safra [Saf88]. D'autre part, cette th�eorie s'est r�ev�el�ee li�ee �ad'autre domaines comme la th�eorie descriptive des ensembles [Mos80], la th�eoriedes jeux [REBC82a, REBC82b] ou encore la th�eorie des processus [Arn92].Pour les langages de mots �nis, il est bien connu que la notion combinatoired'automate est �equivalent �a la notion alg�ebrique de semigroupe. A chaque au-tomate correspond un semigroupe de relations. Les langages rationnels de mots�nis sont caract�eris�es par leur semigroupe syntaxique �ni. Cette approche s'estimpos�ee pour l'�etude des langage rationnels �a travers la correspondance entreles vari�et�es de langages et les vari�et�es de semigroupes [Pin84].L'analogue pour les mots in�nis a d'abord �et�e �etudi�e par J.P. P�ecuchet[P�ec86b, P�ec86a], mais l'approche la plus satisfaisante est celle propos�ee parT. Wilke [Wil91] puis [PP93a]. Il s'agit de remplacer les semigroupes par des!-semigroupes qui sont en gros des semigroupes munis d'un produit in�ni. Leslangages de mots in�nis reconnaissables par automates sont alors caract�eris�espar un !-semigroupe syntaxique �ni.Pour les automates de mots in�nis, il existe des liens �etroits entre la struc-ture d'un automate et la complexit�e topologique du langage reconnu par cetautomate. Ainsi les langages ferm�es sont reconnus par des automates dont tousles �etats sont acceptants. Le premier r�esultat dans cette direction fut obtenupar L.H. Landweber qui caract�erisa les langages reconnaissables G� [Lan69]. Lahi�erarchie introduite par K. Wagner [Wag79] fut ensuite une avanc�ee impression-nante dans ce domaine puisqu'elle g�en�eralise tous les r�esultats ant�erieurs.



4 Dans cette th�ese, nous avons d�evelopp�e plus particuli�erement cette approchealg�ebrique dans le but de donner des caract�erisations purement alg�ebriques de lahi�erarchie de Wagner. Plus pr�ecis�ement, nous avons �etabli les r�esultats suivants.� Nous g�en�eralisons un r�esultat de J.P. P�ecuchet [P�ec86b] en montrant quen couples li�es conjugu�es d'un semigroupe correspondent �a di��erentes fac-torisations ramseyennes d'un même mot in�ni.� Nous �etendons aux alg�ebres introduites par Wilke les op�erations classiquessur les semigroupes. Nous avons ainsi d�e�ni le !-semigroupe des parties,le produit de Sch�utzenberger et le produit en couronne qui dans le casdes semigroupes sont les outils fondamentaux pour l'�etude des vari�et�es desemigroupes.� Pour chacune de ces trois constructions, nous obtenons pour les langagesde mots in�nis l'analogue des r�esultats classiques pour les langages de mots�nis [Pin84].� La d�e�nition du produit en couronne et l'utilisation d'un beau r�esultatd'I. Simon [Eil76] nous permet de donner un algorithme construisant un!-semigroupe �equivalent �a un automate de Muller donn�e.� Nous caract�erisons de fa�con purement alg�ebrique les classes de la hi�erarchieintroduite par K. Wagner. Ceci nous autorise �a donner de nouvelle d�emons-trations plus simples de nombreuses propri�et�es comme la stabilit�e parimage inverse de fonction s�equentielle des classes de cette hi�erarchie.� De cette caract�erisation, nous d�eduisons la construction e�ective d'unautomates de Muller �equivalent �a un !-semigroupe donn�e.� Lors de la caract�erisation des classes de Wagner, nous avons �et�e amen�e �aconsid�erer des châ�nes qui sont des suites embô�t�ees d'ensembles. �A l'aidede diagramme, nous donnons un nouvelle d�emonstration d'un r�esultat deHausdor� [Hau57] concernant ces châ�nes.� Nous introduisons une variante des automates de Rabin, appel�es automates�a châ�nes parce que leur condition d'acceptation est une châ�ne. Ce modede reconnaissance se r�ev�ele aussi puissant que celui des automates de Ra-bin habituels. Il a le grand avantage de faciliter de nombreuses op�erationscomme la compl�ementation ou l'intersection qui sont des op�erations di�-ciles �a e�ectuer sur les automates de Rabin habituels.� Nous d�ecrivons un algorithme qui calcule un automate �a châ�ne �equivalent�a un automate de Rabin habituel. Si l'automate de Rabin de d�epart a n



5�etats et p paires de Rabin, l'automate obtenu a O(np42p2) et p paires deRabin.� �Etant donn�es deux automates �a châ�ne reconnaissant deux !-langages Xet Y , nous d�ecrivons des constructions simples pour des automates �a châ�nereconnaissant le compl�ementaire Xc, l'intersection X \ Y et l'union X [Y . Si les longueurs des châ�nes des automates de d�epart sont p et q, leslongueurs des châ�nes des automates obtenus ont p+ 1, p + q et p+ q.� �Etant donn�e un automate �a châ�ne, nous d�ecrivons un algorithme qui r�eduitla longueur de la châ�ne de la condition d'acceptation �a l'indice de Rabindu langage reconnu par l'automate. La longueur de la châ�ne est alorsminimale. Ceci fournit une nouvelle caract�erisation de l'indice de Rabin.Cette th�ese est constitu�ee de cinq chapitres :Dans le premier chapitre, nous introduisons les notations et les premi�eresd�e�nitions. Les notions de langages et d'automates sont d�e�nies. Nous reprenons�egalement quelques r�esultats classiques utiles pour la suite comme le th�eor�emede LandweberDans le deuxi�eme chapitre, nous d�eveloppons les notions de semigroupes etde !-semigroupes. Nous �etendons aux !-semigroupes le produit en couronne et leproduit de Sch�utzenberger. Ces op�erations permettent, en particulier de calculerun !-semigroupe �equivalent �a un automate donn�e.Dans le troisi�eme chapitre, �a l'aide de la nouvelle preuve du r�esultat de Haus-dor�, nous explicitons l'alg�ebre de Boole engendr�ee par une semi-alg�ebre deBoole.Dans le quatri�eme chapitre, nous donnons une pr�esentation alg�ebrique de lahi�erarchie de Wagner. Nous caract�erisons �a l'aide des !-semigroupes les classesde complexit�e. Nous terminons par la construction d'un automate �equivalent �aun !-semigroupe.Dans le dernier chapitre, nous introduisons une classe particuli�ere d'automatesde Rabin pour lesquels la construction d'un automate pour l'union, l'intersectionet le passage au compl�ementaire est �el�ementaire. Nous �etablissons une nouvellecaract�erisation de l'indice de Rabin d'un langage.Ce travail devrait se prolonger naturellement dans deux directions. D'unepart, la continuation des travaux de K. Wagner, comme les liens avec les classesde Wadge m�eritent d'être approfondis et d'autre part les r�esultats de T. Wilke[Wil91] et J.P. P�ecuchet [P�ec86b] concernant les vari�et�es de langages de motsin�nis invitent �egalement �a d�evelopper la th�eorie des vari�et�es de !-semigroupes.
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Chapitre PremierPremi�eres d�e�nitions1.1 NotationsNous �xons ici quelques notations g�en�erales. Pour deux ensembles E et F , lecompl�ementaire de E est not�e Ec et l'union E[F de E et de F est not�ee E+F .Cette notation sera en particulier utilis�ee pour les expressions rationnelles. Defa�con coh�erente, la di��erence E n F est not�ee E � F .Les applications sont not�ees �a droite. Pour une fonction f d'un ensemble Edans un ensemble F , l'image d'un �el�ement x de E est not�ee xf . On �etend cettenotation �a un sous-ensemble X de E en �ecrivant Xf = fxf j x 2 Xg l'ensembledes images des �el�ements de X par la fonction f . De la même fa�con on note Y f�1l'image r�eciproque d'une partie Y de F par la fonction f . Si g est une fonctionde l'ensemble F dans un ensemble G, la compos�ee de f et de g, habituellementnot�ee g � f , sera not�ee fg par simple juxtaposition. Ainsi l'image de l'�el�ement xpar la compos�ee fg est �ecrit xfg.Une relation d'�equivalence sur un ensemble E sature une partie X de E sitoute classe d'�equivalence est incluse dans X ou disjointe de X. La partie Xs'�ecrit alors comme une union de classes d'�equivalence. Par extension, on ditqu'une fonction f de E dans F sature une partie X si la relation d'�equivalencenucl�eaire associ�ee �a la fonction f sature X. On a alors l'�egalit�e X = Xff�1.1.2 Mots et langagesNous �xons ici le vocabulaire en donnant les d�e�nitions �el�ementaires. Les notionsd'alphabet, de mot �ni et in�ni et de langages sont successivement d�e�nies.Dans toute la suite, nous allons consid�erer des suites �nies ou in�nies d'�el�e-



8 Premi�eres d�e�nitionsments d'un ensemble �ni A appel�e alphabet. Les �el�ements de cet ensemble sontappel�es les lettres. On suppose toujours l'alphabet �ni.Une suite �nie de lettres s'appelle un mot �ni sur l'alphabet A (ou plussimplement un mot). On �ecrit un mot u par simple juxtaposition de ses lettresu = a1a2 : : : an:Le nombre n de lettres du mot u est par d�e�nition la longueur du mot u et elleest not�ee juj. Pour une lettre a, on note juja le nombre d'occurrences de la lettrea dans le mot u.Exemple : Quelques exemples de mots sur l'alphabet A = fa; bg : a, babet abbabbabab.La suite vide est not�ee " ou 1 et elle est appel�ee mot vide. L'ensemble desmots sur l'alphabet A est not�e A� et l'ensemble des mots non vides est not�eA+ (A� = A+ + f"g). L'ensemble des mots est muni de l'op�eration produit deconcat�enation qui �a deux mots u = a1 : : : am et v = b1 : : : bn associe le motuv = a1 : : : amb1 : : : bn. Cette op�eration est associative et le mot vide est un�el�ement neutre pour cette op�eration.Un mot in�ni sur l'alphabet A est une suite in�nie de lettres de A. C'estdonc une application de IN dans A que l'on note �egalement par juxtapositionu = a0a1a2 : : :L'ensemble des mots in�nis sur l'alphabet A est not�e A! et l'on poseA1 = A+ +A!qui est donc l'ensemble des mots non vides, �nis ou in�nis, sur l'alphabet A. Leproduit d'un mot �ni u = a0 : : : an et d'un mot in�ni v = b0b1b2 : : : est �egal aumot in�ni uv obtenu par simple concat�enationuv = a0 : : : anb0b1b2 : : :Un mot in�ni u = a0a1a2 : : : est dit p�eriodique s'il existe un entier p telque ak = ak+p pour tout k 2 IN. De même un mot in�ni = a0a1a2 : : : est ditultimement p�eriodique s'il existe deux entiers k0 et p tels que ak = ak+p pourtout k > k0.Exemple : Les mots in�nis abababab : : : et bbababab : : : sont respectivementp�eriodique et ultimement p�eriodique.Un mot v �ni est dit pr�e�xe d'un mot u �eventuellement in�ni si et seulementsi il existe un mot w tel que u = vw.



Mots et langages 9Un ensemble de mots �nis est appel�e un langage et un ensemble de motsin�nis est appel�e un !-langage. Un langage est dit pr�e�xe si et seulement siaucun mot n'est pr�e�xe d'un autre mot du langage.1.2.1 Langages rationnelsNous d�e�nissons dans cette partie la notion de langage rationnel. Nous com-men�cons par les mots �nis puis nous �etendons les d�e�nitions aux mots in�nis.Pour deux langages X1 et X2 � A�, on d�e�nit les op�erations rationnelles(1) l'union X1 [X2 not�ee X1 +X2;(2) le produit X1X2 = fx1x2 j x1 2 X1 et x2 2 X2g;(3) l'it�eration X+1 = fx1 : : : xn j n > 0 et x1; : : : ; xn 2 X1g.Pour un langage X � A�, on note X� = X+ + f"g.L'ensemble Rat(A+) des langages rationnels de A+ est la plus petite familleR de langages de A+ telle que(i) R contient l'ensemble vide et les singletons fag pour tout a 2 A.(ii) R est ferm�ee par union �nie, produit �ni et par it�eration.Les ensembles rationnels sont d�ecrits par des expressions rationnelles form�eesavec les lettres de l'alphabet A et les symboles des op�erations +,� et +.Exemple : L'expression A�a repr�esente le langage constitu�e des mots surl'alphabet A = a+ b se terminant par la lettre a.Exemple : L'expression (b + ab�a)� repr�esente le langage constitu�e des motssur l'alphabet A = a+ b ayant un nombre pair d'occurrences de la lettre a.Pour les langages de mots in�nis, on �etend de fa�con naturelle le produit dedeux langages en posant pour X1 � A� et X2 � A!X1X2 = fx1x2 j x1 2 X1 et x2 2 X2gOn d�e�nit �egalement l'it�eration in�nie d'un langage X � A� parX! = fx0x1x2 : : : j x0; x1; x2 : : : 2 XgL'ensemble Rat(A1) des langages rationnels de A1 est la plus petite familleRde langages de A1 telle que



10 Premi�eres d�e�nitions(i) R contient l'ensemble vide et les singletons fag pour tout a 2 A.(ii) R est ferm�ee par union �nie, produit �ni, par it�eration et par it�erationin�nie.On a alors le th�eor�eme suivant qui caract�erise les langages rationnels de A!.Ce th�eor�eme d�ecoule directement des d�e�nitions.Th�eor�eme 1 Un !-langage est un langage rationnel de A1 si et seulement siil est union �nie de langages de la forme X1X!2 o�u X1 et X2 sont des langagesrationnels de A+.Exemple : L'ensemble des mots in�nis sur l'alphabet A = a + b commen�cantpar le mot aab est �egal �a aabA!.Exemple : L'ensemble des mots in�nis sur l'alphabet A = a + b ayant unnombre �ni d'occurrences de a est �egal �a A�b!.Exemple : L'ensemble des mots in�nis sur l'alphabet A = a + b ayant unnombre in�ni d'occurrences de a est �egal �a (A�a)!.1.2.2 TopologieDans ce paragraphe, nous pr�esentons quelques rappels de topologie. Un expos�eplus exhaustif peut être trouv�e dans [Bou74].On munit l'alphabet de la topologie discr�ete. L'espace A! = AIN des motsin�nis est alors naturellement muni de la topologie produit. Une base d'ouvertsest la famille des langages de la forme uA! o�u u est un mot �ni de A�. Cettefamille constitue une base d�enombrable d'ouverts ferm�es rationnels.Les ouverts sont les !-langages de la forme XA! o�u X est un langage quel-conque de A�. De fa�con traditionnelle, on note G la famille des ouverts et F lafamille des ferm�es. Pour une famille C de langages, on note C� la famille deslangages qui peuvent s'�ecrire comme une intersection d�enombrable de langagesde la familleC. De mani�ere duale, on note C� la famille des langages qui peuvents'�ecrire comme une union d�enombrable de langages de la famille C. On a ainsiles familles classiques G�, F�, G�� et F�� de la hi�erarchie bor�elienne.La topologie discr�ete de A peut être d�e�nie par la distance � d�e�nie par�(a; a) = 0 pour tout a 2 A et �(a; b) = 1 pour tous a 6= b. Comme pro-duit d�enombrable d'espaces m�etrisables, l'espace A! est m�etrisable. En e�et la



Mots et langages 11topologie de A! peut être d�e�nie par la distance ultram�etrique d d�e�nie pard(u; v) = ( 0 si u = v2�r sinon avec r = minfn j un 6= vngDe mani�ere intuitive, deux mots sont proches s'ils co��ncident sur un long pr�e�xe.Pour deux mots u et v, on a d(u; v) 6 2�k si et seulement si les k premi�ereslettres de u sont �egales aux k premi�eres lettres de v. En particulier un mot uappartient �a la fermetureX d'un langage X si pour tout k 2 IN, il existe un motxk de X qui co��ncide avec u sur un pr�e�xe de longueur au moins k.�A titre d'illustration, nous allons d�emontrer la proposition suivante qui carac-t�erise les !-langages ouverts et ferm�es.Proposition 1 Un !-langage de A! est ouvert et ferm�e si et seulement si il estde la forme XA! o�u X est un langage �ni de A�.En particulier, les !-langages ouverts et ferm�es sont n�ecessairement rationnels.D�emonstration : Nous d�emontrons auparavant un lemme technique.Lemme 1 Soit U un ouvert de A!. Il existe un langage X � A� pr�e�xe tel queU = XA!.D�emonstration : L'ouvert U s'�ecrit U = YA!. On pose X = Y � Y A+. Lelangage X est pr�e�xe et v�eri�e U = XA!. Si de plus le langage Y est rationnel,X est �egalement rationnel. 2Il est clair qu'un !-langage de la forme XA! est ouvert. Si de plus le langage Xest �ni, le !-langage XA! est ferm�e puisqueA! �XA! = (An �XA�)A!o�u n est un majorant de la longueur des mots de X.R�eciproquement, soit XA! un !-langage ouvert et ferm�e. Grâce au lemmepr�ec�edent, on peut supposer que le langage X est pr�e�xe. Si X n'est pas �ni,on peut trouver par compacit�e de A! une suite xn d'�el�ements de X telle quela suite de mots xna! converge vers un mot u qui appartient n�ecessairement �aXA! puisque ce !-langage est ferm�e par hypoth�ese. Le mot u a donc un pr�e�xex dans X. Pour n assez grand, le mot x est pr�e�xe de xn, ce qui contredit le faitque langage X soit pr�e�xe. 2



12 Premi�eres d�e�nitions1.3 AutomatesNous d�e�nissons ici la notion d'automate. Pour les mots �nis la condition d'accep-tation est l'arrêt dans un �etat �nal. Pour les mots in�nis, plusieurs modes dereconnaissance ont �et�e propos�es. Nous introduisons ici les automates de B�uchi,les automates de Muller, les automates de Rabin et �nalement les automates �atables de transitions.Un automate sans condition d'acceptation est un quadrupletA =(Q;A;E; I),o�u Q est un ensemble �ni d'�etats, A est un alphabet, E un sous-ensemble deQ �A � Q appel�e l'ensemble des transitions et I � Q est l'ensemble des �etatsinitiaux. Un automate est g�en�eralement repr�esent�e par un diagramme. Les �etatssont alors repr�esent�es par des cercles, les transitions par des arcs �etiquet�es et les�etats initiaux sont marqu�es par des 
�eches entrantes.1 2b abaFigure 1.1 : Un automateExemple : L'automate A = (Q;A;E; I) o�uQ = f1; 2g; A = fa; bg; E = f(1; b; 1); (1; b; 2); (2; a; 1); (2; a; 2)g et I = f1gest repr�esent�e �a la �gure 1.1Deux transitions (p1; a1; q1) et (p2; a2; q2) sont dites cons�ecutives si q1 = p2.Un chemin de l'automate A est une suite �nie de transitions cons�ecutivesf1 = (q0; a1; q1); f2 = (q1; a2; q2); : : : ; fn = (qn�1; an; qn)not�ee �egalementq0 a1! q1 a2! q2 � � � qn�1 an! qn ou plus simplement q0 a1:::an���! qnL'�etat q0 est l'origine du chemin et l'�etat qn son extr�emit�e et on dit que le cheminpasse par les �etats q0; q1; : : : ; qn. Le mot a1a2 : : : an est l'�etiquette du chemin etl'entier n sa longueur. Le contenu du chemin est l'ensemble ff1; : : : ; fng destransitions qui constituent le chemin. Par extension, deux chemins c1 et c2 sont



Automates 13dits cons�ecutifs si l'extr�emit�e de c1 co��ncide avec l'origine de c2. Ils seront ditscoterminaux s'ils ont même origine et même extr�emit�e.Un chemin in�ni dans l'automate A est une suite in�nie c de transitionscons�ecutives f1 = (q0; a1; q1); f2 = (q1; a2; q2); : : :not�ee �egalement q0 a1! q1 a2! q2 � � �L'�etat q0 est l'origine du chemin in�ni et le mot in�ni a1a2 : : : est son�etiquette. On dit que le chemin c passe in�niment souvent par un �etat q (ouque q est in�niment r�ep�et�e dans c) s'il existe une in�nit�e d'entiers n tels queqn = q. L'ensemble des �etats in�niment r�ep�et�es de c est not�e Inr(c).Un �etat q d'un automate A = (Q;A;E; I) est dit accessible s'il existe unchemin �ni c d'extr�emit�e q tel que l'origine du chemin soit un �etat initial.Un automate A = (Q;A;E; I) est dit d�eterministe si pour tout �etat p 2 Q ettoute lettre a 2 A, il existe au plus un �etat q tel que (p; a; q) soit une transitionet si l'ensemble des �etats initiaux est r�eduit �a un unique �etat q0. Dans ce cas,l'automate est not�e (Q;A;E; q0). Si l'automate (Q;A;E; q0) est d�eterministe,l'ensemble des transitions est le graphe d'une fonction partielle de Q �A dansQ, appel�ee la fonction de transition. S'il existe, l'unique �etat q tel que (p; a; q) soitune transition est not�e p:a. Puisque la donn�ee de l'ensemble E est �equivalente�a la donn�ee de la fonction de transition, l'automate est souvent d�e�ni par unquadruplet (Q;A; :; q0). La fonction de transition d'un automate d�eterministese prolonge en une fonction partielle de Q�A� dans Q en posant q:1 = q pourq 2 Q et q:(ua) = (q:u):a pour tout mot u 2 A� et toute lettre a 2 A si q:u et(q:u):a sont d�e�nis.De fa�con duale, un automate A = (Q;A;E; I) est dit complet si pour tout�etat q 2 Q et toute lettre a 2 A, il existe au moins un �etat p tel que (p; a; q)soit une transition. Si l'automate est d�eterministe et complet, la fonction detransition est partout d�e�nie sur Q�A�. La fonction ainsi prolong�ee d�e�nit uneaction �a droite de A� sur Q.Exemple : L'automate de la �gure 1.1 n'est ni d�eterministe ni complet. Enrevanche, l'automate de la �gure 1.2 est d�eterministe et complet.Automates de B�uchiPour reconnâ�tre un langage avec un automate A = (Q;A;E; I), on se �xe unensemble F � Q d'�etats �naux. Un automate de B�uchi est donc un quintupletA = (Q;A;E; I; F ). Un chemin �ni de l'automate de B�uchi est dit r�eussi si



14 Premi�eres d�e�nitions1 2ab b aFigure 1.2 : Un automate d�eterministe et complet.l'origine du chemin est un �etat initial et si l'extr�emit�e du chemin est un �etat�nal. Un mot u est reconnu par l'automate s'il est l'�etiquette d'un chemin r�eusside l'automate. Le langage des mots �nis reconnus par un automate de B�uchi Aest not�e L�(A). Un langage est dit reconnaissable s'il est l'ensemble des motsreconnus par un automate. On a alors le th�eor�emeTh�eor�eme 2 (Kleene) Un langage est reconnaissable si et seulement si il estrationnel.Pour les mots in�nis, ce mode de reconnaissance n'a pas de sens puisqueun chemin in�ni ne poss�ede pas d'extr�emit�e. On dit qu'un chemin in�ni c d'unautomate de B�uchi est r�eussi si l'origine du chemin est un �etat initial et si lechemin passe in�niment souvent par un �etat de F , i.e., Inr(c) \ F 6= ?. Unmot in�ni u est reconnu par l'automate s'il est l'�etiquette d'un chemin r�eussi del'automate. L'ensemble des chemins r�eussis d'un automate de B�uchi A est not�ejAj et le !-langage des mots in�nis reconnus est not�e L!(A). Un !-langage Xest dit reconnaissable s'il existe un automate A tel que X = L!(A).1 2b abaFigure 1.3 : Automate de B�uchi.Exemple : L'automate A de la �gure 1.3 avec F = f2g (L'�etat �nal est marqu�een gras) reconnâ�t le langage des mots commen�cant par la lettre b. On a L�(A) =b(a+ b)�. Le !-langage reconnu par cet automate est �egal au !-langage des motscommen�cant par la lettre b et comportant une in�nit�e d'occurrences de la lettrea : L!(A) = b(b�a)!.



Automates 151 2ab b aFigure 1.4 : Automate de B�uchi d�eterministe et complet.Exemple : L'automate A de la �gure 1.4 avec F = f2g (L'�etat �nal estmarqu�e en gras) reconnâ�t le langage des mots se terminant par la lettre a.On a L�(A) = (a + b)�a. Le !-langage reconnu par cet automate est �egal au!-langage comportant une in�nit�e d'occurrences de a : L!(A) = (b�a)!.Nous avons l'analogue du th�eor�eme de Kleene pour les mots in�nis.Th�eor�eme 3 (B�uchi) Un !-langage est reconnaissable si et seulement si il estrationnel.On peut trouver une preuve de ce th�eor�eme dans [PP93a] ou [Eil72].Nous allons ici �etablir un premier lien entre les propri�et�es topologiques et lareconnaissance par automate. Soit A = (Q;A;E; I; F ) un automate de B�uchi.Un �etat q est dit coaccessible (pour le mode de reconnaissance des mots in�nis)s'il existe un chemin in�ni c d'�etat initial q tel que Inr(c) \ F 6= ?. On noteC!(A) l'ensemble de ces �etats coaccessibles.Proposition 2 Soit A = (Q;A;E; I; F ) un automate de B�uchi reconnaissantun !-langage X. L'automate (Q;A;E; I; C!(A)) reconnâ�t alors la fermeturetopologique X du langage X.De plus, on peut toujours supprimer les �etats non coaccessibles d'un au-tomate. L'automate n'est alors plus n�ecessairement complet mais le !-langagereconnu reste le même.D�emonstration : Soit un mot u reconnu par l'automate (Q;A;E; I; C!(A)).Il existe un chemin q0 u0! q u1! q u2! q � � � o�u q0 est un �etat initial et q un �etat deC!(A). Puisque l'�etat q est coaccessible, il existe un chemin in�ni c d'�etiquetteun mot in�ni v tel que Inr(c) \ F 6= ?. Pour tout k 2 IN le mot xk = u0 : : : ukvappartient �a X et co��ncide avec u sur un pr�e�xe de longueur au moins k, ce quimontre que u 2 X.R�eciproquement, soit un mot u 2 X. Il existe une suite de mots xk telsque xk et u co��ncident sur un pr�e�xe de longueur au moins k. Pour chaque



16 Premi�eres d�e�nitionsmot xk, il existe un chemin r�eussi ck. On note qk;0qk;1qk;2 : : : la suite des �etatsdu chemin ck. On peut remarquer que tous les �etats qk;l pour k; l 2 IN sontcoaccessibles. On va alors proc�eder par extraction diagonale pour exhiber unchemin r�eussi d'�etiquette u. Puisque le nombre d'�etats de l'automate est �ni, ilexiste une suite d'entiers k'0 telle que qk'0;0 soit constant. On extrait alors unesuite d'entiers k'1'0 de la suite k'0 telle que qk'1'0;1 soit constant. On it�ere leproc�ed�e et l'on pose qk = qk'k:::'0;k. La suite qk constitue la suite d'�etats d'unchemin r�eussi de l'automate (Q;A;E; I; C!(A)) puisque que tous les �etats qk;lsont coaccessibles. 2La proposition pr�ec�edente a le corollaire suivantCorollaire 1 Pour tout !-langage reconnaissable X, la fermeture X de X est�egalement reconnaissable.Il est bien connu que pour les mots �nis les automates de B�uchi d�eterministes etles automates de B�uchi non d�eterministes sont �equivalents. Tout langage recon-naissable peut être reconnu par un automate de B�uchi d�eterministe. Ce r�esultatne s'�etend pas aux mots in�nis. Si l'alphabet contient au moins deux lettres, ilexiste des !-langages reconnaissables qui ne sont reconnus par aucun automatede B�uchi d�eterministe. Par abus de notation, un !-langage est dit d�eterministes'il est reconnu par automate de B�uchi d�eterministe. A�n de caract�eriser les !-langages d�eterministes, nous introduisons un nouvel op�erateur. Pour X � A�,on pose �!X = fu 2 A! j u a une in�nit�e de pr�e�xes dans XgNous commen�cons par donner une caract�erisation topologique des !-langagesX qui peuvent s'�ecrire �!L avec L � A�.Th�eor�eme 4 (Landweber) Un !-langage X peut s'�ecrire �!L avec L � A� si etseulement si X est un langage G�.D�emonstration : On suppose que X = �!L et on pose Ln = fv 2 L j jvj > ng.Tout mot in�ni u de �!L poss�ede un pr�e�xe dans L de longueur sup�erieure �a net donc un pr�e�xe dans Ln. Le mot u appartient donc �a LnA! pour tout n et�a l'intersection d�enombrable d'ouverts Tn>0 LnA!. R�eciproquement tout mot decette intersection poss�ede des pr�e�xes dans L de longueur arbitraire et appartientpar cons�equent au langage X = �!L . Ceci montre que tout !-langage de la forme�!L est un G�.R�eciproquement, on suppose que X s'�ecrit Tn>0 Un o�u les Un sont des ou-verts. En posant Vn = Tnk=0 Uk, on a X = Tn>0 Vn et les Vk forment une suite



Automates 17d�ecroissante d'ouverts. On �ecrit Vn = LnA! o�u Ln est un langage pr�e�xe. Onpose alors L = Sn>0 LnAn. V�eri�ons que X = �!L . Si u appartient �a X, le motu poss�ede un pr�e�xe pn dans chacun des langages LnAn et donc une in�nit�e depr�e�xes dans L puisque la longueur de pn est sup�erieure �a n. R�eciproquement,si u poss�ede une suite pn de pr�e�xes dans L de longueur croissante, ces pr�e�xesappartiennent n�ecessairement �a des langages LiAi distincts puisque ces langagessont pr�e�xes. Le mot u appartient donc �a un in�nit�e d'ouverts Vi et donc �al'intersection Tn>0 Un puisque ces ouverts forment une suite d�ecroissante. 2Cet op�erateur permet d'�etablir le lien entre L�(A) et L!(A) pour un automatede B�uchi d�eterministe A. On a la propositionProposition 3 Pour tout automate de B�uchi d�eterministe A = (Q;A;E; q0; F )on a L!(A) = ���!L�(A):D�emonstration : Soit un mot in�ni u reconnu par l'automate (Q;A;E; q0; F ).Il existe un chemin q0 u0! q u1! q u2! q � � � o�u q appartient �a F . Pour tout k 2 IN, lemot �ni vk = u0 : : : uk est un pr�e�xe de u qui appartient �a L�(A) ce qui montrel'inclusion L!(A) � ���!L�(A).R�eciproquement, si u admet une suite de pr�e�xes vk de longueur crois-sante appartenant �a L�(A), ceci d�e�nit un chemin in�ni puisque l'automateest d�eterministe. Ce chemin est bien sûr r�eussi. 2Cette derni�ere proposition permet de d�emontrer le r�esultat bien connu.Th�eor�eme 5 Pour un !-langage X, les conditions suivantes sont �equivalentes(1) X est un !-langage d�eterministe;(2) il existe un langage reconnaissable L � A� tel que X = �!L .D�emonstration : L'implication (1) ) (2) d�ecoule directement de la proposi-tion pr�ec�edente. R�eciproquement, tout langage de mots �nis est reconnu par unautomate de B�uchi d�eterministe. 2Automates de RabinComme tous les !-langages ne sont pas reconnus par un automate de B�uchid�eterministe, nous introduisons une extension des automates de B�uchi. Un au-tomate de Rabin est un quintuplet A = (Q;A;E; q0;R) o�u (Q;A;E; q0) est



18 Premi�eres d�e�nitionsun automate d�eterministe, et R = (R1; R2; : : : ; Rm) est une suite d'ensemblesd'�etats. A�n de simpli�er les notations, nous adoptons la convention de poserR0 = Q. Pour un ensemble d'�etats R � Q, on d�e�nit jRj comme l'ensemblejARj des chemins r�eussis de l'automate de B�uchi associ�e AR = (Q;A;E; q0; R).En particulier, jR0j est l'ensemble de tous les chemins de A. De fa�con analogue,on d�e�nit L!(R) comme l'ensemble des �etiquettes des chemins de jRj. Si deplus l'automate A est complet, le langage L!(R0) est �egal �a A!. L'ensemble deschemins r�eussis de l'automate de Rabin est d�e�ni par l'expressionjAj = (jR1j � jR2j) + (jR3j � jR4j) + � � �Un automate de B�uchi d�eterministe est un cas particulier d'un automate deRabin. Un automate de B�uchi d�eterministe A = (Q;A;E; q0; F ) est �equivalent�a l'automate de Rabin A0 = (Q;A;E; q0;R) o�u la suite R est r�eduite au seul�el�ement F .La suite R est habituellement (cf. [PP93a]) d�e�nie comme une famille decouples d'ensembles d'�etats R = f(Lj ; Uj) j 1 6 j 6 ng. Un chemin est alors ditr�eussi s'il existe un indice j tel que 1 6 j 6 n, p passe in�niment souvent parLj et seulement un nombre �ni de fois par Uj . Cela revient �a dire queInr(p) \ Lj 6= ? et Inr(p) \ Uj = ?:Les deux d�e�nitions sont �equivalentes. On passe naturellement de la famillede couples f(L1; U1); (L2; U2); : : :g �a la suite (R1; R2; : : :) en posant R1 = L1,R2 = U1, R3 = L2, R4 = U2; : : : et r�eciproquement en posant �eventuellementUm = ? si le nombre de parties Ri est impair �egal �a 2m � 1.Un mot in�ni est reconnu par l'automate A s'il est l'�etiquette d'un cheminr�eussi de A. L'ensemble de mots reconnus est �egal �a l'expressionL!(A) = (L!(R1)� L!(R2)) + (L!(R3)� L!(R4)) + � � �Le nombre m de parties Ri de R est par d�e�nition l'indice de Rabin del'automate. L'indice de Rabin d'un !-langage est le plus petit indice de Rabind'un automate de Rabin reconnaissant ce langage.Exemple : L'automate de Rabin de la �gure 1.5 avec la suite R = ff1; 3g; f2ggreconnâ�t le langage X = (a+ b)�(a! + b!).Le th�eor�eme suivant �enonce que le mode de reconnaissance des automates deRabin est �equivalent �a celui des automates de B�uchi.Th�eor�eme 6 (McNaughton) Un !-langage est reconnaissable si et seulement siil est reconnu par un automate de Rabin.



Automates 19b ba a a b1 2 3Figure 1.5 : Automate de Rabin : R = ff1; 3g; f2ggNous ne d�emontrons pas ce th�eor�eme essentiellement dû a McNaughton [McN66].La preuve de ce th�eor�eme est di�cile et peut être obtenue de plusieurs fa�cons.La plus r�ecente et la plus directe est due �a Safra [Saf88]. On peut aussi se r�ef�erer�a [PP93a] ou �a [Eil72].Automates de MullerNous introduisons maintenant les automates de Muller ou automates �a table. Unautomate de Muller ou automate �a table est un quintuplet A = (Q;A;E; q0;T )o�u (Q;A;E; q0) est un automate d�eterministe, et T un ensemble de parties deQ. Un chemin in�ni c est dit r�eussi si l'origine du chemin est l'�etat initialet si Inr(c) 2 T , autrement dit si l'ensemble des �etats in�niment r�ep�et�es estun �el�ement de la table T . L'ensemble des mots reconnus par l'automate estl'ensemble des �etiquettes des chemins r�eussis et il est not�e L!(A).Un automate de Rabin est un cas particulier d'un automate de Muller. Unautomate de Rabin A = (Q;A;E; q0;R) avec R = (R1; : : : ; Rm) est �equivalent�a l'automate de Muller A0 = (Q;A;E; q0;T ) o�u la table T est d�e�nie parT = fT � Q j 9k T \R2k�1 6= ? et T \R2k = ?g1 2ba a bFigure 1.6 : Automate de Muller : T = ff1g; f2ggExemple : L'automate de Muller de la �gure 1.6 avec la table T = ff1g; f2ggreconnâ�t �egalement le langage X = (a+ b)�(a! + b!).



20 Premi�eres d�e�nitionsLe th�eor�eme suivant �enonce que le mode de reconnaissance des automates deMuller est �equivalent �a celui des automates de B�uchi.Th�eor�eme 7 Un !-langage est reconnaissable si et seulement si il est reconnupar un automate de Muller.Ce th�eor�eme se d�eduit du pr�ec�edent.Lemme 2 Soit A = (Q;A;E; q0) un automate d�eterministe et R � Q une partiede Q. Les propositions suivantes sont �equivalentes(1) il existe un chemin in�ni c d'origine q0 tel que Inr(c) = R;(2) il existe un �etat accessible q 2 R et un chemin q w! q qui passe par tousles �etats de R et par aucun autre �etat;(3) pour tout q 2 R, l'�etat q est accessible et il existe un un chemin q w! q quipasse par tous les �etats de R et par aucun autre �etat.Une tel ensemble d'�etat est appel�e un ensemble r�ep�etable ou une partie r�ep�etableet l'on dit que le chemin q w! q d�e�nit cette partie r�ep�etable.D�emonstration : On suppose qu'il existe un chemin in�ni c d'origine q0 telque Inr(c) = R. On note q0q1q2 : : : la suite des �etats du chemin c. Soit q un �etatde R. Puisque q apparâ�t dans c, il existe un chemin q0 w0! q et q est accessible.Puisque Inr(c) = R, il existe un entier k0 tel que pour tout k > k0, l'�etat qkappartient �a R. Il existe un entier k1 > k0 tel que q = qk1 puisque q apparâ�tin�niment souvent dans le chemin c. Pour la même raison, il existe pour chaque�etat p 2 R un entier kp > k1 tel que p = qkp. On pose k2 = maxfkp j p 2 Rg. Ilexiste k3 > k2 tel que q = qk3. Le chemin qk1 w! qk3 convient. Tous les �etats deR apparaissent car pour p 2 R il existe k1 6 kp 6 k3 tel que p = qkp et tous les�etats apparaissant sont dans R. Ceci montre l'implication (1)) (3).L'implication (3)) (2) est �evidente.On suppose que q est accessible. Il existe alors un chemin �ni q0 : : : qn tel queq = qn. Il existe d'apr�es l'hypoth�ese un chemin �ni p1 : : : pm tel que p1 = pm = q,et tel que tous les �etats de R et uniquement les �etats de R apparaissent dans cechemin. Le chemin in�ni c = q0 : : : qn(p1 : : : pm)! v�eri�e alors Inr(c) = R ce quimontre (2)) (1). 2Nous allons maintenant �etablir un lien entre les automates de B�uchi d�eter-ministes et les automates de Muller. Un automate de Muller (Q;A;E; q0;T ) est



Automates 21dit �a table pleine si et seulement si pour toutes parties r�ep�etables R;S � Q, ona l'implication R � SR 2 T ) ) S 2 T :Th�eor�eme 8 (Landweber) Tout automate de B�uchi d�eterministe est �equivalent�a un automate de Muller �a table pleine et tout automate de Muller �a table pleineest �equivalent �a un automate de B�uchi d�eterministe.D�emonstration : Soit B = (Q;A;E; I; F ) un automate de B�uchi d�eterministe.L'automate de Muller A = (Q;A;E; I;T ) o�u la table T est d�etermin�ee parT = fR � Q j R \ F 6= ?gest �a table pleine et il est �equivalent �a l'automate A.R�eciproquement, soit A = (Q;A;E; q0;T ) un automate de Muller �a tablepleine. On d�e�nit un automate de B�uchi d�eterministeB = (P(Q)�Q;A; :; (?; q0); F )o�u l'ensemble F des �etats �naux est donn�e par F = f(?; q) j q 2 Qg et o�u pourtout (P; q) 2 P(Q)�Q et toute lettre a 2 A, la fonction de transition est d�e�niepar(P; q):a = ( (?; q:a) si P + fq:ag contient un �el�ement de T(P + fq:ag; q:a) sinon.Soit u un mot reconnu par l'automate B. Le mot u d�e�nit dans l'automateB un chemin c qui passe in�niment souvent par un �etat �nal. Il existe doncun ensemble r�ep�etable R 2 T dont tous les �etats sont in�niment r�ep�et�es. Parcons�equent R � Inr(c) et puisque la table de A est pleine, on a aussi Inr(c) 2 T .Le mot u est reconnu par A.R�eciproquement, soit u un mot reconnu par l'automate A. Le mot u d�e�nitdans l'automate B un chemin c tel que Inr(c) 2 T . On note q0q1q2 : : : la suite des�etats de c. Pour tout entier k assez grand, il existe p tel que R � fqk : : : qk+pg.Le chemin de l'automate B passe donc par un �etat �nal in�niment souvent etreconnâ�t le mot u. 2Grâce aux th�eor�emes 4 et 5 et au th�eor�eme pr�ec�edent, on a, pour un !-langagereconnaissable X, l'�equivalence entre les propri�et�es suivantes(1) X est reconnu par un automate de B�uchi d�eterministe;



22 Premi�eres d�e�nitions(2) X est reconnu par un automate de Muller �a table pleine;(3) X peut s'�ecrire X = �!L avec L � A�;(4) X est un langage G�.Nous verrons plus loin que le th�eor�eme 8 est un cas particulier de la th�eoried�evelopp�ee par Wagner [Wag79] et que les langages G� constituent une despremi�eres classes de la hi�erarchie �etudi�ee plus loin.Automates �a table de transitionsNous introduisons maintenant les automates �a table de transitions. Il s'agit d'unevariante des automates de Muller introduite par B. Le Saec [Sae90]. Un automate�a table de transitions est un quintuplet A = (Q;A;E; q0;T ) o�u (Q;A;E; q0) estun automate d�eterministe et T un ensemble de parties de E. Un chemin in�ni cest dit r�eussi si l'origine du chemin est l'�etat initial et si l'ensemble des transitionsapparaissant in�niment souvent dans le chemin est un �el�ement de la table T .L'ensemble des mots reconnus par l'automate est l'ensemble des �etiquettes deschemins r�eussis et il est not�e L!(A). Un automate de Muller est un cas particulierd'un automate �a table de transitions. R�eciproquement, il est ais�e �a partir d'unautomate �a table de transitions de construire un automate de Muller �equivalent(cf. [SPW91b]).



Chapitre 2Semigroupes et !-semigroupes2.1 IntroductionPour les langages de mots �nis, la reconnaissance par automate et la reconnais-sance par morphisme de semigroupe sont deux notions �equivalentes. �Etant donn�eun automate �ni reconnaissant un langage, il est ais�e de construire un semigroupeen consid�erant le semigroupe des relations binaires sur l'ensemble des �etats del'automate. R�eciproquement, un semigroupe agit sur lui-même �a droite par mul-tiplication et peut donc être consid�er�e comme un automate d�eterministe.Nous allons voir qu'il existe des notions correspondantes pour les langages demots in�nis. De mani�ere intuitive, les semigroupes sont particuli�erement adapt�es�a l'�etude des langages de mots �nis parce que la structure alg�ebrique naturelle del'ensembleA� des mots �nis est la structure de semigroupe. De fa�con surprenante,l'ensembleA! ne poss�ede pas de structure alg�ebrique naturelle. Par contre, si l'onadjoint les mots �nis aux mots in�nis, l'ensembleA1 = A�+A! admet plusieursop�erations naturelles. D'une part, A� est muni d'une structure de semigroupe, etce semigroupe agit �a gauche sur l'ensemble A! par concat�enation d'un mot �niet d'un mot in�ni. D'autre part, le semigroupe A� est muni d'un produit in�ni.�Etant donn�e une suite u0; u1; u2; : : : de mots �nis, le produit u0u1u2 : : : d�e�nit unmot in�ni. Ce produit in�ni induit �egalement l'op�eration ! de A� dans A! qui aun mot �ni u associe le produit in�ni uuu : : : = u!. R�eciproquement, il n'est paspossible de d�e�nir le produit in�ni �a partir de l'op�eration ! même en utilisantla concat�enation �a gauche de mots �nis. En e�et, il existe dans A! des motsnon ultimement p�eriodiques. Ceci conduit �a introduire deux nouvelles structuresalg�ebriques, les !-semigroupes d'une part qui sont des semigroupes munis d'unproduit in�ni et les alg�ebres de Wilke d'autre part qui sont des semigroupesmunis d'une op�eration !. Les alg�ebres de Wilke furent introduites par T. Wilke[Wil91], les !-semigroupes par J.E. Pin [PP93b]. Nous verrons que ces deux



24 Semigroupes et !-semigroupesnotions co��ncident dans le cas �ni.2.2 SemigroupesNous commen�cons par quelques d�e�nitions et rappels sur les semigroupes, enparticulier sur les semigroupes �nis. Nous ne donnons pas les d�emonstrations deces r�esultats classiques. Celles-ci peuvent être trouv�ees dans [How76] et [Lal79].Un semigroupe est un ensemble appel�e supportmuni d'une op�eration (ou loi decomposition interne) associative mais ne poss�edant pas n�ecessairement d'�el�ementneutre. On adopte le plus souvent la notation multiplicative. Le produit de deux�el�ements s et t est not�e s:t ou plus simplement st. Le langage A+ des mots �nisnon vides sur un alphabet A muni de la concat�enation comme produit est unsemigroupe.Un z�ero d'un semigroupe S est un �el�ement 0 tel que 0s = s0 = 0 pour tout sdans S. S'il existe, le z�ero d'un semigroupe est unique et est not�e 0. Il est toujourspossible d'adjoindre un nouvel �el�ement �a un semigroupe en le consid�erant commeun z�ero. Si S est un semigroupe, on note S0 le semigroupe de support S [ f0g.La loi de S est prolong�ee �a S [ f0g en posant 0s = s0 = 0 pour tout s dans S0.Un mono��de est un semigroupe muni d'un �el�ement neutre pour la loi decomposition, not�e 1 le plus souvent. Le langage A� des mots sur un alphabet Aest un mono��de dont l'�el�ement neutre est le mot vide.Si S est un semigroupe, on note S1 le mono��de �egal �a S si S est un mono��deet �egal �a S [ f1g si S ne poss�ede pas d'�el�ement neutre, l'op�eration de S �etant�etendue en posant 1s = s1 = s pour tout s dans S1.De fa�con g�en�erale, un morphisme entre deux structures alg�ebriques est uneapplication qui pr�eserve les op�erations. En particulier, un morphisme de semi-groupe est une application ' d'un semigroupe S dans un semigroupe T telle quepour tous s1; s2 2 S, on ait (s1s2)' = (s1')(s2'):On adopte la convention de noter s1s2' l'�el�ement (s1s2)'.Un idempotent d'un semigroupe est un �el�ement e tel que e2 = e. L'ensembledes idempotents du semigroupe S est not�e E(S). On a les r�esultats classiquessuivants pour les semigroupes �nis.Proposition 4 Tout �el�ement d'un semigroupe �ni admet une puissance idem-potente.



Semigroupes 25Proposition 5 Pour tout semigroupe �ni S, il existe un entier not�e � tel quepour tout �el�ement s de S, l'�el�ement s� soit un idempotent.Nous d�e�nissons maintenant les relations de Green. Pour deux �el�ements s1et s2 d'un semigroupe S, on d�e�nits1 6J s2 , S1s1S1 � S1s2S1s1 6R s2 , s1S1 � s2S1s1 6L s2 , S1s1 � S1s2s1 6H s2 , s1S1 � s2S1 et S1s1 � S1s2s1 J s2 , s1 6J s2 et s2 6J s1s1 R s2 , s1 6R s2 et s2 6R s1s1 L s2 , s1 6L s2 et s2 6L s1s1 H s2 , s1 6H s2 et s2 6H s1Proposition 6 Les relations R et L commutent.On note D la relation d'�equivalence D = RL = LR. Pour un �el�ement s d'unsemigroupe S, la classe d'�equivalence de s pour la relation R, L, D, et H estrespectivement appel�ee une R-classe, L-classe, D-classe, et une H-classe et cetteclasse est not�ee R(s), L(s), D(s) et H(s). Pour tout s 2 S, on a, par d�e�nition,H(s) = R(s) \ L(s) � D(s). La proposition suivante d�ecrit la structure desD-classes.Proposition 7 Soient D une D-classe d'un semigroupe S et s1 et s2 deux�el�ements de S.(1) Si s1 R s2, et si s1 = s2x et s2 = s1y, les applications s 7! sx et s 7! syinduisent des bijections r�eciproques l'une de l'autre de L(s1) sur L(s2) etces bijections pr�eservent les H-classes.(2) On a s1s2 2 R(s1) \ L(s2) si et seulement si R(s2) \ L(s1) contient unidempotent.(3) Une H-classes est un groupe si et seulement si elle contient le produit dedeux de ses �el�ements.(4) Si la D-classe D contient un idempotent, elle en contient au moins un danschaque R-classe et dans chaque L-classe.



26 Semigroupes et !-semigroupesProposition 8 Soit S un semigroupe �ni(1) Soient s 2 S, s1; s2 2 S1. Si s = s1ss2 alors s1s 2 L(s) et ss2 2 R(s).(2) Soient s1; s2 2 S. Alors s1 D s2 si et seulement si s1 J s2.2.3 !-semigroupesUne action �a gauche d'un semigroupe S sur un ensemble E est une applicationS�E ! E qui �a (s; e) 2 S�E associe s:e 2 E telle que pour tous s1; s2 2 S ete 2 E s1:(s2:e) = (s1s2):eOn s'autorise �a �ecrire se �a la place s:e lorsque cela n'introduit pas une ambigu��t�e.Un !-semigroupe est une alg�ebre S = (Sf ; Si) munie des op�erations suivantes- une loi de composition interne associative sur Sf ;- une action �a gauche de Sf sur Si;- une application � : SINf ! Si appel�ee produit in�ni.Le produit in�ni est en outre compatible avec la loi de composition interne etl'action �a gauche. Pour toute suite croissante d'entiers (kn)n>1 et pour toutesuite (sn)n>0 2 SINf et pour tout s 2 Sf on a�((s0 : : : sk1�1); (sk1 : : : sk2�1); : : :) = �(s0; s1; s2; : : : ; sk1�1; sk1 ; : : :) (1)s:�(s0; s1; s2; : : :) = �(s; s0; s1; s2; : : :) (2)Ces derni�eres conditions montrent que l'on peut sans ambigu��t�e remplacer lanotation �(s0; s1; s2; : : :) par s0s1s2 : : : puisque la valeur du produit in�ni ned�epend pas de la factorisation choisie. Nous utiliserons donc cette notation dansla suite. Les ensembles Sf et Si sont respectivement appel�es la partie �nitaire etla partie in�nitaire du !-semigroupe (Sf ; Si).Exemple : Le couple (A�; A!) muni des op�erations habituelles est bien sûr un!-semigroupe. On �ecrira A1 pour d�esigner cet !-semigroupe.Exemple : On consid�ere l'intervalle I = [0; 1] � IR muni de la multiplicationdes r�eels. Pour (xi)i2IN 2 I IN, une suite d'�el�ements de I, la suite Xn = Qni=0 xi estune suite d�ecroissante de l'intervalle I et converge donc dans I. Il est possible ded�e�nir un produit in�ni sur I en posant Qi>0 xi = limn!1Xn. Le couple (I; I)constitue alors un !-semigroupe.



Alg�ebres de Wilke 27Dans ce dernier exemple, le produit in�ni est la limite des produits partiels.Cela n'est pas toujours les cas comme le montre l'exemple suivant.Exemple : On munit le semigroupe multiplicatif S = f0; 1g d'un produit in�niconstant �egal �a 0. Le couple (S; S) constitue bien un !-semigroupe mais 1! = 0.Si S = (Sf ; Si) et T = (Tf ; Ti) sont deux !-semigroupes, un morphisme de!-semigroupe ' de S dans T est un couple ('f ; 'i) form�e d'une application 'fde Sf dans Tf et d'une application 'i de Si dans Ti respectant la structure de!-semigroupe. L'application 'f est en particulier un morphisme de semigroupede Sf dans Tf .2.4 Alg�ebres de WilkeUne alg�ebre de Wilke S est un couple S = (Sf ; Si) muni des op�erations suivantes- une loi de composition interne associative sur Sf ;- une action �a gauche de Sf sur Si;- une application ! de Sf dans Si not�ee s 7! s!.L'op�eration ! v�eri�e en outre les propri�et�es suivantes. Pour tous s1; s2 2 Sf , ona (sn1 )! = s!1 (3)s1(s2s1)! = (s1s2)! (4)Si S = (Sf ; Si) et T = (Tf ; Ti) sont deux alg�ebres de Wilke, un morphismed'alg�ebre de Wilke ' de S dans T est un couple ('f ; 'i) form�e d'une application'f de Sf dans Tf et d'une application 'i de Si dans Ti respectant la structured'alg�ebre de Wilke.Exemple : Tout !-semigroupe S = (Sf ; Si) peut être consid�er�e comme unealg�ebre de Wilke en d�e�nissant s! comme le produit in�ni sss : : : pour tout�el�ement s de Sf . Le !-semigroupe A1 peut en particulier être consid�er�e commeune alg�ebre de Wilke.Exemple : On note Aup l'ensemble des mots in�nis ultimement p�eriodiques surl'alphabet A. Le couple (A�; Aup) muni des op�erations naturelles est une alg�ebrede Wilke.



28 Semigroupes et !-semigroupes2.5 Factorisations RamseyennesNous rappelons ici un cas particulier du th�eor�eme de Ramsey.Th�eor�eme 9 (Ramsey) Soit A un alphabet non n�ecessairement �ni et f uneapplication de A+ dans un ensemble �ni E. Pour tout mot u 2 A! il existe unefactorisation u = u0u1u2 : : : telle que u1f = u2f = � � � = e 2 E.Une factorisation u = v0v1v2 : : : est dite extraite d'une factorisation u =u0u1u2 : : : s'il existe une suite (kn)n>1 d'entiers telle quev0 = u0 : : : uk1�1v1 = uk1 : : : uk2�1...Corollaire 2 Soit A un alphabet non n�ecessairement �ni et ' un morphismede A+ dans un semigroupe �ni S. Pour toute factorisation u = u0u1u2 : : : d'unmot u 2 A! il existe une factorisation u = v0v1v2 : : : extraite de la premi�ere telleque v0' = s, v1' = v2' = � � � = e, se = s et e2 = e. Une telle factorisation dumot u est appel�ee factorisation ramseyenne extraite de la factorisation du mot upour le morphisme ' : A+ ! S.Dans la majorit�e des cas, ce corollaire est appliqu�e quand la factorisationu = u0u1u2 : : : est la factorisation du mot u en lettres de l'alphabet. Soit S unsemigroupe. Un couple (s; e) 2 S�E(S) tel que se = s est appel�e un couple li�edu semigroupe S.Il faut remarquer que pour un mot in�ni u donn�e, on peut en g�en�eral trouverplusieurs couples li�es correspondant �a des factorisations ramseyennes du mot u.Deux couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) sont dits conjugu�es si et seulement si il existex1; x2 2 S1 tels que s1x1 = s2, x1x2 = e1 et x2x1 = e2. Ces �egalit�es entrâ�nent�egalement s2x2 = s1x1x2 = s1 , ce qui assure la sym�etrie de la d�e�nition. Larelation de conjugaison caract�erise les couples li�es qui peuvent correspondre �a desfactorisations ramseyennes di��erentes d'un même mot. Nous avons le r�esultatsuivant. Il g�en�eralise un r�esultat de P�ecuchet [P�ec86b] qui donne la propri�et�epour n = 2.Th�eor�eme 10 La relation de conjugaison est une relation d'�equivalence. Lesn couples li�es (s1; e1); : : : ; (sn; en) sont conjugu�es si et seulement si il existe unmot u 2 A! tel que u admette des factorisations ramseyennes correspondant auxcouples li�es (s1; e1); : : : ; (sn; en).



Factorisations Ramseyennes 29Nous commen�cons par quelques lemmes techniquesLemme 3 Soient (s1; e1) et (s2; e2) deux couples li�es de S et x1 2 S tels ques1x1 = s2, x1e2 R e1 et e1 D e2. Il existe alors x01 appartenant �a la H-classeR(e1) \ L(e2) tel que s1x01 = s2Nous avons le diagramme * e1 x01* e2D�emonstration : L'�el�ement x01 = e1x1e2 v�eri�e s1x01 = s1e1x1e2 = s1x1e2 =s2e2 = s2. Les �egalit�es e1x01 = x01 et x01e2 = x01 impliquent x01 6R e1 et x01 6L e2.Puisque x1e2 R e1, il existe u 2 S1 tel que x1e2u = e1. On a alors x01u =e1x1e2u = e21 = e1 et donc x01 R e1. Puisque x01 6L e2 et x01 D e1 D e2, on a�egalement x01 L e2. 2Lemme 4 Soient e1 et e2 deux idempotents et x1 un �el�ement d'un semigroupe Stels que x1 2 R(e1) \ L(e2). Alors il existe x2 2 R(e2) \ L(e1) tel que x1x2 = e1.De plus, tout x2 2 R(e2) \ L(e1) tel que x1x2 = e1 v�eri�e x2x1 = e2.Nous avons alors le diagramme*e1 = x1x2 x1x2 *e2 = x2x1D�emonstration : Puisque x1 R e1, il existe u 2 S1 tel que x1u = e1. En posantx2 = e2ue1, x2 appartient �a R(e2) \ L(e1) et v�eri�e x1x2 = x1e2ue1 = x1ue1 =e21 = e1.Soit x2 2 R(e2)\L(e1) v�eri�ant x1x2 = e1. Puisque la H-classe R(x1)\L(x2)contient l'idempotent e1, le produit x2x1 appartient �a la H-classe R(x2)\L(x1).De plus, l'�el�ement x2x1 est idempotent d'apr�es les �egalit�es (x2x1)2 = x2x1x2x1 =x2e1x1 = x2x1 et est donc �egal �a e2. 2Nous sommesmaintenant en mesure de d�emontrer une caract�erisation �equiva-lente des couples li�es conjugu�es. On a la proposition suivante due �a P�ecuchet[P�ec86a].Proposition 9 (P�ecuchet) Deux couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) d'un semigroupeS sont conjugu�es si et seulement si il existe x1 2 S1 tel que s1x1 = s2, x1e2 R e1et e1 D e2.



30 Semigroupes et !-semigroupesD�emonstration : Si les couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) sont conjugu�es, il existex1; x2 2 S1 tels que s1x1 = s2, e1 = x1x2 et e2 = x2x1. Nous avons alorsx1e2 = x1x2x1 R x1x2 = e1 puisque (x1x2x1)x2 = e21 = e1 = x1x2. De plus, les�egalit�es x2e1x1 = x2x1x2x1 = e2 et x1e2x2 = x1x2x1x2 = e1 montrent que e1et e2 sont D-�equivalents.R�eciproquement, s'il existe x1 2 S1 tel que s1x1 = s2, x1e2 R e1 et e1 D e2,une application du lemme 3 permet de supposer que x1 2 R(e1) \ L(e2). Lelemme 4 assure alors l'existence de x2 tel que x1x2 = e1 et x2x1 = e2. 2La r�e
exivit�e et la sym�etrie de la relation de conjugaison sont �evidentes.Soient (s1; e1), (s2; e2) et (s3; e3) trois couples li�es. Supposons que (s1; e1) et(s2; e2) soient conjugu�es et que (s2; e2) et (s3; e3) soient �egalement conjugu�es.D'apr�es la proposition 9, il existe x1 et x2 tels que s1x1 = s2, x1e2 R e1, s2x2 = s3et x2e3 R e2. Nous avons s1x1x2 = s2x2 = s3 et x1x2e3 R x1e2 R e1 et les couples(s1; e1) et (s3; e3) sont conjugu�es. La relation de conjugaison est donc transitive.Ceci montre que la relation de conjugaison est une relation d'�equivalence.Nous introduisons ici quelques notations. �Etant donn�es n �el�ements x1; : : : ; xnd'un semigroupe S, nous d�e�nissons le sous-ensemble circulaire Ei;j(n) et leproduit circulaire Ci;j(x1; : : : ; xn) parEi;j(n) = 8><>: fi; : : : ; ng si 1 6 i 6 n et j = 1fi; : : : ; j � 1g si 1 6 i < j 6 nfi; : : : ; n; 1; : : : ; j � 1g si 1 < j 6 i 6 nCi;j(x1; : : : ; xn) = 8><>: xi : : : xn si 1 6 i 6 n et j = 1xi : : : xj�1 si 1 6 i < j 6 nxi : : : xnx1 : : : xj�1 si 1 < j 6 i 6 nPar abus de notation, nous �ecrirons Ci;j(x) pour Ci;j(x1; : : : ; xn). Dans le produitCi;j(x) interviennent uniquement les xi pour i appartenant �a l'ensemble Ei;j(n).Pour cette raison, on s'autorise �a �ecrire Ci;j(x) même si certains xi pour i 62Ei;j(n) ne sont pas d�e�nis. On peut remarquer que l'ensemble Ei;j(n) est unsingleton si j = i + 1 pour 1 6 i < n ou si i = n et j = 1. Dans ces cas, nousavons les �egalit�es. Ci;i+1(x) = xi et Cn;1(x) = xn. On peut aussi remarquer que sik appartient �a l'ensembleEi;j�fig, la relation de Chasles Ci;k(x)Ck;j(x) = Ci;j(x)est v�eri��ee. La proposition suivante �etend le lemme de P�ecuchet.Proposition 10 Soient n couples li�es conjugu�es (s1; e1); : : : ; (sn; en).Il existe alors x1; : : : ; xn 2 S1 tels que� Pour k = 1; : : : ; n� 1 skxk = sk+1 et snxn = s1;



Factorisations Ramseyennes 31� Pour k = 1; : : : ; n Ck;k(x1; : : : ; xn) = ek.D�emonstration : Nous commen�cons par d�emontrer un lemme.Lemme 5 Soient i; j 2 f1; : : : ; ng. Si pour tout k 2 Ei;j(n) on a xk 2 R(ek) \L(ek+1), alors on a Ci;j(x) 2 R(ei) \ L(ej).D�emonstration : Nous e�ectuons une r�ecurrence sur le cardinal de l'ensembleEi;j(n). L'hypoth�ese xk 2 R(ek) \ L(ek+1) assure le r�esultat lorsque Ei;j(n) estun singleton. Si Ei;j(n) est de cardinal au moins 2, il est possible de choisir kappartenant �a Ei;j(n) � fig. Le produit Ci;j(x) se d�ecompose alors Ci;j(x) =Ci;k(x)Ck;j(x). La H-classe R(Ck;j(x)) \ L(Ci;k(x)) contient par hypoth�ese der�ecurrence l'idempotent ek et le produit Ci;j(x) appartient donc �a la H-classeR(Ci;k(x)) \ L(Ck;j(x)) = R(ei) \ L(ej). Ceci termine la preuve du lemme. 2Puisque les couples li�es (si; ei) sont conjugu�es, les ei sont D-�equivalents et ilexiste x1; : : : ; xn�1 tels que sixi = si+1 pour 1 6 i 6 n � 1. Grâce au lemme 3,nous pouvons supposer que xi 2 R(ei) \ L(ei+1) pour 1 6 i 6 n � 1. Le choixdes xi implique Ci;j(x) 2 R(ei) \ L(ej) pour 1 6 i < j 6 n puisque dans ce cason a Ei;j(n) � f1; : : : ; n� 1g.Montrons maintenant qu'il existe xn 2 R(en) \ L(e1) tel que 81 6 k 6n Ck;k(x) = ek. D'apr�es le lemme 4, il existe y 2 R(e2)\L(e1) tel que x1y = e1et yx1 = e2. Puisque y appartient �a la R-classe R(e2) = R(C2;n(x)), il existexn 2 S1 tel que C2;1(x) = C2;n(x)xn = y. Nous pouvons en outre supposer grâceau lemme 3 que xn appartient �a la H-classe R(en)\L(e1). Montrons que xn ainsichoisi v�eri�e 81 6 k 6 n Ck;k(x) = ek. On raisonne alors par r�ecurrence sur k.Les �egalit�es pour k = 1 et k = 2 proviennent directement du choix de xn; nousavons les �egalit�es C1;1(x) = x1C2;1(x) = x1y = e1C2;2(x) = C2;1(x)x1 = yx1 = e2:On suppose maintenant que le r�esultat est acquis pour k. Grâce �a la relation deChasles, on a les �egalit�es Ck;k+1(x)Ck+1;k(x) = Ck;k(x) et Ck+1;k(x)Ck;k+1(x) =Ck+1;k+1(x). D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence, on a ek = Ck;k(x). Par applica-tion du lemme 4, on obtient le r�esultat pour k + 1. Ceci termine la preuve de laproposition. 2



32 Semigroupes et !-semigroupesNous avons �nalement le diagramme*e1 = C1;1(x) C1;2(x) C1;3(x) : : : C1;n(x)C2;1(x) *e2 = C2;2(x) C2;3(x) : : : C2;n(x)C3;1(x) C3;2(x) *e3 = C3;3(x) : : : C3;n(x)... ... ... . . . ...Cn;1(x) Cn;2(x) Cn;3(x) : : : *en = Cn;n(x)Nous terminons maintenant la d�emonstration du th�eor�eme 10. Soient (s1; e1)et (s2; e2) deux couples li�es correspondant aux deux factorisations ramseyennesu = u0u1u2 : : : et u = v0v1v2 : : : d'un mot in�ni u. N�ecessairement, les deuxidempotents e1 et e2 sont D-�equivalents. En e�et, pour n assez grand, le motun est facteur d'un mot vi : : : vi+j et le mot vn est facteur d'un mot uk : : : uk+l,ce qui assure e1 D e2. Par sym�etrie, on peut supposer que u0 est un pr�e�xede u1. Le mot u1 s'�ecrit alors u1 = u0w. Le mot wv1 est un pr�e�xe du motu1u2u3 : : : un pour n assez grand. En posant x1 = w', on obtient s1x1 = s2 etx1e2 R e1. La proposition 9 permet de conclure que les couples (s1; e1) et (s2; e2)sont conjugu�es.R�eciproquement, soient n couples li�es conjugu�es (s1; e1); : : : ; (sn; en). Il existe,n �el�ements x1; : : : ; xn de Sf v�eri�ant les conditions de la proposition pr�ec�edente.On choisit n mots u0 et u1; : : : ; un 2 A� tels que u0' = s1 et que ui' = xi pour1 6 i 6 n. On constate alors que le mot in�ni u = u0(u1 : : : un)! admet desfactorisations ramseyennes correspondant aux couples li�es (s1; e1); : : : ; (sn; en).2.6 !-semigroupes �nisTout !-semigroupe S = (Sf ; Si) peut être consid�er�e comme une alg�ebre de Wilkeen d�e�nissant s! �egal au produit in�ni sss : : : pour tout �el�ement s de Sf . Nousallons voir que les notions de !-semigroupe et d'alg�ebre de Wilke co��ncident dansle cas �ni. Nous avons en e�et le r�esultat suivant.Th�eor�eme 11 Soit S = (Sf ; Si) une alg�ebre de Wilke �nie. Il existe un uniqueproduit in�ni de Sf dans Si telle que l'op�eration ! soit induite par ce produitin�ni.D�emonstration : Soit (sn)n2IN une suite d'�el�ements de Sf . D'apr�es le corol-laire 2, il existe un couple li�e (s; e) de Sf et une suite d'entiers (kn)n>1 tels



!-semigroupes �nis 33que s0s1 � � � sk1�1 = sskn � � � skn+1�1 = e pour tout n > 1Il en r�esulte que si (Sf ; Si) peut être muni d'une structure de !-semigroupe avecun produit in�ni induisant l'op�eration !, alors le produit in�ni s0s1s2 � � � estn�ecessairement �egal �a se!.Pour rendre cette d�e�nition coh�erente, il reste �a s'assurer que cette d�e�nitionne d�epend pas du choix de la factorisation ramseyenne. Si (s1; e1) et (s2; e2) sontdeux couples li�es correspondant �a des factorisations de la suite (sn)n2IN, alorsces couples sont conjugu�es d'apr�es le th�eor�eme 10 il existe x1; x2 2 S1f tels ques1x1 = s2, x1x2 = e1 et x2x1 = e2 d'apr�es la proposition 9. On v�eri�e ques1e!1 = s1(x1x2)! = s1x1(x2x1)! = s2e!2On v�eri�e que le produit in�ni ainsi d�e�ni est compatible avec le produit de Sfet l'action �a gauche de Sf sur Si. 2Dor�enavant, on ne fera plus la distinction entre !-semigroupe et alg�ebre deWilke dans le cas �ni.Nous allons montrer que l'on peut associer un !-semigroupe �ni bS = (S; Si)�a tout semigroupe �ni S. Pour cette construction, on peut aussi se r�ef�erer �a[Wil91] et [PP93a]. On note � l'exposant du semigroupe S et [s; e] la classede conjugaison du couple li�e (s; e). On prend pour Si l'ensemble des classes deconjugaison des couples li�es. On d�e�nit l'op�eration ! et l'action �a gauche enposant pour [s; e] 2 Si et t 2 St[s; e] = [ts; e] et t! = [t�; t�]Ces d�e�nitions sont coh�erentes car si (s1; e1) et (s2; e2) sont deux couples con-jugu�es, les couples (ts1; e1) et (ts2; e2) sont �egalement conjugu�es pour tout t 2 S.On v�eri�e que bS ainsi d�e�ni est un !-semigroupe �ni. Le !-semigroupe bS poss�edela propri�et�e universelle suivante.Proposition 11 Soit T = (Tf ; Ti) un !-semigroupe �ni et soit S un semigroupe�ni. Pour tout morphisme de semigroupe ' de S dans Tf , il existe un uniquemorphisme de !-semigroupe de b' : bS ! T qui prolonge '. Si de plus, '(S)engendre T comme !-semigroupe, alors b' est surjectif.D�emonstration : Un morphisme de !-semigroupe b' : bS ! T v�eri�ant leshypoth�eses de l'�enonc�e est n�ecessairement d�e�ni parb'(t) = t pour tout t 2 Sb'([s; e]) = '(s)'(e)! pour tout [s; e] 2 Si



34 Semigroupes et !-semigroupesCes d�e�nitions sont coh�erentes, car si (s1; e1) et (s2; e2) sont deux couples con-jugu�es, il existe, d'apr�es la proposition 9, x1; x2 2 S1 tels que s1x1 = s2, x1x2 = e1et x2x1 = e2. On a alors b'([s1; e1]) = '(s1)'(e1)!= '(s1)'(x1x2)!= '(s2)'(x2x1)!= '(s2)'(e2)!= b'([s2; e2])22.7 Reconnaissance par morphismePar d�e�nition, un morphisme de !-semigroupe ' : A1 ! S reconnâ�t un !-langage X � A! si et seulement si le morphisme sature le langage X c'est �adire si X = X''�1. Par extension, on dit qu'un !-semigroupe S reconnâ�t un !-langage X s'il existe un morphisme de A1 dans S qui reconnâ�t le langage X. Leth�eor�eme suivant �enonce que les !-langages reconnus pas un !-semigroupe �nisont exactement les !-langages reconnaissables par automate. Par cons�equent,on parlera de !-langage reconnaissable.Th�eor�eme 12 (Wilke) Un !-langage est reconnu par un !-semigroupe �ni siet seulement si il est reconnaissable par un automate.Pour la d�emonstration de ce th�eor�eme, on peut se r�ef�erer �a [Wil91] ou a [PP93a].Exemple : On consid�ere l'alphabet A = a + b et le morphisme ' de A+ dansle semigroupe multiplicatif S = f0; 1g d�e�ni par a' = 0 et b' = 1. On identi�edonc a avec 0 et b avec 1. Les couples li�es de S sont (b; b), (a; b) et (a; a). Lecouple (a; a) est seul dans sa classe de conjugaison puisque l'idempotent a n'estpas D-�equivalent �a b. Les couples (b; b) et (a; b) ne sont pas conjugu�es puisque a etb ne sont pas R-�equivalents. La partie Si de bS est donc �egale �a Si = fb!; ab!; a!g.On a les �egalit�esb'�1 = b+ (mots �nis ne contenant pas d'occurrence de a)a'�1 = A�aA+ (mots �nis contenant au moins une occurrence de a)b!'�1 = b! (mots in�nis ne contenant pas d'occurrence de a)ab!'�1 = A�ab! (mots in�nis contenant un nombre �ni non nuld'occurrences de a)a!'�1 = (A�a)! (mots in�nis contenant un nombre in�nid'occurrences de a)



Op�erations 35Le morphisme de !-semigroupe ' : A1 ! bS reconnâ�t donc le !-langage X =(A�a)! = (b�a)!.Exemple : On consid�ere le semigroupe pr�esent�e par<a; b; aba = a; bab = b; a2 = b2 = 0>*ab ab *ba*0 Relationsa2 = b2 = 0aba = abab = bet le morphisme canonique de (a + b)+ dans ce semigroupe. Les �el�ements dusemigroupe sont fa; ab; b; ba; 0g. Les classes de conjugaisons des couples li�es sontd�ecrites par (pour le couple li�e (s; t), on �ecrit st! si s 6= t et s! sinon).(ab)! x1 = aa(ba)! x2 = b(ba)! x1 = bb(ab)! x2 = a0(ab)! x1 = a0(ba)! x2 = b0!On a les �egalit�es (ab)!'�1 = (ab)!(ba)!'�1 = (ba)!0(ab)!'�1 = A+(ab)! � f(ab)!; (ba)!g0!'�1 = A! �A+(ab)!2.8 Op�erations�A travers la correspondance entre les vari�et�es de langages et les vari�et�es de semi-groupes, certaines op�erations sur les langages se traduisent par des op�erationssur les semigroupes. Ainsi le passage aux images inverses par substitutions cor-respond au passage au semigroupe des parties [Str79]. De même, l'image inversepar fonction s�equentielle correspond au produit en couronne et la concat�enationau produit de Sch�utzenberger.Nous allons maintenant d�e�nir pour les !-semigroupes, le !-semigroupe desparties, le produit en couronne et le produit de Sch�utzenberger. Pour chacunede ces constructions, nous allons d�emontrer l'analogue pour les mots in�nis desr�esultats pour les mots �nis.



36 Semigroupes et !-semigroupes2.8.1 Semigroupe et !-semigroupe des partiesSoit S un semigroupe. Le semigroupe des parties de S est le semigroupe desupport P(S) muni du produit d�e�ni pour tous P;Q � S parPQ = fst j s 2 P et t 2 Qg:Soit ' : S ! T est un morphisme d'un semigroupe S dans un semigroupe T .Le morphisme ' s'�etend naturellement en un morphisme de P(S) dans P(T ) enposant P' = fs' j s 2 Pg pour toute partie P de S.Soit S = (Sf ; Si) un !-semigroupe �ni. Le !-semigroupe des parties de S,not�e P(S) est le !-semigroupe de support (P(Sf );P(Si)). Pour P � Sf etQ � Sil'action �a gauche de P sur Q est d�e�nie parPQ = fst j s 2 P et t 2 Qg:Il est imm�ediat de v�eri�er que ceci d�e�nit e�ectivement une action �a gauche deP(Sf) sur P(Si). Pour une partie P de Sf l'op�eration ! est d�e�nie parP ! = fs! j s 2 P+gou P+ d�enote le sous-semigroupe engendr�e par la partie P dans Sf . Il reste �av�eri�er que pour toutes parties P et Q de Sf , on a les �egalit�es(P n)! = P !P (QP )! = (PQ)!:De l'inclusion P n � P+, on d�eduit les inclusions (P n)+ � P+ et (P n)! � P !.R�eciproquement, soit x 2 P+. L'�el�ement xn appartient �a (P n)+ et x! = (xn)!appartient �a (P n)! ce qui montre l'inclusion inverse.Un �el�ement x de (PQ)+ s'�ecrit x = s1t1 : : : smtm avec si 2 P et ti 2 Qpour 1 6 i 6 m. On a alors l'inclusion (PQ)! � P (QP )! puisque x! =(s1t1 : : : smtm)! = s1(t1s2 : : : smtms1)! qui appartient �a P (QP )!. De la mêmefa�con, on montre l'inclusion inverse P (QP )! � (PQ)!.Si le langage L de mots �nis est reconnu par le semigroupe S et si � est unesubstitution, le langage L��1 est reconnu par le semigroupe P(S). Le th�eor�emesuivant �etend ce r�esultat aux !-langages.Th�eor�eme 13 Soit � : A� ! B� une substitution. Si le !-langage L � B! estreconnu par le !-semigroupe S = (Sf ; Si), alors le !-langage L��1 � A! estreconnu par le !-semigroupe P(S).



Op�erations 37D�emonstration : Soit ' : B1 ! S un morphisme surjectif reconnaissant L.On d�e�nit le morphisme  : A1 ! P(S) pour toute lettre a 2 A para = fv' j v 2 a�g:La substitution � est par d�e�nition un morphisme de A� dans P(B�). Le mor-phisme  est donc �egal �a la compos�ee �' et pour tout mot u 2 A�, on a l'�egalit�eu = fv' j v 2 u�g: (5)Nous �etendons maintenant ce r�esultat au mots in�nis.Lemme 6 Pour tout mot u 2 A!, on au = fv' j v 2 u�g:D�emonstration : On �ecrit u = a0a1a2 : : : pour d�esigner les lettres du mot u.Soit v un mot de u�. Le mot v admet donc une factorisation v = v0v1v2 : : :o�u chacun des vi appartient �a ai�. Par application du corollaire 2 (p. 28), onobtient une factorisation ramseyenne v = v00v01v02 : : : du mot v extraite de lafactorisation pr�ec�edente pour le morphisme '. On a donc v00' = s et v01' =v02' = � � � = e et l'image du mot v par ' est se!. La factorisation v = v00v01v02 : : :induit une factorisation u = u0u1u2 : : : du mot u telle que v0i appartienne �a ui�pour tout i. De cette factorisation de u, on extrait une factorisation ramseyenneu = u00u01u02 : : : de u pour le morphisme  . On a donc u00 = P et u01 =u02 = � � � = Q et l'image du mot u par  est PQ!. D'apr�es la formule 5, ona s 2 P et e 2 Q et donc v' = se! 2 PQ! = u . Ceci montre l'inclusionfv' j v 2 u�g � u .R�eciproquement, soit u = u0u1u2 : : : une factorisation ramseyenne du mot upour le morphisme  . On a donc u0 = P et u1 = u2 = � � � = Q et l'imagedu mot u par  est PQ!. Un �el�ement de u s'�ecrit s0(s1 : : : sm)! o�u s0 2 Pet si 2 Q pour 1 6 i 6 m. Il existe alors des mots �nis v0; v1; v2; : : : tels quevi 2 wi� et v0' = s0 et vi' = s{̂ pour i > 1 o�u {̂ d�enote l'entier de f1; 2; : : : ;mgcongru �a i modulo m. Le mot in�ni v = v0v1v2 : : : appartient �a u� et v�eri�ev� = s0(s1 : : : sm)!. Ceci termine la preuve du lemme. 2Un mot in�ni u appartient �a L��1 si et seulement si u contient un �el�ement deL'. Ceci termine la preuve du th�eor�eme. 22.8.2 Produit de Sch�utzenbergerSoient T et S deux semigroupes. Le produit de Sch�utzenberger not�e T � S dessemigroupes S et T est le semigroupe de support T�P(T 1�S1)�S. Un �el�ement



38 Semigroupes et !-semigroupesde ce semigroupe est donc un triplet constitu�e d'un �el�ement de T , d'une partiedu produit cart�esien T 1�S1 et d'un �el�ement de S. Le produit est d�e�ni par(t1; P1; s1)(t2; P2; s2) = (t1t2; t1P2 + P1s2; s1s2):o�u les parties t1P2 et P1s2 sont d�e�nies, de fa�con naturelle, par les formulest1P2 = f(t1t; s) j (t; s) 2 PgP1s2 = f(t; ss2) j (t; s) 2 PgL'�el�ement (t; P; s) du semigroupe T � S peut être identi��e avec la matrice t P0 s !et le produit du semigroupe est identique au produit matriciel.Soient deux morphismes ' : A+ ! S et  : A+ ! T o�u S et T sont deuxsemigroupes. Le morphisme '� : A+ ! S �T est d�e�ni pour toute lettre a 2 Apar a('� ) =  a' f(a'; 1); (1; a )g0 a !Nous d�e�nissons maintenant le produit de Sch�utzenberger d'un semigroupeT et d'un !-semigroupe S = (Sf ; Si). Le produit de sch�utzenberger T � S estle !-semigroupe de support (T � Sf ;P(T 1�Si)�Si). La partie �nitaire de cet!-semigroupe est donc le semigroupe T � Sf . Un �el�ement (Q; e) de la partiein�nitaire de T � S est un couple constitu�e d'une partie Q du produit cart�esienT 1�Si et d'un �el�ement e de Si. L'�el�ement (Q; e) peut être identi��e avec la matricecolonne  Qe ! :L'action �a gauche du !-semigroupe s'identi�e au produit matriciel et se d�e�nitpar  t1 P10 s1 ! Q1e1 ! =  t1Q1 + P1e1s1e1 !o�u les parties t1Q1 et P1e1 de Si sont d�e�nies part1Q1 = f(t1t; e) j (t; e) 2 Q1gP1e1 = f(t; se1) j (t; s) 2 P1g:On v�eri�e que cela d�e�nit bien une action �a gauche. On a en e�et t2 P20 s2 ! t1 P10 s1 ! Q1e1 ! =  t2t1Q1 + t2P1e1 + P2s1e1s2s1e1 !



Op�erations 39L'op�eration ! est d�e�nie par t1 P10 s1 !! =  f(tk1t; ss!1 ) j k 2 IN et (t; s) 2 P1gs!1 !Une v�eri�cation imm�ediate donne t1 P10 s1 !  t2 P20 s2 ! t1 P10 s1 !!! =   t1 P10 s1 ! t2 P20 s2 !!!Pour les langages de mots �nis, si L1 et L2 sont deux langages reconnus respec-tivement par les semigroupes S et T , alors le langage L1L2 est reconnu par leproduit de Sch�utzenberger S � T (cf. [Pin84]). Le th�eor�eme suivant �etend cer�esultat aux !-langages.Th�eor�eme 14 Soient L � A+ un langage reconnu par un semigroupe T etX � A! un !-langage reconnu par un !-semigroupe S = (Sf ; Si), alors le !-langage LX � A! est reconnu par le !-semigroupe T � S.D�emonstration : Soient un morphisme ' : A+ ! T tel que L = L''�1 et unmorphisme de  : A1 ! S tel que X = X  �1. On pose  = ( f ;  i) o�u  fest un morphisme de A+ dans le semigroupe Sf . On note ' � le morphisme deA1 dans T � S. La premi�ere composante du morphisme ' �  est le morphisme' �  f de A+ dans T � Sf . L'image d'un mot �ni u par le morphisme ' �  estdonn�ee paru(' �  ) =  u' f(v';w f) j v 2 A�; w 2 A� et u = vwg0 u f !Montrons que l'image d'un mot in�ni u dans T � S est donn�ee paru(' �  ) =  f(v';w i) j v 2 A�; w 2 A! et u = vwgu i ! (6)Lemme 7 Si le mot in�ni w v�eri�e la formule 6, alors pour tout mot �ni v, lemot in�ni vw v�eri�e la formule 6.D�emonstration : On posev(' �  ) =  t0 P00 s0 ! w(' �  ) =  Q0e0 ! vw(' �  ) =  Q1e1 !Par d�e�nition de l'action �a gauche, e1 = s0e0 = v :w = vw , ce qui montreque la deuxi�eme composante de vw(' �  ) est �egale �a vw .



40 Semigroupes et !-semigroupesSoit v1w1 une factorisation de vw. Soit le mot v est pr�e�xe du mot v1, soitle mot v1 est pr�e�xe du mot v.Dans le premier cas, le mot v1 s'�ecrit v1 = vv2 et v2w1 est alors une factori-sation du mot w. Le couple (v2';w1 ) appartient �a Q0 et le couple (v1';w1 )appartient �a t0Q0 puisque v1' = v':v2' = t0:v2 . R�eciproquement, si un couple(t0t; e) appartient �a t0Q0, le couple (t; e) est �egal (v2';w1 ) pour une factorisa-tion v2w1 de w, et le couple (t0t; e) correspond �a la factorisation v1w1 de vw o�uv1 = vv2.Dans le deuxi�eme cas, le mot v s'�ecrit v1v2 et v2w est une factorisation du motw1. Le couple (v1';w1 ) = (v1'; v2 e0) appartient donc �a P0e0. R�eciproquement,si un couple (t; se0) appartient �a P0e0, le couple (t; s) est �egal �a (v1'; v2 ) pourune factorisation v1v2 de v, et le couple (t; se0) correspond �a la factorisation v1w1de vw o�u w1 = v2w. 2Pour montrer que tout mot u v�eri�e la formule (6), on consid�ere une factorisationramseyenne u0; u1; u2; : : : du mot u pour le morphisme ' �  . On suppose queu0(' �  ) = s et u1(' �  ) = u2(' �  ) = � � � = e o�u (s; e) est un couple li�e dusemigroupe T � Sf . Grâce au lemme pr�ec�edent, il su�t de montrer que le motu0 = u1u2u3 : : : v�eri�e la formule (6). On poseu1(' �  ) = e =  f0 P00 e0 ! u0(' �  ) = e! =  Q0e!0 !Puisque u1 = u2 = � � � = e0, l'image de u0 est u0 = e!0 .Soit vw une factorisation du mot u0. Il existe un entier k > 1 et une factorisa-tion v1w1 du mot uk telle que v = u1u2 : : : uk�1v1 et w = w1uk+1uk+2 : : :. Le cou-ple (v1';w1 ) appartient �a la partie P0 et le couple (v ;w ) = (fk0 v1';w1 e!0 )appartient �a Q0. R�eciproquement, tout couple (t; e) de Q0 est de la forme(fk0 t0; s0e!0 ) o�u le couple (t0; s0) appartient �a P0. Il existe donc une factorisationv1w1 de uk telle que v1' = t0 et w1 = s0. Le couple (t; e) correspond alors �a lafactorisation vw de u0 o�u v = u1u2 : : : uk�1v1 et w = w1uk+1uk+2 : : :. 22.8.3 Produit en couronneSoient S et T deux semigroupes. Le produit de s1 et s2 2 S sera not�e s1:s2.Pour t1; : : : ; tn des �el�ements de T et f une application de T dans S, l'image duproduit t1 : : : tn par f sera not�ee t1 : : : tnf . Le produit en couronne S � T est lesemigroupe ST 1 � T muni du produit(f1; t1)(f2; t2) = (t 7! tf1:tt1f2; t1t2):



Op�erations 41Soient (Sf ; Si) un !-semigroupe. Le produit de Sf et l'action �a gauche de Sfsur Si seront not�es par un point. Ainsi pour s1, s2 2 Sf et e 2 Si, le produits1:s2:e d�enotera sans ambigu��t�e (s1:s2):e = s1:(s2:e).Le lemme suivant montre que pour un !-semigroupe �ni, il su�t de d�e�nirl'op�eration ! d'un idempotent.Lemme 8 Soient Sf un semigroupe et Si un ensemble �nis munis d'une action�a gauche de Sf sur Si et d'une application ! de E(Sf ) dans Si telle que pourtout s1 et s2 tels que s1s2 et s2s1 soient idempotents, (s1s2)! = s1(s2s1)! alors(Sf ; Si) est naturellement muni d'une structure de !-semigroupe.D�emonstration : A�n d'assurer (sn)! = s! pour tout entier n, il est n�ecessairede poser s! = (s�)! o�u � est l'exposant du semigroupe Sf . Soient s1 et s2 deux�el�ements de Sf . On v�eri�e que (s1s2)! = ((s1s2)�)! = s1((s2s1)�)! = s1(s2s1)!.2 Soit (Sf ; Si) un !-semigroupe �ni et T un semigroupe �ni. Le produit encouronne (Sf ; Si) � T est �egal �a l'!-semigroupe (Sf � T; ST 1i ). L'action �a gauchede Sf � T sur ST 1i est d�e�nie par(f1; t1)g1 = t 7! tf1:tt1g1:Pour (f1; t1) un idempotent de Sf � T , l'op�eration ! est d�e�nie pour t 2 T 1 par(f1; t1)! = t 7! tf1:(tt1f1)!:On peut remarquer que l'expression de (f1; t1)(f2; t2)! se simpli�e lorsque((f1; t1); (f2; t2)) est un couple li�e. Dans ce cas, on a les relations t1t2 = t1,t22 = t2 et tf1:tt1f2 = tf1 pour tout t 2 T . On a alors l'expression(f1; t1)(f2; t2)! = t 7! tf1:tt1f2(tt1t2f2)!= t 7! tf1(tt1f2)! (7)V�eri�ons que ceci d�e�nit une action �a gauche. Soient (f1; t1), (f2; t2) 2 Sf �Tet g1 2 ST 1i . ((f1; t1)(f2; t2))g1 = (t 7! tf1:tt1f2; t1t2)g1= t 7! (tf1:tt1f2):(tt1t2g1)= t 7! tf1:tt1f2:tt1t2g1(f1; t1)((f2; t2)g1) = (f1; t1)(t 7! tf2:tt2g1)= t 7! (tf1):(tt1f2:tt1t2g1)= t 7! tf1:tt1f2:tt1t2g1



42 Semigroupes et !-semigroupesV�eri�ons que ((f1; t1)(f2; t2))! = (f1; t1)((f2; t2)(f1; t1))! pour deux �el�ements(f1; t1) et (f2; t2) de Sf � T tels que (f1; t1)(f2; t2) et (f2; t2)(f1; t1) soient idem-potents((f1; t1)(f2; t2))! = (t 7! tf1:tt1f2; t1t2)!= t 7! (tf1:tt1f2):(tt1t2f1:tt1t2t1f2)!= t 7! tf1:tt1f2:(tt1t2f1:tt1t2t1f2)!(f1; t1)((f2; t2)(f1; t1))! = (f1; t1)(t 7! tf2:tt2f1:(tt2t1f2:tt2t1t2f1)!)= t 7! (tf1):(tt1f2:tt1t2f1:(tt1t2t1f2:tt1t2t1t2f1)!)= t 7! tf1:tt1f2:tt1t2f1:(tt1t2t1f2:tt1t2t1t2f1)!= t 7! tf1:tt1f2:tt1t2f1:tt1t2t1f2(tt1t2t1t2f1:tt1t2t1f2)!Puisque l'�el�ement (f1; t1)(f2; t2) de Sf � T est idempotent, on a les �egalit�est1t2t1t2 = t1t2tf1:tt1f2:tt1t2f1:tt1t2t1f2 = tf1:tt1f2ce qui termine la v�eri�cation.Exemple : On consid�ere le produit en couronne bS�Z=2Zo�u S est le semigroupemultiplicatif S = fa = 0; b = 1g et Z=2Z le groupe cyclique d'ordre 2. Lastructure de cet !-semigroupe est donn�e a la �gure 2.1. �A gauche est donn�ee lastructure en D-classes de la partie �nitaire, c'est �a dire du semigroupe S �Z=2Z.L'�el�ement (f; s) de S�Z=2Zo�u f est une fonction deZ=2Zdans S est not�e par letriplet (0f; 1f; s). �A droite, est associ�e �a chaque classe de conjugaison de couplesli�es, l'�el�ement correspondant de la partie in�nitaire de bS � Z=2Z. La fonctiong de Z=2Zdans la partie in�nitaire de bS est not�ee par le couple (0g; 1g). Onremarque en e�et qu'il y exacte correspondance entre les classes de conjugaisonde couples li�es et les �el�ements de la partie in�nitaire de bS �Z=2Z.De fa�con plus g�en�erale, on a le r�esultatProposition 12 Soient S un semigroupe �ni et G un groupe �ni. On abS �G = dS �GD�emonstration : Les deux !-semigroupes ont la même partie �nitaire, �asavoir le semigroupe S � G. Le !-semigroupe bS � G est donc un quotient du!-semigroupe dS �G d'apr�es la proposition 11. Il su�t donc de montrer quesi deux couples li�es ((f1; s1); (g1; e1)) et ((f2; s2); (g2; e2)) du semigroupe S � Gv�eri�ent (f1; s1)(g1; e1)! = (f2; s2)(g2; e2)! dans bS �G, alors les deux couples sontconjugu�es. On est alors assur�e de la même �egalit�e dans dS �G ce qui montre que



Op�erations 43Structure en D-classes*(b; b; 0)(b; b; 1)*(a; b; 0) (a; b; 1)(b; a; 1) *(b; a; 0)*(a; a; 0)(a; a; 1)
(b; b; 0)!(b; b; 1)(b; b; 0)! (b!; b!)(a; b; 0)(b; b; 0)!(a; b; 1)(b; b; 0)! (ab!; b!)(b; a; 0)(b; b; 0)!(b; a; 1)(b; b; 0)! (b!; ab!)(a; a; 0)(b; b; 0)!(a; a; 1)(b; b; 0)! (ab!; ab!)(a; b; 0)!(a; b; 1)(b; a; 0)! (a!; b!)(b; a; 0)!(b; a; 1)(a; b; 0)! (b!; a!)(a; a; 0)(a; b; 0)!(a; a; 1)(b; a; 0)! (a!; ab!)(a; a; 0)(b; a; 0)!(a; a; 1)(a; b; 0)! (ab!; a!)(a; a; 0)!(a; a; 1)(a; a; 0)! (a!; a!)Figure 2.1 : Structure de bS �Z=2Zles deux !-semigroupes sont isomorphes. Puisque e1 et e2 sont deux idempotentsdu groupe G, on a n�ecessairement e1 = e2 = 1G. On suppose que pour tout t 2 Gtf1(ts1g1)! = tf2(ts2g2)!Les deux couples li�es (tf1; ts1g1) et (tf2; ts2g2) de S sont conjugu�es. Il existedonc deux �el�ements tx1 et tx2 de S tels que tf1:tx1 = tf2, tx1:tx2 = ts1g1 ettx2:tx1 = ts2g2. On d�e�nit alors les deux fonctions h1 et h2 de G dans S enposant th1 = ts�11 x1 et th2 = ts�12 x2 pour tout t 2 G. On v�eri�e alors que les�el�ements (h1; s�11 s2) et (h2; s�12 s1) de S �G v�eri�ent(f1; s1)(h1; s�11 s2) = (f2; s2)(h1; s�11 s2)(h2; s�12 s1) = (g1; 1G)(h2; s�12 s1)(h1; s�11 s2) = (g2; 1G)ce qui montre que les couples li�es ((f1; s1); (g1; e1)) et ((f2; s2); (g2; e2)) sont bienconjugu�es 2Si le langage L de mots �nis est reconnu par le semigroupe S et si � est unefonction s�equentielle r�ealis�ee par un transducteur T , le langage L��1 est reconnu



44 Semigroupes et !-semigroupespar le semigroupe S�M(�) o�uM(�) est le mono��de de transition du transducteurT (cf. [Pin84]). Le th�eor�eme suivant �etend ce r�esultat aux !-langages. Un expos�eplus complet sur les fonctions s�equentielles et les transducteurs peut être trouv�edans [Ber79].Th�eor�eme 15 Soit � : A� ! B� une fonction s�equentielle r�ealis�ee par untransducteur T = (Q;A;B; q0; :; �) et soit M(�) le mono��de de transition del'automate (Q;A; q0; :). Si le !-langage L � B! est reconnu par le !-semigroupeS = (Sf ; Si), alors le !-langage L��1 � A! est reconnu par le !-semigroupeS �M(�).Exemple : On consid�ere la fonction s�equentielle � r�ealis�e par le transducteurde la �gure 2.2. De mani�ere intuitive, ce transducteur ne conserve que les a enposition paire (les lettres d'un mot sont num�erot�ees �a partir de z�ero). Les lettres aen position impaire sont transform�ees en lettre b. Le langage X1 = (A�a)! desmots ayant une in�nit�e d'occurrences de a est reconnu par !-semigroupe bS o�u Sest le semigroupe S = fa = 0; b = 1g. Le langage X1��1 est l'ensemble des motsayant une in�nit�e d'occurrences de a en position paire. Le mono��de de transitiondu transducteur est Z=2Zpuisque chacune des lettres a et b �echange les �etats 1et 2. D'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, le langage X1��1 est donc reconnu par le!-semigroupe bS �Z=2Z. 1 2a/b b/ba/a b/bFigure 2.2 : TransducteurD�emonstration : Soit ' : B1 ! S un morphisme surjectif reconnaissant L.On note � : A� !M(�) le morphisme induit par l'action des lettres. On d�e�nitle morphisme  : A1 ! S �M(�) pour toute lettre a 2 A para = (t 7! (q0t � a)'; a�)Lemme 9 Pour tout mot u 2 A�, on au = (t 7! (q0t � u)'; u�)



Op�erations 45D�emonstration : On montre le r�esultat par r�ecurrence sur la longueur jujdu mot u. Le r�esultat est acquis pour les mots de longueur 1 par d�e�nition dumorphisme  . Si u est de longueur sup�erieure �a 1, on �ecrit u = va o�u a est unelettre et v un mot de longueur inf�erieure. On a alorsu = v :a = (t 7! (q0t � v)'; v�)(t 7! (q0t � a)'; a�)= (t 7! (q0t � v)'(q0tv� � a)'; v�a�)= (t 7! (q0t � v)(q0t:v � a)'; va�)= (t 7! (q0t � va)'; va�)= (t 7! (q0t � u)'; u�)ce qui termine la preuve du lemme. 2Nous �etendons maintenant ce r�esultat au mots in�nis.Lemme 10 Pour tout mot u 2 A!, on au = (t 7! (q0t � u)'):D�emonstration : On suppose l'�el�ement t 2 M(�) �x�e. On consid�ere unefactorisation u = u0u1u2 : : : telle que u0 = s = (f1; t1) et u1 = u2 = � � � =e = (f2; t2) o�u (s; e) est un couple li�e du semigroupe Sf �M(�). En particulier ona les relations t1t2 = t1 et t22 = t2. On d�e�nit les �etats q1 = q0t:u0 et qi+1 = qi:uipour i > 1. On peut alors �ecrire la factorisation q0t�u = v0v1v2 : : : o�u v0 = q0t�u0et vi = qi � ui pour i > 1. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, on a alors les �egalit�esv0' = q0t � u0= tf1vi' = qi � vi= q0t:(u0 : : : ui�1) � ui= q0t(u0 : : : ui�1)� � ui= q0tt1 � ui= tt1f2Puisque (s; e) est un couple li�e, on a la relation tf1:tt1f2 = tf1, ce qui montre quele couple (tf1; tt1f2) est li�e. On a donc (q0t�u)' = tf1:(tt1f2)! ce qui correspond�a la formule 7 (p. 41) et termine ainsi la preuve du lemme. 2Pour montrer que le !-semigroupe S �M(�) reconnâ�t le langage L��1, on cons-tate que le mot u 2 A! v�eri�e u� 2 L si et seulement si (q0 � u)' appartient �al'image de L dans S, c'est �a dire si 1(u ) 2 L'. 2



46 Semigroupes et !-semigroupesSoit (Q;A; q0; E; T ) un automate de Muller ou un automate �a table de tran-sitions dont l'ensemble des transitions est E = ff1; f2; : : : ; fng. L'automatepeut être consid�er�e comme un transducteur, en associant �a la transition fi laproduction fi. L'automate consid�er�e comme transducteur r�ealise une fonctions�equentielle � de A� dans E�. Soit X � E! l'ensemble des chemins r�eussis del'automate. Le !-langage L � A! reconnu par l'automate est �egal �a L = X��1.D'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, il su�t donc de construire un !-semigroupe re-connaissant le !-langage X des chemins r�eussis pour construire un !-semigroupereconnaissant le !-langage L.On commence par rappeler un r�esultat de I. Simon [Eil76]. �Etant donn�e unautomate A, une congruence de chemins est une relation d'�equivalence entre leschemins �nis v�eri�ant les deux conditions suivantes(1) Deux chemins �equivalents sont coterminaux, i.e., ont même origine etmême extr�emit�e;(2) Si p et q sont deux chemins �equivalents et si r, p et s sont des cheminscons�ecutifs, alors les chemins rps et rqs sont �equivalents.On a alors la proposition suivanteProposition 13 (Simon) Soit � une congruence de chemins, telle que pour toutcouple de boucles p et q autour d'un même �etat, p2 � p et pq � qp. Alors deuxchemins coterminaux ayant même contenu sont �equivalents.SoitA un automate d'ensemble de transitions E = ff1; f2; : : : ; fng et soit� lacongruence des chemins de A engendr�ee par les relations p2 � p et pq � qp pourtout couple de boucles p et q autour d'un même �etat. L'ensemble S = f0g [ S 0o�u S0 est l'ensemble des classes d'�equivalences de chemins modulo la congruence� est naturellement muni d'une structure de semigroupe. Le produit pq de deuxchemins p et q est �egal �a la concat�enation de p et q si p et q sont cons�ecutifs.Le produit est �egal �a 0 sinon. On peut remarquer que le semigroupe S est �egal�a E�= � o�u � est la congruence engendr�ee par les relations pq � 0 si p et q noncons�ecutifs, p2 � p et pq � qp pour tout couple de boucles p et q autour d'unmême �etat.Pour un automate �a table transition, la proposition suivante montre qu'�apartir du semigroupe des chemins consid�er�e pr�ec�edemment, il est possible deconstruire un !-semigroupe qui reconnâ�t le !-langage des chemins r�eussis.Proposition 14 Pour un automate �a table de transitions, le !-semigroupe bSreconnâ�t le !-langage des chemins r�eussis.



Op�erations 47D�emonstration : Pour le semigroupe S un couple (s; e) est li�e si le chemine est une boucle autour de l'extr�emit�e du chemin s (en particulier les cheminss et e sont cons�ecutifs) et si le contenu de cette boucle est inclus dans le con-tenu du chemin s. On d�e�nit la partie P de bS comme l'ensemble des classes deconjugaison [s; e] telles que l'origine du chemin s est l'�etat initial et telles que lecontenu de la boucle e est un �el�ement de la table de transitions. Cette d�e�nitionest coh�erente. D'une part, deux cheminsR-�equivalents ont n�ecessairement mêmeorigine. D'autre part, si c1 et c2 sont deux chemins cons�ecutifs, le contenu du pro-duit pq est �egal �a l'union des contenus de p et de q. Deux chemins D �equivalentsont donc n�ecessairement même contenu. Si (s1; e1) et (s2; e2) sont deux couplesli�es conjugu�es, les chemins s1 et s2 ont même origine et les deux boucles e1 et e2ont même contenu.Un chemin in�ni c d'un automate se factorise c = c0c1c2 : : : o�u c0 est cheminde l'�etat initial q0 �a un �etat q et les chemins ci pour i > 1 sont des bouclesautour de l'�etat q et et ont Inr(c) pour contenu. Le !-semigroupe bS reconnâ�tdonc l'ensemble des chemins r�eussis de l'automate. 2
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Chapitre 3Châ�nes d'ensembles3.1 IntroductionNous donnons dans ce chapitre une construction de l'alg�ebre de Boole B en-gendr�ee par une semi-alg�ebre de Boole S. On sait que tout �el�ement de B peuts'�ecrire comme une union de di��erences d'�el�ements de S. Nous consid�erons plusparticuli�erement les châ�nes qui sont des suites de di��erences embô�t�ees. Nousdonnons une nouvelle d�emonstration, �a l'aide de diagrammes, d'un th�eor�emede Hausdor� (cf. [Hau57]) qui a�rme que l'on peut supposer que ces unions dedi��erences sont des châ�nes. Nous obtenons une construction explicite de châ�nespour l'union et l'intersection de deux parties connaissant une châ�ne pour cha-cune de ces deux parties.3.2 NotationsDans ce chapitre uniquement, nous noterons par commodit�e l'intersection commeun produit et l'union comme une addition : XY = X \ Y et X + Y = X [ Y .Cette notation est coh�erente car l'intersection est distributive par rapport �al'union, i.e., X(Y +Z) = XY +XZ avec les notations adopt�ees. Nous noteronsX M Y = X +Y �XY la di��erence sym�etrique de X et de Y . Il faut remarquerque le � se comporte comme un produit en distribuant par rapport �a + maisqu'il ne se comporte pas de fa�con associative avec +. Ainsi (X + Y ) � Z est�egal �a (X � Z) + (Y � Z) mais est en g�en�eral di��erent de X + (Y � Z). On acependant l'�egalit�e des deux expressions dans le cas o�u X \ Z = ?. L'ensembleP(E) des parties de E muni de la di��erence sym�etrique comme addition et del'intersection comme produit est un anneau. En e�et, celui-ci est isomorphe auproduit Qx2EZ=2Zen identi�ant une partie de E et sa fonction caract�eristique.



50 Châ�nes d'ensemblesSoit E un ensemble et soit F un ensemble de parties de E. On dit que F estune alg�ebre de Boole s'il contient E et ? et s'il est ferm�e par union, intersectionet passage au compl�ementaire.Si F contient E et ?, est ferm�e par union et intersection, mais pas n�ecessaire-ment par passage au compl�ementaire, on dit que c'est une semi-alg�ebre de Boole.L'exemple le plus courant d'une telle semi-alg�ebre est l'ensemble des ouverts d'unespace topologique.3.3 Sommes de di��erences et châ�nesNous d�e�nissons une somme de di��erences de longueur m comme une expressionX = (X1 �X2) + (X3 �X4) + � � �+ (Xm�1 �Xm) si m est pairX = (X1 �X2) + (X3 �X4) + � � �+Xm si m est impairNous d�e�nissons une châ�ne de di��erences (ou plus simplement une châ�ne)comme une somme de di��erences o�u les parties Xi v�eri�ent en outre la condi-tion X1 � X2 � : : : � Xm. Le fait que la suite Xi soit d�ecroissante rend leparenth�esage d'une telle expression �equivalent au parenth�esage gauche et nousnoterons X = X1 �X2 +X3 � � � � �Xmo�u le signe � devant Xm d�epend de la parit�e de m. L'expression est alors aussi�equivalente �a X = X1 MX2 M : : :MXmSoit F une semi-alg�ebre de Boole d'un ensemble E. Nous d�e�nissons Cm(F)de la fa�con suivante. Pour m = 0 nous posons C0(F) = f?g et pour m > 1 nousnotons Cm(F) l'ensemble des parties X de E qui s'�ecrivent comme une châ�nede longueur m avec des �el�ements de F , i.e.,X = X1 �X2 +X3 � � � � �Xm Xi 2 FNous omettrons dor�enavant la r�ef�erence �a la semi-alg�ebre de Boole �x�ee F etnous �ecrirons Cm. Pour m = 1 nous avons C1 = F . Si m0 6 m, nous avonsCm0 � Cm car ? 2 F et l'on peut poser Xm0+1 = � � � = Xm = ? pour passerd'une châ�ne de longueur m0 �a une châ�ne de longueur m. Si F se trouve êtreune alg�ebre de Boole, alors Cm = F pour tout m > 1.



Sommes de di��erences et châ�nes 51Proposition 15 Si X 2 Cm et Y 2 Cn, alorsXY 2 ( Cm+n�2 si m et n pairsCm+n�1 sinonX + Y 2 ( Cm+n�1 si m et n impairsCm+n sinonD�emonstration : Nous allons montrer qu'�a partir d'une châ�ne de longueur mpour X 2 Cm et d'une châ�ne de longueur n pour Y 2 Cn, il est possible deconstruire des châ�nes des longueurs �enonc�ees ci-dessus pour les ensembles XYet X + Y .Nous commen�cons par traiter quelques exemples pour les premi�eres valeursde m et n. Les cas m = 0 ou n = 0 sont triviaux puisque C0 = f?g.Nous consid�erons le cas n = 1 (Y = Y1 2 F). Le cas m = 1 (X 2 F) est�evident car XY etX+Y 2 F car la semi-alg�ebre F est stable pour l'intersectionet l'union. Pour m = 2, la partie X s'�ecrit X = X1 �X2. Nous avons alors leschâ�nes XY = X1Y1 �X2Y1X + Y = (X1 + Y1) � (X2 + Y1) + Y1 Solution 1X + Y = (X1 + Y1) �X2 +X2Y1 Solution 2Pour m = 3, la partie X s'�ecrit X = X1 � X2 + X3. Nous avons alors leschâ�nes XY = X1Y1 �X2Y1 +X3Y1X + Y = (X1 + Y1)� (X2 + Y1) + (X3 + Y1) Solution 1X + Y = (X1 + Y1)�X2 + (X3 +X2Y1) Solution 2Ces formules se g�en�eralisent ais�ement pour m quelconque. La partie X s'�ecritX = X1 �X2 +X3 � � � � �Xm et nous avons les châ�nesXY = X1Y1 �X2Y1 +X3Y1 � � � � �XmY1 Solution 1X + Y = (X1 + Y1)� (X2 + Y1) + � � � � (Xm + Y1) + Y1 si m est pairX + Y = (X1 + Y1)� (X2 + Y1) + � � � + (Xm + Y1) si m est impairSolution 2X + Y = (X1 + Y1)�X2 + (X3 +X2Y1)�X4 si m est pair+(X5 +X4Y1)� � � � �Xm +XmY1X + Y = (X1 + Y1)�X2 + (X3 +X2Y1)�X4 si m est impair+(X5 +X4Y1)� � � �+ (Xm +Xm�1Y1)



52 Châ�nes d'ensemblesNous consid�erons maintenant le cas n = 2 (Y = Y1 � Y2). Le cas m = 1 estsym�etrique du cas n = 1 et m = 2. Pour m = 2 (X = X1 �X2), nous avons leschâ�nes XY = X1Y1 � (X1Y2 +X2Y1)X + Y = (X1 + Y1)� (X2 + Y2) + (X1Y2 +X2Y1)�X2Y2Pour m = 3 (X = X1 �X2 +X3), nous avons les châ�nesXY = X1Y1 � (X1Y2 +X2Y1) +X3Y1 �X3Y2X + Y = (X1 + Y1)� (X2 + Y2) + (X1Y2 +X2Y1 +X3) �X2Y2 +X3Y2Nous revenons maintenant au cas g�en�eral. Nous donnons la construction dediagrammes de repr�esentation des châ�nes. A la châ�neX = X1 �X2 +X3 � � � � �Xmnous associons un diagramme de Venn construit dans le plan. A E, correspondle demi-plan droit P0 = f(x; y) j x > 0g et �a Xi le demi-plan droit Pi = f(x; y) jx > ig. Nous avons bien Pi+1 � Pi pour 0 6 i 6 n � 1. Le plan se trouveainsi d�ecoup�e en bandes verticales dont chacune repr�esente une des di��erencesXi � Xi+1 (cf. �gure 3.1). La �gure a �et�e volontairement limit�ee �a la r�egionsigni�cative du plan. En face de chacune des droites verticales d'�equation X = iest inscrite la partie Xi d�elimit�ee par celle-ci. Les bandes verticales repr�esentantdes di��erences incluses dans la partie X sont gris�ees sur la �gure.
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Figure 3.1 : X = X1 �X2 +X3 �X4 +X5 �X6 +X7A la châ�ne Y = Y1 � Y2 + Y3 � � � � � Yn



Sommes de di��erences et châ�nes 53nous associons comme pr�ec�edemment un diagramme de Venn dans le plan, maisen inversant les rôles des coordonn�ees du plan. A E correspond le demi-plansup�erieur f(x; y) j y > 0g et �a Yi le demi-plan sup�erieur f(x; y) j y > ig. Le planse trouve ainsi d�ecoup�e en bandes horizontales dont chacune repr�esente une desdi��erences Yi � Yi+1 (cf. �gure 3.2). En face de chacune des bandes horizontalesest inscrite la di��erence repr�esent�ee.
Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3Figure 3.2 : Y = Y1 � Y2 + Y3 � Y4 + Y5Pour obtenir un diagramme de Venn des parties XY et X + Y en fonctiondes parties Xi et Yi, il su�t de superposer les deux diagrammes correspondants�a X et �a Y (cf. �gures 3.3 et 3.4). Chacun des petits carr�es �el�ementaires de cesdiagrammes repr�esente une intersection (Xi �Xi+1)(Yj � Yj+1). Sur les �gures,les carr�es �el�ementaires inclus dans XY (respectivement X + Y ) sont gris�es.L'intersection �el�ementaireXiYj est repr�esent�ee sur le diagramme par la r�egiondu plan f(x; y) j x > i et y > jg c'est �a dire un quart de plan sup�erieur droit(cf. �gure 3.5).Une partie P �egale �a une union de parties du type XiYj (P = Xi1Yj1 +Xi2Yj2+� � �+XikYjk ) est repr�esent�ee sur le diagramme par une union de di��erentsquarts de plan sup�erieurs droits. Cette r�egion du diagramme se trouve d�elimit�ee�a gauche et en bas par un chemin ne comportant que des pas �el�ementaires Est oude pas �el�ementaires Sud (si le chemin est lu de haut vers le bas). R�eciproquement,une r�egion d�elimit�ee �a gauche et en bas par un tel chemin est �egale �a une unionde parties XiYj (cf. �gure 3.6). Deux parties P1 et P2 �etant ainsi d�elimit�ees pardeux chemins C1 et C2, il su�t que le chemin C1 soit au dessus et �a droite duchemin C2 pour que P1 � P2.Si les parties Xi et Yj appartiennent �a la semi-alg�ebre F , toute partie P ainsid�etermin�ee appartient �egalement �a la semi-alg�ebre F . La donn�ee d'un chemin



54 Châ�nes d'ensembles
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3Figure 3.3 : Diagramme de Venn de l'intersection
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3Figure 3.4 : Diagramme de Venn de l'union



Sommes de di��erences et châ�nes 55
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3 Figure 3.5 : X3Y2
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3Figure 3.6 : X5Y1 +X3Y2 +X1Y3 + EY5



56 Châ�nes d'ensemblesuniquement constitu�e de pas Est et Sud d�etermine ainsi une partie de la semi-alg�ebre F . Nous allons exhiber des châ�nes pour XY et X + Y constitu�eesde telles parties. Pour ce faire, nous d�eterminerons les chemins d�elimitant cesparties. Nous allons illustrer cette construction en reprenant les exemples pourles premi�eres valeurs de m et n (cf. �gures 3.7, 3.8 et 3.9).E � Y1Y1 E � Y1Y1X2E X1 X2E X1Figure 3.7 : Châ�nes pour m = 2 et n = 1E X1 X2 X3 E X1 X2 X3E � Y1Y1E � Y1Y1 Figure 3.8 : Châ�nes pour m = 3 et n = 1E X1 X2 X3 E X1 X2 X3Y1 � Y2E � Y1Y2 Y1 � Y2E � Y1Y2Figure 3.9 : Châ�nes pour m = 3 et n = 2La construction des chemins pour les châ�nes de XY et deX+Y se g�en�eralisesans di�cult�e pour m et n quelconques (cf. �gures 3.10 et 3.11).Nous faisons remarquer que ces solutions ne sont pas uniques. Lorsque deuxchemins d�elimitant deux parties cons�ecutives d'une châ�ne co��ncident partielle-ment le long de deux côt�es d'un petit carr�e �el�ementaire, deux con�gurations (cf.



Sommes de di��erences et châ�nes 57
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3 Figure 3.10 : Châ�ne de XY
E X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7Y1 � Y2Y3 � Y4Y4 � Y5Y5E � Y1Y2 � Y3Figure 3.11 : Châ�ne de X + Y



58 Châ�nes d'ensembles�gure 3.12) sont possibles. Ces deux con�gurations conduisent �a deux châ�nes�egales �a la même partie de E. Or pour les deux châ�nes donn�ees pr�ec�edemmentpour l'intersection et pour l'union, ces con�gurations apparaissent de fa�conr�eguli�ere, ce qui conduit �a de nombreuses formules di��erentes.
Figure 3.12 : Con�gurations �equivalentesCes deux diagrammes permettent de donner des formules explicites pour leschâ�nes de XY et de X + Y .XY = Z1 � Z2 + Z3 � � � � � Zm+n�1o�u les Zi sont d�e�nis parZ1 = X1Y1Z2 = X1Y2 +X2Y1Z3 = X1Y3 +X3Y1Z4 = X1Y4 +X2Y3 +X3Y2 +X4Y1...Zm+n�2 = Xm�1Yn +XmYn�1 si m+ n pairZm+n�2 = Xm�1Yn si m pair et n impairZm+n�2 = XmYn�1 si m impair et n pairZm+n�1 = XmYn si m impair ou n impairZm+n�1 = ? si m pair et n pairou de fa�con plus synth�etiqueZ2i = Pk+l=2i+1XkYlZ2i+1 = Pk+l=2i+2k impair XkYl (8)X + Y = Z1 � Z2 + Z3 � � � � � Zm+n



Sommes de di��erences et châ�nes 59o�u les Zi sont d�e�nis en posant X0 = Y0 = E parZ1 = Y1 +X1 = X0Y1 +X1Y0Z2 = Y2 +X2 = X0Y2 +X2Y0Z3 = Y3 +X1Y2 +X2Y1 +X3 = X0Y3 +X1Y2 +X2Y1 +X3Y0Z4 = Y4 +X2Y2 +X4 = X0Y4 +X2Y2 +X4Y0...Zm+n�1 = Xm�1Yn +XmYn�1 si m+ n pairZm+n�1 = Xm�1Yn si m impair et n pairZm+n�1 = XmYn�1 si m pair et n impairZm+n = XmYn si m pair ou n pairZm+n = ? si m impair et n impairou de fa�con plus synth�etique Z2i = Pk+l=2ik pair XkYlZ2i+1 = Pk+l=2i+1XkYl (9)2Proposition 16 Si X 2 Cm alors Xc 2 Cm+1.D�emonstration : Si la partie X s'�ecrit X = X1 � X2 + X3 � � � � � Xm, lecompl�ementaire Xc s'�ecrit Xc = E �X1 +X2 �X3 + � � � �Xm et appartient �aCm+1. 2Proposition 17 Pour m > 0, tout X 2 Cm et tout Y 2 F , nous avons(1) Pour m pair, X + Y 2 Cm+1 et X � Y 2 Cm(2) Pour m impair, X + Y 2 Cm et X � Y 2 Cm+1D�emonstration : Il su�t de remarquer que X � Y = XY c. Nous appliquonsd'abord la proposition 16 pour avoir Y c 2 C2 puis la proposition 15 pour con-clure. 2Proposition 18 Toute somme de di��erences est �egale �a une châ�ne de mêmelongueur.



60 Châ�nes d'ensemblesD�emonstration : Si la longueur m de la somme de di��erences est 1, la partieconsid�er�ee est un �el�ement de la semi-alg�ebre F et le r�esultat est acquis. Si lalongueur est �egale �a 2, il su�t d'�ecrire X = X1 � X2 = X1 � X1X2 ou X =X1 �X2 = X1 = (X1 +X2) �X2 pour obtenir une châ�ne de longueur 2 �egale�a X. Nous raisonnons ensuite par r�ecurrence pour m > 3. Pour la somme dedi��erences X = (X1�X2)+ (X3�X4)+ � � �, les parties X1�X2 et (X3�X4)+� � � appartiennent respectivement �a C2 et �a Cm�2. Nous appliquons ensuite laproposition 15 pour conclure. 2Nous avons un r�esultat similaire pour les di��erences sym�etriques de longueurm.Proposition 19 Toute di��erence sym�etrique X = X1M � � �MXm d'�el�ements deF est �egale �a une châ�ne de même longueur.D�emonstration :X = m4k=1Zk avec Zk = Xi1;:::;ik distinctsXi1 : : :XikEn e�et par d�e�nition de la di��erence sym�etrique, X est �egal �a l'ensembledes �el�ements de E qui appartiennent �a un nombre impair de parties Xi. Si x 2 Eappartient �a exactement k parties Xi, il appartient �a Z1; : : : ; Zk et �a aucun desZi pour i > k. Le nombre de parties Zi �a auxquelles appartient un �el�ement x deE est �egal au nombre de parties Xi auxquelles il appartient. Nous remarquons�egalement que les parties Zi v�eri�ent Z1 � � � � � Zm et constituent une châ�ne�egale �a X. 2R�eciproquement, nous avons pour toute châ�neX1 �X2 +X3 � � � � �Xm = X1 MX2 M � � � MXmProposition 20 Si X 2 Cm et Y 2 Cn, alors X M Y 2 Cm+n.D�emonstration : Les parties X et Y s'�ecrivent respectivement X = X1 M� � �MXm et Y = Y1 M � � �M Yn. La di��erence sym�etrique X M Y s'�ecrit X M Y =X1 M � � � M Xm M Y1 M � � � M Yn et appartient �a Cm+n d'apr�es la propositionpr�ec�edente. 2



Alg�ebre de Boole 613.4 Alg�ebre de BooleProposition 21 L'ensemble C = Sm>0 Cm est l'alg�ebre de Boole engendr�ee parF .D�emonstration : C'est imm�ediat d'apr�es les propositions 15 et 16. 2Soit F une semi-alg�ebre de Boole. Nous notonsDn(F) = nXc j X 2 Cn(F)oF c = nXc j X 2 FoProposition 22 On a les �egalit�es suivantesCn(Fc) = Cn(F) pour n pairCn(F c) = Dn(F) pour n impairD�emonstration : D'apr�es la proposition 19, une partie X de E appartient �aCn(F) si et seulement si elle peut s'�ecrire X = X1 M � � � MXn avec Xi 2 F . Laformule Xc M Y = (X M Y )c implique les deux formulesXc1 M � � � MXcn = X1 M � � � MXn pour n pairXc1 M � � � MXcn = (X1 M � � � MXn)c pour n impairLe r�esultat est alors imm�ediat. 2



62 Châ�nes d'ensembles



Chapitre 4Hi�erarchie de Wagner4.1 IntroductionNous pr�esentons ici la th�eorie, initialement due �a K. Wagner [Wag79, Kam85,Bar92], des classes de complexit�e de !-langages reconnaissables. Ces classes sontcaract�eris�ees par les longueurs des châ�nes et des superchâ�nes. Ces deux notionspeuvent, de fa�con ind�ependante, être d�e�nies pour un !-langage, un automateet un !-semigroupe. Nous montrons que ces trois d�e�nitions conduisent e�ec-tivement �a la même notion. Nous �etudions ensuite les liens entre ces classes decomplexit�e et la structure topologiques des !-langages. Nous �etablissons en par-ticulier la stabilit�e de ces classes de complexit�e par image inverse de fonctions�equentielle. Ensuite nous caract�erisons l'indice de Rabin d'un !-langage. Nousterminons par la construction d'un automate �equivalent �a un automate.4.2 Châ�nes et superchâ�nes4.2.1 Châ�nes et superchâ�nes d'un !-langageSoit X � A! un !-langage et m > 0 un entier. Une X-châ�ne de longueur m estun couple C = (Y ;Z)form�e d'un ensemble Y � A� non vide et d'une suite strictement croissanteZ = (Z0; Z1; : : : ; Zm)de parties de A+ telle que les conditions suivantes soient v�eri��ees.(i) Y Zi � Y ;



64 Hi�erarchie de Wagner(ii) Z�i = Zi;(iii) Zi�1(Zi � Zi�1) � Zi � Zi�1 et(Zi � Zi�1)Zi�1 � Zi � Zi�1 pour tout 1 6 i 6 m;(iv) les ensembles W0 = Y Z!0 , W1 = Y (Z1 � Z0)!, W2 = Y (Z2 � Z1)!, : : : etWm = Y (Zm �Zm�1)! sont alternativement inclus dans X ou disjoints deX.La châ�ne est dite positive quand W0 � X et n�egative sinon. Ainsi, pour unechâ�ne positive de longueur 4, on aY Z!0 � XY (Z1 � Z0)! \ X = ?Y (Z2 � Z1)! � XY (Z3 � Z2)! \ X = ?Y (Z4 � Z3)! � XW0W1W2W3W4Figure 4.1 : Châ�ne de longueur 4On note m+(X) (resp. m�(X)) la longueur maximale des châ�nes positives(resp. n�egatives) de X et m(X) = max(m+(X);m�(X)). On convient de poserm+(X) = �1 (resp. m�(X) = �1) si l'ensemble des châ�nes positives (resp.n�egatives) est vide. Nous verrons que m(X) est toujours �ni pour X reconnais-sable.Exemple : Soit X1 = (b�a)! l'ensemble des mots ayant un nombre in�nid'occurrences de a sur l'alphabet A = a+ b. Une châ�ne n�egative de longueur 1est (A�; b�; A�). En e�et, on a A�b! \ X1 = ? et A�(A� � b�)! = X1. On a enfait m+(X1) = 0 et m(X1) = m�(X1) = 1 comme on le v�eri�era plus loin.Une X-superchâ�ne de longueur n est une suiteC0; C1; :::; Cn



Châ�nes et superchâ�nes 65de châ�nes Ci = (Yi;Zi0; Zi1; :::; Zim) toutes de longueur m(X) telle que :(i) chaque Ci est accessible �a partir de Ci�1, i.e., pour 1 6 i 6 n, il existe desensembles Ui � A� non vides tels que Yi�1Ui � Yi;(ii) les châ�nes Ci sont alternativement positives et n�egatives.On dit que la superchâ�ne est positive si C0 est positive et n�egative sinon. Onnote n+(X) (resp. n�(X)) la longueur maximale des superchâ�nes positives(resp.n�egatives) et n(X) = max(n+(X); n�(X)). On convient que n+(X) = �1(resp. n�(X) = �1) si l'ensemble des superchâ�nes positives (resp. n�egatives) estvide. Nous verrons aussi que n(X) est �ni pour X reconnaissable.
Figure 4.2 : Superchâ�ne de longueur 2 avec des châ�nes de longueur 3Exemple : Le langage X2 = (b�a)! +A�c(a+ b)! sur l'alphabet A = a+ b+ cest l'ensemble des mots ayant ou bien(1) aucune occurrence de c et un nombre in�ni d'occurrences de a;(2) un nombre �ni non nul d'occurrences de c.Le langage X2 admet deux châ�nes de longueur 1, la châ�ne n�egative C0 = ((a+b)�; b�; (a + b)�) et la châ�ne positive C1 = (A�cA�; (a + b)�; A�). En prenantU1 = A�cA�, on v�eri�e que Y0U1 = A�cA� = Y1. Le langage X2 admet donc lasuperchâ�ne positive (C1) de longueur 0 et la superchâ�ne n�egative (C0; C1) delongueur 1. On v�eri�era plus loin que n+(X2) = 0 et n(X2) = n�(X2) = 1.4.2.2 Châ�nes et superchâ�nes d'un automateSoit A = (Q;A; :; q0;T ) un automate de Muller. Une A-châ�ne de longueur mde l'automate A est une suite croissanteR0 � R1 � � � � � Rm



66 Hi�erarchie de Wagnerde parties r�ep�etables de Q telle que les Ri pour 0 6 i 6 m sont alternativementdans T et hors de T . On dit que la châ�ne est positive ou n�egative selon que R0appartienne ou n'appartienne pas �a la table T . On note m+(A) (resp. m�(A))la longueur maximale des châ�nes positives (resp. n�egatives) de A et m(A) =max(m+(A);m�(A)). 1 2ba a bFigure 4.3 : Automate A1 : T = ff1g; f1; 2ggExemple : L'automate A1 de la �gure 4.3 avec la table T = ff1g; f1; 2ggreconnâ�t le !-langage X1 des mots ayant un nombre in�ni d'occurrences de a.On a m+(A1) = 0 etm(A1) = m�(A) = 1. En e�et, la seule châ�ne de longueur 1est f2g � f1; 2g et cette châ�ne est n�egative.Une A-superchâ�ne de longueur n de l'automate est une suite(U0; U1; :::; Un)de châ�nes de longueur m(A) telle que :(i) chaque Ui est accessible �a partir de Ui�1 pour 1 6 i 6 n, i.e., il existe unchemin d'un �etat de Ui�1 �a un �etat de Ui;(ii) les A-châ�nes Ui sont alternativement positives et n�egatives.On dit que la superchâ�ne est positive si U0 est une châ�ne positive et n�egativesinon. On note n+(X) (resp. n�(X)) la longueur maximale des superchâ�nespositives (resp. n�egatives) et n(X) = max(n+(X); n�(X)). On convient quen+(X) = �1 (resp. n�(X) = �1) si l'ensemble des superchâ�nes positives (resp.n�egatives) est vide.Exemple : L'automate A1 de la �gure 4.3 poss�ede une seule châ�ne de longueurmaximale et cette châ�ne est n�egative. L'automate admet donc une seule super-châ�ne n�egative de longueur 0 et aucune superchâ�ne positive : n+(A1) = �1 etn(A1) = n�(A1) = 0.Exemple : L'automate A2 de la �gure 4.4 avec la table T = ff1g; f1; 2g; f4ggreconnâ�t le langage X2. L'automate poss�ede deux châ�nes de longueur 1 et



Châ�nes et superchâ�nes 671 2ba bcc c a,b3 4aa,bcFigure 4.4 : Automate A2 : T = ff1g; f1; 2g; f4ggaucune châ�ne de longueur sup�erieure. La châ�ne U0 = (f2g; f1; 2g) est n�egativeet la châ�ne U1 = (f4g; f3; 4g) est positive : m(A) = m+(A) = m�(A) = 1.L'automate A2 admet la superchâ�ne positive (U1) et la superchâ�ne n�egative(U0; U1) : n+(A2) = 0 et n(A2) = n�(A2) = 1.4.2.3 Châ�nes et superchâ�nes d'un !-semigroupeSoit S = (Sf ; Si) un !-semigroupe et P un sous-ensemble de la partie in�nitaireSi de S. Une (S; P )-châ�ne de longueur m est une suites; e0; e1; :::; emde m+ 2 �el�ements de S telle que :(i) pour 0 6 i 6 m, le couple (s; ei) est li�e, i.e., sei = s et e2i = ei;(ii) la suite e0; :::; em est d�ecroissante pour l'ordre H : e0 >H e1 >H � � � >H emce qui est �equivalent �a eiei�k = ei�kei = ei pour 0 6 i� k 6 i 6 m;(iii) les �el�ements se!i pour 0 6 i 6 m sont alternativement dans la partie P ethors de la partie P .On a encore les notions de châ�ne positive ou n�egative selon que l'�el�ement se!0appartienne ou n'appartienne pas �a P . On note �egalement m+(S; P ) (resp.m�(S; P )) la longueur maximale des châ�nes positives (resp. n�egatives) dansle !-semigroupe S = (Sf ; Si) relativement �a la partie P � Si et m(S; P ) =max(m+(S; P );m�(S; P )).



68 Hi�erarchie de Wagner*b = 1*a = 0Figure 4.5 : Structure en D-classes de S = fb = 1; a = 0g .Exemple : Le morphisme ' : A1 ! S1 dans le !-semigroupe S1 = bS o�u Sest le semigroupe S = fb = 1; a = 0g reconnâ�t le !-langage X1 = (b�a)!. Lastructure en D-classes de S est donn�ee par la �gure 4.5. L'image de X1 dansS1 est la partie P = fa!g. La seule (S1; P )-châ�ne de longueur 1 est la châ�nen�egative (a; b; a).Une (S; P )-superchâ�ne de longueur n est une suiteu0; u1; :::; unde châ�nes de longueur m = m(S; P ) avec ui = (si; ei0; ei1; : : : ; eim) telle que :(i) la suite si est d�ecroissante pour l'ordre R, i.e., s0 >R s2 >R � � � >R sn;(ii) les châ�nes ui sont alternativement positives et n�egatives.On a encore les notions de superchâ�nes positives et n�egatives, et les entiersassoci�es n+(S; P ), n�(S; P ) et n(S; P ) = max(n+(S; P ); n�(S; P )).*b = 1*a*c = 0Figure 4.6 : Structure en D-classes de fb = 1; a = a2; c = 0g.Exemple : Le !-langage X2 = (b�a)!+A�c(a+b)! est reconnu par le morphisme' : A1 ! bS dans le !-semigroupe S2 = bS ou S est le semigroupe idempotentS =fb = 1; a = a2; c = 0g. La structure enD-classes de S est donn�ee par la �gure 4.6.L'image du !-langage X2 dans S2 est la partie P = fcb!; a!; ca!g. Relativement�a cette partie P , le !-semigroupe S2 admet deux châ�nes de longueur 1 et aucunechâ�ne de longueur sup�erieure. La châ�ne u0 = (a; b; a) est n�egative et la châ�neu1 = (c; a; c) est positive. On a donc m(S2; P ) = m+(S2; P ) = m�(S2; P ) = 1. Le



Châ�nes et superchâ�nes 69!-semigroupe S2 admet la superchâ�ne positive (u1) et la superchâ�ne n�egative(u0; u1) puisque a >R c. On a alors n+(S2; P ) = 0 et n(S2; P ) = n�(S2; P ) = 1.4.2.4 �Equivalences des d�e�nitionsLa proposition suivante montre que les entiers m+(X), m�(X), m(X), n+(X),n�(X) et n(X) peuvent être calcul�es pour un !-langage reconnaissable X surtout automate ou tout !-semigroupe reconnaissant ce langage. En particulierles entiers m+(A), m�(A), m(A), n+(A), n�(A), n(A) et les entiers m+(S; P ),m�(S; P ),m(S; P ), n+(S; P ), n�(S; P ) et n(S; P ) ne d�ependent ni de l'automateni du !-semigroupe consid�er�e mais sont uniquement li�es au !-langage reconnu.Proposition 23 Soit X � A! un !-langage reconnaissable, soit A = (Q; i;T )un automate de Muller complet reconnaissant X et ' : A1 ! S un morphismede A1 sur un !-semigroupe �ni S = (Sf ; Si) reconnaissant le langage X. Onpose P = X'. On a les �egalit�esm+(X) = m+(A) = m+(S; P )m�(X) = m�(A) = m�(S; P )n+(X) = n+(A) = n+(S; P )n�(X) = n�(A) = n�(S; P )Exemple : Le langage X1 = (b�a)! est reconnu par l'automate A1 de la �-gure 4.3 et le !-semigroupe S1 :m+(X1) = m+(A1) = m+(S1; P ) = 0m�(X1) = m�(A1) = m�(S1; P ) = 1n+(X1) = n+(A1) = n+(S1; P ) = �1n�(X1) = n�(A1) = n�(S1; P ) = 0Exemple : Le langage X2 = (b�a)! +A�c(a+ b)! sur l'alphabet A = a+ b+ cest reconnu par l'automate A2 de la �gure 4.4 et le !-semigroupe S2 :m+(X2) = m+(A2) = m+(S2; P ) = 1m�(X2) = m�(A2) = m�(S2; P ) = 1n+(X2) = n+(A2) = n+(S2; P ) = 0n�(X2) = n�(A2) = n�(S2; P ) = 1D�emonstration : Nous allons associer �a chaque X-châ�ne une A-châ�ne demême longueur et de même nature. Ensuite, nous allons associer �a chaque A-châ�ne une (S; P )-châ�ne de même longueur et de même nature. En�n, nous



70 Hi�erarchie de Wagnerallons associer �a chaque (S; P )-châ�ne une X-châ�ne de même longueur et demême nature ce qui montrera le r�esultat pour les châ�nes. Nous allons faire demême pour les superchâ�nes.�Equivalences des d�e�nitions pour les châ�nesLemme 11 Soient A = (Q;A; :; q0;T ) un automate de Muller complet recon-naissant un !-langage X. Soient (Y ;Z0; Z1; : : : ; Zm) une X-châ�ne, q un �etatde l'automate et R � A� un langage tel que q:R � i:Y . Il existe alors une A-châ�ne accessible de q de même longueur et de même nature que la X-châ�ne(Y ;Z0; Z1; : : : ; Zm).D�emonstration : On pose Q0 = q:RZm, l'ensemble des �etats accessibles del'�etat q par un chemin �etiquet�e d'un mot de RZm. L'inclusion ZmZi � Zmimpose que Q0 est stable par action de Zi : Q0:Zi = q:RZmZi � q:RZm = Q0. Ond�e�nit le pr�eordre �i et la relation d'�equivalence associ�ee �i sur Q0 parq0 �i q , 9zi 2 Zi q zi�! q0Ceci d�e�nit bien un pr�eordre puisque Z�i � Zi. Chaque pr�eordre �i induit un or-dre sur les classes d'�equivalence de�i. Puisque les ensemblesZi sont ordonn�es parinclusion, il en est de mêmepour les pr�eordres �i et les relations d'�equivalence�i.q �i q0 ) q �i+k q0q �i q0 ) q �i+k q0On choisit Qm une classe d'�equivalence minimale pour �m. Puisque �m�1��m,l'ensemble Qm est satur�e par �m�1. On choisit alors Qm�1 une classe d'�equi-valence minimale pour �m�1 incluse dans Qm. On it�ere le proc�ed�e pour choisirQ0 � Q1 � � � � � Qm des classes d'�equivalence de �i minimales pour �i.On choisit un �etat q0 un �etat de Q0. Puisque q0 appartient �a Q0 = q:RZm, ilappartient �egalement �a i:Y Zm � i:Y . On choisit alors un mot y 2 Y tel quei:y = q0. On choisit ensuite des mots z0; : : : ; zm appartenant respectivement �aZ0; Z1�Z0; : : : ; Zm�Zm�1 et l'on pose qi = q0:zi. Puisque les ensembles Qi sontdes classes minimales, on a n�ecessairement q0 �i qi, ce qui assure l'existence demots z0i 2 Zi tels que qi:z0i = q0. On d�e�nit alors les mots wi parw0 = z0z00w1 = w0z1z01...wm = wm�1zmz0mLes mots wi v�eri�ent les propri�et�es suivantes



Châ�nes et superchâ�nes 71(i) wi 2 Zi � Zi�1;(ii) q0:wi = q0;(iii) yw!i 2 Y (Zi � Zi�1)!.Les chemins q0 wi�! q0 d�e�nissent donc des ensembles r�ep�etables R0; : : : ; Rm quiconstituent une A-châ�ne puisque wi+1 = wizi+1z0i+1 et yw!i 2 Y (Zi � Zi�1)!. 2Pour montrer qu'�a toute X-châ�ne, on peut associer une A-châ�ne de mêmelongueur et de même nature, il su�t d'appliquer le lemme avec q = i et R = Y .Soit R0 � � � � � Rm une A-châ�ne. On choisit un �etat q 2 R0 et un mot y telque i:y = q. On choisit �egalement des mots w0; : : : ; wm 2 A� tels que les cheminsq wi�! q d�e�nissent les parties r�ep�etables R0; : : : ; Rm. On d�e�nit alors l'�el�ements et les idempotents ei et les mots w0i pare0 = (w0')� et w00 = w�0e1 = (e0(w1')e0)� et w01 = (w00w1w00)�e2 = (e1(w2')e1)� et w02 = (w01w2w01)�... ...em = (em�1(wm')em�1)� et w0m = (w0m�1wmw0m�1)�s = (y')em et y0 = yw0mOn v�eri�e ais�ement que(1) eiei+1 = ei+1ei = ei+1 et donc e0 >H e1 >H � � � >H em;(2) sei = semei = s et donc les couples (s; ei) sont li�es;(3) Les mots y0 et w0i v�eri�ent y0' = s, w0i' = ei pour 0 6 i 6 m. Le motin�ni ui = y0w0i! qui induit un chemin in�ni ci tel que Inr(ci) = Ri v�eri�eui' = se!i .La suite (s; e0; e1; :::; em) constitue donc une (S; P )-châ�ne de même longueur etde nature même que A-châ�ne R0 � � � � � Rm.Soit (s; e0; e1; :::; em) une (S; P )-châ�ne. On poseY = s'�1Zi = fe0; : : : ; eig'�1On v�eri�e que(i) Y Zi � Y puisque sei = s;



72 Hi�erarchie de Wagner(ii) Z�i = Zi puisque fe0; : : : ; eig est un sous-semigroupe de Sf ;(iii) Zi�1(Zi � Zi�1) � Zi � Zi�1 et (Zi � Zi�1)Zi�1 � Zi � Zi�1 puisque(Zi � Zi�1) = ei'�1;(iv) W0 = Y Z!0 = se!0'�1, W1 = Y (Z1 � Z0)! = se!1'�1, : : : et Wm = Y (Zm �Zm�1)! = se!m'�1.La suite (Y ;Z0; : : : ; Zm) constitue donc une X-châ�ne de même longueur et demême nature que la (S; P )-châ�ne (s; e0; e1; :::; em). Ceci ach�eve de montrer queles di��erentes d�e�nitions des châ�nes co��ncident pour les !-langages reconnais-sables.�Equivalences des d�e�nitions pour les superchâ�nesNous montrons maintenant que les d�e�nitions des superchâ�nes co��ncident pourles !-langages reconnaissables.Soient (C0; C1; :::; Cn) une X-superchâ�ne et Ui � A� des ensembles tels queYi�1Ui � Yi. On applique le lemme 11 �a la X-châ�ne C0 avec q = i et R = Ypour trouver une A-châ�ne U0 = (R0;0; : : : ; R0;m). On choisit une �etat q0 2 R0;0.On applique �a nouveau le lemme 11 �a la X-châ�ne C1 avec q = q0 et R = U1.On a bien q0:U1 � i:Y0U1 � i:Y1. On trouve une A-châ�ne U1 = (R1;0; : : : ; R1;m)accessible de la châ�ne de l'�etat q0 et donc de la A-châ�ne U0. On choisit un �etatq1 2 R1;0 et l'on it�ere le proc�ed�e pour trouver des A-châ�nes U0; : : : ; Un et doncune A-superchâ�ne puisque la châ�ne Ui est accessible de Ui�1. La A-superchâ�netrouv�ee est de même nature que la X-superchâ�ne de d�epart puisque chaqueA-châ�ne Ui est de même nature que la X-châ�ne Ci.Soit (U0; :::; Un) une A-superchâ�ne o�u Ui = (Ri;0; : : : ; Ri;m) est une A-châ�ne.On choisit des �etats qi 2 Ri;0 et des mots y; v1; : : : ; vm tels que i:y = q0 etqi�1:vi = qi pour 1 6 i 6 m. On choisit �egalement des mots wi;j tels que leschemins qi wi;j�! qi d�e�nissent les parties r�ep�etables Ri;j. On d�e�nit les �el�ementssi, les idempotents ei;j et les mots w0i;j parei;0 = (wi;0')� et w0i;0 = (wi;0)�ei;j = (ei;j�1(wi;j')�ei;j�1)� et w0i;j = (w0i;j�1wi;jw0i;j�1)�s0 = (y')e0;m et v00 = yw00;msi = si�1(vi')ei;m et v0i = v0i�1w0i;mpour obtenir une (S; P )-superchâ�ne (u0; : : : ; un) en posant ui = (si; ei;0; : : : ; ei;m).La (S; P )-superchâ�ne ainsi obtenue est de même nature que la A-superchâ�ne



Propri�et�es 73(U0; :::; Un). le mot in�ni ui;j = v00 : : : v0i(w0i;j)! v�eri�e ui;j' = sie!i;j et induit unchemin in�ni ci;j tel que Inr(ci;j) = Ri;j.Soit (u0; : : : ; un) une (S; P )-superchâ�ne et ui 2 Sf des �el�ements de Sf telsque si�1ui = si. On pose Yi = si'�1Ui = ui'�1Zi;j = fei;0; : : : ; ei;jg'�1On v�eri�e comme pr�ec�edemment que les Ci = (Yi;Zi;0; : : : ; Zi;m) constituent desX-châ�nes de même nature que les (S; P )-châ�nes ui. De plus, l'�egalit�e si�1ui = siimplique l'inclusion Yi�1Ui � Yi. On a donc obtenu une X-superchâ�ne de mêmenature que la (S; P )-superchâ�ne (u0; : : : ; un). Ceci ach�eve la d�emonstration del'�equivalence des di��erentes d�e�nitions des superchâ�nes pour les !-langages re-connaissables. 24.3 Propri�et�esNous donnons maintenant quelques propri�et�es �el�ementaires des entiers m+(X),m�(X), m(X), n+(X), n�(X) et n(X).Proposition 24 Pour tout !-langage X reconnaissable(i) 0 6 m(X) <1 et 0 6 n(X) <1;(ii) jm+(X)�m�(X)j 6 1 et jn+(X) � n�(X)j 6 1;(iii) m+(X) = m�(X) d�es que n(X) > 1;(iv) m+(X) = m�(A! �X) et n+(X) = n�(A! �X).D�emonstration : Soit X un !-langage reconnaissable. Si X est vide, il admetla châ�ne n�egative (A�;A�) de longueur 0. Ensuite tout !-langage reconnaissablenon vide contient un ensemble de la forme Y Z! et admet donc la châ�ne positive(Y Z�;Z�). Ceci montre que pour tout !-langage X reconnaissable, on a m(X) >0. On peut aussi remarquer que tout automate de Muller complet admet au moinsun ensemble r�ep�etable R. L'automate admet la châ�ne (R). Cette châ�ne estpositive si cet ensemble r�ep�etable est acceptant et n�egative sinon. En particuliersi le !-langage reconnu par l'automate n'est pas vide, l'automate admet aumoins un ensemble r�ep�etable acceptant et donc une châ�ne positive. De même,tout !-semigroupe S = (Sf ; Si) admet la châ�ne (s; s�) pour s 2 Sf quelconque.



74 Hi�erarchie de WagnerCette châ�ne est positive si s! 2 P et n�egative sinon. En particulier si le langagereconnu par le !-semigroupe n'est pas vide, la partie P associ�ee n'est pas videet le !-semigroupe admet au moins une châ�ne positive.Pour uneA-châ�neR0 � � � � � Rm d'un automateA = (Q; i;T ), l'�equivalenceRi�1 2 T , Ri 62 T pour 1 6 i 6 m implique que les inclusions Ri�1 � Risont n�ecessairement strictes. La longueur d'une châ�ne est alors born�ee par lenombre d'�etats de l'automate. De même, pour une (S; P )-châ�ne (s; e1; : : : ; em)d'un !-semigroupe, l'�equivalence se!i�1 2 P , se!i 62 P impose que ei�1 6= ei.La relation ei�1 >H ei implique ei�1 >D ei. La longueur d'une (S; P )-châ�ne estalors born�ee par le nombre de D-classes de Sf . Ceci montre que pour !-langageX reconnaissable, on a m(X) <1.Puisque tout !-langage X reconnaissable admet au moins une X-châ�ne, iladmet une châ�ne de longueur maximale puisque m(X) < 1. Il admet doncaussi une X-superchâ�ne de longueur 0, ce qui prouve que n(X) > 0.A�n de montrer que la longueur maximale des superchâ�nes d'un automateou d'un !-semigroupe est born�ee, nous d�emontrons auparavant deux lemmes quijouent des rôles analogues, l'un pour les châ�nes d'un automate et l'autre pourles châ�nes d'un !-semigroupe.Lemme 12 Soient U1 = (R1;0; : : : ; R1;m) et U2 = (R2;0; : : : ; R2;m) deux A-châ�nes de longueur maximale d'un automate A. Si U1 est accessible de U2 et U2est accessible de U1, alors les châ�nes U1 et U2 sont de même nature.D�emonstration : De l'accessibilit�e de U1 �a U2 et de U2 �a U1, on d�eduitl'existence de chemins q1 u1�! q2 et q2 u2�! q1 o�u q1 et q2 sont des �etats respec-tivement de R1;m et R2;m. Il existe �egalement des chemins q1 w1�! q1 et q2 w2�! q2qui d�e�nissent respectivement les ensembles r�ep�etables R1;m et R2;m. Le cheminq1 w1u1w2v2�����! q1 d�e�nit un ensemble r�ep�etable R contenant R1;m et R2;m. Les en-sembles r�ep�etables R et R1;m sont n�ecessairement de même nature (acceptantsou non acceptants). Sinon (R1;0; : : : ; R1;m; R) est une châ�ne de longueur m+ 1,ce qui contredit la maximalit�e des châ�nes U1 et U2. De fa�con sym�etrique, R etR2;m sont de même nature. Les ensembles R1;m et R2;m �etant de même nature,les châ�nes U1 et U2 le sont �egalement. 2Une cons�equence de ce lemme est que dans une A-superchâ�ne (U0; : : : ; Un)d'un automate A, la châ�ne Ui n'est pas accessible de la châ�ne Uj pour i < j.Sinon la châ�ne Uj�1 est accessible de Uj puisque Uj�1 est accessible de Ui.Ceci conduit �a une contradiction puisque les châ�nes Uj�1 et Uj ne sont paspar d�e�nition de même nature. En particulier ceci montre que dans une super-châ�ne (U0; : : : ; Un), les ensembles r�ep�etables R0;m; : : : ; Rn;m sont deux �a deux



Propri�et�es 75disjoints. La longueur d'une superchâ�ne est alors born�ee par le nombre d'�etatsde l'automate.Lemme 13 Soient u1 = (s1; e1;0; : : : ; e1;m) et u2 = (s2; e2;0; : : : ; e2;m) deux (S; P )-châ�nes de longueur maximale d'un !-semigroupe S. Si s1 R s2, alors les châ�nesu1 et u2 sont de même nature.D�emonstration : Puisque s1 R s2, il existe x1 et x2 2 Sf tels que s1x1 = s2et s2x2 = s1. On consid�ere les idempotents f1 = (e1;mx1e2;mx2e1;m)� et f2 =(e2;mx2e1;mx1e2;m)�. On remarque que les couples (s1; f1) et (s2; f2) sont li�es etque e1;m >H f1 et e2;m >H f2. Un simple calcul montre que s1f!1 = s2f!2 :s1f!1 = s1(e1;mx1e2;mx2e1;m)!= s1e1;mx1e2;m(e2;mx2e1;mx1e2;m)!= s2(e2;mx2e1;mx1e2;m)!= s2f!2On a l'�equivalence s1e!1;m 2 P , s1f!1 2 P . Sinon (s1; e1;0; : : : ; e1;m; f1) cons-titue une châ�ne de longueur m + 1, ce qui contredit la maximalit�e des châ�nesu1 et u2. De fa�con sym�etrique, on a aussi l'�equivalence s2e!2;m 2 P , s2f!2 2 P .De l'�egalit�e s1f!1 = s2f!2 , on d�eduit s1e!1;m 2 P , s2e!2;m 2 P , ce qui montreque les châ�nes u1 et u2 sont de même nature. 2Une cons�equence de ce lemme est que dans une (S; P )-superchâ�ne d'un !-semigroupe S, les relations si >R si+1 sont strictes. La longueur d'une (S; P )-superchâ�ne est alors born�ee par le nombre de D-classes du semigroupe Sf .Si (R0; : : : ; Rm) et (s; e0; : : : ; em) sont respectivement une A-châ�ne et une(S; P )-châ�ne de longueur m, les châ�nes (R1; : : : ; Rm) et (s; e1; : : : ; em) sont deschâ�nes de nature oppos�ee. Ceci montre que jm+(X)�m�(X)j 6 1.De la même fa�con, en supprimant la premi�ere châ�ne d'une superchâ�ne, onobtient une superchâ�ne de nature oppos�ee, ce qui montre l'in�egalit�e jn+(X) �n�(X)j 6 1.Toute superchâ�ne de longueur au moins �egale �a 1 contient une châ�ne positiveet une châ�ne n�egative de longueurm(X). Ceci implique quem+(X) = m�(X) =m(X).Toute châ�ne positive (resp. n�egative) pour X constitue une châ�ne n�egative(resp. positive) pour le compl�ementaireA!�X. On a doncm+(X) = m�(A!�X)et m�(X) = m+(A! �X). Il est de même pour les superchâ�nes et l'on a doncaussi n+(X) = n�(A! �X) et n�(X) = n+(A! �X). 2



76 Hi�erarchie de Wagnerla proposition suivante montre que dans la d�e�nition des (S; P )-châ�nes, ilest possible de remplacer l'ordre H entre les idempotents par les ordres R ou Lsans pour autant modi�er la valeur des entiers m+(S; P ), m�(S; P ) et m(S; P ).Proposition 25 Soient S = (Sf ; Si) un !-semigroupe, et t0; : : : ; tm des �el�ementsde Si. Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes(i) Il existe des couples li�es (s; e0); : : : ; (s; em) tels que ( se!i = tie0 >H � � � >H em(ii) Il existe des couples li�es (s; e0); : : : ; (s; em) tels que ( se!i = tie0 >R � � � >R em(iii) Il existe des couples li�es (s; e0); : : : ; (s; em) tels que ( se!i = tie0 >L � � � >L emD�emonstration : Il est clair que (i) entrâ�ne (ii) et (iii). Montrons que (ii)entrâ�ne (i). Soient (s; e0); : : : ; (s; em) des couples li�es tels que se!i = ti et e0 >R� � � >R em. Puisque ei >R ei+k, on a eiei+k = ei+k pour 0 6 i 6 i + k 6 m. Ond�e�nit les idempotents e0i = ei : : : e0. On v�eri�e quese0i = sse0!i = s(ei : : : e0)!= sei(ei�1 : : : e0ei)!= se!ie0ie0i+k = ei : : : e0ei+k : : : e0= (ei : : : e0ei+k)ei+k�1 : : : e0= e0i+ke0i+ke0i = ei+k : : : e0ei : : : e0= ei+k : : : ei+1(ei : : : e0ei)ei�1 : : : e0= e0i+kCeci montre que les couples li�es (s; e00); : : : ; (s; e0m) v�eri�ent la condition (i). Lad�emonstration de (iii)) (i) est duale. 24.4 Autres caract�erisations4.4.1 Dans les !-semigroupesNous donnons maintenant une formulation �equivalente des châ�nes lorsque le!-semigroupe consid�er�e est le !-semigroupe bS = (S; Si) engendr�e par un semi-



Autres caract�erisations 77groupe �ni S. Nous allons montrer que dans ce cas particulier, il est possible ded�e�nir un ordre > sur Si tel que les �el�ements t0; : : : ; tm v�eri�ent t0 > � � � > tmsi et seulement si il existe des couples li�es (s; e0); : : : ; (s; em) de S tels quee0 >H � � � >H em. Nous d�e�nissons la relation > entre les couples li�es d'unsemigroupe �ni S en posant(s1; e1) > (s2; e2) , 9x; y 2 S1 ( s1x = s2 e1x L e2 ye1x = e2s2y = s1 ye1 R e2Il faut remarquer que la relation (s1; e1) > (s2; e2) implique les relations s1 R s2et e1 >J e2. Nous commen�cons par donner une d�e�nition �equivalente de cetterelation.Proposition 26 Soient (s1; e1) et (s2; e2) deux couples li�es d'un semigroupe �niS. On a l'�equivalence(s1; e1) > (s2; e2) , 9x; y 2 S1 ( s1x = s2 ye1x = e2s2y = s1D�emonstration : Une des implications est �evidente. R�eciproquement, on posex0 = xe2 et y0 = e2y. On v�eri�e ques1x0 = s1xe2 = s2 x0 = xe2 et e2 = ye1x0 y0e1x0 = e2ye1xe2 = e2s2y0 = s2e2y = s1 y0 = e2y et e2 = y0e1x2la proposition suivante montre que la relation ainsi d�e�nie est compatible avecla relation de conjugaison entre les couples li�es.Proposition 27 Deux couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) d'un semigroupe �ni S sontconjugu�es si et seulement si ils v�eri�ent (s1; e1) > (s2; e2) et (s2; e2) > (s1; e1).D�emonstration : Si les couples (s1; e1) et (s2; e2) sont conjugu�es, il existex; y 2 S1 tels que s1x = s2, xy = e1 et yx = e2. D'apr�es les lemmes 3 et 4, onpeut en outre supposer que x 2 R(e1) \ L(e2) et y 2 R(e2) \ L(e1). On a alorse1x = x et ye1 = e1 et donc (s1; e1) > (s2; e2). Par sym�etrie, on a �egalement(s2; e2) > (s1; e1).R�eciproquement, l'hypoth�ese (s1; e1) > (s2; e2) et (s2; e2) > (s1; e1) impliquee1 D e2. 2La proposition suivante montre que la relation > entre les couple li�es esttransitive.



78 Hi�erarchie de WagnerProposition 28 Si les trois couples li�es (s1; e1), (s2; e2) et (s3; e3) v�eri�ent(s1; e1) > (s2; e2) et (s2; e2) > (s3; e3), alors ils v�eri�ent aussi (s1; e1) > (s3; e3).D�emonstration : D'apr�es l'hypoth�ese, il existe x1; y1; x2; y2 2 S1 tels ques1x1 = s2 x1x1 L e2 y1e1x1 = e2s2y1 = s1 y1e1 R e2s2x2 = s3 x2x2 L e3 y2e2x2 = e3s3y2 = s2 y2e2 R e3On v�eri�e ques1x1x2 = s2x2 = s3 e1x1x2 L e2x2 L e3 y2y1e1x1x2 = y2e2x2 = e3s3y2y1 = s2y1 = s1 y2y1e1 R y2e2 R e3et donc (s1; e1) > (s3; e3). 2La relation > ainsi d�e�nie est pr�eordre. Puisqu'elle est compatible avec la re-lation de conjugaison, elle d�e�nit un ordre entre les classes de conjugaison. Laproposition suivante montre que dans les cas particulier d'un !-semigroupe dutype bS, cette relation caract�erise les châ�nes.Proposition 29 Les couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) v�eri�ent (s1; e1) > (s2; e2)si et seulement si il existe deux couples li�es (s01; e01) et (s02; e02) respectivementconjugu�es aux couples (s1; e1) et (s2; e2) tels que s01 = s02 et e01 >H e02.D�emonstration : Si les couples (s1; e1) et (s2; e2) v�eri�ent (s1; e1) > (s2; e2),il existe x; y 2 S1 tels que s1x = s2, s2y = s1, ye1 R e2, e1x L e2 et ye1x = e2.On pose alors s01 = s02 = s1, e01 = e1 et e02 = e1xye1. On v�eri�e que (s02; e02) est uncouple li�e : e022 = e1xye1xye1 = e1xe2ye1 = e1xye1, s02e02 = s1e1xye1 = s1 = s02. 2En raisonnant par r�ecurrence, il est possible de d�emontrer le même r�esultatpour m couple li�es.Proposition 30 Les m couples li�es (s1; e1); : : : ; (sm; em) d'un semigroupe �niS v�eri�ent (s1; e1) > : : : > (sm; em) si et seulement si il existe des couples li�es(s; e01); : : : ; (s; e0m) respectivement conjugu�es aux couples (s1; e1); : : : ; (sm; em) telsque e1 >H � � � >H em.4.4.2 Dans les automatesNous commen�cons par d�ecrire quelques propri�et�es g�en�erales des châ�nes pour unpr�eordre. Nous en d�eduirons une caract�erisation de la longueur des châ�nes etdes superchâ�nes dans les automates.



Autres caract�erisations 79Soit � un pr�eordre sur un ensemble E et � la relation d'�equivalence associ�ee.On dit que le pr�eordre sature une partie F si et seulement si la relation � saturela partie F (et donc son compl�ementaire F c). On suppose dor�enavant que lepr�eordre � sature la partie F . Cette hypoth�ese est toujours v�eri��ee lorsque �est un ordre. Une F -châ�ne de longueur m est une suite (e0; : : : ; em) d'�el�ementsde E tel que(i) e0 � e1 � � � � � em;(ii) les �el�ements ei appartiennent alternativement �a F et �a F c.La châ�ne est dite positive si e0 2 F et n�egative sinon. On note m+(F ) (resp.m�(F )) la longueur maximale des châ�nes positives (resp. n�egatives).Un sous-ensemble I de E est dit un intervalle pour le pr�eordre � s'il v�eri�ex 2 I et z 2 Ix � y � z ) ) y 2 IUn sous-ensemble I de E est dit un intervalle �nissant pour le pr�eordre � s'ilv�eri�e x 2 Ix � y ) ) y 2 ICes d�e�nitions sont coh�erentes. En e�et, un intervalle �nissant est un bien unintervalle. Les classes d'�equivalence de � sont des exemples d'intervalles. Onappelle F -recouvrement par intervalles un ensemble fI0; : : : ; Img d' intervallestels que [06i6m Ii = F:Par d�e�nition, la taille d'un tel recouvrement est 2m si au moins un des intervallesest �nissant et 2m + 1 sinon. En particulier les seuls recouvrements de taille 0sont ceux constitu�es d'un unique intervalle �nissant et ceux de taille 1 sont ceuxconstitu�es d'un unique intervalle non �nissant.Puisque la relation d'�equivalence � est suppos�ee saturer la partie F , il existeau moins un recouvrement de F , �a savoir celui form�e des classes d'�equivalence de� incluses dans la partie F . On note r(F ) la taille minimale d'un recouvrementde F . On remarquera qu'un F -recouvrement de taille minimal contient au plusun intervalle �nissant puisque l'union I1+I2 de deux intervalles �nissants I1 et I2est un intervalle �nissant. La proposition suivante montre que la taille minimaled'un F -recouvrement est li�e �a la longueur maximale des F -châ�nes.Proposition 31 On a l'�egalit�e m+(F ) = r(F )



80 Hi�erarchie de WagnerD�emonstration : Soit fI0; : : : ; Ikg un F -recouvrement de taille minimale. Sir(F ) est pair, on suppose que Ik est l'intervalle �nissant. Soit (e0; : : : ; em) uneF -châ�ne positive. N�ecessairement, les �el�ements e0, e2; : : : appartiennent �a desintervalles di��erents.� Si aucun des intervalles Ii n'est �nissant, on a r(F ) = 2k + 1 et l'in�egalit�em 6 r(F ) est imm�ediate.� Si l'intervalle Ik est �nissant et m 6 2k, un des �el�ement de la châ�neappartient �a Ik et ce peut être que em. On alors m = 2k = r(F ).R�eciproquement, pour un �el�ement e 2 E, on pose m+(e) la longueur maximaled'une F -châ�ne positive (e0; : : : ; em) telle que em = e. On a bien sûr m+(e) 6m+(F ) pour tout �el�ement e 2 E. La relation e0 � e1 implique que m+(e0) 6m+(e1). On pose alors Ik = fe 2 E j m+(e) = 2kg. On v�eri�e que l'on obtientun F -recouvrement de taille m(F ). 2Puisque les F -châ�nes positives (resp. n�egatives) sont des F c-châ�nes n�egatives(resp. positives), la longueur maximale des F -châ�nes n�egatives est caract�eris�eepar la taille minimale des recouvrements de F c par intervalles.m�(F ) = m+(F c) = r(F c)Pour un automate de muller A = (Q;A; :; q0;T ), les r�esultats pr�ec�edentss'appliquent avec E l'ensemble des parties r�ep�etables, F la table T de l'automateet l'inclusion des ensembles comme pr�eordre. Puisque l'inclusion est un ordre,la partie F est automatiquement satur�ee par le pr�eordre. On obtient alors unecaract�erisation de la longueur maximale m+(A) des A-châ�nes. L'entier m+(A)est �egal �a m si et seulement si il existe un recouvrement de taille m de la tablede l'automate. De même, l'entierm+(A) est inf�erieur ou �egal �a m si et seulementsi il existe un recouvrement de taille au plus m de la table de l'automate.Lorsque les entiers m+(A) et m�(A) sont �egaux, on peut obtenir de lamême fa�con une caract�erisation de l'entier n+(A). Soit E l'ensemble des par-ties r�ep�etables R telles qu'il existe une A-châ�ne (R0; : : : ; Rm) de longueur m(A)telle que Rm = R. Soit F l'ensemble des parties de E qui sont acceptantes, i.e.,F = E \ T . L'accessibilit�e des parties constitue un pr�eordre sur E. D'apr�es lelemme 12 (p. 74), ce pr�eordre sature l'ensemble F puisque deux A-châ�nes U1et U2 telles que U1 est accessible de U2 et U1 accessible de U2 sont n�ecessairementde même nature. L'entier n+(A) est donc �egal �a n si et seulement si il existe unrecouvrement de taille n de F par intervalles pour l'accessibilit�e.



Classes de complexit�e 814.5 Classes de complexit�eNous introduisons tout d'abord quelques notations. Nous notons� R l'ensemble des langages reconnaissables de A!;� G l'ensemble des ouverts reconnaissables de A!;� F l'ensemble des ferm�es reconnaissables de A!.Nous d�e�nissons un pr�eordre sur les parties reconnaissables de A! en ordon-nant les quadruplets (m+;m�; n+; n�) de IN4 par(m+1 ;m�1 ; n+1 ; n�1 ) 6 (m+2 ;m�2 ; n+2 ; n�2 ), 8>>>>>><>>>>>>: m+1 < m+2 et m�1 6 m�2ou m+1 6 m+2 et m�1 < m�2ou m+1 = m+2 et m�1 = m�2 et n+1 6 n+2 et n�1 6 n�2Compte tenu des contraintes liant ces quatre entiers, d'apr�es la proposition 24(p. 73), les classes d'�equivalence associ�ees sont les suivantes :Cnm = fX 2 R j m(X) = m;n+(X) = n� 1; n�(X) = ngDnm = fX 2 R j m(X) = m;n+(X) = n; n�(X) = n � 1gEnm = fX 2 R j m(X) = m;n+(X) = n� 1; n�(X) = n� 1gAinsi, les �el�ements de Dnm sont les compl�ementaires de ceux de Cnm. On dit queces classes sont duales l'une de l'autre. On a Enm = Cnm \Dnm et les classes Enmsont dites, elles, autoduales car elles contiennent les compl�ementaires de leurs�el�ements. L'ordre induit sur les classes est repr�esent�e �a la �gure 4.7.E01 C01D01 E11 C11D11C00D00 E10 C10D10 E02 C02D02 E12 C12D12: : : : : : : : :: : :: : : : : :Figure 4.7 : L'ordre induit sur les classes



82 Hi�erarchie de WagnerNous utilisons aussi les classes 'descendantes' d�e�nies commeĈnm = fX 2 R j m(X) < m ou (m(X) = m et n+(X) 6 n� 1)gD̂nm = fX 2 R j m(X) < m ou (m(X) = m et n�(X) 6 n� 1)gÊnm = fX 2 R j m(X) < m ou (m(X) = m et n(X) 6 n� 1)gNous allons voir que pour certains cas particuliers, la d�e�nition des classesse simpli�e. Puisque tout !-langage reconnaissable X v�eri�e m(X) > 0, on apour m = 0 les �egalit�esĈn0 = fX 2 R j m(X) = 0 et n+(X) 6 n � 1gD̂n0 = fX 2 R j m(X) = 0 et n�(X) 6 n � 1gÊn0 = fX 2 R j m(X) = 0 et n(X) 6 n� 1gDe même pour n = 0, l'in�egalit�e n+(X) < �1 signi�e par exemple qu'iln'existe pas de superchâ�ne positive de longueur 0 et donc qu'il n'existe pas dechâ�ne positive de longueur maximale. La d�e�nition prend alors la formeĈ0m = fX 2 R j m+(X) 6 m� 1gD̂0m = fX 2 R j m�(X) 6 m� 1gÊ0m = fX 2 R j m(X) 6 m� 1gOn a en particulier l'�egalit�êE0m = [n>0 Ĉnm�1 = [n>0 D̂nm�1 (10)Nous allons maintenant examiner Cnm pour les premi�eres valeurs des entiers met n.Proposition 32 Pour tout alphabet AC00 = Ĉ00 = f?g et D00 = D̂00 = fA!gD�emonstration : Il a �et�e vu au cours de la d�emonstration de la proposition 24que tout !-langage reconnaissable non vide admet une châ�ne positive puisqu'ilcontient un ensemble de la forme Y Z!. Le langage vide est donc le seul langage�a appartenir �a la classe C00. Le r�esultat D00 = fA!g est dual et s'obtient parpassage au compl�ementaire. 2Proposition 33 Pour tout alphabet AĈ10 =G et D̂10 = F



Classes de complexit�e 83Exemple : Le !-langage X3 = (b + c)�aA! sur l'alphabet A = a + b + c desmots ayant au moins une occurrence de a est ouvert. Un automate reconnaissantce langage est donn�e �a la �gure 4.8. On v�eri�e que m(A3) = 0, que la seule A3-superchâ�ne de longueur 1 est (f1g; f2g) et que cette superchâ�ne est n�egative.ab,c1 2a,b,cFigure 4.8 : Automate A3 : T = ff2ggNous avons montr�e �a la proposition 23 (p. 69), que la longueur maximaledes châ�nes positives peut être calcul�ee dans un !-semigroupe reconnaissant le!-langage consid�er�e. Dans le cadre des !-semigroupes, les r�esultats de la propo-sition pr�ec�edente s'�enonce ainsi : soit X � A! un !-langage, S = (Sf ; Si) un!-semigroupe �ni et ' : A1 ! S un morphisme surjectif reconnaissant X. SoitP l'image de X dans S.(1) X est ferm�e si et seulement si pour tous couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) deSf on a l'implication s2 >R s1 et s1e!1 2 P ) s2e!2 2 P .(2) X est ouvert si et seulement si pour tous couples li�es (s1; e1) et (s2; e2) deSf on a l'implication s1 >R s2 et s1e!1 2 P ) s2e!2 2 P .D�emonstration : (1) Soit X un langage ferm�e et u 2 A! un mot tel queu' = s2e!2 . Le mot u se factorise u = u0u1u2 : : : avec u0' = s2, u1' = u2' =: : : = e2. Puisque s2 >R s1, il existe un �el�ement t 2 Sf tel que s2t = s1.On choisit deux mots v et w tels que v' = t et w' = e1. On d�e�nit le motxk = u0 : : : ukvw!. Puisque xk' = s1e!1 , chacun des mots xk appartient �a X. Lesmots u et xk co��ncident sur le pr�e�xe u0 : : : uk et la suite xk converge vers u. Lemot u appartient donc �a X et s2e!2 appartient �a P .R�eciproquement, soit u un �el�ement de l'adh�erence de X et u = u0u1u2 : : :avec u0' = s2, u1' = u2' = : : : = e2 une factorisation du mot u. Il existe unmot x 2 X tel que u et x co��ncident sur un pr�e�xe de longueur sup�erieure �aju0j. On pose x' = s1e!1 2 P . Soit x = v0v1v2 : : : une factorisation de x telle quev0' = s1 et v1' = v2' = � � � = e1. Quitte �a regrouper les premiers termes dela factorisation, on peut toujours supposer jv0j > ju0j ce qui implique s1 6R s2.On en d�eduit que s2e!2 2 P et que u 2 X. L'ensemble X est donc ferm�e.



84 Hi�erarchie de Wagner(2) Ce r�esultat est dual du pr�ec�edent et se d�eduit naturellement en passantau compl�ementaire. 2Proposition 34 Pour tout n, on a l'�egalit�eĈn0 = Cn(G)Exemple : Soit un entier n donn�e. Pour un mot u, on note juja;n le nombred'occurrences de a dans le mot u si ce nombre est inf�erieur �a n ou n sinon. SoitX4le !-langage des mots u tels que juja;n soit impair. Un automate reconnaissantle langage X4 est donn�e �a la �gure 4.9. On v�eri�e que m(A4) = 0 puisqueles seuls ensembles r�ep�etables sont les singletons. La seule A4-superchâ�ne delongueur n est (f1g; : : : ; fn + 1g) et cette superchâ�ne est n�egative. Le langageX4 appartient donc �a Ĉn0 . Le langage X4 se d�ecompose X4 = Y1 � Y2 + � � � � Ynavec Yk = fu j juja;n > kg pour 1 6 k 6 n.a ab,c1 2b,c b,c3 ab,cn a,b,cn + 1: : :Figure 4.9 : Automate A4 : T = ff2g; f4g; : : :gD�emonstration : Nous �etablissons deux lemmesLemme 14 Soient X et Y deux !-langages. On a les in�egalit�es suivantesm(X + Y ) 6 m(X) +m(Y )m(XY ) 6 m(X) +m(Y )m(X M Y ) 6 m(X) +m(Y )D�emonstration : Nous utilisons la caract�erisation de l'entier m(X) �a l'aidedes !-semigroupes. Si les !-langages X et Y sont respectivement reconnus parles morphismes ' : A1 ! S et  : A1 ! T o�u S = (Sf ; Si) et T = (Tf ; Ti) sontdes !-semigroupes �nis, les !-langages X+Y , XY et XMY sont reconnus par lemorphisme '� : A1 ! S�T o�u S�T d�enote le !-semigroupe produit. Nouscommen�cons par rappeler quelques r�esultats �el�ementaires sur le !-semigroupeS�T



Classes de complexit�e 85(1) (e; f) est un idempotent de Sf�Tf si et seulement si e et f sont respec-tivement des idempotents de Sf et de Tf ;(2) ((s; t); (e; f) est un couple li�e de Sf�Tf si et seulement si (s; e) et (t; f)sont respectivement des couples li�es de Sf et de Tf ;(3) (e1; f1) >H (e2; f2) dans Sf�Tf si et seulement si e1 >H e2 et f1 >H f2;(4) (s1; t1) >R (s2; t2) dans Sf�Tf si et seulement si s1 >R s2 et t1 >R t2.Si P et Q sont les images respectives de X et Y dans S et T par ' et  , on a(X + Y )('� ) = P�Ti + Si�Q(XY )('� ) = P�Q(X M Y )('� ) = P�(Ti �Q) + (Si � P )�QNous faisons uniquement la preuve pour l'intersection XY , les deux autres�etant similaires. Nous allons montrer que s'il existe une (S�T; P�Q)-châ�ne delongueur m, il existe deux entiers p et q v�eri�ant p+q > m, une (S; P )-châ�ne delongueur p et une (T;Q)-châ�ne de longueur q. Soit ((s; t); (e0; f0); : : : ; (em; fm))une (S�T; P�Q)-châ�ne de longueur m. On consid�ere les indices i o�u les deux�el�ements successifs se!i�1 et se!i alternent c'est �a dire lorsqu'ils ne sont pas si-multan�ement dans P ou hors de P . On consid�ere �egalement les indices j o�u les�el�ements tf!j�1 et tf!j alternent. De fa�con plus rigoureuse, on d�e�nit les ensemblesd'entiers I et J parI = fi 2 [1;m] j se!i�1 2 P , se!i 62 PgJ = fj 2 [1;m] j tf!j�1 2 Q, tf!j 62 QgLa suite ((s; t); (e0; f0); : : : ; (em; fm)) constitue une (S�T; P�Q)-châ�ne. Pourtout entier k, les �el�ements successifs (se!k�1; tf!k�1) et (se!i ; tf!i ) associ�es �a cettechâ�ne alternent, c'est �a dire, ne sont pas simultan�ement dans P�Q ou hors deP�Q. Ceci implique qu'au moins un des couples d'�el�ements successifs (se!k�1; se!k )ou (tf!k�1; tf!k ) est une alternance. Autrement dit, l'entier k appartient �a I ou�a J . On a donc l'inclusion [1;m] � I + J . On pose alors I = fi1 < � � � < ipget J = fj1 < : : : < jqg o�u p et q sont les cardinaux respectifs de I et J . On abien p + q > m et les suites (s; e0; ei1; : : : ; eip) et (t; f0; fj1 ; : : : ; fjq) sont respec-tivement une (S; P )-châ�ne et une (T;Q)-châ�ne. En particulier si l'entier m eststrictement sup�erieur �a m(X)+m(Y ), l'entier p est sup�erieur �a m(X) ou l'entierq est sup�erieur �a m(Y ), ce qui conduit �a une contradiction. 2



86 Hi�erarchie de WagnerLemme 15 Soient X et Y deux !-langages. On a les implications suivantesm(X + Y ) = m(X) +m(Y ) ) n(X + Y ) 6 n(X) + n(Y )m(XY ) = m(X) +m(Y ) ) n(XY ) 6 n(X) + n(Y )m(X M Y ) = m(X) +m(Y ) ) n(X M Y ) 6 n(X) + n(Y )D�emonstration : Nous e�ectuons la preuve uniquement pour l'intersection etnous suivons un sch�ema de preuve identique �a celui du lemme pr�ec�edent. Onsuppose que les !-langages X et Y sont respectivement reconnus par les mor-phismes ' : A1 ! S et  : A1 ! T o�u S = (Sf ; Si) et T = (Tf ; Ti) sontdes !-semigroupes �nis. Nous allons prouver que s'il existe une (S�T; P�Q)-superchâ�ne de longueur n, il existe deux entiers p et q v�eri�ant p + q > n,une (S; P )-superchâ�ne de longueur p et une (T;Q)-superchâ�ne de longueur q.Soit (u0; : : : ; un) une (S�T; P�Q)-superchâ�ne de longueur n o�u ui est une(S�T; P�Q)-châ�ne de longueur m = m(X) +m(Y ) :ui = ((si; ti); (ei;0; fi;0); : : : ; (ei;m; fi;m)):On introduit �a nouveau les ensembles d'alternance I et J en posantI = fi 2 [1;n] j si�1e!i�1;0 2 P , sie!i;0 62 PgJ = fj 2 [1;n] j tj�1f!j�1;0 2 Q, tjf!j;0 62 QgPuisque les châ�nes successives uk�1 et uk alternent pour tout k, on a l'inclusion[1;n] � I + J . On pose I = fi1 < � � � < ipg et J = fj1 < : : : < jqg o�u p etq sont les cardinaux respectifs de I et J . Puisque pour tout k, la châ�ne uk estde longueur m = m(X) +m(Y ), on peut trouver, d'apr�es la d�emonstration dulemme pr�ec�edent, une (S; P )-châ�ne uk;S de longueur m(X) et une (T;Q)-châ�neuk;T de longueur m(Y ) telles que uk;S et uk;T sont respectivement de la forme(sk; ek;0; : : :) et (tk; ek;0; : : :). On a alors la (S; P )-superchâ�ne (ui1;S; : : : ; uip;S) delongueur p et la (T;Q)-superchâ�ne (uj1 ;T ; : : : ; ujp;T ) de longueur q. En particuliersi l'entier n est strictement sup�erieur �a n(X) + n(Y ), l'entier p est sup�erieur �an(X) ou l'entier q est sup�erieur �a n(Y ), ce qui conduit �a une contradiction. 2Soit X 2 Cn(G). Le !-langage s'�ecrit X = X1M � � �MXn o�u X1; : : : ;Xn 2 G.Grâce aux lemmes 14 et 15, on a X 2 Ĉn0 ce qui d�emontre l'inclusion Cn(G) �Ĉn0 .R�eciproquement, soit X 2 Ĉn0 un !-langage, S = (Sf ; Si) un !-semigroupe�ni et ' : A1 ! S un morphisme surjectif reconnaissant X. Soit P l'imagede X dans S. Pour un �el�ement s 2 Sf , on pose n+(s) la longueur maximaled'une (S; P )-superchâ�ne positive (u0; : : : ; un) telle que un = (s; e). On a biensûr l'in�egalit�e n+(s) 6 n+(X) 6 n � 1 pour tout �el�ement s 2 Sf . On pose



Classes de complexit�e 87alors Pk = fse! 2 Si j n+(s) > k pour 0 6 k 6 n � 1g. On v�eri�e que les!-langages Xk = Pk'�1 sont des ouverts. En e�et, la relation s1 >R s2 entrâ�nen+(s1) 6 n+(s2) ce qui assure que l'ensemble Pk v�eri�e la condition n�ecessaireet su�sante pour que Xk soit ouvert : s1 >R s2 et s1e!1 2 Pk ) s2e!2 2 Pk. Ona l'�egalit�e P = P0 � P1 + � � � � Pnqui implique imm�ediatementX = X0 �X1 + � � � �XnLe !-langage X appartient �a Cn(G) ce qui montre l'inclusion Ĉn0 � Cn(G). 2Proposition 35 On a l'�egalit�eĈ01 = G� et D̂01 = F�Exemple : Le !-langage X1 = (b�a)! des mots ayant un nombre in�ni de a estreconnu par l'automateA1 de la �gure 4.3 avec T = ff1g; f1; 2gg. Cet automateest �a table pleine. Par cons�equent, le langage X1 est un G�.D�emonstration : Un langage X est d�eterministe si et seulement si un auto-mate A reconnaissant X est �a table pleine, ce qui est �equivalent avec l'in�egalit�em+(X) = m+(A) 6 0. 2On obtient le corollaire suivantCorollaire 3 La famille Ê01 = F� \G� co��ncide avec la clôture bool�eenne de lafamille des ouverts reconnaissablesF� \G� = [m>0Cm(G)D�emonstration : La proposition pr�ec�edente donne l'�egalit�eÊ01 = Ĉ01 \ D̂01 = F� \G�D'apr�es la formule 10, on a aussi l'�egalit�eÊ01 = [n>0 Ĉn0 = [n>0Cn(G)ce qui donne le r�esultat. 2



88 Hi�erarchie de WagnerProposition 36 Pour tout m, on a l'�egalit�eĈ0m = Cm(G�)Exemple : Le !-langage reconnu par l'automate A5 de la �gure 4.10 avecT = ff0; 1g; f0; 1; 2; 3g; : : :g. apparient �a Ĉ0m = Cm(G�) puisque l'automateadmet une seuleA5-châ�ne de longueur m : (f0g; f0; 1g; f0; 1; 2g; : : : ; f0; : : : ;mg)et cette châ�ne est n�egative.
: : : m01 2 3a a aa a,bb bbb b

Figure 4.10 : Automate A5 : T = ff0; 1g; f0; 1; 2; 3g; : : :gD�emonstration : Soit X 2 Cm(G�). Le !-langage s'�ecrit X = X1 M � � � MXno�u X1; : : : ;Xn 2 G�. Grâce aux lemmes 14 et 15, on a X 2 Ĉ0m ce qui d�emontrel'inclusion Cm(G�) � Ĉ0m.R�eciproquement, soit X 2 Ĉ0m un !-langage, S = (Sf ; Si) un !-semigroupe�ni et ' : A1 ! S un morphisme surjectif reconnaissant X. Soit P l'imagede X dans S. Pour un �el�ement t 2 Si, on pose m+(s) la longueur maximaled'une (S; P )-châ�ne positive (s; e0; : : : ; em) telle que se!m = t. On a bien surl'in�egalit�e m+(t) 6 m+(X) 6 m � 1 pour tout �el�ement t 2 Si. On pose alorsPk = ft 2 Si j m+(t) > k pour 0 6 k 6 m � 1g. On v�eri�e que les !-langagesXk = Pk'�1 sont des ensemblesG�. En e�et si (s; e0) et (s; e1) sont deux couplesli�es tels que e0 >H e1, alors m+(se!0 ) 6 m+(se!1 ). Il n'existe donc pas de (S; Pk)-châ�ne positive. On a l'�egalit�eP = P0 � P1 + � � � � Pmqui implique imm�ediatementX = X0 �X1 + � � � �XmLe !-langage X appartient �a Cm(G�) ce qui montre l'inclusion Ĉ0m � Cm(G�).2



Classes de complexit�e 894.5.1 Indice de RabinNous sommes maintenant en mesure de caract�eriser l'indice de Rabin d'un !-langage. On a le th�eor�emeTh�eor�eme 16 Pour tout !-langage X, on a l'�equivalenceind(X) 6 m , X 2 Ĉ0m:D�emonstration : Si le !-langage v�eri�e ind(X) = m, il existe un automatede Rabin A = (Q;A;E; q0;R) avec R = (R1; R2; : : : ; Rm) tel que L!(A) = X.Par d�e�nition, le !-langage s'�ecrit comme une somme de di��erence de langagesd�eterministes.L!(A) = (L!(R1)� L!(R2)) + (L!(R3)� L!(R4)) + � � �La longueur de la somme de di��erence �etant m, le langage X appartient �aCm(G�) = Ĉ0m.R�eciproquement, si le !-langage X appartient �a Cm(G�), il peut s'�ecrirecomme une châ�ne de longueur m de !-langages d�eterministes reconnaissables.X = X1 �X1 +X3 � : : :�XmChacun des !-langages Xi est reconnu par un automate de B�uchi Ai. En con-sid�erant le produit de ces automates, il est ais�e de construire un automate deRabin d'indice m reconnaissant le !-langage X. 2Cette caract�erisation a le corollaire suivant.Corollaire 4 Pour tous !-langages X et Y reconnaissables, on a les in�egalit�esqui correspondent aux formules de la proposition 15 (p. 50).ind(XY ) 6 ( ind(X) + ind(Y )� 2 si m et n pairsind(X) + ind(Y )� 1 sinonind(X + Y ) 6 ( ind(X) + ind(Y )� 1 si m et n impairsind(X) + ind(Y ) sinonind(X M Y ) 6 ind(X) + ind(Y )4.5.2 Stabilit�e par fonction s�equentielle inverseNous allons montrer que les classes Ĉnm et D̂nm sont stables par image inverse defonction s�equentielle.



90 Hi�erarchie de WagnerTh�eor�eme 17 Soit � : A� ! B� une fonction s�equentielle, et soit X � B� un!-langage reconnaissable. On a alors les implicationsX 2 Ĉnm ) X��1 2 ĈnmX 2 D̂nm ) X��1 2 D̂nmD�emonstration : On suppose la fonction s�equentielle � : A� ! B� r�ealis�ee parle transducteur T = (Q;A;B; q0; :; �) de mono��de de transition M(�). D'apr�esth�eor�eme 15 (p. 44), si le !-langage X est reconnu par le morphisme ' : B1 ! So�u S = (Sf ; Si) est un !-semigroupe �ni, le !-langage X��1 est reconnu par lemorphisme  : A1 ! S �M . Si l'image de X par ' dans S est �egale �a P , l'imagedu langage X��1 par  dans le produit en couronne S �M est �egale �a la partieQ d�e�nie par Q = fg 2 SMi j 1g 2 Pgo�u on a identi��e SMi et la partie in�nitaire du !-semigroupe S �M . Soit uncouple li�e ((f; s); (g; e)) de Sf �M . Pour tout t 2 M , le couple (tf; tsg) est uncouple li�e de Sf et d'apr�es la formule 7 (p. 41), on a l'�egalit�e(f; s)(g; e)! = t 7! tf(tsg)!En particulier pour t = 1, on a1(f; s)(g; e)! = 1f:(sg)!Nous allons montrer que s'il existe une (S �M;Q)-châ�ne de longueur m,alors il existe une (S; P )-châ�ne de longueur m et de même nature (positive oun�egative). Nous montrerons �egalement que s'il existe une (S �M;Q)-superchâ�nede longueur n, alors il existe une (S; P )-superchâ�ne de longueur n et de mêmenature. Nous d�emontrons auparavant deux lemmes.Lemme 16 Soient ((f; s); (g1; e1)) et ((f; s); (g2; e2)) deux couples li�es de Sf�M .La relation (g1; e1) >R (g2; e2) implique la relation sg1 >R sg2.D�emonstration : D'apr�es l'hypoth�ese, il existe un �el�ement (h; x) de Sf �M telque (g1; e1)(h; x) = (g2; e2). Pour tout t 2 M , on a tg1:te1h = tg2. En prenantt = s, on obtient sg1:se1h = sg2 ce qui termine la preuve du premier lemme. 2Lemme 17 Soient ((f1; s1); (g1; e1)) et ((f2; s2); (g2; e2)) deux couples li�es de Sf�M . La relation (f1; s1) >R (f2; s2) implique la relation 1f1 >R 1f2



Application 91D�emonstration : D'apr�es l'hypoth�ese, il existe un �el�ement (h; x) de Sf �M telque (f1; s1)(h; x) = (f2; s2). Pour tout t 2 M , on a tf1:ts1h = tf2. En prenantt = 1, on obtient 1f1:s1h = 1f2 ce qui termine la preuve du deuxi�eme lemme. 2Soit ((f; s); (g0; e0); : : : ; (gm; em)) une (S �M;Q)-châ�ne de longueur m. D'apr�esle premier lemme, les idempotents sgi 2 Sf forment une suite d�ecroissante pourl'ordre R : sg0 >R � � � >R sgm. D'apr�es la proposition 25 (p. 76), on peutdonc obtenir une (S; P )-châ�ne de longueur m puisque les �el�ements 1f(sgi)!sont alternativement dans P et hors de P . On obtient en particulier les deuxin�egalit�es m+(X��1) 6 m+(X)m�(X��1) 6 m�(X)Si une des deux in�egalit�es pr�ec�edentes est stricte, on est assur�e du r�esultat.On suppose donc maintenant que m(X��1) = m(X) = m. Soit (u0; : : : ; un)une (S � M;Q)-superchâ�ne de longueur n o�u chaque ui est une (S � M;Q)-châ�ne de longueur m. On applique le r�esultat pr�ec�edent �a chaque ui pour obtenirdes (S; P )-châ�nes vi = (1fi; ei;0; : : : ; ei;m) de longueur m. D'apr�es le deuxi�emelemme, les �el�ements 1fi 2 Sf forme une suite d�ecroissantes pour l'ordre R. Lasuite (v0; : : : ; vn) constitue alors une (S; P )-superchâ�nes de longueur n et demême nature que la (S � M;Q)-superchâ�ne de d�epart. On a donc obtenu lesin�egalit�es n+(X��1) 6 n+(X)n�(X��1) 6 n�(X)ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme. 24.6 ApplicationNous donnons ici la construction d'un automate reconnaissant un !-langage X �apartir d'un !-semigroupe reconnaissant ce langage. Dans un premier temps, noustraitons le cas o�u le langage X est d�eterministe. Nous explicitons alors un au-tomate de B�uchi d�eterministe reconnaissant le langage X. De ce cas particulier,nous d�eduisons ensuite le cas g�en�eral pour lequel nous donnons un automate deMuller reconnaissant X.Pour un semigroupe S et un �el�ement s de S, on note stab(s) le stabilisateurde s, c'est �a dire le sous-semigroupe form�e des �el�ements t de S v�eri�ant st = s.



92 Hi�erarchie de Wagner4.6.1 Construction de l'automateSoit X � A! un !-langage d�eterministe reconnu par le morphisme ' de A1dans le !-semigroupe �ni S = (Sf ; Si), i.e., X = X''�1. On note P = X'l'image de X par ' dans S. Puisque le !-langage X est d�eterministe, il n'existepas de (S; P )-châ�ne positive de longueur 1. D'apr�es la proposition 25 (p. 76), ilest possible de remplacer l'ordre H par l'ordre R dans la d�e�nition des (S; P )-châ�nes. On a donc pour tous couples li�es (s; e1) et (s; e2) de Sfse!1 2 Pe1 >R e2 ) ) se!2 2 P:On adopte les notations suivantes :� R = fs 2 Sf j 9e 2 Sf se! 2 Pg;�  = ' � ' le morphisme naturel de A� dans le produit de Sch�utzenbergerSf � Sf ;� T = (A� )0 c'est �a dire le sous-semigroupe A� de Sf � Sf auquel on aadjoint un z�ero;� pour s 2 R,Ps = ( s Q0 s ! 2 T j 9 (x; e) 2 Q x 2 stab(s) e2 = ee 2 stab(s) se! 2 P )�Etats de l'automateL'ensemble des �etats de l'automate est Q = TR�S1f . Les �etats sont des couplesform�es d'une fonction de R dans T et d'un �el�ement de S1f . L'�etat initial est lecouple q0 = (f0; 1) o�u la fonction f0 est la fonction constante �egale au z�ero deT et o�u 1 d�enote l'unit�e de S1f . L'ensemble des �etat �naux est F = Ss2R Fs o�uFs = f(f; s) 2 Q j sf 2 Psg.Action de l'automateSoient un �etat q = (f; s) 2 Q et une lettre a 2 A. L'action �a droite de a sur qest d�etermin�ee par q:a = (g; s:a') o�u la fonction g est d�e�nie partg = tf:a si t 6= ssg = 8><>: a si sf = 0a si sf 2 Pssf:a sinon



Application 93Lorsque sf = 0 ou sf 2 Ps (q est alors un �etat �nal), la valeur de sg ne d�ependpas de sf . On dira alors que l'�etat q est un �etat d'oubli pour s.Soit q0 = (h; t) l'�etat �egal �a q:u o�u u est un mot �ni. On constate que t = s:u'.En particulier, si q0 = q, alors u' appartient au stabilisateur de s. Dans le cas o�uq est �egal �a l'�etat initial q0 de l'automate, s est l'unit�e de Sf et t = u'. On peutremarquer que dans ce cas, sf 6= 0 si et seulement si le mot u poss�ede un pr�e�xepropre v tel que v' = s. En e�et, pour l'�etat initial, sf0 = 0 et sf demeure �egal�a 0 tant que l'on ne passe pas dans un �etat d'oubli pour s et reste ensuite nonnul. a b*b2ab babab* a2 * a2b* ba2 *ba2b Relationsa3 = a2b3 = b2ab2 = abb2a = baaba = a2Figure 4.11 : Structure en D-classes de T .(0; 1)(0; b) (0; a) (a; a) (ba; a)(b; a) (bb; a)a a a aba bb b b aa b bFigure 4.12 : Automate A6Exemple : On consid�ere le langage d�eterministeX1 = (b�a)! des mots ayant unnombre in�ni d'occurrences de la lettre a sur l'alphabet A = a+ b. Ce !-langageest reconnu par le !-semigroupe S1 = (fb = 1; a = 0g; fb!; ab!; a!g). L'image Pde X1 dans le !-semigroupe S1 est �egale �a fa!g. la partie R est donc r�eduite au



94 Hi�erarchie de Wagnersingleton fag. Le semigroupe T admet la pr�esentation< a; b; a3 = a2; b3 = b2; ab2 = ab; b2a = ba; aba = a2 > :La structure enD-classes de ce semigroupe est donn�ee �a la �gure 4.11. On obtientl'automate de la �gure 4.12. Le couple (f; s) o�u f est une fonction de R = fagdans T est not�e par (af; s).4.6.2 Preuve de l'automateMontrons que l'automate ainsi construit reconnâ�t e�ectivement le !-langage X.Soit u 2 A! un mot accept�e par l'automate et q = (f; s) 2 Fs un �etat in�nimentr�ep�et�e par le mot u. Le mot u se factorise u = u0u1u2 : : : o�u q0:u0 = q et q:ui = qpour i > 1.Lemme 18 Soit q un �etat appartenant �a Fs. Il existe un idempotent e 2 stab(s)tel que se! 2 P et tel que tout mot u v�eri�ant q:u = q se factorise u = vw avecv' 2 stab(s) et w' = e.D�emonstration : Puisque l'�etat q = (f; s) appartient �a Fs, on a sf 2 Ps. Ilexiste donc x; e associ�e �a sf tels que x 2 stab(s), e2 = e, e 2 stab(s), se! 2 P .Parmi les �etats visit�es par le chemin q u�! q, on consid�ere le dernier �etat q0 deFs apparaissant avant l'�etat q de l'extr�emit�e. Un tel �etat existe toujours, puisquel'origine q du chemin appartient �a Fs. Le chemin se d�ecompose q u1�! q0 u3�! qavec u1' 2 stab(s). Puisque q0 est le dernier de Fs apparaissant dans le chemin,il n'existe pas d'�etat d'oubli entre q0 et q et donc u3 = sf . Le mot u3 sed�ecompose alors u3 = u2w avec u2' = x 2 stab(s) et w' = e. Le mot use factorise maintenant u = vw avec v = u1u2. On a v' 2 stab(s) puisqueu1'; u2' 2 stab(s). 2En appliquant le lemme, chaque mots ui pour i > 1 se factorise ui = viwi avecvi' 2 stab(s) et wi' = e. On pose y0 = u0v1 de sorte que y0' = s car u0' = set v1' 2 stab(s). On pose �egalement yi = wivi+1 pour i > 1 de sorte que ,yi' 2 stab(s) et yi' 2 eS1f pour i > 1. De la factorisation u = y0y1y2 : : :, ond�eduit que u' = se0! o�u e >R e0. Le mot u appartient donc �a X.R�eciproquement, soit u 2 A! un mot de X. L'image du mot u par ' estu' = se! 2 P . Le mot u se factorise u = u0u1u2 : : : o�u u0' = s et ui' = e pouri > 1. On pose qi+1 = qi:ui.Puisque u0' = s, le mot u0 poss�ede un plus petit pr�e�xe v tel que v' = s.L'�etat q = q0:v est un �etat d'oubli pour s. Le chemin q0 u0�! q1 passe donc parun �etat d'oubli.



Application 95Montrons maintenant que si le chemin qi ui�! qi+1 visite un �etat d'oubli pours, alors le chemin qi+1 ui+1�! qi+2 visite un �etat de Fs. Soit q0 le dernier �etat d'oublipour s du chemin qi ui�! qi+1. Si le chemin qi+1 ui+1�! qi+2 ne visite pas d'�etat deFs avant qi+2, le chemin q0 v�! qi+1 ui+1�! qi+2 ne contient pas d'�etat d'oubli pours except�ees les extr�emit�es. Le mot v �eventuellement vide dans le cas o�u q0 = qi+1v�eri�e v' 2 stab(s) car q0 est un �etat d'oubli pour s et u0 : : : ui+1' = s. Puisqueui+1' = e, l'�etat qi+2 appartient �a Fs.Puisque le chemin q0 u0�! q1 passe par un �etat d'oubli, chacun des cheminsqi ui�! qi+1 visite un �etat de Fs et le mot u est reconnu par l'automate.4.6.3 Cas g�en�eralA partir d'un !-semigroupe reconnaissant un !-langage, il est ais�e de d�ecomposerce langage comme combinaison bool�eenne de langages d�eterministes. Lors dela d�emonstration de la proposition 36 (p. 88), on montre que tout !-langagepeut s'�ecrire comme une châ�ne de !-langage G�. On applique la construc-tion pr�ec�edente pour chacun de ces langages d�eterministes. Chaque automatede B�uchi obtenu est transform�e en un automate de Muller. On applique alorsles op�erations bool�eennes correspondantes sur les automates pour obtenir unautomate de Muller reconnaissant le !-langage consid�er�e.
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Chapitre 5Automates de Rabin �a châ�nes5.1 IntroductionNous d�e�nissons, dans ce chapitre, les automates de Rabin �a châ�ne qui sontdes automates de Rabin pour lesquels les parties reconnaissantes sont embô�t�ees.Nous montrerons qu'�a partir de deux automates de Rabin �a châ�ne reconnaissantdeux !-langages X et Y , il est possible de construire des automates de Rabin�a châ�ne pour le compl�ement Xc, l'intersection X \ Y et l'union X + Y . Nousdonnons ensuite une nouvelle caract�erisation de l'indice de Rabin d'un !-langage.5.2 Notations et d�e�nitionsUn automate de Rabin �a châ�ne (ou plus simplement un automate �a châ�ne) estun automate de Rabin dont les parties Ri de R v�eri�ent en outre la conditionR1 � R2 � R3 � � � � � RmDans le cas d'un automate �a châ�ne, la somme de di��erences d�e�nissant leschemins r�eussis est une châ�nejAj = jR1j � jR2j+ jR3j � � � � � jRmjIl est de même de la somme de di��erences de�nissant le !-langage reconnuL!(A) = L!(R1)� L!(R2) + L!(R3)� � � � � L!(Rm)



98 Automates de Rabin �a châ�nes5.3 ConstructionsA partir d'automates �a châ�ne reconnaissant des !-langages X et Y , nous allonsconstruire des automates �a châ�ne reconnaissant les !-langages Xc,XY etX+Y .Lemme 19 Toute !-langage reconnu par un automate de Rabin (respectivement�a châ�ne) est reconnu par un automate de Rabin (respectivement �a châ�ne) com-plet de même indice de Rabin.D�emonstration : Soit A = (Q;A;E; q0;R) un automate de Rabin. Si A n'estpas complet, il su�t de poser A0 = (Q0; A;E0; q0;R) o�u Q0 et E 0 sont d�e�nis parQ0 = Q+f2g et E0 = E+f(q; a;2) j 8q0 2 Q (q; a; q0) 62 Eg+f(2; a;2) j a 2 Agpour obtenir un automate A0 �equivalent �a A et complet. Si de plus l'automateA est un automate �a châ�ne, l'automate construit A0 est aussi un automate �achâ�ne. 2Proposition 37 Soit A = (Q;A;E; q0;R) avec R = (R1; : : : ; Rm) un auto-mate �a châ�ne complet reconnaissant un !-langage X. Le nouvel automate A0 =(Q;A;E; q0;R0) o�u R0 est d�e�nie par R0 = (R0; R1; : : : ; Rm) avec la conventionR0 = Q reconnâ�t le compl�ementaire Xc de X.D�emonstration : Les !-langages reconnus par les automates A et A0 sontrespectivement �egaux aux châ�nesL!(A) = L!(R1)� L!(R2) + � � � � L!(Rm)L!(A0) = L!(R0)� L!(R1) + L!(R2)� � � � � L!(Rm)Puisque l'automate A est complet, L!(R0) = A! et les !-langages reconnus parA et A0 sont compl�ementaires. 2�Etant donn�es deux automates �a châ�ne, A = (P;A;E; p0;S) d'une part etB = (Q;A;F; q0;T ) d'autre part o�u S = (S1; S2; : : : ; Sm) et T = (T1; T2; : : : ; Tn)reconnaissant respectivement les !-langages X et Y , nous construisons deuxautomates C1 = (R;A;G; r0;U) et C2 = (R;A;G; r0;V) reconnaissant respec-tivement les !-langages XY et X + Y . Nous commen�cons par d�ecrire la partiecommune : l'automate C = (R;A;G; r0). Nous posons IB = f0; 1g muni desop�erations bool�eennes habituelles et nous identi�ons une proposition avec savaleur dans IB.L'ensembleR des �etats est �egal �a P�Q�Mm;n(IB�IB). Chaque �etat de R estun triplet form�e d'un �etat de A, d'un �etat de B et d'une matrice de dimensionsm et n de couples de bool�eens que nous �ecrirons (p; q;M) ou (p; q; eij; fij) pour



Constructions 99donner de fa�con explicite la matrice M par M = ((eij; fij)) pour 1 6 i 6 m et1 6 j 6 n.L'�etat initial r0 de l'automate C est d�e�ni par r0 = (p0; q0; eij; fij) o�u lesvaleurs bool�eennes sont donn�ees par (eij; fij) = (p0 2 Si; q0 2 Tj).L'ensemble G des transitions de l'automate C est l'ensemble des transitions(p; q; eij; fij) a! (p0; q0; e0ij; f 0ij) pour lesquels p a! p0 et q a! q0 sont respectivementdes transitions de A et B et o�u les e0ij; f 0ij sont d�e�nis pare0ij = ( p0 2 Si si eij ^ fij = 1p0 2 Si _ eij sinonetf 0ij = ( q0 2 Tj si eij ^ fij = 1q0 2 Tj _ fij sinon (11)Il est possible de restreindre l'automate ainsi construit aux �etats accessibles�a partir de l'�etat initial r0 par une suite de transitions de G.1 2a ba bS = (f1;2g;f1g)Figure 5.1 : Automate A1 2a ba bT = (f1;2g;f2g)Figure 5.2 : Automate BExemple : Nous illustrons cette construction par un exemple sur l'alphabetA = a + b. Nous consid�erons les automates A = (f1; 2g; A;E; 1; S) et B =



100 Automates de Rabin �a châ�nes(1;1);�(1;1)(1;0)(1;1)(1;0)� (2;2);�(1;1)(1;1)(0;1)(1;1)�(1;1);�(1;1)(1;0)(1;1)(1;1)� (2;2);�(1;1)(1;1)(0;1)(0;1)�
bbaa b baa

Figure 5.3 : Automate C(f1; 2g; A;E; 1; T ) avec S = (S1 = f1; 2g; S2 = f1g) et T = (T1 = f1; 2g; T2 = f2g)(cf. �gures 5.1 et 5.2). Les indices de Rabin m et n des automates A et B sontrespectivement m = 2 et n = 2. Les �etats de l'automate construit C sont doncdes triplets form�es d'un �etat de A (1 ou 2), d'un �etat de B (1 ou 2) et d'unematrice 2 � 2 de couples de bool�eens (cf. �gure 5.3).Avant de d�ecrire les suites U et V d'�etats, nous �enon�cons quelques propri�et�esde l'automate C ainsi construit.Lemme 20 Soient (p; q;M) un �etat de l'automate C, p a! p0 une transition deA et q a! q0 une transition de B. Il existe un unique �etat (p0; q0;M 0) de C tel que(p; q;M) a! (p0; q0;M 0) soit une transition de C.D�emonstration : Pour p, q, p0, q0 et M �x�es il existe une unique matriceM 0 calcul�ee suivant les formules (11) telle que (p; q;M) a! (p0; q0;M 0) soit unetransition de C. 2Lemme 21 Si les deux automates A et B sont complets, alors l'automate C estcomplet.D�emonstration : Pour un �etat (p; q;M) de C et une lettre a de A, il existep a! p0 une transition de A et q a! q0 une transition de B puisque A et Bsont complets. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, il existe une transition (p; q;M) a!(p0; q0;M 0) de C. 2



Constructions 101Lemme 22 Si (p; q;M) u! (p0; q0;M 0) est un chemin de C d'�etiquette u 2 A�alors p u! p0 et q u! q0 sont respectivement des chemins de A et de B.D�emonstration : La d�emonstration est imm�ediate en raisonnant par r�ecurrencesur la longueur du mot u puisque par construction de l'automate, l'existenced'une transition (p; q;M) a! (p0; q0;M 0) dans C implique l'existence des transi-tions p a! p0 et q a! q0 dans A et B. 2Nous d�e�nissons les ensembles d'�etatsH00 = RHk0 = f(p; q; eij; fij) 2 R j p 2 Skg pour 1 6 k 6 mH0l = f(p; q; eij; fij) 2 R j q 2 Tlg pour 1 6 l 6 nHkl = f(p; q; eij; fij) 2 R j ekl ^ fkl = 1g pour 1 6 k 6 m et 1 6 l 6 nExemple : Pour l'exemple de la �gure 5.3, nous r�esumons par un tableaul'appartenance des �etats de l'automate C aux di��erents ensembles Hij d�e�nis.H00 H10 H01 H20 H02 H11 H21 H12 H22(1; 1); �(1;1)(1;0)(1;1)(1;0)� � � � � � �(1; 1); �(1;1)(1;0)(1;1)(1;1)� � � � � � � �(2; 2); �(1;1)(1;1)(0;1)(0;1)� � � � � � �(2; 2); �(1;1)(1;1)(0;1)(1;1)� � � � � � � �Lemme 23 Soit (p; q;M) u! (p0; q0;M 0) un chemin de C d'�etiquette u 2 A�.Si les chemins p u! p0 de A et q u! q0 de B passent respectivement par un�etat de Sk pour 0 6 k 6 m et un �etat de Tl pour 0 6 l 6 n, alors le chemin(p; q;M) u! (p0; q0;M 0) passe par un �etat de Hkl.D�emonstration : Nous �ecrivons le chemin (p; q;M) u! (p0; q0;M 0) sous la forme(p0; q0;M0) u1! (p1; q1;M1) u2! � � � ur�1! (pr�1; qr�1;Mr�1) ur! (pr; qr;Mr)o�u u1 : : : ur = u, (p0; q0;M0) = (p; q;M) et (pr; qr;Mr) = (p0; q0;M 0). Les casm = 0 ou n = 0 sont imm�ediats. Nous supposons m > 1 et l > 1 et nousnoterons par ((emij ; fmij )), pour 1 6 m 6 n, les �el�ements de la matrice Mm del'�etat (pm; qm;Mm). Par hypoth�ese, il existe deux entiers m2 et m3 tels que



102 Automates de Rabin �a châ�nespm2 2 Sk et qm3 2 Tl. Nous avons alors em2kl = 1 et fm3kl = 1 et nous appelons m0le plus petit entier m > 1 tel que emkl = 1 et m1 le plus petit entier m > 1 telque fmkl = 1. Si m0 = m1, l'�etat (pm1 ; qm1;Mm1) appartient �a Hkl. Sinon, nouspouvons supposer par sym�etrie que m0 < m1. Par d�e�nition de m1, nous avonsfmkl = 0 pour m0 6 m < m1. La r�egle de calcul des emkl et em0kl = 1 impliquentemkl = 1 pour m0 6 m 6 m1 et par cons�equent (pm1 ; qm1;Mm1) 2 Hkl. 2Lemme 24 Soit (p; q;M) u! (p0; q0;M 0) un chemin de C d'�etiquette u 2 A�.Si les �etats (p; q;M) et (p0; q0;M 0) appartiennent �a Hkl, alors les chemins p u! p0de A et q u! q0 de B passent respectivement par un �etat de Sk et un �etat de Tl.D�emonstration : Les cas m = 0 ou n = 0 sont �a nouveau imm�ediats. Nousreprenons les notations du lemme pr�ec�edent et nous appelons m0 le plus petitentier m > 1 tel que emkl = 1 et m1 le plus petit entier m > 1 tel que fmkl = 1.Les entiers m0 et m1 existent puisque erkl = 1 et f rkl = 1. Si m0 = 1, le calculde e1kl implique que p1 2 Sk puisque ekl = 1 et fkl = 1. Si m0 > 1, nous avonsem0�1kl = 0 et em0kl = 1 par d�e�nition de m0. Le calcul de em0kl implique �a nouveauque pm0 2 Sk. Par un raisonnement similaire, nous obtenons qm1 2 Tl. 2Nous sommes maintenant en mesure d'�enoncer la propri�et�e fondamentale del'automate C construit.Lemme 25 Un chemin in�ni c de l'automate C passe in�niment souvent parHkl si et seulement si les chemins dans les automates A et B de même �etiquetteque c passent in�niment souvent par Sk dans A et in�niment souvent par Tldans B. Avec les notations adopt�ees :L!(Hkl) = L!(Sk)L!(Tl):o�u L!(Sk), L!(Tl) et L!(Hkl) sont respectivement les ensembles des �etiquettesdes chemins passant in�niment souvent par Sk, Tl et Hkl dans les automates A,B et C.D�emonstration : Tout chemin in�ni c de l'automate C passant in�nimentsouvent par Hkl se d�ecompose en une suite de chemins (p; q;M) u! (p0; q0;M 0) o�ules �etats (p; q;M) et (p0; q0;M 0) appartiennent �aHkl. Par application du lemme24les chemins de même �etiquette que c passe in�niment souvent par Sk dans A etpar Tl dans B.R�eciproquement, si les chemins de même �etiquette que c passe in�nimentsouvent par Sk dans A et par Tl dans B, le chemin c se d�ecompose en une suitede chemins (p; q;M) u! (p0; q0;M 0) o�u les chemins p u! p0 de A et q u! q0 de B



Constructions 103passent respectivement par un �etat de Sk et un �etat de Tl. Par application dulemme 23, nous obtenons le r�esultat. 2Nous introduisons les ensembles d'�etats Kkl d�e�nis parKkl = [k6i et l6jHij pour 0 6 k 6 m et 0 6 l 6 nLemme 26 Pour R et R0 deux ensembles d'�etats d'un automate (Q;A;E; I),on a les �egalit�esjR +R0j = jRj + jR0j et L!(R +R0) = L!(R) + L!(R0)D�emonstration : Puisque le nombre d'�etats de l'automate est �ni, tout cheminpassant in�niment souvent par R+R0 passe in�niment souvent par R ou par R0.2 Il est ais�e de calculer les �etiquettes des chemins passant in�niment souventpar Kkl pour 0 6 k 6 m et 0 6 l 6 nL!(Kkl) = [k6i et l6j L!(Si)L!(Tj) = L!(Sk)L!(Tl)Les ensembles d'�etats v�eri�ent en outre la propri�et�ek 6 k0 et l 6 l0 ) Kk0l0 � KklNous terminons maintenant la construction des automates C1 et C2 en don-nant explicitement les suites d'�etats U et V.U2i = Xk+l=2i+1KklU2i+1 = Xk+l=2i+2k impair KklV2i = Xk+l=2ik pair KklV2i+1 = Xk+l=2i+1KklLes langages X et Y sont �egaux aux châ�nesX = L!(S1)� L!(S2) + � � � � L!(Sm)Y = L!(T1)� L!(T2) + � � � � L!(Sn)



104 Automates de Rabin �a châ�neset le langage XY est �egal �a la châ�neXY = Z1 � Z2 + Z3 � � � � � Zm+n�1o�u les Zi sont d�e�nis par (cf. formules (8) page 58)Z2i = Pk+l=2i+1L!(Sk)L!(Tl)Z2i+1 = Pk+l=2i+2k impair L!(Sk)L!(Tl)Il est alors ais�e de v�eri�er que 8k L!(Uk) = Zk. Nous avons pour k pairL!(U2i) = L!( Xk+l=2i+1Kkl)= Xk+l=2i+1L!(Kkl)= Xk+l=2i+1L!(Sk)L!(Tl)= Z2iLe cas k impair est similaire. Le langage reconnu par l'automate C1 est �egal�a la châ�ne L!(C1) = L!(U1)� L!(U2) + � � � � L!(Um+n�1)= Z1 � Z2 + � � � � Zm+n�1= XYNous montrerions de la même fa�con queL!(C2) = X + YProposition 38 Tout automate de Rabin est �equivalent �a un automate �a châ�nede même indice de Rabin.D�emonstration : Le r�esultat est acquis si l'indice de Rabin m est �egal �a 1. Sim = 2, l'automate (Q;A;E; q0; fR1; R2g) est �equivalent �a l'automate �a châ�ne(Q;A;E; q0; fR1 +R2; R2g). On raisonne ensuite par r�ecurrence. 2



R�eduction 1055.4 R�eductionSoit A = (Q;A;E; q0;R) un automate �a châ�ne reconnaissant un !-langage X.Nous allons montrer qu'il existe une autre suite d�ecroissante d'ensembles d'�etatsR0 de longueur �egale �a l'indice de Rabin ind(X) du !-langage X telle quel'automateA0 = (Q;A;E; q0;R0) reconnaisse �egalement le !-langage X. La suiteR0 est donc minimale.Soit R une suite R1 � R1 � � � � � Rm d�ecroissante de parties d'un ensembleQ. On adopte la convention de poser R0 = Q. On d�e�nit la suite D(R) desdi��erences par D0 = R0 �R1D1 = R1 �R2D2 = R2 �R3...Dm�1 = Rm�1 �RmDm = RmLa donn�ee d'une suite R d�ecroissante est �equivalente �a la donn�ee d'une suite Dd'ensembles disjoints. On ne fera plus dor�enavant la distinction entre la suite Ret la suite D associ�ee. On d�e�nit le poids d'une suite R d�ecroissante parpoids(R) = m+ card(D1) + 2 card(D2) + 3 card(D3) + � � �+m card(Dm)SoitA = (Q;A;E; q0;R) un automate �a châ�ne reconnaissant un !-langage X.Pour une partie R de Q on d�e�nit l'entier Iac(R; R) et l'ensemble Eac(R; R) parIac(R; R) = maxfk j R \ Rk 6= ?g= maxfk j R \Dk 6= ?gEac(R; R) = R \RIac(R;R):Par abus de notation on omet la r�ef�erence �a la suite R lorsqu'il n'y a pasd'ambigu��t�e. Pour un �etat q, on �ecrit Iac(q) pour Iac(fqg). Pour une partier�ep�etableR, l'indice Iac(R) d�etermine si cette partie est acceptante ou non accep-tante. En e�et, un chemin in�ni c de l'automate d'origine q0 tel que Inr(c) = Rest r�eussi si et seulement si l'indice Iac(R) est impair puisque par d�e�nition,l'ensemble des chemin r�eussis est d�e�ni par la châ�nejAj = jR1j � jR2j+ jR3j � � � � � jRmj :



106 Automates de Rabin �a châ�nesL'automate �a châ�ne A = (Q;A;E; q0;R) est d'ailleurs �equivalent �a l'automatede Muller B = (Q;A;E; q0;T ) o�u la table T est d�e�nie parT = fR � Q j Iac(R) est impairgNous allons maintenant d�ecrire plusieurs transformations qui permettent dediminuer le poids de la suiteR sans modi�er le !-langage reconnu par l'automate�a châ�ne. Deux suites R et R0 sont dites �equivalentes si pour toute partier�ep�etable R de l'automate, on a Iac(R; R) � Iac(R0; R) (mod 2).Transformation 1On suppose que Rm = ?. La suite R0 = (R0; : : : ; Rm�1) v�eri�epoids(R0) = poids(R)� 1Les suites R et R0 sont manifestement �equivalentes.Transformation 2On suppose qu'il existe un �etat q 2 Dk avec k > 1 tel que qu'il n'existe pas departie r�ep�etable R v�eri�ant q 2 Eac(R). La suite R0 d�e�nie par D00 = D0 + fqg,D0k = Dk � fqg et D0i = Di pour tout i di��erent de 0 et de k v�eri�epoids(R0) = poids(R)� kDe plus, pour toute partie r�ep�etable R, on a Iac(R0; R) = Iac(R; R) et les suitesR et R0 sont �equivalentes.Transformation 3On suppose qu'il existe un �etat q 2 Dk avec k > 2 tel que pour toute partier�ep�etable R, on ait l'implicationq 2 Eac(R) ) R \Dk�1 = ?La suite R0 d�e�nie par D0k�2 = Dk�2 + fqg, D0k = Dk � fqg et D0i = Di pourtout i di��erent de k � 2 et de k v�eri�epoids(R0) = poids(R)� 2Si la partie r�ep�etable R v�eri�e Eac(R) = fqg, on a Iac(R0; R) = Iac(R; R)�2 eton a Iac(R0; R) = Iac(R; R) dans le cas contraire. Les suites R et R0 sont donc�equivalentes.Soit A = (Q;A;E; q0;R) un automate �a châ�ne o�u la suite R est de poidsminimal. Une telle suite peut être obtenue en appliquant les transformations1, 2 et 3 tant que cela est possible. Le processus doit n�ecessairement convergerpuisque le poids est un entier et diminue �a chaque �etape. Nous allons montrer



R�eduction 107que la longueur de la suite R est �egale �a l'indice de Rabin du !-langage reconnupar l'automate. Puisque la suite R = (R0; : : : ; Rm) est de poids minimal, aucunedes transformations ne s'applique. On en d�eduit que Rm 6= ? et que pour tout�etat q 2 Dk avec k > 1, il une partie r�ep�etable R telle que q 2 Eac(R). Si de plusk > 2, il existe une partie r�ep�etable R qui v�eri�e q 2 Eac(R) et R \Dk�1 6= ?.Nous allons montrer que l'automate admet une châ�ne de longueur m � 1. Onchoisit une �etat qm 2 Rm et une partie r�ep�etable Sm telle que qm 2 Eac(Sm)et Sm \ Dm�1 6= ?. On choisit alors un �etat qm�1 2 Sm \ Dm�1 et une partier�ep�etable Sm�1 telle que qm�1 2 Eac(Sm�1) et Sm�1 \ Dm�2 6= ?. On it�ere leproc�ed�e et l'on obtient des parties r�ep�etables S1; : : : ; Sm telles que Iac(Si) = ipour 1 6 i 6 m et Si \ Si+1 6= ? pour 1 6 i 6 m� 1. Cette derni�ere propri�et�eassure que la partie Ti = S1 + � � � + Si est une partie r�ep�etable. De plus on al'�egalit�e Iac(Ti) = i pour 1 6 i 6 m. La suite (T1; : : : ; Tm) constitue donc uneA-châ�ne positive de longueur m � 1. L'indice de Rabin du !-langage reconnupar l'automate est donc au mois �egal �a m. Sinon, on aurait X 2 Ĉ0m�1 ce quicontredit l'existence d'une châ�ne positive de longueur m� 1.
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