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Cristaux et quasi
ristauxCristaux: atomes rang�es p�eriodiquement.Sym�etrie d'ordre n en dimension 2 ou 3.n satisfait � = 2 
os 2�n 2 Zd'o�u n = 2; 3; 4; 6.
Quasi-
ristal Alliage aluminium-mangan�ese ave
sym�etrie d'ordre 5 She
htman et al. 1984Quasi-p�eriodi
it�e.
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Mod�elisation g�eom�etrique� � R d est uniform�ement dis
ret s'il existe r > 0tel que toute boule de rayon r 
ontient au plus unpoint de �.� est relativement dense s'il existe R > 0 tel quetoute boule de rayon R 
ontient au moins unpoint de �.
Si � satisfait 
es deux 
onditions, 
'est unensemble de Delaunay.
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Ensemble mod�ele (Y. Meyer 1970, 1972)S
h�ema 
oupe et proje
tionR d �1 � R d �G �2�! GDG groupe ab�elien lo
. 
ompa
t (espa
e interne)R d espa
e physiqueD r�eseau i.e. sous-groupe dis
ret de R d �G telque (R d �G)=D est 
ompa
t�1jD inje
tive�2(D) dense dans G.On note � = �2 Æ (�1jD)�1� :M = �1(D) �! G� � R d est un ensemble mod�ele s'il existe uns
h�ema 
oupe et proje
tion et un ensemblerelativement 
ompa
t 
 � G d'int�erieur non-videtel que � = fx 2M j x� 2 
g
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Exemple d'ensemble mod�ele� = 1+p52espa
e interne G = Respa
e physique R droite de pente 1=�r�eseau D = Z2

Figure 1: Pavage de Fibona

i
: : : LSLLSLSLLS : : :
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Constru
tion alg�ebrique de la 
hâ�ne de Fibona

iR �1 � R � R �2�! RZ2�1jZ2 � Z[� ℄ = fa+ b� j a; b 2 ZgChâ�ne de Fibona

iF = fx = a+ b� j x0 = a� b� 2 
 = [0; 1)g= f: : : ;��3;��; 0; �2; �3 + 1; �4; : : :g
+ +L +L0 �2 �3 + 1 +S �4+ S+ L ����3Pavage de R ave
 2 tuiles L et SL 7! LLSS 7! LSave
 jLj = �2 et jSj = �S j LLS j LLSLLSLS j LLSLLSLS6
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On a �2F � Fd'o�u une suite in�nie de versions 
ontra
t�ees etdilat�ees de F: : : � Fj�1 � Fj � F=�2j � Fj+1 � : : :Suite de dis
r�etisations de plus en plus denses deR\ondelettes dis
r�etes quasi-
ristallines"
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Ensemble de Meyer� � R d est un ensemble de Meyer s'il estDelaunay et s'il existe un ensemble �ni F tel que�� � � �+ FTh�eor�eme 1 . Un ensemble mod�ele est unensemble de Meyer.R�e
iproquement, si � est un ensemble de Meyer,il existe un ensemble �ni F et un ensemblemod�ele �0 tel que � � �0 + F .�1 et �2 sont �niment �equivalents s'il existe deuxensembles �nis F1 et F2 tels que �1 � �2 + F2 et�2 � �1 + F1.Th�eor�eme 2 . Si �1 est un ensemble de Meyeret �2 est �niment �equivalent �a �1, alors �2 estun ensemble de Meyer.Proposition 1 . Si � est Meyer, alors �+ �,�� � et �+ F , o�u F est �ni, le sont aussi.
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Proposition 2 . � est un ensemble de Meyersi et seulement si � et �� � sont des ensemblesde Delaunay.Proposition 3 . Si � est un ensemble deMeyer et ~� � � est un ensemble de Delaunay,alors ~� est un ensemble de Meyer.Remarque � = Z est un ensemble mod�ele et�0 = Z + f0;p2g n'est pas mod�ele, mais estMeyer.Remarque � = Z+ non Meyer 
ar nonrelativement dense, mais �� � = Z est Delaunay.
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Nombre de Pisot � > 1 entier alg�ebrique donttous les 
onjugu�es sont < 1 en module.Nombre de Salem � > 1 entier alg�ebrique donttous les 
onjugu�es sont � 1 en module.Th�eor�eme 3 . Si � � R d est un ensemble deMeyer et si � > 1 est un nombre r�eel tel que�� � � alors � est un nombre de Pisot ou unnombre de Salem.R�e
iproquement, pour tout d et pour tout Pisot ouSalem �, il existe un ensemble de Meyer � � R dtel que �� � �.
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Beta-num�eration (R�enyi, Parry)� > 1, x > 0Beta-d�eveloppement de x:�k � x < �k+1xk = bx=�k
 et rk = fx=�kg.Pour i < k, soit xi = b�ri+1
, et ri = f�ri+1g.hxi� = xkxk�1 : : : x1x0 � x�1x�2 : : :xi 2 A o�u A = f0; : : : ; � � 1g si � entier ouA = f0; : : : ; b�
g si � non entier.Soit T�(x) = �x mod 1 et d�(1) = (ti)i�1, o�uti = b�T i�1� (1)
.Si � est Pisot d�(1) est ultimement p�eriodique (A.Bertrand)Si d�(1) est ultimement p�eriodique on dit que �est un beta-nombre.
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Beta-entiersEnsemble des beta-entiersZ� = fx 2 R j hjxji� = xk � � �x0g= Z+� [ (�Z+� )Z� est auto-similaire et sym�etrique par rapport �al'origine �Z� � Z� ; Z� = �Z�Th�eor�eme 4 . Si � est un nombre de Pisot,Z� est un ensemble de Meyer.
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Syst�emes de num�eration asso
i�es �a unbeta-nombre� d�(1) = t1 � � � tmun+m = t1un+m�1 + � � �+ tmunu0 = 1; ui = t1ui�1+ � � �+ tiu0+1; 1 � i � m�1:� d�(1) = t1 � � � tm(tm+1 � � � tm+p)!un+m+p = t1un+m+p�1 + � � �+ tm+pun+ un+m � t1un+m�1 � � � � � tmunu0 = 1; ui = t1ui�1+� � �+tiu0+1; 1 � i � m+p�1:U� = (un)n�0 d�e�nit le syst�eme de num�erationasso
i�e �a �� : fk�k + � � �+ f1� + f0 7! fkuk + � � �+ f1u1 + f0Proposition 4 . Soit � un beta-nombre. Sihxi� = xk � � �x0, alors N = �(x) a 
ommeU�-representation hNiU� = xk � � �x0.L'ensemble Z� est ordonn�e: soit bn le n-�eme�-entier. Alors �(bn) = n:13
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Exemple Le syst�eme asso
i�e �a � est le syst�eme deFibona

i ave
 u0 = 1 and u1 = 2.Z Fibona

i Z�1 1 12 10 �3 100 �24 101 �2 + 15 1000 �36 1001 �3 + 1
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Pavage et substitution asso
i�es �a un beta-nombreLa demi-droite positive admet un pavageauto-similaire ave
 un nombre �ni de tuiles delongueur T i�(1), pour i � 0 (Thurston).� d�(1) = t1 � � � tmm tuiles de longueur 1, � � t1, . . . ,�m�1 � t1�m�2 � � � � � tm�1.Substitution sur A = fa0; � � � ; am�1g
�� :
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a0 7! at10 a1a1 7! at20 a2� � �am�2 7! atm�10 am�1am�1 7! atm0 :
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� d�(1) = t1 � � � tm(tm+1 � � � tm+p)!m+ p tuiles de longueur 1, � � t1, . . . ,�m+p�1 � t1�m+p�2 � � � � � tm+p�1.Substitution sur A = fa0; � � � ; am+p�1g
�� :
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a0 7! at10 a1a1 7! at20 a2� � �am+p�2 7! atm+p�10 am+p�1am+p�1 7! atm+p0 am:
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Exemple: La demi-
hâ�ne de Fibona

i sym�etris�eeZ� = Z+� [ (�Z+� )engendr�ee par la substitution de Fibona

iL 7! LSS 7! L
+ +L +S0 1 � +L �2 +L�2 + 1+S+ L+S -1��+ L��2+ L��2 � 1+S

Z� est un ensemble de Meyer qui n'est pas unensemble mod�ele.
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Pisot 
y
lotomiquesSi n n'est pas 
ristallographique, � = 2 
os �n estun entier alg�ebrique de degr�e m � bn� 1
=2.Nombre de Pisot 
y
lotomique � Pisot tel queZ[�℄ = Z[�℄Alors m = '(n)=2 et Z[�℄ + Z[�℄� est un anneauinvariant par rotation d'ordre n, ave
� = exp(2i�=n).Quasi
ristaux r�eels� n = 5 ou n = 10 : � = � = 1+p52 = 2 
os �5 ,M�(X) = X2 �X � 1� n = 8 : � = 1 + � = 1 +p2 = 1 + 2 
os �4 ,M�(X) = X2 � 2X � 1� n = 12 : � = 2 + � = 2 +p3 = 2 + 2 
os �6 ,M�(X) = X2 � 4X + 1.Nombres de Pisot quadratiques unitaires.
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Autres Pisot 
y
lotomiques unitaires� n = 7 ou n = 14 : � = 1 + � = 1 + 2 
os 2�7 ,M�(X) = X3 � 2X2 �X + 1� n = 9 ou n = 18 : � = 1 + � = 1 + 2 
os �9 ,M�(X) = X3 � 3X2 + 1.Pour n = 11, n = 13, n = 15 de tels Pisot
y
lotomiques unitaires existent (D. Boyd)
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Le groupe des beta-entiersCas o�u � est un nombre de Pisot quadratiqueunitaire� est la ra
ine > 1 de X2 � aX � 1, a � 1� d�(1) = a1� tout nombre > 0 de Z[�℄ a un �-d�eveloppement�ni� soit A = fL; Sg. La substitution �� est d�e�niepar �� : 8<: L 7! LaSS 7! L:AdditionProposition 5 . Soit � la ra
ine > 1 deX2 � aX � 1; ave
 a � 1. AlorsZ� + Z� � Z� + f0;�(1� 1� )g � Z��2
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Si x, y 2 Z� alors il existe z 2 Z� et � 2 f0;�1guniques tels quex+ y = z + �(1� 1� )On pose x�y = zOn a bm � bn = bm+nProposition 6 . Z� muni de l'addition � estun groupe isomorphe �a Z.
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Multipli
ationProposition 7 . Soit � la ra
ine > 1 deX2 � aX � 1; ave
 a � 1. AlorsZ� � Z� � Z��2Si on veut d�e�nir une op�eration de multipli
ation
 dans Z� pour obtenir un isomorphismed'anneau entre Z� et Z, 
el�a 
onduit �a� 
 � 6= �2. On peut n�eanmoins d�e�nir uneop�eration 
ommutative non asso
iative ainsi
 : Z� � Z� ! Z�(bm; bn) 7! bmn�a�S(m)�S(n)o�u �S(m) est le nombre de S dans le pr�e�xe delongueur m du mot in�ni ��(L).Proposition 8 .1) bmbn � bm 
 bn 2 f0;�1; : : : ;�ag(1� 1� )2) Si bmbn 2 Z� alors bm 
 bn = bmbn.Remarque Pour � , x� y (resp. x
 y) est le� -entier le plus pro
he de x+ y (resp. xy).
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� est la ra
ine > 1 de X2 � aX + 1, a � 3� d�(1) = (a� 1)(a� 2)!� tout nombre > 0 de Z[�℄ a un �-d�eveloppementultimement p�eriodique, qui est �ni pour 
eux deN [�℄� la substitution �� est
�� : 8<: L 7! La�1SS 7! La�2S:AdditionProposition 9 . Soit � la ra
ine > 1 deX2 � aX + 1; ave
 a � 3. AlorsZ+� + Z+� � Z+��Z+� � Zb+ � Z� + f0;� 1� gZ� + Z� � Z� + f0;� 1� g
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Si x, y 2 Z� alors il existe z 2 Z� et � 2 f0;�1guniques tels que x+ y = z + ��On pose x�y = zOn a bm � bn = bm+nProposition 10 . Z� muni de l'addition � estun groupe isomorphe �a Z.
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Multipli
ationProposition 11 . Soit � la ra
ine > 1 deX2 � aX + 1; ave
 a � 3. AlorsZ� � Z� � Z��On d�e�nit une op�eration 
ommutative nonasso
iative ainsi
 : Z� � Z� ! Z�(bm; bn) 7! bmn��S(m)�S(n)Proposition 12 .1) bmbn � bm 
 bn 2 f0; 1; : : : ; a� 1g sgn(bmbn)�2) Si bmbn 2 Z� alors bm 
 bn = bmbn.
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Cas o�u � est un nombre de Pisot 
y
lotomique
ubique ra
ine > 1 de X3 � 2X2 �X + 1� d�(1) = 2(01)!� la substitution est d�e�nie sur A = fL; S;Mg par
�� : 8>><>>: L 7! LLSS 7! MM 7! LS:AdditionProposition 13 . SoitF = �f0; ���1; �2��1; �3��1; � � 3; 2(� � 3);�2 � � � 4; �2 � 3� + 2; 2�2 � 5� + 1;3�2 � 7�; 2�2 � 3� � 5; �2 � 4� + 5gAlors Z� + Z� � Z� + F
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Si x, y 2 Z� alors il existe z 2 Z� et f 2 Funiques tels que x+ y = z + fOn pose x�y = zOn a bm � bn = bm+nProposition 14 . Z� muni de l'addition � estun groupe isomorphe �a Z.Multipli
ationIl est possible de d�e�nir une multipli
ationbm
bn = bmn��ave
� = 26�M (m)�M (n) + 9�M (m)(�S(n)� 2�M (n))+ 9�M (n)(�S(m)� 2�M (m))+ 2(�S(m)� 2�m(m))(�S(n)� 2�S(n))
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Cons�equen
eSi � est un Pisot quadratique unitaire, ou bien lara
ine de X3 � 2X2 �X + 1, alors si (ei) est unebase de R d � = dXi=1 Z�eiest un ensemble de Meyer et un r�eseau ave
 la loi�.Appli
ation physique La 
hâ�ne de Fibona

iadmet un �etiquetage dis
retF = fx 2 Z[� ℄ j x0 2 [0; 1)g= fx 2 Z� j x0 2 [0; 1)g= f: : : ;��3;��; 0; �2; �3 + 1; �4; : : :g= f: : : ; b�5; b�2; b0; b3; b6; b8; : : :g
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Mots sturmiensUn mot in�ni est sturmien si le nombre defa
teurs de longueur n est �egal �a n+ 1. D�e�ni surun alphabet �a deux lettres A = fL; Sg.Un mot in�ni est sturmien si, quelque soient deuxfa
teurs de longueur n, la di��eren
e entre lenombre de S est born�ee par 1.
�� : 8<: L 7! LSS 7! L
f�� : 8<: L 7! SLS 7! L
E : 8<: L 7! SS 7! L:
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Proposition 15 . Si � est la ra
ine > 1 deX2 � aX � 1, ave
 a � 1, alors �� = �� (E�� )a�1.Si � est la ra
ine > 1 de X2 � aX + 1, ave
a � 3, alors �� = f���� (E�� )a�3.Th�eor�eme 5 . Si � est un Pisot quadratiqueunitaire, le mot in�ni engendr�e par �� eststurmien.
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Beta-grillesSi � est un Pisot 
y
lotomique ave
 sym�etrie n, et� = exp(2i�=n), Z[�℄ + Z[�℄� � Z[�℄ est unanneau invariant par rotation d'ordre n.Beta-grille �q = Z� + Z��qpour 1 � q � n� 1.Soient �q = n�1[j=0 �q�jZ� [�℄ = n�1Xj=0 Z��jProposition 16 . Z� [�℄ et �q pour1 � q � n� 1 sont des ensembles de Meyer.
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Exemple de � -grille

10

Figure 2: � -grille �1
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1Figure 3: Quasi-anneau 
y
lotomique d'ordre 5Z� [exp(i�=5)℄
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(a) (b)Figure 4: Mod�ele de gaz sur la � -grille. (a) Stru
-ture quasi-
ristalline. (b) Motif de di�ra
tion 
or-respondant.
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