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Cristaux et quasicristaux

Cristaux: atomes rangés périodiquement.
Symétrie d’ordre n en dimension 2 ou 3.

n satisfait

2
p:2cos—7T€Z
n

d'ott n = 2,3, 4,6.

(Quasi-cristal Alliage aluminium-manganese avec
symétrie d’ordre 5 Shechtman et al. 1984

Quasi-périodicité.
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Modélisation géométrique

A C R? est uniformément discret §'il existe r > 0
tel que toute boule de rayon r contient au plus un
point de A.

A est relativement dense g’il existe R > 0 tel que
toute boule de rayon R contient au moins un

point de A.

Si A satisfait ces deux conditions, c’est un

ensemble de Delaunay.




~

/ Ensemble modele (Y. Meyer 1970, 1972)

Schéma, coupe et projection

R S REXGE G

D

G groupe abélien loc. compact (espace interne)
R? espace physique

D réseau i.e. sous-groupe discret de R? x G tel
que (R? x G)/D est compact

71| p injective

mo(D) dense dans G.

On note * = my o (my|p) 1
x: M = 7Tl(D> — G

A C R? est un ensemble modele 'l existe un
schéma coupe et projection et un ensemble
relativement compact (2 C GG d’intérieur non-vide

tel que

A={xeM|z*eQ}
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Exemple d’ensemble modele

S

1+
2

espace interne G = R

T =

espace physique R droite de pente 1/7

réseau D = 72

Figure 1: Pavage de Fibonacci

...LSLLSLSLLS ...




@onstruction algébrique de la chaine de Fibonach

R £ RxR R
Z2
T1|z2 ~ ZlT] ={a+br | a,b € Z}

Chalne de Fibonacci

F = {x:a—l—b7|aﬁ'=a—é€Q:[0>1)}

-
_ 3 2 3 4
= {...,—-7,—-71,0,7°, 7+ 1,7°,...}
L S L L S
_,7_3 —T 0 ‘T2 ,.’_3_|_17_4

Pavage de R avec 2 tuiles L et S

L — LLS
S — LS

avec |L| =712 et |S| =7

S L
LS LLS
\\‘ LLSLS LLSLLSLS




On a
T’FCF

d’ou une suite infinie de versions contractées et
dilatées de F
ij—l ij Ef/TQijj_H C ...

Suite de discrétisations de plus en plus denses de
R
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Ensemble de Meyer

A C R? est un ensemble de Meyer s'il est

Delaunay et s’il existe un ensemble fini F' tel que
A—~ACA+F

THEOREME 1 . Un ensemble modéle est un
ensemble de Meyer.

Reéciproqguement, st A est un ensemble de Meyer,
il existe un ensemble fini F' et un ensemble
modeéle Ao tel gque A C Ay + F'.

A1 et Ay sont finiment équivalents s’il existe deux
ensembles finis Fj et Fy tels que Ay C Ay + F5 et
ANy C A + Fi.

THEOREME 2 . Si Ay est un ensemble de Meyer
et Ao est finiment équivalent a Ay, alors Ay est

un ensemble de Meyer.

ProproOSITION 1 . Si A est Meyer, alors A + A,
ANA—Aet A+ F, ouF est fini, le sont ausst.

N /
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PROPOSITION 2 . A est un ensemble de Meyer
si et seulement st A et A — A sont des ensembles

de Delaunay.

PROPOSITION 3 . 57 A est un ensemble de
Meyer et A C A est un ensemble de Delaunay,

alors A est un ensemble de Meyer.

Remarque A = Z est un ensemble modele et
A =7+ {0,v2} n’est pas modele, mais est
Meyer.

Remarque A = ZT non Meyer car non

relativement dense, mais A — A = Z est Delaunay.

N /
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Nombre de Pisot > 1 entier algébrique dont
tous les conjugués sont < 1 en module.
Nombre de Salem 8 > 1 entier algébrique dont

tous les conjugués sont < 1 en module.

THEOREME 3 . Si A C R? est un ensemble de
Meyer et s1 8 > 1 est un nombre réel tel que

BA C A alors B est un nombre de Pisot ou un
nombre de Salem.

Réciproguement, pour tout d et pour tout Pisot ou
Salem B, il existe un ensemble de Meyer A C R?
tel que BA C A.

N /
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Beta-numération (Rényi, Parry)

B>1,2>0
Beta-développement de x:
Bk << Bk—l—l

zr = z/B%] et ri, = {z/B"}.

Pour i < k, soit x; = |Bria1], et 7, = {Brii1}.
(X)p = TkTp—1 ... T1T0  T_1T_2. ..

r;, € Aou A=1{0,...,6—1} si [ entier ou
A=10,...,[B]} si B non entier.

Soit Ts(x) = Bz mod 1 et ds(l) = (¢;)i>1, ol
t; = LBTé‘l(l)J-

Si 3 est Pisot dg(1) est ultimement périodique (A.
Bertrand)

Si dg(1) est ultimement périodique on dit que (3

est un beta-nombre.

N /
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Beta-entiers
Ensemble des beta-entiers

Zg = {zecR|(|z|)p =k --zo}
Zg U (—1F)

Zg est auto-similaire et symétrique par rapport a
’origine
BZB C Zﬁ ) Zﬁ = _ZB

THEOREME 4 . 57 8 est un nombre de Pisot,

Zg est un ensemble de Meyer.

12




/ Systemes de numération associés a un \

beta-nombre
° dﬁ(l) =ty -ty
Uptm = 1Uptm—1 + - + TUy
uo =1, u; =t1uj_1+---+tjug+1, 1 <1< m-—1.
e dg(l) =t1- tm(tmt1 - tmtp)”
Untm4p = UlUndmiyp—1 T "+ Imgpln

+  Un+m — L1Upntm—1 — " — tmUn
ug =1, u; = t1u;_1+- - +tiuo+1, 1 <1 < m+p—1.
U = (un)n>0 définit le systeme de numération
associé a (3
O fif* -+ f1B+ forr fruk+ -+ frun + fo

PROPOSITION 4 . Soit B un beta-nombre. St
(x)p = xK -+ - To, alors N = ®(z) a comme

Ug-representation (N)y, = Tk - - - o.

L’ensemble Zg est ordonné: soit 0,, le n-eme
p-entier. Alors

\ ®(b,) = n. /

13
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Exemple Le systeme associé a 7 est le systeme de

Fibonacci avec ug = 1 and u; = 2.

Z, | Fibonacci y/m
1 1 1
2 10 T
3 100 T2
4 101 | 72 +1
D 1000 T3
6 1001 | 73 +1

~
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Pavage et substitution associés a un beta-nombre

La demi-droite positive admet un pavage
auto-similaire avec un nombre fini de tuiles de

longueur T4(1), pour i > 0 (Thurston).
o dg(l) =1ty -ty

m tuiles de longueur 1, 8 — ¢4, ...,

—1 —2
/Bm _tl/Bm _'.'_tm_]_.
Substitution sur A = {ag, - ,m_1}
( ¢
ap = ag al
ai — a(tfag
0B &

15
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e dg(l) =t1 tim(tmyr tmap)”
m + p tuiles de longueur 1, 8 — ¢4, ...,

—1 —2
pgmtp—l _ ¢, gmtr—2 _ ... — trtp—1-
sur A ={ao, ", Gmtp—1}
% £
ao = Qg a1
a1 - aff a9
03 & 9
+p—1
Om4p—2 > Gy Gmgp—1
t

16
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Exemple: La demi-chaine de Fibonacci symétrisée

Ly =75 U(=Z1)

T

engendrée par la substitution de Fibonacci

L — LS
S — L
S L L S L L S L L S
| |
| |
—72 172 -7 -1 0 1T 2 7241

Z.; est un ensemble de Meyer qui n’est pas un

ensemble modele.
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Pisot cyclotomiques
Si n n’est pas cristallographique, p = 2 cos = est
un entier algébrique de degré m < |n —1]/2.

Nombre de Pisot cyclotomique 8 Pisot tel que

Alors m = ¢(n)/2 et Z|B] + Z|B]¢ est un anneau

invariant par rotation d’ordre n, avec

¢ = exp(2im/n).

Quasicristaux réels
on:5oun:10:B:p:1+—2\/5:2cos§,
Mg(X)=X?-X—1
on:8zﬁzl+p:1—l—ﬂ:1—l—2cos%,
Mz(X)=X?-2X —1
en=12:3=2+p=2++3=2+2cos %,
Mg(X) = X?—4X + 1.

Nombres de Pisot quadratiques unitaires.

N /
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Autres Pisot cyclotomiques unitaires
on:7oun:14:6:1—|—p:1—|—2cos27”,
Mg(X)=X3-2X?-X+1
en=9oun=18: f=1+p=1+2cos g,
Mg(X)=X3—-3X?+1.

Pour n =11, n = 13, n = 15 de tels Pisot

cyclotomiques unitaires existent (D. Boyd)

19
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Le groupe des beta-entiers

Cas ou 3 est un nombre de Pisot quadratique

unitaire
B est laracine >1de X? —aX —1,a>1
® dﬁ(l) = al

e tout nombre > 0 de Z|3] a un S-développement

fini
e soit A = {L,S}. La substitution o3 est définie
par
L ~ L*S
og -
S L.

Addition

PROPOSITION 5 . Soit B la racine > 1 de
X? —aX —1, avec a > 1. Alors

Lg

2,3 —I—ZgCZg—l-{O,zl:(l C 32

B)}

N /
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Siz, y € Zg alors il existe z € Zg et n € {0,+1}

uniques tels que

w+y:z+n(1—%)

On pose
rxbhy = 2
On a
bm D bn — bm—|—n

PROPOSITION 6 . Zg muni de ['addition @ est

un groupe tsomorphe a 7.

21



G/Iultiplication \

PROPOSITION 7 . Soit B la racine > 1 de
X? —aX —1, avec a > 1. Alors

Z
Zs x Tz C —=

32
Si on veut définir une opération de multiplication
® dans Zg pour obtenir un isomorphisme
d’anneau entre Zg et Z, cela conduit a
B ® B # £?. On peut néanmoins définir une
opération commutative non associative ainsi
X - Zﬂ X Zﬂ — Zﬂ
(bma bn) — bmn—aps (m)ps(n)

ot ps(m) est le nombre de S dans le préfixe de
longueur m du mot infini og(L).

PROPOSITION 8 .

1) binby — by @ by € {0, £1,..., +a}(1 — 3)
2) St by, by, € Zg alors by, @ by, = by,by,.

Remarque Pour 7, z ® y (resp.  ® y) est le

\T-entier le plus proche de = + y (resp. zy). /
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B est laracine >1de X? —aX +1,a>3
o dy(1) = (a— 1)(a—2)"
e tout nombre > 0 de Z|8] a un B-développement

ultimement périodique, qui est fini pour ceux de

N|A]

e la substitution og est

L +— [Le1g

0'51 5
S = L% =5,

Addition

PROPOSITION 9 .  Soit B la racine > 1 de
X? —aX +1, avec a > 3. Alors

Z;
+ ot
ZB —I—Zﬁ C?

1
Zy — Zb* C Zg + {O,ig}

1
Lg + Zg C Zg +{07:|:E}

N /
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Siz, y € Zg alors il existe z € Zg et n € {0,+1}

uniques tels que

x+y:z+ﬁ

p
On pose

On a
bm D bn — bm—l—n

PROPOSITION 10 . Zg mun: de ['addition © est

un groupe tsomorphe a 7.

N
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Multiplication
PropPOSITION 11 .  Soit B la racine > 1 de
X? —aX +1, avec a > 3. Alors

Z
Zﬁxzﬁcf

On définit une opération commutative non

assoclative ainsi
: Zﬁ X Z@ — Zﬂ
(b, br) = bmn—ps (m)ps (n)

PROPOSITION 12 .

1) bmbn — bm & bn ~ {07 ]_, ce, @ — 1}sgn(bﬂmbn)
2) St bmbn ~ Zﬂ alors bm 029 bn — bmbn

N
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Cas ou (8 est un nombre de Pisot cyclotomique
cubique racine > 1 de X° —2X? - X +1

e dz(1) =2(01)~

e la substitution est définie sur A = {L, S, M} par

y

L — LLS
og:4 S — M
| M — LS.

Addition

ProposiTION 13 . Soit

F = :I:{Oa _B_la _26_17 _36_17 5 T 37 2(6 -3
52_5_4762_35+27 262_5B+17
352_757 262_36_57 52_45—'_5}

Alors
Zﬂ + Zﬂ C Z@ + F

26



/Six,yEZg alors il existe z € Zg et f € F \

uniques tels que
r+y=z+f

On pose
rhy = 2
On a
bm D bn — bm—l—n

PROPOSITION 14 . Zg mun: de ['addition © est

un groupe tsomorphe a 7.

Multiplication

Il est possible de définir une multiplication

bm bn — bmn—A

A = 26pm(m)pm(n) +9pm(m)(ps(n) —2pm(n))
+ 9pm(n)(ps(m) — 2par(m))
+  2(ps(m) — 2pm(m))(ps(n) — 2ps(n))

N /
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Conséquence

Si 8 est un Pisot quadratique unitaire, ou bien la
racine de X° — 2X? — X + 1, alors si (e;) est une
base de R?

d
A= Z Zﬂ €;
i=1
est un ensemble de Meyer et un réseau avec la loi

D.
Application physique La chaine de Fibonacci

admet un étiquetage discret

F = {zezlr]|2 €][0,1)}
= {z€Z, |2 €[0,1)}
= {...,—7‘3,—7,0,7'2,73+1,7'4,...}

= {...,b_5,b_2,bo, b3, be, bs,...}

N /
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Mots sturmiens

Un mot infini est sturmien si le nombre de
facteurs de longueur n est égal a n 4+ 1. Défini sur
un alphabet a deux lettres A = {L, S}.

Un mot infini est sturmien si, quelque soient deux
facteurs de longueur n, la différence entre le

nombre de S est bornée par 1.

)
L — LS

O+ @ 4
\S|—>L
)

. L — SL

O @ 4
\S|—>L
)
L —~ S

FE ;X<
\S|—>L

29
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PROPOSITION 15 . 57 [ est la racine > 1 de
X?—aX —1, aveca > 1, alors 05 = 0, (Ec,)* 1.
Si B est la racine > 1 de X? —aX + 1, avec

a >3, alors o5 = 0,0, (Eo,;)* >,

THEOREME 5 . Si 3 est un Pisot quadratique
unitaire, le mot infint engendré par og est

sturmaen.

30
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Beta-grilles

¢ = exp(2inw/n), Z|B] + Z|B]¢ = Z|(] est un
anneau invariant par rotation d’ordre n.

Beta-grille
Fq = ZB + Z@ Cq

pour 1 <qg<n-—1.

Soient
n—1
A= Tq¢
j=0
n—1
Zg[Cl = Zg(?
j=0

PROPOSITION 16 . Zg|(] et A, pour
1 <qg<n-—1 sont des ensembles de Meyer.

N

Si B est un Pisot cyclotomique avec symétrie n, et

~

/
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Exemple de 7-grille

Figure 2: 7-grille T’y

32




Figure 3: Quasi-anneau cyclotomique d’ordre 5

Z.rlexp(im/5)]

/
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(b)

Figure 4: Modele de gaz sur la 7-grille. (a) Struc-
ture quasi-cristalline. (b) Motif de diffraction cor-

respondant.

N /
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