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Numération

En arithmétique, génération de tous les nombres

au moyen de certains nombres que l’on considère

comme simples ou comme donnés immédiatement.

Manière d’écrire en chiffres un nombre énoncé, et

d’énoncer verbalement un nombre écrit en

chiffres. Numération parlée. Numération écrite.

Numération décimale, celle qui emploie dix

caractères ; numération binaire, ternaire, etc. celle

qui n’en emploie que deux, trois, etc.

Numérotation

Action de numéroter, c. à d. marquer d’un

numéro.



Numération classique

Nombre entier : 168

1 × 100 + 6 × 10 + 8 × 1

1 × 102 + 6 × 101 + 8 × 100

Système de numération de position :

Base β = 10

Chiffres :

{0, 1, . . . , β − 1} = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

168 6= 861



Systèmes de numération de position utiles en

informatique

Base 2, chiffres {0, 1} : système binaire

Base 4, chiffres {0, 1, 2, 3}
Base 8, chiffres {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} : système octal

Base 16, chiffres

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F} : système

hexadécimal



Comment trouver l’écriture d’un entier > 0 en

base 2

Première méthode : division euclidienne

168/2 = 84 Reste d0 = 0

84/2 = 42 Reste d1 = 0

42/2 = 21 Reste d2 = 0

21/2 = 10 Reste d3 = 1

10/2 = 5 Reste d4 = 0

5/2 = 2 Reste d5 = 1

2/2 = 1 Reste d6 = 0

1/2 = 0 Reste d7 = 1

On écrit ce que l’on a trouvé de la droite vers la

gauche

d7d6d5d4d3d2d1d0 = 10101000 = 1682



Comment trouver l’écriture d’un entier > 0 en

base β

Première méthode : division euclidienne

Algorithme

entrée : N un entier > 0

sortie : dkdk−1 · · · d1d0 = Nβ

début

N0 := N ; i := 0 ;

tant que Ni 6= 0 faire

di := Ni mod β;

Ni+1 := Ni ÷ β;

i := i + 1;

k := i − 1;

fin

N = dkβk + dk−1β
k−1 + · · · + d1β + d0

Les chiffres di sont bien entre 0 et β − 1 grâce à la

division euclidienne.



Comment trouver l’écriture d’un entier > 0 en

base β

Deuxième méthode : algorithme glouton

entrée : N un entier > 0

sortie : dkdk−1 · · · d1d0 = Nβ

début

trouver k tel que βk 6 N < βk+1;

dk := ⌊ N
βk ⌋ ; rk := { N

βk } ;

i := k ;

tant que i 6= 0 faire

di−1 := ⌊βri⌋ ;

ri−1 := {βri} ;

i := i − 1 ;

fin

N = dkβk + dk−1β
k−1 + · · · + d1β + d0

Les chiffres di sont bien entre 0 et β − 1 car

0 6 ri < 1.



N = 168, β=2

128 = 27 6 168 < 256 = 28 donc k = 7

168

128
= 1,3125, donc d7 = 1 et r7 := 0,3125

2 × 0,3125 = 0,625, donc d6 = 0 et r6 := 0,625

2 × 0,625 = 1,25, donc d5 = 1 et r5 := 0,25

2 × 0, 25 = 0,5, donc d4 = 0 et r4 := 0,5

2 × 0,5 = 1, donc d3 = 1 et r3 := 0

2 × 0 = 0, donc d2 = 0 et r2 := 0

2 × 0 = 0, donc d1 = 0 et r1 := 0

2 × 0 = 0, donc d0 = 0 et r0 := 0

d7d6d5d4d3d2d1d0 = 10101000 = 1682

Les chiffres ont été produits de gauche à droite.



dkdk−1 · · · d1d0 = Nβ

N = dkβk + dk−1β
k−1 + · · · + d1β + d0

Le chiffre le plus à gauche dk est le plus

significatif ou chiffre de poids fort.

Le chiffre le plus à droite d0 est le moins

significatif ou chiffre de poids faible.



Le développement d’un entier > 0 en base β

entier > 2 avec les chiffres dans {0, 1, . . . , β − 1}
est unique.

Comment comparer deux entiers représentés dans

la même base ?

Par l’ordre radiciel :

1682 < 10000 car le premier est plus court que le

deuxième

1682 < 1690 car ils ont la même longueur, le

même début 16, et 8 < 9



Comment passer de la base 2 à la base 4 ?

1682 = 10101000 et on regroupe par blocs de

longueur 2

(10)(10)(10)(00) = (2)(2)(2)(0) car 10 = 22

1684 = 2220

De la base 4 à la base 16 ? pareil on regroupe par

blocs de longueur 2

(22)(20) = (A)(8) car 22 = 104 et A = 10, et

20 = 84

16816 = A8

De la base 2 à la base 8 ?

1682 = 10101000 et on regroupe par blocs de

longueur 3

(010)(101)(000) = (2)(5)(0)

1688 = 250



Et les nombres réels ?

1

3
= 0,33333333333333 · · · en base 10

En base 2 ?

On utilise l’algorithme glouton, mais on ne

s’arrête jamais.

On trouve ( 1

3
)2 = 0,01010101 · · · = 0,(01)∞ en

base 2

Les réels ont un développement infini.



Algorithme glouton

entrée : x un nombre > 0

sortie : xkxk−1 · · ·x1x0,x−1x−2 · · · = xβ

début

trouver k tel que βk 6 x < βk+1;

xk := ⌊ N
βk ⌋ ; rk := { N

βk } ;

i := k ;

faire

di−1 := ⌊βri⌋ ;

ri−1 := {βri} ;

i := i − 1 ;

fin

x = xkβk + xk−1β
k−1 + · · ·

Si le k trouvé est négatif, celà veut dire que

x < 1, et on écrit xβ = 0,0 · · · 0xkxk−1 · · ·



Fait important :

23,5799999999999999 · · · = 23,58

Les réels n’ont pas un développement unique.

Plus généralement en base β,

0,(β − 1)(β − 1)(β − 1) · · · = 1

Les nombres rationnels ont un développement

ultimement périodique :

7

3
= 2,33333333333333 · · · en base 10

7

3
= 10,01010101 · · · = 10,(01)∞ en base 2

2

7
= 0,(285714)∞ en base 10



Addition des entiers

En base 2 (de droite à gauche)

1 0 1 1

+ 0 1 1 1

1 0 0 1 0

1�

��

?/1

0�

��

�

?

q
(0,0)/1

i
(1,1)/0

/

(0,1)/0, (1,0)/0, (1,1)/1

/

(0,0)/0, (0,1)/1, (1,0)/1

L’addition est réalisable par un automate fini

séquentiel de droite à gauche.



Trois inconvénients

1 - L’addition prend un temps proportionnel à la

longueur des nombres : il faut 100 fois plus de

temps pour additionner deux nombres de 5000

chiffres que deux nombres de 50 chiffres.

2 - L’addition se fait de droite à gauche, c. à d. du

chiffre le moins significatif au chiffre le plus

significatif, donc on est obligé d’attendre que le

calcul soit fini avant d’avoir la partie significative.

3 - Ce n’est pas bien adapté à l’addition de

nombres réels (dont le développement est infini à

droite).



On ne peut pas faire l’addition de gauche à droite

séquentiellement.

Base 10

0 9 9 · · · 9 9

+ 0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0

0 9 9 · · · 9 9

+ 0 0 0 · · · 0 0

0 9 9 · · · 9 9

Les retenues se propagent de droite à gauche.



Représentations d’Avizienis

Base 10

Chiffres {−6,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Notation : d̄ = −d.

Redondance : 4610 = 54̄10 car 46 = 5 × 10 − 4.

Addition molle : Addition sans propagation de

retenue

2 5 4̄ 6

+ 5 0 1 6

7 5 3̄ 12

1 0 0 1

3̄ 5 3̄ 2

1 3̄ 5 2̄ 2



Règles de réécriture

1

12 → 2

1

11 → 1

1

10 → 0

1

9 → 1̄

1

8 → 2̄

1

7 → 3̄

1

6 → 4̄

Idem pour les chiffres négatifs.



Cas général : base β entier > 2, chiffres dans

{ā, . . . , a}. Redondance : si 2a > β.

Intérêt : facile d’obtenir l’opposé d’un nombre.

Exemple : −(46) = 4̄6̄, −(54̄) = 5̄4.

Le signe de l’entier N = dk · · · d0 avec dk 6= 0 est

le même que le chiffre le plus significatif dk ssi

a 6 β − 1.

L’algorithme d’addition précédent marche pour

β/2 < a 6 β − 1

avec réécriture entre a et 2a, et entre −2a et −a.

Il faut que β > 3.

L’addition est réalisable en temps constant en

parallèle.



Cas β = 2 et chiffres {1̄, 0, 1} [Chow and

Robertson]

Les règles de réécriture sont plus compliquées.

Règles de réécriture

1

2 → 0

Pour le chiffre 1 on utilise une fenêtre

1

1 → 1̄
si le voisin droit de 1 est > 0

sinon rien.

Idem pour les chiffres négatifs.

Algorithme similaire pour l’addition en base β

paire avec a = β/2.

Addition est réalisable en temps constant en

parallèle.



Le cas base 10 et chiffres {−5, . . . , 5} a été décrit

par Cauchy

Sur les moyens d’éviter les erreurs dans les

calculs numériques C. R. A. S. , t. XI, p. 789 (16

novembre 1840)









Représentations Carry-Save

Représentations redondantes en base 2 et chiffres

dans {0, 1, 2}.

L’addition en base 2 d’un entier représenté en

Carry-Save et d’un entier classique avec résultat

en Carry-Save peut se faire en temps constant en

parallèle.

Utilisé pour les additions internes dans les

multiplications.



En pratique, un entier Carry-Save est codé sur

deux lignes sur {0, 1}.

1 0 1 1

× 1 1 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1

0 0 1 1 1 0

1 1 0 0 0 1

1 0 1 1

0 0 1 1 0 0 0

1 1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 0 1 0 1



Représentations de Booth

Base 2

Trouver une représentation sur {1̄, 0, 1} avec le

nombre minimum de chiffres non nuls.

Recodage de droite à gauche : tout bloc de la

forme 0 1 · · · 1
︸ ︷︷ ︸

n

, avec n > 2, est transformé en

1 0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

1̄.

Par exemple, 1111011101 7→ 100001̄001̄01.

Un chiffre 1 ou 1̄ est entouré de zeros.
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Applications de la forme de Booth

1111011101 7→ 100001̄001̄01

– multiplication : le multiplieur 1111011101 est

remplacé par 100001̄001̄01, et donc 8 additions

sont remplacées par 2 additions et 2

soustractions.

– représentation interne des diviseurs (par

exemple dans le processeur Pentiuma) : base 4

avec chiffres dans {2̄, . . . , 2} :

(01)(00)(00)(1̄0)(01̄)(01)2 7→ 1002̄1̄14

– calculs sur courbes elliptiques, et applications à

la cryptographie.

aSur le bug du Pentium en 1994, voir

http ://interstices.infodisplay.jsp ?id=c 5737



Calculs en ligne

Si on veut enchâıner des additions/soustractions,

multiplications et divisions sans attendre que les

résultats intermédiaires soient terminés, il faut

faire tous les calculs de gauche à droite, c. à d. en

commençant par le chiffre le plus significatif.

Il faut donc utiliser les représentations

redondantes d’Avizienis.

On exige de plus qu’après un certain temps

d’attente le délai δ, on est capable de sortir un

chiffre du résultat pour un chiffre de l’entrée

[Ercegovac and Trivedi, 77].

Les nombres sont ici assimilés à des flots de

chiffres (dans une base fixée). Quand les nombres

sont réels, ce sont des suites de chiffres infinies à

droite.

Une fonction calculable en ligne est continue.

[J.-M. Muller]



En base 2 avec chiffres sur {1̄, 0, 1}, l’addition est

calculable en ligne avec délai 2.

Prétraitement :

0,00101011̄1000 · · ·+
0,01011001̄0000 · · · =

0,01112012̄1000 · · ·

0 1 1 1 2 0 1 2̄ 1 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 · · ·

Autre exemple :

0 1 1 1 0 0 1 2̄ 1 0 0 0 · · ·
1 0 0 1̄ 0 0 0 0 1 0 · · ·

En base 10 avec chiffres sur {6̄, . . . , 6}, l’addition

est calculable en ligne avec délai 1.



Multiplication en ligne

[Trivedi and Ercegovac 1977]

En base 2 avec chiffres sur {1̄, 0, 1}, la

multiplication est calculable en ligne avec délai 2.

En base 10 avec chiffres sur {6̄, . . . , 6}, la

multiplication est calculable en ligne avec délai 1.



Algorithme de multiplication en ligne

Base β, chiffres S = {ā, . . . , a}, β/2 6 a 6 β − 1,

délai δ plus petit entier positif tel que

β

2
+

2a2

βδ(β − 1)
6 a +

1

2
.

entrée : x = 0,x1x2 · · · et y = 0,y1y2 · · · avec

chiffres xj et yj dans S, x1 = · · · = xδ = 0 et

y1 = · · · = yδ = 0.

sortie : x × y = 0,p1p2 · · · avec chiffres pj dans S

début

p1 := 0, . . . , pδ := 0 ; Wδ := 0 ; j := δ + 1 ;

faire

Wj := β(Wj−1−pj−1)+yjXj +xjYj−1 ;

pj := round(Wj) ;

j := j + 1 ;

fin

Xj =
∑

16i6j xiβ
−i tronqué de x à l’ordre j



Par exemple, en base 10,

x = 0,054̄132̄ · · ·
y = 0,0611̄04 · · ·
L’algorithme donne x × y = 0,0032̄11̄ · · ·
Les valeurs tronquées sont X6 = 0,046128,

Y6 = 0,060904, et leur produit exact est égal à

0,002809379712.

On remarque que 0,0032̄11̄ a pour valeur

0,002809, et donc que le résultat donné par

l’algorithme est bien une représentation correcte

de la partie la plus significative du produit.



Numérations plus exotiques

Base négative : β = −b où b est un entier > 2, et

chiffres dans A = {0, . . . , b − 1}.
Exemple β = −2

. . . -32 16 -8 4 -2 1

1 1

1 1 0 2

1 1 1 3

1 0 0 4

1 0 1 5

1 1 0 1 0 6

1 1 0 1 1 7

1 1 0 0 0 8

1 1 0 0 1 9

1 1 1 1 0 10

L’ordre sur les entiers n’est plus l’ordre radiciel !



β = −2

On peut représenter les entiers négatifs sans signe.

. . . -32 16 -8 4 -2 1

1 1 -1

1 0 -2

1 1 0 1 -3

1 1 0 0 -4

1 1 1 1 -5

1 1 1 0 -6

1 0 0 1 -7

1 0 0 0 -8

1 1 0 1 1 1 -9

1 1 0 1 1 0 -10



Propriétés des bases négatives

β = −b

Avec chiffres A = {0, . . . , b − 1} l’addition est

réalisable par automate fini séquentiel de droite à

gauche.

Avec chiffres S = {ā, . . . , a}, avec b/2 6 a 6 b− 1,

l’addition est réalisable en temps constant en

parallèle.

Addition et multiplication sont calculables en

ligne.



Base non entière

On prend pour base un nombre β > 1 qui n’est

pas un entier [Rényi, Parry].

Beta-développement de x > 0 : algorithme

glouton vu précedemment.

x = xk · · ·x1x0,x−1x−2 · · · avec 0 6 xi < β.

Exemple : β = 1+
√

5

2
le nombre d’or. Les chiffres

sont 0 et 1.

L’algorithme glouton produit 2 1+
√

5

2

= 10,01

L’écriture d’un nombre n’est pas unique :

redondance

2 1+
√

5

2

= 1,11

2 1+
√

5

2

= 1,1(01)(01)(01) · · ·

Raison : 1+
√

5

2
est racine de β2 = β + 1.

Celle produite par l’algorithme glouton est la plus

grande dans l’ordre lexicographique.



Propriétés :

L’ordre sur les nombres est donné par l’ordre

lexicographique sur les β-développements obtenus

par l’algorithme glouton.

2 1+
√

5

2

= 10,01

3 1+
√

5

2

= 100,01

L’écriture d’un entier peut avoir une partie après

la virgule.



Certaines propriétés vraies pour β entier sont

encore vraies quand β n’est pas un entier :

L’addition et la multiplication sont calculables en

ligne.

De plus, pour certains nombres appelés nombres

de Pisot, comme le nombre d’or, l’addition est

réalisable par un automate fini.

Utilité :

– codage en informatique

– modélisation des quasi-cristaux en physique



Numérations à la Fibonacci

Nombres de Fibonacci

Fn+2 = Fn+1 + Fn, F0 = 1, F1 = 2

Représentation d’un entier N > 0 dans le système

de numération de Fibonacci

N = 11

. . . 13 8 5 3 2 1

1 0 1 0 0

1 0 0 1 1

1 1 1 1

Plusieurs représentations.

10100 obtenue par un algorithme glouton, est la

plus grande dans l’ordre radiciel.

Se généralise en prenant une suite d’entiers

(Un)n>0 strictement croissante avec u0 = 1.



Représentation des nombres complexes

Base entière, chiffres complexes

Base 2,

chiffres C = {0, 1, i, 1 + i} = {0, 1} + i{0, 1}.
Si on écrit

0 = 0
0
, 1 = 1

0
, i = 0

1
, 1 + i = 1

1

alors dans une représentation la ligne du haut

représente la partie réelle et celle du bas la partie

imaginaire.

5 + 6i est représenté par 1
1

0
1

1
0

car

52 = 101 et 62 = 110

5 + 6i = 1
1
× 22 + 0

1
× 2 + 1

0
= (1 + i)4 + 2i + 1



Base complexe

Base β = i
√

b, avec b entier > 2, chiffres dans

A = {0, . . . , b − 1} [Knuth]. Remarque β2 = −b

(voir les bases négatives).

Tout nombre complexe a une représentation.

De plus, si b = c2, tout entier de Gauss a une

unique représentation dk · · · d0,d−1.

Exemple β = 2i, A = {0, . . . , 3}, z = 4 + i est

représenté par 10310,2.

Propriétés similaires à la base entière :

Sur A l’addition en base β = i
√

b est réalisable

par un automate fini séquentiel de droite à

gauche.

Sur S = {ā, . . . , a} avec b/2 6 a 6 b− 1, l’addition

est réalisable en temps constant en parallèle.

L’addition et la multiplication sont calculables en

ligne.



Autre base complexe

Base β = −b + i, avec b entier > 1, chiffres

A = {0, . . . , b2}
Tout nombre complexe a une représentation.

Tout entier de Gauss a une unique représentation

dk · · · d0.

Propriétés similaires à la base entière :

Sur A l’addition en base β = −b + i est réalisable

par un automate fini séquentiel de droite à

gauche.

Cas b = 1 [Penney] : β = −1 + i, A = {0, 1}. Alors

β4 = −4 (voir les bases négatives).

Sur S = {ā, · · · , a}, avec a = 1, 2 or 3, l’addition

en base −1 + i est réalisable en temps constant en

parallèle.



Suite réelle

U = (un)n>0 suite strictement décroissante de

nombres réels strictement positifs, sommable.

A un ensemble fini de chiffres (positifs ou

négatifs).

Un nombre réel x peut être représenté avec un

algorithme glouton sous certaines conditions

comme

x = d0,d1d2 · · ·
avec dn ∈ A et x =

∑

n>0
dnun [Muller].

Exemple un = log(1 + 2−n), et A = {0, 1}.
Remarque : si x =

∑

n>0
dnlog(1 + 2−n) alors

ex =
∏

n>0

log(1 + 2−n)
dn

Application en informatique : Algorithmes

CORDIC pour le calcul des fonctions

élémentaires.


