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La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

Mn = {(M7 G)

M est une carte enracinée a n arétes}

G est un sous-graphe de M.
prd
—,\ -

(M, G) B\ (G[GH)
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La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

Mn = {(M7 G)

M est une carte enracinée a n arétes}

G est un sous-graphe de M.

,#\

(M, G) \ (G|G)

L := #(boucles séparant G et GT)

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



Introduction La carte aléatoire cFK

Résultats principaux

La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

Mn = {(M7 G)

M est une carte enracinée a n arétes}

G est un sous-graphe de M.

(M, G) \ ‘ (G|G)

L := #(boucles séparant G et Gh = )+ 2¢(G

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



Introduction La carte aléatoire cFK

Résultats principaux

La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

Mn = {(M7 G)

M est une carte enracinée a n arétes}

G est un sous-graphe de M.

(M, G) \ ‘ (G|G)

L := #(boucles séparant G et G) = )+ 2¢(G

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



Introduction La carte aléatoire cFK

Résultats principaux

La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

M,=¢M,G
{( ) G est un sous-graphe de M.

M est une carte enracinée a n arétes}

,#\

(M, G) \ (G|G)

L := #(boucles séparant G et G) = ¢(G) + 2¢(G
Pour ¢ > 0, soit Qn la loi de probabilité sur M,, définie par
QW (M, G) x q%L — q%e(G)JrC(G)—%U(M)
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La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

M, = {(M, Q)

M est une carte enracinée a n arétes;}

G est un sous-graphe de M.

QW (M, G) x q%L _ q%e(G)—i-c(G)—%v(M)

Définition

Une carte cFK de taille n et de paramétre q est une variable

aléatoire sur M,, de loi Q9.
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La carte aléatoire cFK ( = critical Fortuin-Kasteleyn)

My =< (M, G
{( ) G est un sous-graphe de M.

M est une carte enracinée a n arétes;}

QW (M, G) o 2L = ¢2e(G@)+e(G)—3u(M)

Définition

Une carte cFK de taille n et de paramétre q est une variable

aléatoire sur M,, de loi Q9.

Remarques : = Zc k(M) = Zc pors(M)

0 QW(M) x g 2*™ § gze(@

GCcM

@ (auto-dualite) Q(M,G) = QY M, G)
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Cas particuliers :

@ g—0:L=Lnn=1 < G est un arbre couvrant de M.

Q%O)(M) o #(arbres couvrants de M);

G est un arbre couvrant uniforme de M.
eqg=1: (@g)(M,G) x 1

M ~ carte aléatoire uniforme (3 n arétes).

G ~ la percolation de parametre sur M.

0 qg—00:L=Lnax=n+1 /
= (M, G) est de la forme :
bij. . .
~ percolation par arétes sur
un arbre plan a n arétes.

~
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Cas particuliers :
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Question : géométrie d’une grande carte cFK?
o limite d’échelle

@ limite locale
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Résultats principaux

Question : géométrie d’une grande carte cFK?
o limite d'échelle ~~ Duplantier, Miller, Sheffield '14 (limite non

@ limite locale Gromov-Hausdorff)
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Théoréme (Existence de la limite locale, C. '14)

Pour tout q € [0, 00, QY — QY faiblement pour dis..
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Pour tout q € [0, 00, QY — QY faiblement pour dis..

Théoréme (Propriétés de la limite, C. '14)

Pour tout q € [0, o], Qgé) -presque siirement, la carte M a un seul
bout (one-ended), et la marche aléatoire simple sur M est récurrente.

v
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v

[hambu rger-cheeseburger inside !]
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Introduction

La carte aléatoire cFK
Résultats principaux

Limite locale des cartes cFK

Théoréme (Existence de la limite locale)

Pour tout q € [0, 00, QY — QY faiblement pour dys..

Théoréme (Propriétés de la limite)
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e A est une triangulation.
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Graphe aux arches — carte + sous-graphe

w=bbaaaBbAFBFaAF A := carte duale de A.
1 Q := sous-graphe de A dual au
A= sous-graphe des arches.

e A est une triangulation.
e Q est une quadrangulation.
e A\Q est formé de 2 arbres.




Graphe aux arches — carte + sous-graphe

w=bbaaaBbAFBFaAF A := carte duale de A.
1 Q := sous-graphe de A dual au
A= sous-graphe des arches.

T, TT:= les 2 arbres de A\Q.

A=QUTUT



Graphe aux arches — carte + sous-graphe

w=bbaaaBbAFBFaAF
!
A

A=QUTUT

A := carte duale de A.
Q := sous-graphe de A dual au

sous-graphe des arches.
T, TT:= les 2 arbres de A\Q.

M := la carte associée & Q
par la bijection de Tutte.
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Graphe aux arches — carte + sous-graphe

w=bbaaaBbAFBFaAF
!
A

A=QUTUT

A := carte duale de A.
Q := sous-graphe de A dual au

sous-graphe des arches.
T, TT:= les 2 arbres de A\Q.

M := la carte associée & Q
par la bijection de Tutte.
G ~~ changer le statut de toutes
les arétes marquées par x
par rapport a T.

(M7T) =
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A := carte duale de A.
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Graphe aux arches — carte + sous-graphe

w=bbaaaBbAFBFaAF
!
A

A=QUTUT

A := carte duale de A.
Q := sous-graphe de A dual au

sous-graphe des arches.
T, TT:= les 2 arbres de A\Q.

M := la carte associée & Q
par la bijection de Tutte.
G ~~ changer le statut de toutes
les arétes marquées par x
par rapport a T.

M, G) = o
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger

Proposition (Sheffield '11)

W, — M,

w (M, G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

1
L := le nombre de boucles séparant G et G

(#F)w := le nombre de F dans w

L’application

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger

Proposition (Sheffield '11)

ST n— My . B
L’application w (M, G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.
ie. (Wn,P%p)) — (Mn,Q%q)) préserve la mesure quand p = 24{\(1/6'
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— Un modéle de mots
La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger

Proposition (Sheffield '11)

L 'application VZ)” - Mo est bijective, et on a L = 1 + (#F)w

— (M, G)
ie. (Wm[pp)) (/\/ln,@n ) préserve la mesure quand p = 24{\(1/6'
1
Pour tout w € W,, o) :<E11 E & & 1;)
1 1 1 i 2

PP () o H 0P (wy) = ()" (%)ni(#m (g)(#F)

Donc la bijection préserve la mesure quand /g = ffpp.

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

Limite locale des cartes cFK

Théoréme (Existence de la limite locale)

Pour tout q € [0, 00], Q¥ —— QY faiblement pour dioc.

n—o0

Théoréme (Propriétés de la limite)

Pour tout q € [0, o], Q(()%) -presque sirement, la carte M a un seul
bout (one-ended), et la marche aléatoire simple sur M est récurrente.

carte cFK \ ™ bijection mot aléatoire ~
. <>
de taille n de longueur 2n
dlocén—>oo Dlocln—»oo
\

carte cFK p.s. continue mot aléatoire
infinie infini

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK




Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

L ‘application VZ)” : (1\'2/,{7&) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.
ie. (Wn,]P’,(lp)) — (Mn,(@,(f)) préserve la mesure quand p = 2-\(\(1/6'
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

Wn_> Mn

w (M. G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

L’application

ie. Wi, PP) — (M, Q') préserve la mesure quand p = 2{\(]@.

’ 1 /
/ 1 /
bbaaaBbAFBFaAF D‘/
/
|
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

Wn_> Mn

w (M. G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

L’application

ie. Wi, PP) — (M, Q') préserve la mesure quand p = 2{\(]@.

01234 - - ... 13

l S ,
7 ] /
bbaaaBbAFBFaAF | U/
/
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

Wn_> Mn

w (M. G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

L’application

ie. Wi, PP) — (M, Q') préserve la mesure quand p = 2{\(]@.

w ~ translation des indices

4 —1012 e .- 89 1

l S ,
7 ] /
bbaaaBbAFBFaAF | U/
/
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

L application " est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

ie. Wi, PP) — (M, Q') préserve la mesure quand p = 2{\(]@.

w ~ translation des indices

~a " /
7
b\b\al|a/a/B]b\A F|B|F|atA|F / /
£ 1 /
\ o 7
\ Ve
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

Wn_> Mn

w (M. G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

L’application

ie. Wi, PP) — (M, Q') préserve la mesure quand p = 2{\(]@.

w ~ translation des indices M ~ rajout d’une second racine

4 —1012 e .- 89 1

l S ,
Vi ] o /
bbaaaBbAFBFaAF | EI
/
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Un modéle de mots

La bijection de hamburger-cheeseburger Construction de la bijection

La bijection hamburger-cheeseburger ~

Proposition (Sheffield '11 ~)

Wn_> Mn

w (M. G) est bijective, et on a L = 1 + (#F)w.

L’application

ie. Wi, PP) — (M, Q') préserve la mesure quand p = 2{\(]@.

w ~ translation des indices M ~ rajout d’une second racine

4 —1012 e .- 89 1

l S ,
Vi ] o /
bbaaaBbAFBFaAF | EI
/

Pour tout (w,w') € W,

Dioc(w,w') = inf {Z_R ’ W[_R,R] = wf—R,R}}
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



La limite locale des mots et des cartes
. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P
b A B F
T - ) p € [0,1]

9(1’):<1 1 1-p 1-p p
4 4 4 4 2
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

a b A B F
9(p):<1 1 1-p 1—p p) p € [0,1]

4 1 4 2

(p)

Pour tout p € [0,1], on a ﬁ%p) —— Ps) faiblement pour D-q.

n—~o0
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

a b A B F
9(p):<1 1 1-p 1—p p) p € [0,1]

4 1 4 2

(p)

Pour tout p € [0,1], on a ﬁ%p) —— Ps) faiblement pour D-q.

n—~o0

Exemple (lecasp=1): w=bbaaFaFFFFbaFF
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

a b A B F
9(p):<1 1 1-p 1—p p) p € [0,1]

4 1 4 2

(p)

Pour tout p € [0,1], on a ﬁ%p) —— Ps) faiblement pour D-q.

n—~o0

Exemple (lecasp=1): w=xxxxFxFFFFxxFF
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

a b A B F
9(])):(1 1 1-p 1—p p) p € [0,1]

4 4 4 2

Pour tout p € [0,1], on a ﬁ(np) —— Ps) faiblement pour D-q.

Exemple (le cas p = 1) : w:AxxxxeFFFFxxFF
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

a b A B F
9(])):(1 1 1-p 1—p p) p € [0,1]

4 4 4 2

Pour tout p € [0,1], on a ﬁ(np) —— Ps) faiblement pour D-q.

Exemple (lecasp=1): w=xxxxFxFFFFxxFF

1 )
}P’%) ~~ la mesure uniforme
sur les excursions

de longueur 2n.

I
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Soient PX) := 0(p)®% et W) un mot aléatoire de loi P

b A B F
e(p) : (? 1 1-p 1— p) JAS [07 1]

4 1 4 2

7}
Lemme (Convergence locale des mots)

Pour tout p € [0,1], on a ﬁ(np) — IP’&ZZ)) faiblement pour D1qc.

n—~o0

Exemple (lecasp=1): w=xxxxFxFFFFxxFF

1 .
}P’%) ~~ la mesure uniforme
sur les excursions (0]

de longueur 2n.

translation .
——="" loi de la marche

aléatoire non-
conditionnée

n—oo
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

Limite locale des cartes cFK

Théoréme (Existence de la limite locale)

Pour tout q € [0, 00], Q¥ —— QY faiblement pour dioc.

n—o0

Théoréme (Propriétés de la limite)

Pour tout q € [0, o], Q(()%) -presque sirement, la carte M a un seul
bout (one-ended), et la marche aléatoire simple sur M est récurrente.

carte cFK \ ™ bijection mot aléatoire ~
. <>
de taille n de longueur 2n
dlocén—>oo Dlocln—»oo
\

carte cFK p.s. continue mot aléatoire
infinie infini
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)

p.s. @ Toutes les lettres de W ®) sont appariées.
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)

p.s. @ Toutes les lettres de W ®) sont appariées.

@ Pour tout k € Z, il y a un nombre infini de “a” d’indice
< k dont le partenaire est d’indice > k. Idem pour “V".

Linxiao Chen Limite locale des cartes cFK



La limite locale des mots et des cartes
. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)
p.s. @ Toutes les lettres de W ®) sont appariées.
@ Pour tout k € Z, il y a un nombre infini de “a” d’indice
< k dont le partenaire est d’indice > k. Idem pour “V".

ie.
@ Toutes les arches se referment.
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La limite locale des mots et des cartes
. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)
p.s. @ Toutes les lettres de W ®) sont appariées.
@ Pour tout k € Z, il y a un nombre infini de “a” d’indice
< k dont le partenaire est d’indice > k. Idem pour “V".

i.e.
"© @ Toutes les arches se referment.
@ /'y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de 'axe réel. ldem pour en-dessous.
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La limite locale des mots et des cartes
. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)
p.s. @ Toutes les lettres de W ®) sont appariées.
@ Pour tout k € Z, il y a un nombre infini de “a” d’indice
< k dont le partenaire est d’indice > k. Idem pour “V".

i.e.
"© @ Toutes les arches se referment.
@ /'y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de 'axe réel. ldem pour en-dessous.

a2 a L Fa A A

Limite locale des cartes cFK
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)

p.s. @ Toutes les arches de A se referment.

@ !l y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de I'axe réel. Idem pour en-dessous.
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)

p.s. @ Toutes les arches de A se referment.

@ !l y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de I'axe réel. Idem pour en-dessous.

Conséquence : Soit wy € ©% un mot qui satisfait @ et @
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)

p.s. @ Toutes les arches de A se referment.

@ !l y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de I'axe réel. Idem pour en-dessous.

Conséquence : Soit wy € ©Z un mot qui satisfait @ et @
@ = w — A est continue en wqg pour la topologie locale.
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)

p.s. @ Toutes les arches de A se referment.

@ !l y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de I'axe réel. Idem pour en-dessous.

Conséquence : Soit wy € ©Z un mot qui satisfait @ et @
@ = w — A est continue en wqg pour la topologie locale.
@ = Toute face de A est de degré fini.

= l'application dualité A — A est continue en Ay.
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

La limite locale des mots

Lemme (Propriétés de la limite)
p.s. @ Toutes les arches de A se referment.

@ !l y a un nombre infini d’arches au-dessus de chaque point
de I'axe réel. Idem pour en-dessous.

Conséquence : Soit wy € ©Z un mot qui satisfait @ et @
@ = w — A est continue en wqg pour la topologie locale.
@ = Toute face de A est de degré fini.

= l'application dualité A — A est continue en Ay.

Corollaire

La bijection de hamburger-cheeseburger se prolonge en une

fonction continue PE)-p.s. pour tout p € [0, 1].
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

Limite locale des cartes cFK

Théoréme (Existence de la limite locale)

Pour tout q € [0, 00], Q¥ —— QY faiblement pour dioc.

n—o0

Théoréme (Propriétés de la limite)

Pour tout q € [0, o], Q(()%) -presque sirement, la carte M a un seul
bout (one-ended), et la marche aléatoire simple sur M est récurrente.

carte cFK \ ™ bijection mot aléatoire ~
. <>
de taille n de longueur 2n
dlocén—>oo Dlocln—»oo
\

carte cFK p.s. continue mot aléatoire
infinie infini
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ One-endedness
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ One-endedness

Localité de I'application mot — carte
+ Structure unidimensionelle du mot
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ One-endedness

Localité de I'application mot — carte
+ Structure unidimensionelle du mot
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ Récurrence de la marche aléatoire simple sur M
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ Récurrence de la marche aléatoire simple sur M

Définition

Un graphe aléatoire fini enraciné (H, r) est uniformément enraciné
si sa loi est invariante sous ré-enracinement uniforme.
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ Récurrence de la marche aléatoire simple sur M

Définition

Un graphe aléatoire fini enraciné (H, r) est uniformément enraciné
si sa loi est invariante sous ré-enracinement uniforme.

Théoréme (Gurel-Gurevich, Nachmias '11)

Soit (Hwo,r) la limite locale d’une suite de graphes planaires finis
uniformément enracinés. Si la loi de deg(r) a une queue
exponentielle, alors la marche aléatoire simple sur Hy, est p.s.
récurrente.
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La limite locale des mots et des cartes
Propriétés de la limite

Convergence vers la limite locale

Propriétés de la carte cFK infinie

@ Récurrence de la marche aléatoire simple sur M

Définition

Un graphe aléatoire fini enraciné (H, r) est uniformément enraciné
si sa loi est invariante sous ré-enracinement uniforme.

Théoréme (Gurel-Gurevich, Nachmias '11)

Soit (Hwo,r) la limite locale d’une suite de graphes planaires finis
uniformément enracinés. Si la loi de deg(r) a une queue
exponentielle, alors la marche aléatoire simple sur Hy, est p.s.
récurrente.

Via la bijection hamburger-cheeseburger, on peut trouver un majorant
explicite pour la queue de la distribution de deg(r) dans une carte cFK
infinie. D'ou la récurrence p.s. de la marche aléatoire simple sur M.
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La limite locale des mots et des cartes

. Propriétés de la limite
Convergence vers la limite locale

Limite locale des cartes cFK
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