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e nombre de cartes munies d'un arbre couvrant a n arétes est
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La bijection d'Olivier Bernardi
explique ca tres bien.
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Arbre couvrant dual : ca ne marche plus.

Sur une carte de genre g > 0, le dual d'un arbre couvrant n’est
pas un arbre couvrant...

...mais une carte de genre g a une
seule face.

La notion d'arbre couvrant n'est
pas stable par dualité!
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Rétablissons la dualité :

Une carte couverte est une carte munie d'une sous-carte cou-
vrante qui a elle-méme une seule face.

Une carte couverte est formée par le recollement bord a bord
d'une carte a une face de genre g1, et d'une carte a une face

de genre go, avec g1 + g2 = g.

Fait 1 : les cartes couvertes sont stables par dualité.

Fait 2 : les cartes couvertes sont de bons aobjets.

Les bonnes propriétés des arbres couvrants dans le cas planaire
sont en fait des propriétés des cartes couvertes.

La bijection d'Olivier Bernardi se généralise dans ce cadre.
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Théoreme :

Les cartes couvertes sont en bijection avec certaines cartes
orientées appelées orientations gauches.

Ces orientations sont elles-mémes en bijection avec des paires
(t,m), ol : t est un arbre plan;
m est une carte a une face bipartie de genre g.

n aretes
| _ ) genre g,
car‘;eesnrce()l;vertes orlegnetra]’rueogs gauches n + 1 arétes,
' ! 1 face

n aretes n aretes
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Les orientations gauches.

racine

On obtient une orientation gauche : chaque aréte est |'extrémité
d'un chemin gauche partant de la racine.
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@
carte a une face bipartie




Conséquence :

Les cartes couvertes ont de jolies propriétés énumératives.

Cy(n) = Bg(n+1) x Cat(n]

A\ nombres de Catalan
cartes  couvertes cartes 3 une face (arbres plans a n
de genre g a n biparties a n + 1 arétes)
arétes arétes

Co(n) = Cat(n) X Cat(? + 1) '
2n — 2)!
Ci(n) = Cat(n) X o =i — 31
(5n* — Tn +6)(2n — 5)!
720(n — 3)!(n — 5)! etc...

Co(n) = Cat(n) X
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Les orientations gauches sont des objets mystérieux :
Dans le cas planaire, elles coincident avec les orientations racine-

accessibles sans cycle orienté dans le sens direct.

Ce sont les fameuses orientation minimales.

Probleme ouvert : décrire |la structure des orientations gauches
de genre g.

Sorte de treillis mélangé a I'action du groupe fondamental ? 7 7
Essayer d'identifier celles qui donnent des arbres couvrants.

Motivation : la bijection pour |'ouverture des orientations gauches
encapsule de nombreuses bijections connues (ou inconnues...).



Bonus : une nouvelle identité combinatoire.

Obtenue en comptant de deux manieres différentes les cartes
couvertes de genre g a s sommets, et [ faces.

Bg(r,s) x Cat(r+s+2g—1) = Z (28 T2 - 49) €g, (5)€qg, (1)

gitga=g \ ° 29 +1 /‘

cartes a une face

cartes a une face blpartles A S sommets.

a S sommets noirs et r
sommets blancs.

Nouvelle dérivation de l'identité de Jackson comptant les cartes
a une face biparties.



Pour finir : une question pour les probabilistes...

Dans une carte a n arétes, la distance typique entre deux som-
mets est de 'ordre de nl/%.

Dans un arbre a n arétes, la distance typique entre deux som-
mets est de 'ordre de nl/2.

Quelle est la distance typique dans une carte couverte ?

Des simulations suggerent un régime nouveau, quelque chose

comme nY-3-.
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