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Résumé

Il s'agit, en utilisant des théorèmes d'équidistribution des orbites périodiques de certains �ots

suspendus, de retrouver les estimées en moyenne pour des coûts pour la transformation de Gauss,

et d'avoir le même genre d'estimée pour un β-shift, et d'en déduire que les orbites périodiques, en

moyenne, se comportent comme les orbites génériques.

1 Les β-shift, propriétés ergodiques

Pour cette section, on pourra se référer à Flatto et al. [1994].

Tβ : [0, 1] → [0, 1]
x 7→ {βx}

On note (di)i>0 le codage de l'orbite de 1.
On se restreint ici au cas où l'orbite de 1 est "�nie" (elle atteint 0 en un nombre �ni d'itérations), c'est
le cas où β est un nombre de Parry (appelé par Parry simple β number dans Parry [1960]).
Il y a équivalence entre :

� l'orbite de 1 est �nie (de codage d0, . . . dn),
� βn+1 = d0β

n + · · ·+ d0,
� Tβ est un sous shift de type �ni,
� une puissance de Tβ est Markov (au sens des systèmes dynamiques de l'intervalle).

Il existe une unique mesure µβ invariante absolument continue par rapport à Lebesgue.
(Tβ, µβ) est ergodique Rényi [1957].
L'entropie topologique de Tβ vaut log β.
µβ est l'unique mesure d'entropie maximale Hofbauer [1978].

Fonctions zeta dynamiques :

� Artin-Mazur : ζ(z, f) = exp
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� Ruelle : ζ(z, f) = exp

 ∞∑
n=1

zn

n

∑
x,Tnβ x=x

ef(x)+f(Tβx)+···+f(T
n−1
β x)


Pour une β-transformation, ζ(z, s) = ζ(zβ−s, 0).

Théorème 1 (Flatto, Lagarias, Poonen). Les propriétés de ζ(z) = ζ(z, 0) sont les suivantes :

1. Si β est un nombre de Parry et N est le plus petit entier tel que TNβ (1) = 0,

ζ(z) =
1− zN

(1− βz)
(∑∞

n=0 T
n
β (1)z

n
) .

Sinon, pas de partie en zN .

2. ζ est méromorphe dans {|z| < 1}, holomorphe dans

{
|z| < 1

β

}
, a un pôle simple en

1

β
et n'a

pas d'autre singularité sur le cercle de ce module.

3. Si Tnβ (1) est ultimement périodique, alors ζ est rationnelle et admet un prolongement méro-

morphe sur C. Sinon, le cercle unité est frontière naturelle au prolongement analytique.

4. Si ζ̂(z) est la fonction zeta du codé (shift) alors ζ(z) = (1− zN )ζ̂(z) si simple β-number, ζ = ζ̂
sinon.

2 Flot suspendu au dessus d'un sous-shift de type �ni

X

f

(x,0)

(x,f(x))

(Tx,0)

La base : T : X → X.
La fonction toit f : X → R.
L'espace où est dé�ni le �ot :

Xf = {(x, u) ∈ X×R, 0 6 u 6 f(x)}/(x, f(x)) ∼ (Tx, 0).

Le �ot σf : σft (x, u) = (x, u + t) avec l'identi�cation
(x, f(x)) = (Tx, 0).

Mesures invariante µf par le �ot σ
f : en correspondance avec les mesures invariantes µ pour T : X → X.

Soit F : Xf → R.

∫
F dµf =

∫ (∫ f(x)
0 F (x, u) du

)
dµ∫

f dµ
en abrégé µf =

µ× leb∫
f dµ

L'entropie du �ot : h(σf , µf) = h(σf1 , µf) (entropie du "temps 1" du �ot).
Formule d'Abramov : µ mesure invariante pour T associée à la mesure invariante µf .

h(σf , µf) =
h(T, µ)∫
f dµ

.

� 2 �



Entropie topologique du �ot : h(σf) = sup
µf inv

h(σf , µf).

Mesure d'entropie maximale : νf telle que h(σ
f , νf) = h(σf).

Si ν est la mesure d'entropie maximale pour T , lorsque f est Hõlder, hf =
h∫
f dν

et νf =
ν × leb∫
f dν

.

Les orbites périodiques du �ot Elles sont en bijection avec les orbites périodiques de l'application
T . A toute orbite σf -périodique τ est associée une orbite T -périodique γ. On note λ(τ) la longueur de
l'orbite σf -périodique τ et P (γ) la période de l'orbite T -périodique γ (on peut aussi noter P (x) = P (γ)
la période de tout point x ∈ γ). Si (x, 0) ∈ τ avec x ∈ γ, alors λ(τ) = f(x)+ f(Tx)+ · · ·+ f(TP (γ)−1).
Si K : Xf → R, on note λK(τ) l'intégrale de K autour de l'orbite périodique τ . En notant k(x) =∫ f(x)

0
K(x, u) du, il vient λK(τ) = k(x) + k(Tx) + · · ·+ k(TP (γ)−1).

Théorème 2 (prime orbit theorem, Parry [1984]). Si (σf , µf) est faiblement mélangeant, alors

#{τ, λ(τ) 6 N} ∼ eh(σf )N

h(σf)N
.

Théorème 3 (Dirichlet density theorem, Parry [1984]). Si (σf , µf) est faiblement mélangeant, alors

∑
τ,λ(τ)6N

λK(τ) ∼
eh(σf )N

h(σf)

∫
K dνf .

Si le �ot (σf , µf) n'est pas faiblement mélangeant, alors il existe g : Xf → C non constante (et s'il en
existe une, il en existe une continue) et a > 0 tels que g(σft ) = eiatg. Notons a la plus petite valeur
positive qui véri�e ce qui précède (l'ensemble de ces valeurs est discret, a > 0).

Théorème 4 (prime orbit theorem, Parry [1984]). Si (σf , µf) n'est pas faiblement mélangeant, alors

#{τ, λ(τ) 6 N} ∼ 2π

aN

∑
2πn
a

6N

e
2πn
a
h(σf ).

Théorème 5 (Dirichlet density theorem, Parry [1984]). Si (σf , µf) n'est pas faiblement mélangeant,

alors ∑
τ,λ(τ)6N

λK(τ) ∼

2π

a

∑
2πn
a

6N

e
2πn
a
h(σf )

∫ K dνf .

3 Pour l'application de Gauss

Les x ∈ [0, 1] dont l'orbite γ est périodique sont les irrationnels quadratiques. Une notion naturelle
de taille ε(x) existe pour un irrationnel quadratique x de période P (x). Par simpli�cation (en cachant
sous le tapis le problème des périodes paires ou impaires), nous choisissons de dé�nir

ε(x) = |T ′(x)T ′(Tx) . . . T ′(TP (x)−1)|
1
2 .

La taille ne dépend que de l'orbite périodique γ pour T et pas de x ∈ γ. Il est commode, si on veut
utiliser les résultats de la section 2, de relier la taille ε(x) d'un x périodique de période P (x) et la
longeur d'une orbite périodique τ pour le �ot, qui passe par (x, 0).
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Le choix de f(x) =
1

2
log |T ′(x)| entraîne log ε(x) = λ(τ).

La mesure de Gauss est l'unique mesure invariante absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, qui est aussi la mesure d'entropie maximale µ = ν et, d'après la formule de Rokhlin (voir

par exemple Coudène [2012] page 132),
∫
f dµ =

∫
f dν =

h

2
et donc hf = 2.

Mélange faible : Le �ot suspendu σf est faiblement mélangeant. Pour montrer qu'il n'existe pas de
valeur propre non nulle, trouver deux orbites périodiques pour le �ot, dont les périodes sont rationnel-
lement indépendantes, devrait su�re en faisant un raisonnement voisin de celui qui est fait plus bas
pour la β-transformaton.

Compter les irrationnels quadratiques : Le but est de compter les irrationnels quadratiques
(on note leur ensemble P) dont la taille est inférieure à N , ou de sommer un coût sur des irrationnels
quadratiques de taille inférieure à N .
Attention, les résultats de la section 2 permettent de compter les orbites τ périodiques pour le �ot
ou encore les orbites γ périodiques pour T . Si γ passe par un irrationnel quadratique x ∈ [0, 1], elle
contient aussi les irrationnels quadratiques Tx, . . . TP (x)−1x. Compter tous les irrationnels quadratiques
qui appartiennent à γ revient donc à compter P (γ) fois l'orbite périodique τ du �ot.
A chaque orbite périodique τ pour le �ot σf est associée une orbite périodique γ pour T . on note λ(τ)
la taille de τ , ε(γ) la taille de γ (qui ne dépend pas de x ∈ γ) et P (γ) la période de γ (qui ne dépend
pas de x ∈ γ). Alors λ(τ) = log ε(γ) et si on choisit K telle que k ≡ 1, alors λK(τ) = P (γ) et

XN = {x ∈ P, ε(x) 6 N} =
⋃

γ,ε(γ)6N

{x ∈ γ}.

#XN =
∑

γ,ε(γ)6N

P (γ) =
∑

τ,λ(τ)6logN

λK(τ).

L'intégrale de K contre la mesure d'entropie maximale de �ot vaut∫
K dνf =

∫
k dν∫
f dν

=
2

h
.

En utilisant le théorème 3, on obtient :

#XN ∼
N2

h

Sommer les coûts des irrationnels quadratiques : On a maintenant un coût c : [0, 1] → R+.
Pour un irrationnel quadratique x, associé à une orbite périodique γ, on appelle C(x) = c(x)+c(Tx)+
. . . c(TP (γ)x) la somme des coûts le long de l'orbite périodique issue de x. On pourrait le noter C(γ)
puisqu'il ne dépend pas de x ∈ γ. Le but est d'avoir une estimation de∑

x∈XN

C(x) et EN (C) =
1

#XN

∑
x∈XN

C(x)

et ∑
x∈XN

P (x) et EN (P ) =
1

#XN

∑
x∈XN

P (x).
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Mais ∑
x∈XN

C(x) =
∑

γ,ε(γ)6N

C(γ)#{x ∈ γ} =
∑

γ,ε(γ)6N

C(γ)P (γ)

et de même ∑
x∈XN

P (x) =
∑

γ,ε(γ)6N

P (γ)2.

... et pour l'instant, je ne vois pas comment obtenir des estimations en utilisant directement le théorème
3...

4 Pour le β-shift

Les x ∈ [0, 1] dont le développement en base β est périodique sont les éléments de Q(β) si β est un
nombre de Pisot (c'est prouvé) et peut-être si β est un nombre de Salem (c'est conjecturé), voir Dajani
and Kraaikamp [2002] page 55. Une notion naturelle de taille pour un tel x de période P (x) semble
être βP (x), ce qui pousse à choisir f(x) = log β.

Mélange faible : Le �ot suspendu correspondant (σf , µf) n'est pas faiblement mélangeant. La fonc-

tion g(x, t) = exp(
2iπ

log β
t) est une fonction propre associée à la valeur propre a =

2π

log β
. En fait, les

seules valeurs propres sont les

{
2kπ

log β
, k ∈ Z

}
. En e�et, si g : Xf → C est une fonction propre associée

à la valeur propre a, alors pour t 6 log β : g(x, t) = eiatg(x, 0), donc |g(x, t)| = |g(x, 0)|. Le module de
g est donc constant sur les verticales. De plus, |g(x, log β)| = |g(x, 0)| = |g(Tβx, 0)| = |g(Tnβ x, 0)| pour
tout n ∈ N. En choisissant une orbite dense pour Tβ (ça existe), comme on peut choisir g continue, on
obtient que |g(x, 0)| est constant en x, bref, que |g| est constant, par exemple égal à 1.
Si on note maintenant θ l'argument de g, on a θ(x, t) = θ(x, 0)+at [2π] pour t 6 log β. Pour t = log β,
l'égalité devient θ(x, log β) = θ(x, 0) + a log β = θ(Tβx, 0) [2π]. En choisissant x point �xe de Tβ , on

obtient a =
2kπ

log β
pour k ∈ Z.

La plus petite valeur propre positive est donc a =
2π

log β
.

Compter les points périodiques : Comme pour Gauss, on choisit K tel que k ≡ 1 et

#XN =
∑

τ,λ(τ)6logN

λK(τ).

Bien sûr,
∫
f µ =

∫
f dν = log β = h et donc hf = 1, de plus,

∫
K dνf =

1

log β
. En utilisant le

théorème 5, on a donc :

#XN ∼
∑

n6 logN
log β

en log β ∼ N

1− 1
β

.

Sommer les coûts : Comme pour Gauss, il faut trouver une autre idée..
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