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Chapitre 1

Introduction

Contexte

L’apparition de l'informatique a été accompagnée et a méme précédé d’in-
tenses efforts de formalisation dans ’objectif de préciser ce qu’est un «calcul».
L’étude de cette question fit rapidement apparaitre que cette notion était inti-
mement reliée a celle de preuve mathématique. Depuis lors, les rapprochements
entre informatique et logique mathématique n’ont fait que grandir en nombre et
en importance. Citons, d’un point de vue pratique, I’apparition de langages de
programmation dits logiques permettant d’exprimer I’exécution d’un programme
comme la démonstration d’un énoncé logique. Citons d’un point de vue théo-
rique, les travaux de Fagin qui donnérent naissance & la complexité descriptive;
une théorie identifiant la notion informatique de classe de complexité a celle de
définissabilité dans une certaine logique.

Une autre branche dont les applications sont des plus prometteuses est 1'uti-
lisation de la logique dans le cadre de la vérification. Dans une telle approche,
la logique permet d’exprimer des propriétés auquelles doit se conformer un pro-
gramme (ou tout autre objet). Ces techniques de développement peuvent étre
classées suivant leur niveau d’automaticité. Nous nous intéressons ici a la vérifica-
tion totalement automatique de propriétés. Celle-ci est bien entendue indécidable
dans la plupart des cas. Néanmoins, il est possible d’établir automatiquement
des propriétés pour certains systémes plus simples que les machines de Turing.
Décider de la vacuité d'un langage rationnel a partir de la donnée d’un automate
le reconnaissant peut étre vu comme un cas simple de telle vérification. Pour
pouvoir donner toute sa généralité a cette vérification, il convient de paramétrer
I’étude par un formalisme de description de ’objet & vérifier et une syntaxe des
propriétés a vérifier. C’est ce que propose I'approche logique.



Logique

Deux notions logiques fondamentales nous intéressent tout particuliérement,
celle de structure et celle de formule.

Les structures (relationnelles) permettent de décrire 1'objet d’étude. Dans le
contexte de la vérification, la structure décrit le programme & vérifier. Plus pré-
cisément, une structure est un ensemble d’éléments munis de relations. Dans le
cas d’'un automate par exemple, chacun des éléments représente un état et les
relations codent les transitions, les ensembles des états initiaux et finaux. Pour
I’étude de comportement, chaque élément est une configuration et les relations
décrivent les transitions du programme.

Les formules permettent quant a elles de décrire les propriétés que I’on cherche
a établir. Ainsi, on se fixe un langage de formules, c’est-a-dire un ensemble de
mots. A chaque formule logique est attribuée une sémantique qui précise pour
toute structure si elle «satisfait la formule» ou non. On dit dans ce cas que la
structure est un modéle de la formule. Une formule logique peut, par exemple,
énoncer l'existence d’un chemin entre deux sommets d’un graphe. Dans le cadre
des automates, cela permet d’exprimer la non vacuité du langage accepté et, dans
le cadre de la vérification de programmes, cela peut servir a exprimer la possibilité
d’atteindre une configuration non valide. Une logique est décrite par la donnée
de ’ensemble des formules et par la relation de satisfaction.

Dans la pratique, de trés nombreuses logiques ont été développées, variant
par leur expressivité ou leur objectif. Deux principales variantes concernent la
vérification.

Les logiques temporelles expriment des propriétés sur les graphes orientés (ap-
pelés dans ce contexte «structures de Kripke»). Ces graphes représentent des
systémes de transition, et une formule de la logique exprime des contraintes sur
le comportement du systéme. Les logiques temporelles se décomposent en logiques
du temps linéaire (comme LTL) pour lesquelles une exécution est une suite de
configurations et les logiques du temps arborescent (comme CTL, CTL* ou le
p-calcul modal) qui peuvent faire référence simultanément a toutes les exécutions
possibles. Ces logiques peuvent étre enrichies par 1’ajout de modalités de retour
permettant & une formule d’inverser le temps et de faire référence au «passé».

La logique du premier ordre et ses variantes. Ces logiques peuvent faire réfé-
rence aux éléments de I'univers (resp. aux sommets) au moyen de variables et
tester si ces éléments sont en relation dans la structure.

Une grande différence par rapport aux logiques temporelles est que la logique
du premier ordre ne peut exprimer que des propriétés locales, ce qui est insuffisant
dans beaucoup de cas.

La logique (du second ordre) monadique est une extension particuliérement
intéressante de la logique du premier ordre. Elle enrichit cette derniére par la pos-



sibilité d’utiliser des variables représentant des parties de I'univers de la structure
(resp. des ensembles de sommets du graphe). Cette augmentation d’expressivité
permet, entre autre, d’exprimer l’existence d’un chemin entre deux sommets.
Cette propriété n’est plus locale.

Structures finies

Lorsque les informaticiens se sont penchés sur la logique, et plus précisément le
probléme de la vérification de modéle (le model checking), ¢’est tout naturellement
sur la vérification de structures finies et de famille de structures finies qu’ils se
sont d’abord attachés. Ces études ont été a l'origine de nombreux résultats et de
nombreuses pistes de recherche.

En général, déterminer si une structure finie satisfait une certaine formule lo-
gique est décidable. Il suffit pour cela que la logique ne soit pas intrinséquement
trop puissante. On peut néanmoins s’intéresser aux questions d’existence d’un
modéle pour une formule (le probléme de satisfaisabilité), de complexité du pro-
bléme de satisfaction et de la satisfaisabilité au sein d’un ensemble de structures
finies.

Le probléme de la satisfaisabilité consiste a déterminer si une formule logique
donnée admet un modéle fini. Ce probléme est décidable pour les logiques tem-
porelles (LTL, CTL, p-calcul modal ou p-calcul modal avec modalité de retour).
Quand il est question de logique du premier ordre, I'existence d’un modéle fini
est indécidable (Traktenbrot). Naturellement, pour des logiques plus expressives
comme la logique monadique, la situation n’est pas plus favorable.

Cependant, quand il s’agit de déterminer 1’existence d’'un modéle fini possé-
dant certaines contraintes géométriques, le probléme peut redevenir décidable.
Ainsi, déterminer s’il existe un arbre fini satisfaisant une propriété exprimée en
logique monadique est décidable. Ce résultat se généralise aux structures qui ne
s’éloignent pas trop d’un arbre. Pour cela, on introduit la notion de largeur arbo-
rescente qui est une mesure de la ressemblance d’une structure a un arbre. Pour &
fixé, déterminer 'existence d’un modeéle fini de largeur arborescente inférieure a k
pour une formule monadique est décidable. Une autre mesure de la ressemblance
entre une structure et un arbre est la largeur de clique!. La encore, décider de
I’existence d’un modeéle de largeur de clique bornée pour une formule monadique
est décidable. En fait, un résultat de Seese établit que déterminer 1’existence d’un
modéle pour une formule de la logique du second ordre gardée (une extension de
la logique monadique) parmi une famille de graphes finis ne peut étre décidable
que si cette famille est de largeur arborescente bornée. Une relation similaire entre

1. Le terme de ressemblance peut sembler dans ce cas excessif car cette mesure n’a rien de
«visuelle». Elle correspond néanmoins & la possibilité de décrire la structure & partir d’un arbre.



la logique monadique et les familles de structures de largeur de clique bornée est
connue sous le nom de «conjecture de Seeses.

Si l’on s’intéresse aux questions de complexité, 1 encore les notions de largeur
arborescente et de largeur de clique entrent en compte. En effet, étant données
une structure et une formule logique du premier ordre, déterminer si la structure
est un modéle de la formule est PSPACE-complet. Il en est de méme pour la
logique monadique. Si la formule est fixée, alors le probléme se trouve dans la
hiérarchie polynomiale pour ces deux logiques?. Pourtant, pour une formule fixée
de la logique monadique et un entier k£, déterminer si une structure de largeur
arborescente inférieure a £ est un modeéle de la formule n’est que linéaire dans la
taille de la structure, ce qui correspond & un remarquable gain en complexité. Le
phénoméne reste valable pour la largeur de clique.

Simultanément des travaux se sont attachés a la description de familles de
structures finies. Ceci peut étre fait par caractérisation logique (e.g. I’ensemble
des modéles d’une formule), par utilisation de propriétés géométriques (planarité,
exclusion de mineurs ... ) ou par une approche algébrique. L’approche algébrique
consiste a se fixer un alphabet (éventuellement infini) d’opérations permettant de
transformer et de combiner des structures. Une structure complexe peut étre alors
décrite comme évaluation d’une expression mettant en jeu ces opérations. Cela
permet de représenter des ensembles de structures par des ensembles de termes.

Deux familles d’opérations sont usuellement considérées dans ce contexte: les
opérateurs HR et les opérateurs VR (qui travaillent sur les graphes mais peuvent
étre étendus aux structures). Les opérateurs HR capturent exactement la notion
de largeur arborescente: pour tout entier £, il existe un ensemble fini d’opéra-
teurs HR tels qu’un graphe est de largeur arborescente inféreure a £ si et seulement
si il est (& isomorphisme prés) évaluation d’une expression n’utilisant que ces opé-
rateurs. Une relation identique relie les opérateurs VR et la largeur de clique (en
fait, il s’agit de la définition de la largeur de clique).

Cette approche se combine avec la notion de reconnaissabilité sur les termes
finis. Au moyen d’automates finis (ou de définition logique, ou d’expressions ra-
tionnelles ou de grammaires), il est possible de définir des ensembles de termes,
appelés langages. Lorsque 'on évalue les termes d’un langage, cela permet de
définir une famille de structures.

Structures infinies

Avec les structures (et les graphes) infinies, une nouvelle problématique appa-
rait : comment décrire finiment un objet infini.
Plusieurs approches sont possibles:

— la représentation interne consiste a décrire explicitement 1'univers et les

2. Le niveau dans la hiérarchie correspond au nombre d’alternances de quantifications.

4



relations,

— la représentation équationnelle décrit une structure infinie comme la solu-
tion d’un systéme d’équations utilisant un ensemble d’opérateurs fixé,

— la représentation par transformations a pour point de départ une struc-
ture infinie connue, et revient a décrire de nouvelles structures comme des
transformations de cette structure,

— la définissabilité logique consiste & décrire une (ou des) structure(s) comme
le (ou les) modéle(s) d’une formule dans une logique donnée. Peu de résul-
tats sont connus dans ce domaine (e.g. Blumensath).

Historiquement, les travaux de Miiller et Schupp sur les graphes des automates

a pile ont initié les recherches sur les familles de structures infinies. La représen-
tation que les auteurs choisissent est interne: chaque sommet d’un graphe est la
configuration d’un automate a pile (au sens classique de la théorie des langages),
et ce graphe contient un arc entre deux sommets si une transition de ’automate
permet de passer de la configuration du premier & celle du second. Les auteurs
montrent par une analyse géométrique que ces graphes ont une théorie mona-
dique décidable. Des résultats ultérieurs de Caucal montrent qu’il est possible
de représenter ces graphes par transformations. Cette représentation donne une
démonstration simplifiée du résultat de décidabilité de la théorie monadique.

Les travaux de Courcelle furent quant a eux inspirés par ’approche algé-
brique. Il adapte les opérateurs HR pour traiter les structures d’univers dénom-
brable. En particulier, il s’agit de rendre ces opérateurs continus. Les graphes
HR-équationnels sont alors définis comme les solutions de systémes finis d’équa-
tions utilisant ces opérateurs. Courcelle montre que ces structures ont une théorie
au second ordre gardé décidable.

Enfin, Caucal décrit la famille des graphes préfixes reconnaissables par des
systémes de récriture de mots et par transformation d’un graphe particulier. Une
conséquence directe de cette caractérisation est la décidabilité de leur théorie
monadique. Barthelmann montre que cette famille de graphes admet une repré-
sentation équationnelle au moyen des opérateurs VR, en fait, I'’extension naturelle
aux graphes infinis des opérateurs VR. Barthelmann montre aussi que les graphes
de cette famille possédant une largeur arborescente bornée sont exactement les
graphes HR-équationnels. Blumensath donne quant-a lui une représentation par
définissablité en logique du second ordre gardée de cette méme famille.

Toutes ces familles partagent une représentation a base de pile. Ce n’est plus
le cas des structures ci-dessous.

Les structures automatiques ont été introduites par Senizergues puis Khoussai-
nov et Nerode. Elles sont décrites au moyen d’une représentation interne. Chaque
élément de 'univers est un mot, et les relations associées aux symboles sont dé-
crites par des relations synchronisées. Ces structures possédent une théorie au
premier ordre décidable.



Elles sont étendues aux structures termes-automatiques par Blumensath et
Gridel. Des définitions antérieures semblabes peuvent étre trouvées dans les tra-
vaux de Dauchet et Tison. Nous verrons dans ce travail qu’il est possible de
donner une représentation équationnelle & cette famille de structures. Toutes ces
familles possédent une théorie au premier ordre décidable.

Enfin, les familles de graphes décrites par récriture suffixe de termes sont intro-
duites par Loding. La encore, des familles similaires antérieures ont été étudiées
par Dauchet et Tison. Loding montre que, quand restreints aux graphes de lar-
geur arborescente bornée, ces graphes coincident avec les graphes des automates
a piles de Miiller et Schupp.

Contributions

Le présent travail étudie la plupart des familles de structures précédemment
décrites sous I’angle des systémes d’équations.

Pour cette raison, la premiére adaptation concerne les transducteurs déter-
ministes avec anticipations; il s’agit d’un outil permettant de transformer les
systemes d’équations. Ces transducteurs ont étés étudiés en détail dans le cadre
des termes finis, et nous adaptons cet outil au cas des termes infinis. Ces tra-
vaux recouvrent partiellement le contenu d’'une collaboration entre C. Loding et
Pauteur |[CLO4|. Il s’agit de l'outil essentiel utilisé dans le reste du mémoire.

La seconde contribution (chapitre 4) concerne plusieurs équivalences générali-
sant des résultats connus sur les graphes préfixes reconnaissables; en particulier, la
possibilité d’ajouter un opérateur de fusion dans les systémes d’équations VR . Il
s’agit d’une collaboration entre A. Carayol et I’auteur [CC03|. Nous redémontrons
aussi le résultat de Barthelmann concernant les graphes préfixes reconnaissables
de largeur arborescente bornée en utilisant les transducteurs déterministes.

La troisiéme contribution n’a pas fait 'objet de publication ; il s’agit d’une
représentation équationnelle de la famille des graphes dits terme-automatiques.
Elle est au cceur du chapitre 5.

La quatriéme et derniére contribution concerne l'introduction de la famille
des graphes VRA-équationnels (chapitre 6), des différentes représentations qui
peuvent en étre données ainsi que de ses propriétés géométriques. Cette famille
admet une représentation interne sous forme de systéme de récriture suffixe de
termes (elle est donc similaire & la famille de graphes introduits par Loding, bien
que les deux soient incomparables). Nous montrons ici que cette famille restreinte
aux graphes de largeur arborescente bornée coincide avec la famille des graphes
HR-équationnels. Ces résultats ont été partiellement publiés dans [Col02a]. Enfin,
nous établissons qu'une extension de ce résultat aux graphes de largeur de clique
bornée n’est pas vérifiée. Ce dernier résultat est aussi issu d’une collaboration
entre C. Loding et 'auteur.



L’auteur s’est aussi intéressé au cours de sa thése aux systémes de récriture
de termes modulo associativité et commutativité [Col02b|, ainsi qu’au sujet plus
éloigné de la programmation par aspects en collaboration avec P. Fradet [CF00].
Ces travaux ne sont pas présentés dans ce document.

Plan

Le reste de ce mémoire est découpé en cing chapitres.

Le chapitre 2 présente les définitions de base concernant les structures, les
graphes, la logique et les propriétés géométriques de graphes.

Le chapitre 3 est dédié a ’étude de systémes d’équations. On s’intéresse tout
particuliérement au développement d’outils permettant de manipuler ces sys-
témes: les transducteurs déterministes.

Le chapitre 4 commence 1’étude des structures et des graphes infinis propre-
ment dite. Il a trait aux structures pouvant étre décrites par récriture suffixe (ou
préfixe) de mots; chaque élément de I'univers est un mot, et une relation relie
plusieurs mots si ceux-ci s’obtiennent les uns des autres par remplacement suffixe
(resp. préfixe). Ces familles de structures admettent des représentations internes,
équationnelles et par transformations, et nous établissons ces équivalences. Cer-
tains résultats présentés sont déja connus dans le contexte des structures finies
et des systémes d’équations finis. Le principal apport consiste en une utilisation
systématique des transducteurs déterministes permettant d’étendre ces résultats
aux systémes d’équations infinis.

Le chapitre 5 étudie une famille de structures dont I'univers est un ensemble de
termes finis, et dont les relations sont décrites au moyens d’automates. Il s’agit des
structures terme-automatiques. Nous donnons, 1a encore, une triple équivalence
de représentations pour ces structures.

Le chapitre 6 s’intéresse aux graphes dont les sommets sont des termes, et dont
les arcs sont décrits par récriture suffixe, c’est-a-dire en remplacant un sous-terme
par un autre. Nous établissons 1’équivalence entre une représentation équation-
nelle et une représentation interne de ces graphes, et nous nous intéressons a une
étude géométrique de cette famille.



Chapitre 2

Définitions et notions de base

La notion de structure relationnelle est issue de la logique et en particulier de
la théorie des modéles. Une structure est formée d’un ensemble d’éléments, son
univers, et de relations liant ces éléments.

Les structures relationnelles peuvent donc étre vues comme des sortes de bases
de données relationnelles. La différence est que les structures relationnelles ne sont
pas étudiées sous l'angle du stockage d’information, mais plutot dans 'optique
d’étudier les interactions entre relations. Dans le cas présent, la vision base de
données disparait totalement puisque 1’on s’intéresse a des structures infinies.

Les structures relationnelles peuvent aussi étre vues comme une généralisation
de la notion de graphe: l’ensemble des sommets est 1'univers et les arcs sont
représentés par des relations binaires. Sous cet angle, il est souvent fait référence
a la notion d’hypergraphe. On parle alors d’hyperarcs reliant n sommets au lieu
d’arcs (qui n’en relient que deux).

Dans la suite de ce travail, il est question de structures plutdét que d’hyper-
graphes bien que certaines terminologies seront empruntées a ces derniers. Il s’agit
d’un choix arbitraire qui dénote une orientation plus logique qu’algorithmique des
résultats présentés. En revanche, la plupart des exemples seront puisés dans les
graphes; ces derniers possédent ’avantage d’étre plus aisément représentables.

Le reste de ce chapitre est décomposé comme suit. Nous commengons par
introduire les définitions de structures, graphes et termes au paragraphe 2.1. Puis
au paragraphe 2.2 nous présentons les formalismes logiques qui nous seront utiles
par la suite. Nous introduirons alors diverses transformations de structures et de
graphes au paragraphe 2.3. Enfin, le paragraphe 2.4 a pour but de présenter des
critéres géométriques permettant d’étudier les graphes infinis.



2.1 Structures

Nous présentons dans ce paragraphe la notion de structure et la terminologie
s’y rattachant ainsi que les variantes que sont les graphes, les automates, les
arbres et les termes.

2.1.1 Cas général

Une signature est un ensemble fini ¥ de symboles relationnels, chaque symbole
R possédant une arité entiére notée |R|. Une structure relationnelle (ou plus
simplement une structure) S sur une signature X est une paire (U, Vals) ou U
est un ensemble appelé univers, et Vals est une application associant a chaque
symbole R de la signature son interprétation, c’est a dire une partie de U/#l. Nous
emploierons dorénavant la notation classique Us pour représenter I'univers de la

structure S, et RS en lieu et place de Vals(R). De plus, pour w1, ... ,u|g éléments
de I'univers, on note R®(uy,...,ug) au lieu de (ui, ..., ug) € RS. On dit dans
ce cas qu'un hyperarc R relie les éléments uy, ... ,ug|.

La notion de signature est pratique dans les définitions mais devient rapide-
ment génante & I'usage. En particulier, il est fréquent de vouloir que les signatures
de différentes structures soient égales. Cela permet par exemple de comparer ou
de combiner des structures. On définit donc ’extension d’une structure & une
nouvelle signature (plus grande) en fixant pour tous les nouveaux symboles une
interprétation vide. On suppose implicitement qu’une telle extension est effectuée
quand nécessaire. Ainsi, étant données deux structures, il est toujours possible de
les considérer comme de méme signature (en les étendant toutes deux a 'union
de leur signature). Une conséquence de ce choix est que lorsque 'on parle d’un
symbole sans préciser la signature dont il est issu, cela signifie qu’il appartient
a une signature étendant les signatures de toutes les structures en présence. Un
autre abus du méme ordre consiste & considérer des structures sur une signa-
ture infinie. En réalité, il s’agit de structures de signature finie contenue dans la
signature infinie.

Une structure avec quotient S est une structure sur une signature contenant
un symbole binaire ~ (de notation infixe) et telle que I'interprétation de ~ est une
congruence pour toutes les relations de la structure. Plus précisément, ~° est une
relation d’équivalence sur Us et pour tout symbole relationnel R d’arité n et tous
éléements u; ~ vy, ... Uy, ~F vy, RS (uy, . .., u,) siet seulement si RS (v, ..., v,).

Un isomorphisme de structures avec quotient entre S et S’ est une rela-
tion T C Us x Us telle que pour tout symbole relationnel R d’arité n (éven-
tuellement ~) et tous E(uy,v1), ..., E(tn, vy), RS(uy,...,u,) si et seulement si
RS (v1,...,v,). On note alors S ~y & et on dit que S et S’ sont isomorphes si il
existe un tel isomorphisme. La notation § ~ &’ est utilisée quand "isomorphisme



n’a pas d'importance. Toute structure est isomorphe a elle méme, et I'isomor-
phisme correspondant est simplement I'interprétation de ~. Plus généralement la
relation & est une relation d’équivalence entre structures avec quotient.

Etant donnée une structure avec quotient S, il lui est associée sa structure
quotient ;. dont I'univers est ’ensemble des classes d’équivalences de ~S et
dont l'interprétation d’un symbole R d’arité n est ’ensemble des (c1, ..., c,) tels
qu’il existe u; € cy,...,u, € ¢, vérifiant RS(uy,...,u,). La définition d'une
structure avec quotient est telle qu’il est équivalent de définir I'interprétation
de R comme ’ensemble des (cy, ..., c,) tels que pour tout u; € ¢y,...,u, € ¢, on
a RS(uy,...,u,). La relation qui & chaque élément associe sa classe déquivalence
est alors un isomorphisme entre S et S..

Les structures sans quotient s’identifient au cas particulier des structures avec
quotient pour lesquelles I'interprétation de ~ est simplement l'identité. Cette
équivalence est implicite dans la suite de ce travail et le choix de la présence
d’un quotient dépend du contexte. Remarquons que pour toute structure avec
quotient, sa structure quotient est en ce sens une structure sans quotient. Pour
finir, notons que dans le cas des structures sans quotient, un isomorphisme de
structure est bien une bijection entre univers comme on peut s’y attendre.

2.1.2 Graphes

Les graphes sont définis dans ce travail comme des cas particuliers de struc-
tures. Etant donné un alphabet A d’étiquettes a,b, ..., un graphe G est une
structure de signature {-% | a € A}, oul chaque symbole % est binaire. L uni-
vers d’un graphe est noté Vg et ses éléments se nomment sommets. La notation
(%)9(s, s') est remplacée par s %) s’ et on dit qu’il y a un arc étiqueté par a entre

s et s. Un arc d’'un sommet vers lui-méme est appelé une boucle.
Un graphe G est déterministe si pour tout sommet s et toute étiquette a, il
existe au plus un sommet s’ tel que s%)s’ . Un graphe est co-déterministe si le

graphe obtenu en retournant tous les arcs est déterministe, c’est a dire que pour
tout sommet s et toute étiquette a, il existe au plus un s’ tel que s’ %) s. Le degré

sortant d*(s) d’un sommet s dans un graphe G est le nombre d’arcs qui en sont
issus. Il peut avoir une valeur dans N ou oc §’il existe une infinité de tels arcs.
Formellement, d* (s) est le cardinal de {(a,s") € Ax Vg | s %) s'}. Le degré entrant

d~(s) se définit similairement comme le cardinal de {(s’,a) € Vg x A | ¢ ?s}

Le degré d(s) d’'un sommet s est la somme de ses degrés entrants et sortants.
Un chemin dans un graphe est un mot m = s¢a;51 . . . @, S, de Vg(AVg)* tel que
pour tout i entre 1 et n, s; 1 %sz Le sommet sy est 1’origine du chemin, noté

orig(m), et s, sa destination notée dest(m). On s’intéresse aussi aux étiquettes
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\a a a

F1G. 2.1 — La demi-droite des entiers enracinée A;.

apparaissant sur un chemin, c’est a dire au mot ajas...a,. Pour un mot w de
. w L. . e,y .
A*, la notation s — s’ désigne 'existence d’un chemin étiqueté par w entre s et s'.
g

Etant donnés un graphe G et deux ensembles de sommets I C Vg et F C Vg, on
appelle trace de G entre I et F' le langage L r(G) défini par

Lrrp(G)={w|3sel, 3s' € F, 3%)5'}.

Dans le cas d’un graphe fini G, pour tout I et tout F, £; p(G) est un langage
rationnel. Ce n’est plus nécessairement le cas si le graphe est infini.

Un graphe G est enraciné si en plus de sa signature normale de graphe, il
posséde un symbole unaire racine interprété comme un singleton. Par abus de
notation, on identifie racine¥ avec son seul élément et on appelle cet élément la
racine du graphe. Graphiquement, ce sommet est identifié par une fléche entrante.
Un sommet d’'un graphe enraciné est accessible si il existe un chemin d’origine
racine dont il est la destination.

Exemple 2.1 La figure 2.1 présente la demi-droite des entiers enracinée Aq,
c’est-a-dire le graphe enraciné de sommets V = N, de racine 0, et dont les arcs
étiquetés par a sont:

= {(n,n+1) | n e N}.

Ce graphe est déterministe et co-déterministe. Il existe un chemin entre deux

sommets n et n' si et seulement si n < n' et ce chemin est étiqueté par le mot
!
a™ ™.

2.1.3 Les automates

Un automate est un graphe servant de description pour un langage.

Formellement, un automate A est un graphe enraciné dont la signature est
enrichie d’un symbole unaire final. Les sommets s tels que final(s) sont appelés
sommets finauz et sont graphiquement représentés par une fléche sortante. Le
langage accepté par un automate d’étiquettes A est le langage £(.A) de A* défini
par:

L(A) = L peiner inaa(A) = {w | Is € V4. mcz’neA%i)s, ﬁnalA(s)} )

Exemple 2.2 La figure 2.2 représente un automate infini, appelé ’escabeau. Le
langage qu’il accepte est {a™b"T1c" | n € N}.
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Fig. 2.2 — Un automate.

2.1.4 Arbres et termes

Va, = {a,b}*
Ai; = {(u,ua) |ueV}
f; = {(u,ub) |ueV}

(a) (b)
F1G. 2.3 — L’arbre binaire complet, définition (a) et représentation (b).

Les arbres sont des cas particuliers de graphes enracinés satisfaisant de plus
que tout sommet est destination d’un et un seul chemin a partir de la racine. Les
sommets d’un arbre sont appelés neuds. Si pour une certaine étiquette a, deux
neeuds s et s’ satisfont s = s’ alors on dit que s est le pére de s' (il ne peut en
exister qu'un d’aprés la définition d'un arbre) et que s’ est un fils de s. Si un
nceud n’a pas de fils, alors il s’agit d’une feuille de ’arbre.

Exemple 2.3 Un exemple important d’arbre infini est [’arbre binaire complet,
noté Ay et présenté a la figure 2.3.

On appelle branche d’'un arbre, un ensemble maximal (pour l'inclusion) de
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nceuds contenant la racine et tel que tout élément de I’ensemble ne posséde au
plus qu’un fils dans I’ensemble. Le langage des branches d’'un arbre ¢ étiqueté sur
A, noté LB(t) est 'ensemble

LB(t) = {w €A | JueV, mcinet%u} )

Les branches d’un arbre apportent une information importante sur celui-ci. En
fait, sous I'hypothése de déterminisme, ce langage s’identifie & ’ensemble des
nceuds de ’arbre comme le montre la propriété suivante.

Propriété 2.4 Tout arbre déterministe t est isomorphe au graphe enraciné de
sommets LB(t), de racine € et dont les arcs étiquetés par a sont définis par:

4 = {(w,wa) | w e LB(t), wa € LB(t)} .

Corollaire 2.5 Pour tout ensemble d’étiquettes A, l'application LB est une bi-
jection entre les arbres déterministes étiquetés par A et les langages de A* clos

par préfize.

Cette propriété permet de manipuler les arbres déterministes comme des langages
et de manipuler les nceuds comme des mots de ce langage.

Il s’agit maintenant de définir ce qu’est un terme. Pour cela, il est nécessaire
de disposer de symboles fonctionnels. Un symbole fonctionnel f est un symbole
accompagné d’une arité notée |f| qui est un entier naturel. On note souvent lors
de l'introduction de ces symboles f:n pour préciser que ’arité de f est n. Les
symboles fonctionnels ne doivent pas étre confondus avec les symboles relationnels
qui eux sont notés en lettres capitales. Un alphabet gradué est un ensemble fini de
symboles fonctionnels. Les définitions qui suivent permettent de donner un sens
a un terme comme f(g(a),b) sur 'alphabet gradué {f:2,¢:1,a:0,b:0}.

Un terme sur un alphabet gradué F (ou plus simplement un F-terme) est un
arbre t étiqueté par F W N et satisfaisant les trois conditions suivantes:

— il existe un arc étiqueté par une lettre de F issu de la racine de 1’arbre,
— pour tout arc s—f)s’ avec f € F, alors, il s’agit du seul arc d’origine s,

et il existe exactement |f| arcs issus de s’ étiquetés respectivement par 1,

ol fl

— pour tout arc s —Z> s" avec n € N, il existe un arc étiqueté par une lettre de

F issu de s'.

L’ensemble des termes , finis ou infinis, sur ’alphabet F est noté 7% (F). L’en-
semble des termes finis sur F est noté T (F).

Dans cette définition des termes, deux types de sommets apparaissent : ceux
origine des lettres de F et ceux destination de tels arcs. On appelle les premiers
sommets principauz. Etant donné un terme ¢ et v un de ses sommmets principaux,
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t¥ représente le graphe restreint aux sommets accessibles a partir de v et dont la
racine est v. Il s’agit d’un terme que 1’on appelle sous-terme a la position v. On
le note t”. A titre d’exemple, le graphe suivant

est un terme fini sur {f:2,9:1,a:0,b:0}. On remarque d’aprés la définition
des termes, que ceux-ci sont des arbres déterministes. D’aprés la propriété 2.5, ils
peuvent donc étre identifiés avec leur langage de branches. Par exemple

LB(f(g(a),b)) = {e, f, f1, flg, f1g1, flgla, f2, f2b} .

Il s’agit maintenant de formaliser comment ce terme peut étre identifié a
f(g(a),b). Soit f un symbole fonctionnel d’arité n et n termes ¢y, ..., t,, on
définit le terme t = f(tq,...,t,) par:

— D’ensemble de neeuds est V = {(i,u) | v € V;,} U{0,1} ,

— la racine est 0,

— pour tout symbole fonctionnel g # f, —i) = {((z,u), (i,v)) | utiw} ,

i

_ _13 - {((z’,u),(i,v)) | utiw} u{(0,1)},

pour tout k& > n, _1;} = {((iau)a(iav)) | “ti”)} ’

pour tout 1 < k < mn, —]:> = {((z,u), (i,v)) | uTk)v} U {(1, (k, racine'))} .

Ainsi, le terme précédent satisfait I’équation suivante:

a
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En utilisant la représentation par langage de branches des termes, on obtient une
définition équivalente beaucoup plus simple:

EB(f(tl,...,t|f|)) = €+f+f1£B(t1))+"'+f‘f|[,B(t|f‘).

Cette construction permet d’associer un terme fini & toute expression bien
formée & partir d'un alphabet gradué. En fait, la réciproque est aussi vraie: a
tout terme fini sur un alphabet gradué correspond une unique expression bien
formée sur cet alphabet. Pour cette raison, on dit que ’algébre des termes finis
est libre. Cette propriété sera présentée plus en détail au paragraphe 3.1.3.

2.2 Logiques

Les logiques permettent d’exprimer des propriétés sur les structures. De nom-
breux formalismes existent permettant de disposer d’une grande diversité d’ex-
pressivités. Dans ce travail, nous nous concentrons sur la logique du premier ordre
(paragraphe 2.2.1) sur la logique du second ordre monadique (paragraphe 2.2.2)
et quelques-unes de ses variantes (paragraphe 2.2.3). Enfin, nous présenterons
la construction de Feferman-Vaught qui permet la décomposition de formules
logiques (paragraphe 2.2.4).

2.2.1 Logique du premier ordre

On se fixe un ensemble dénombrable V de variables du premier ordre notées
zyy ... Etant donnée une signature ¥, les formules du premier ordre sur ¥ (on
omet le plus souvent de préciser la signature ¥ quand il n’y a pas d’ambiguités.)
sont définies récursivement au moyen des construction ci-dessous:

la constante vraze : vrai ,
la conjonction : ¢ A1 ou ¢ et 1 sont des formules du premier ordre,
la négation : ¢ ou ¢ est une formule,

la quantification existentielle du premier ordre: dx.¢ ou = est une variable du
premier ordre et ¢ une formule du premier ordre,

l’égalité de variables du premier ordre: x = y avec x et y variables du premier

ordre,
la relation entre variables du premier ordre: R(x1, ...,z g|) ol R est un symbole
relationnel de X et xy,...,x g sont des variables du premier ordre.

Les autres connecteurs classiques ne sont que des combinaisons des précédents:
la constante fausse : faux équivaut a —wvrai ,
la disjontion : ¢ V ¢ équivaut & — ((=¢) A (—v)) ,
Uimplication : ¢ = 1 équivaut a (—¢) V ¢ ,
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Péquivalence : ¢ < 1) équivaut a (¢ = V) A (¥ = @)
la quantification universelle du premier ordre : Vx.¢ équivaut a —(3z.—¢) .

Etant donnée une formule ¢, on définit 'ensemble F'V (¢) des variables libres
par récurrence sur la structure de ¢ comme suit :

FV(wra) = 0 FV (6 A9) = FV(¢)UFV (1)
FV(~) = FV(9) FV(32.9) = FV(9) - {z}
FV(x=y) = {z,y} FV(R(x1,...,zr)) = {z1,..., 2R} .

Une formule est close si elle n’a aucune variable libre. Par abus de langage et
pour un ensemble V' C V de noms de variables, on dit qu'une formule ¢ a pour
variables libres V' si V contient F'V(¢).

Etant donnée une structure S, une formule du premier ordre ¢ de variables
libres V' et une application v de V dans Us appelée valuation, on définit par
récurrence sur ¢ la relation de satisfaction de ¢ par S dans le contexte v, notée
v, S E ¢ comme suit.

v,S E vrai,

7,8 B oAY si 7,SE¢ety,SEY,

7,8 E ¢ si 7, S,

7S E R(zi,...,75) si Rs(y(xl),...,fy(a:m‘)),

7S E o=y si y(z) =7(y) ,

7S E Jx.é si il existe u € Us tel que v,z —u, S E ¢

ou v, x —u représente la fonction partout égale
a v sauf pour x ou elle vaut u .

Pour ¢ une formule close, si ), S = ¢ (() représente la seule application de domaine
(), on dit que S est un modéle de ¢ ou plus simplement que S satisfait ¢. On le
note simplement & = ¢. Une structure S posséde une théorie au premier ordre
décidable s’il existe un algorithme prenant en entrée une formule close ¢ et décide
de sa satisfaction par S.

Il est parfois utile de rendre explicite les variables libres d’une formule. Ainsi,

on notera ¢(z1, . .., x,) une formule logique de variables libres 1, ... ,x,. De plus,
on s’autorisera de noter S = ¢(u1, .. ., u,) pour une structure S et n éléments de
son univers uy, ... ,u, a la place de 7,8 | ¢(x1,...,z,) avec pour tout i € [n],
v(x:) = u;.

Exemple 2.6 A titre d’exzemple, nous donnons une formule du premier ordre qui
exprime le fait, pour un graphe, d’étre déterministe, c’est a dire que tout graphe G
étiqueté par A est déterministe si et seulement si G = deterministe[A] avec

deterministe[A] = /\ V. Vy. Vz. ((:c Syne B 2)=y= z) :
acA
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On remarque sur cet exemple que l’on s’autorise quelques raccourcis de notation,
en particulier l'usage de )\ n’a de sens que parce que A est associatif et com-
mutatif. Il est donc possible de laisser non spécifié l'ordre sur A ainsi que le
parenthésage.

Différents sous-ensembles de la logique du premier ordre jouent un roéle parti-
culier dans le reste de ce travail. En voici la liste:

— les ezxpressions booléennes (ou formules booléennes) sont des formules sans
quantificateur, elles sont formées des connecteurs A, V et —, des constantes
vrai et faux, et des prédicats de relations R(x1,...,2g),

— les expressions booléennes positives (ou formules booléennes positives) sont
des expressions booléennes sans négation. Elles sont donc formées unique-
ment des connecteurs A et V, des constantes vrai et faux, et des prédicats
de relations R(z1,...,7|g)),

— les formules existentielles sont des formules sans quantification universelle
et sans négation. Elles sont donc formées des connecteurs A et V, des
constantes vrai et faux, des prédicats de relations R(zy,...,7|p) et de la
quantification existentielle 4.

2.2.2 Logique monadique

La logique monadique étend la logique du premier ordre par des variables
interprétées comme des parties de I'univers. Il est possible de quantifier existen-
tiellement et universellement sur ces ensembles. Cela correspond a une importante
augmentation d’expressivité par rapport a la logique du premier ordre. La termi-
nologie de logique monadique est en fait une simplification remplagant I’expres-
sion «logique au second ordre monadique» qui signifie que 1’utilisation du second
ordre est restreinte au cas monadique, c’est a dire aux ensembles. Cette logique
pourrait aussi étre qualifiée de «premier ordre ensembliste», une dénomination
rendant sa nature plus explicite.

On se fixe un ensemble dénombrable V,, de variables du second ordre mona-
dique (ou plus simplement de variables monadiques). Elles sont notées en lettres
capitales: X,Y ... Les formules de logique monadique (ou plus simplement
formules monadiques) sont les formules du premier ordre étendues par la quan-
tification existentielle du second ordre monadique 34X.® et la proposition ato-
mique d’appartenance x € X. Comme précédemment, on s’autorise a utiliser la
quantification universelle du second ordre monadique V.X.® comme un raccourci
équivalent 8 -34X.—P .

Les définitions du paragraphe précédent sont réutilisables sans grandes mo-
difications. Ainsi, les variables libres peuvent étre monadiques tout autant que
du premier ordre. La relation 7,8 = ® est quant a elle étendue de la maniére
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suivante: le contexte ~, en plus de toujours associer & chaque variable libre du
premier ordre un élément de I'univers, associe a chaque variable monadique un
sous-ensemble de I'univers. La définition de la satisfaction est alors complétée par
les régles suivantes:

v, S E3IX.® s'il existe U C Us tel que v, X U, S = @,
v, SEzeX siy(z) € v(X) .

Exemple 2.7 A titre d’ezemple, nous présentons une formule de la logique mo-
nadique dont la satisfaction équivaut a la forte connexité d’un graphe étiqueté par
A. Cette formule exprime le fait que tout ensemble non vide de sommets clos par
les relations arc contient tous les sommets du graphe.

f—connexite[A] =

VX. (X#@AVxEX.Vy./\(miy#yeX)) = Vz.ze X) .

acA

La encore, il y a un abus de notation : l'usage de (). Plus généralement, on s’au-
torise a utiliser les opérateurs ensemblistes (union, intersection, complémentaire,
vide) et les comparaisons (égalité, inclusion). Bien entendu, toutes ces opérations
peuvent étre traduites en formules monadiques.

L’exemple suivant généralise cette technique et montre qu’il est possible d’ex-
primer en logique monadique le fait pour deux sommets d’étre reliés par un chemin
étiqueté par un mot appartenant & un langage rationnel donné.

Exemple 2.8 (accessibilité rationnelle) Pour L un langage rationnel, la for-

mule de logique monadique accessible[L|(x,y) est définie par récurrence sur la

définition de L :

si L =0 alors accessible[()](z,y) = faux car aucun mot n’appartient o L,

si L ={e} alors accessiblele|(x,y) = (x =y) car le seul mot de L est le mot
vide, et qu’il n’existe un chemin étiqueté par le mot vide entre deux sommets
que St ceux-ci sont égaur,

si L =a alors accessiblea](z,y) = 2 = y car il existe un chemin étiqueté
par a entre deuxr sommets ssi ceuz-ci sont reliés par un arc étiqueté par a,

si L=L"+L" alors

accessibilite[L' + L"|(z,y) =
accessibilite[L](x,y) V accessibilite[L"|(z,y) .

En effet, il existe un chemin étiqueté par un mot de L entre x et y s’il existe
un mot de L' étiquetant un chemin reliant ces deux sommets, ou bien s’il
existe un mot de L" étiquetant un chemin reliant ces deur sommets,
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si L =L'"L" alors similairement,

accessibilite[L'.L"](x,y) =

Jz.accessibilite[L'](x,2) A accessibilite[L"](z,y) ,

enfin si L = L™ alors on pose

accessibilite[L”](x,y) =

zeX
VX. | A VzV2'.(z € X ANaccessibilite[L'](z,2"))
=z € X))

=yeX.

Cette formule exprime le fait que tout ensemble X de sommets du graphe
close par la relation accessibilite[L'] et contenant x doit aussi contenir y.

Deux résultats fondamentaux de I'informatique théorique ont ouvert la voie a
I’étude de la théorie monadique sur les structures infinies. Il s’agit tout d’abord
du résultat de Biichi [Biic60], puis de son extension par Rabin [Rab69].

Théoréme 1 (Biichi) La demi-droite des entiers a une théorie monadique dé-
cidable.

Théoréme 2 (Rabin) L’arbre binaire complet a une théorie monadique déci-
dable.

Ces deux démonstrations sont complexes. Une preuve détaillée de ces résultats
ainsi que des références sur le sujet se trouvent dans les travaux de Thomas
[Tho97]. Des résultats similaires seront aussi énoncés dans le contexte du p-calcul
(voir théoréme 9).

D’autres techniques permettent de montrer 'indécidabilité de la théorie mo-
nadique sur certaines structures. Citons deux résultats classiques de cet ordre. Le
premier fait référence a la grille infinie, qui se définit comme le graphe de som-
mets Nx N et tel que les arcs (non étiquetés) ont pour interprétation {((7, j), (¢, j+
1) [,5 € Ny U{((G,g), i+ 1,7) | 3,5 € N},

Propriété 2.9 La grille infinie a une théorie monadique indécidable.

La démonstration de ce résultat peut s’obtenir par réduction du probléme de
’arrét des machines de Turing. Etant donnée une telle machine, on code son exé-
cution de la maniére suivante : chaque ruban de la machine correspond & une ligne
de la grille. Passer d’une ligne a la suivante correspond a une étape d’exécution de
la machine. Une formule monadique est alors capable de déterminer si la machine
de Turing atteint un état final ou non. Ainsi, pour toute machine de Turing, il
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existe une formule monadique telle que la grille infinie en est un modéle si et
seulement si la machine s’arréte.

Propriété 2.10 La structure ayant les entiers naturels comme univers et munie
des relations «plus 1» et «fois deur» a une théorie monadique indécidable.

En fait, cette propriété est plus délicate & obtenir que la précédente mais fonc-
tionne sur le méme principe. Il s’agit de retrouver dans la structure une famille
de grilles aussi grande que I'on veut (dans les deux dimensions).

Un dernier cas de structure possédant une théorie monadique indécidable est
donné par la propriété 2.11
Propriété 2.11 L’union disjointe de tous les graphes finis éliquetés par un en-
semble non vide a une théorie monadique indécidable.
Ce résultat s’obtient en montrant qu’il est possible de reconnaitre les grilles rec-
tangulaires au sein de ces graphes. La encore, chaque grille est susceptible d’étre
utilisée comme support de calcul d’une machine de Turing. La largeur de la grille
correspond & la longueur du ruban utilisé durant ’exécution, et la hauteur cor-
respond au nombre d’étapes de calcul.

2.2.3 Extensions de la logique monadique

Différentes extensions de la logique monadique ont été considérées. La présen-
tation qui en est faite ici n’a aucune ambition d’exhaustivité.

Bien entendu, l'extension la plus directe consiste a utiliser la totalité de la
logique du second-ordre, c’est a dire la possibilité d’utiliser des variables dont
I’interprétation est une relation d’arité quelconque. La satisfaction de cette logique
devient alors indécidable dés que 'univers de la structure est infini. Il s’agit donc
d’une extension d’un intérét relatif dans le cadre d’une étude sur les structures
infinies.

Une situation intermédiaire entre la logique monadique et la logique du second-
ordre est la logique du second-ordre gardée. 11 s’agit dans ce cas d’autoriser 1'utilisa-
tion de variables dont I'interprétation est une relation contenue dans une relation
déja présente dans la structure. Cette logique permet en particulier de quantifier
sur des ensembles d’arcs dans un graphe. Le lien entre cette logique et la logique
monadique a été largement étudié [Cou97, EGO00, Cou03|.

Une autre possibilité d’extension consiste & ajouter des prédicats de cardi-
nalité & la logique monadique, en particulier la possibilité d’exprimer la finitude
de Plinterprétation d’une variable monadique [Cou90]. La finitude d’un ensemble
d’éléments ne peut pas étre exprimée en logique monadique dans le cas général, et
il s’agit donc d’une extension stricte de la logique. En revanche, sur les arbres de
degré fini, la logique monadique et la logique monadique augmentée d’un prédicat
de cardinalité sont de méme expressivité. En effet, il est possible d’exprimer en
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est—prefixe(X) = VaVy.((V 2 S y)AyeX)=>z€ X
acA

prefixe(X,Y) = X CY Nest—prefixe(Y)
AN VZ.((X C Z ANest—prefixe(Z)) =Y C Z)

infini(X) = dW. racine € W
A VY. (prefixe(X,Y)=W CY)
AN Nz eW, IyeW.\,cq4 2>y

fini(X) = —infini(X)

F1G. 2.4 — Ezpression de la finitude dans un arbre de degré fini en logique mona-
dique.

logique monadique qu’un ensemble de nceuds d’un arbre de degré fini est infini
comme le montre la remarque suivante.

Remarque 2.12 Un codage est présenté a la figure 2.4.

Remarquons tout d’abord que si X est fini, alors l’ensemble prefize(X) des
sommets dont est 1ssu un chemin aboutissant dans X est lui méme fini. Le lemme
de Konig nous précise qu’un arbre est infini si et seulement si il contient un
sommet de degré infini ou une branche infinie. Dans le cas présent, prefize(X)
est fini si et seulement s’il ne contient pas de branche infinie.

La formule est —prefixe(X) est satisfaite si tout pére d’un noeud de X ap-
partient a X. L’ensemble prefize(X) est alors le plus petit ensemble Y contenant
X et satisfaisant est —prefixe(Y'), ce qu’exprime le prédicat prefixe(X,Y). La
formule infini(X) détermine alors l’existence d’une branche infinie W incluse
dans prefixe(X).

2.2.4 Construction de Feferman-Vaught

Une construction fondamentale pour la suite de ce travail est celle introduite
par Feferman et Vaught dans leur étude du produit de structures [FV59| (voir
aussi paragraphe 2.3.4). Cette construction rameéne la vérification d’une propriété
d’un produit de structure a des vérifications sur les structures composantes d’un
nombre fini de propriétés, qui ne dépendent que de la formule définissant la pro-
priété initiale.
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O Avrai & ¢ ¢V faux &4 ¢

N NORE G OV b5
PNV S VNP PV s YV
PAWVY) S (BAD)V(OAY) sV AY) &5 (0VY)A(SV )
OA(DAG) ey (DAP)A G V(¢ V') e (pve)ve"
dz.(p V) &5 (Fz.0) V (x.9)
Ve.(p ANY) &5 (Ya.o) A (Vz.1)
Az (¢ A1) 49 ATz siz ¢ FV ()
Va.(¢ V) <49V Va.d siz & FV(¢)

F1G. 2.5 — Quelques invariants logiques.

Dans notre contexte nous considérons cette construction d’un point de vue
syntaxique, sans s’intéresser particuliérement au cas du produit. Sous cette angle
il s’agit d’une transformation de formules logiques: si il est possible de séparer
I’ensemble des variables d’une formule en deux ensembles tels qu’aucun symbole
relationnel ne fasse référence a une variable de ces deux ensembles simultanément.
alors il est possible de transformer syntaxiquement la formule en une combinaison
de formules logiques n’utilisant des variables que de I'un des deux ensembles.

Pour simplifier, on suppose ici que les formules ne contiennent pas de néga-
tions, ce qui est sans conséquence pour la suite.

Précisons tout d’abord les transformations syntaxiques autorisées. Ainsi, on
définit la relation d’ équivalence syntaxique <, entre formules comme la plus petite
relation satisfaisant les invariants de la figure 2.5, réflexive, symétrique, transitive
et compositionelle (dans le sens oul remplacer une sous-formule par une sous-
formule équivalente permet d’obtenir une formule équivalente: cela équivaut a
dire que les transformations peuvent étre appliquées a l'intérieur des formules).

La relation < préserve les variables libres. Bien entendu, pour & une -
structure, ¢ et 1 telles que ¢ < ¥ et v une valuation de FV(¢), on a v,S§ = ¢
si et seulement si v, S = 1. Ainsi, la relation <, est bien «valide».

Soit ¢ une formule logique. Appelons Vars(¢) 'ensemble des variables appa-
raissant dans ¢ (cette définition n’a de sens que parce que < ne contient pas
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P’a-conversion). Soit Rels(¢) 1'ensemble des prédicats relationnels apparaissant
dans ¢. On vérifie sans peine que Vars(¢) et Rels(¢) sont préservés par <. En-
fin, pour ¥ un alphabet relationnel et X un ensemble de variables, on note ¥(X)
I’ensemble des prédicats relationnels construits sur % et X, c’est-a-dire:

E(X) :{R(:vl,...,:v‘m) ‘ ReX, T1,.-.,T|R| EX} .

Lemme 2.13 (construction de Feferman-Vaught) Soit ¢ une formule sur
la signature ¥ = X1 W 3y telle que Vars(¢) = Xy W Xy et Rels(¢) C X1(X;) U
Yo (Xs). Alors il existe un ensemble fini p*X1X2 de couples de formules tel que :
— pour tout (Y1, 5) € ¢*X2, Vars(y) C X1, Rels(1) C 21(X1),
VG/FS(ZZ)Q) g XQ, R€l3(¢2) g EQ(XQ),

- ¢ & V Y1 Ny .
(¥1,92)€¢pX1:X2

Construction. La conclusion du lemme s’exprime comme 1’équivalence avec
une disjonction de conjonctions. Il est nécessaire pour pouvoir traiter le cas de
la quantification universelle de disposer d’une représentation duale sous forme de
conjonctions de disjonctions. Il est possible de passer d’une telle disjonction & une
conjonction comme suit. Soit ® un ensemble de couples de formules, alors on a
I’équivalence suivante :

\V brw) e N\ (eve),

(p9)€© (¢,h)€O

we 5={ (Voo v o)
(¢!1/1)€®1 (¢!1/1)€®2

Ceci se montre par récurrence sur le cardinal de ©. Un fait important de cette
construction est que si pour tout (¢,v) € O, FV(¢) C X; et FV(¢) C Xy
(resp. Rels(¢) C ¥1(X1) et Rels(¢)) C ¥9(X3)) alors il en est de méme pour
tout (4,7) € ©. Bien entendu, par dualité, une opération similaire qui a ©
associe © permet de passer d’'une conjonction de disjonctions & une disjonction
de conjonctions:

@1@@2:(’) } .

N (eve) e\ (6AY).

(¢:9)€® (o:9)€O
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L’ensemble ¢*1X2 est alors défini récursivement comme suit :

(¢ vV 7’/})Xl,Xz — ¢X1,X2 U ¢X1;X2
(¢ A w)Xl,XQ — ¢X1,X2 U le,Xz

Jr. X1,X2 — { dz. ¢17¢2
(Ge-9) {{ ¢1,3z.2

€ XX} size X
¢X1’X2} six € X2
V.01, o € X1 X2} six e X,
¢1,V.¢2) | (41, ¢2) € X1 X2} siz € Xy
R(zy,...,mg),vrai)} siReX,;
vrai, R(z1,...,zg))} siR e,

¢17 ¢2

) €
¢2) €
(Va.p) X2 = {{ ;

(
(
(
(
(
(

R(:Cl,...,xm‘) {

La validité de cette construction pour V, 3, vrai et faux est évidente. La validité
pour A et V s’obtient par dualité. La validité pour R(x1,...,z|g) provient de
I’hypothése sur 1’ensemble Rels(¢). O

De nombreuses variantes de cette construction sont possibles. L’important est
son aspect syntaxique, et surtout le fait que les quantifications que ’on trouve
dans les formules de ¢*1X2 sont plus «simples» que celles de ¢. Cette notion de
simplification peut étre mesurée en terme d’alternance de quantifications ou de
niveaux d’imbrication... En fait, il arrive que cette mesure dépende elle-méme des
variables. C’est par exemple le cas dans la preuve du théoréme 16.

Application

La construction de Feferman-Vaught est utilisée dans la suite pour décompo-
ser des formules faisant référence a deux structures distinctes en formules faisant
référence uniquement & I'une ou ’autre de ces structures. Pour formaliser la pos-
sibilité pour une formule logique de faire référence a4 deux structures, on utilise
une technique similaire a celle des logiques multi-sortées. Nous présentons ici une
technique ad-hoc pour la suite de ce travail.

L’objectif est de modifier la logique (du premier ordre ou monadique) de ma-
niére & définir une relation de satisfaction reliant un couple de structures (au lieu
d’une seule structure) a une formule. Ainsi, on modifie la logique (premier ordre,
monadique ou autre) afin de définir pour deux structures S; et S la satisfaction
d’une formule ¢ par (S1,8,), notée (S1,Ss) = ¢. L'idée de cette logique est que
la formule ¢ fait explicitement référence a 'indice des structures et peut donc
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quantifier sur un élément de S; ou un élément de S,. Les symboles relationnels
possédent aussi une marque permettant d’identifier si ils correspondent a une re-
lation de &; ou de S, (cela est nécessaire pour traiter le cas des relations d’arité
z€10).

On définit donc tout d’abord une signature utilisée par les prédicats de cette
logique. Soient ¥; et ¥, deux signatures, notons X; LI ¥ la signature définie
comme suit:

SiUS, ={R' | ReXi}w{R? | Re %}, avec |R|=|R|.

Les formules sont alors modifiées de la maniére suivante. On suppose ’en-
semble des variables du premier ordre (resp. monadique) partagé en deux: V =
Vi®V? (resp. Vy, = VL @V2) de telle sorte qu’il existe pour ¢ € [2] une bijection de
V sur V' (resp. de V,,, sur V.). Pour x une variables de V (resp X € V), 2° € V'
(resp. X* € V' ) est I'image de = (resp. de X) par la bijection correspondante.

Un prédicat de la forme R'(zy, ... ,T|g|) N'est syntaxiquement valide que si
toutes les variables x; appartiennent a V' (resp. # € X n’est syntaxiquement
valide que si il existe i € [2] tel que z € V' et X € V!).

La relation de satisfaction relie alors une paire de structures a un formule.
Soient donc &; une Xi-structure et Sy une Yg-structure. Soit X un ensemble
de variables, une valuation de X sur (&;,8;) est une application qui a chaque
variable telle que z € X N V' pour i € [2] associe un élément de 1'univers de S;
(resp. & toute variable de X € X N V! associe une partie de I'univers de S;).

Soit ¢ une formule logique et pour 7 une valuation de FV(¢) sur (S1,Ss),
on définit la relation de satisfaction ~, (81, Ss2) | ¢ par récurrence sur ¢ comme
précédemment.

Lemme 2.14 Pour ¥, et ¥y deux alphabets relationnels et toute formule ¢ (mo-
nadique ou du premier ordre) sur 3, U3, il existe un ensemble fini ¢* de couples
de formules tel que :

— pour (P1,1s) € ¢*, 1; est une formule sur la signature %,

— pour toute ¥ -structure 8y et toute Yo-structure S, (81, S2) = ¢ si et seule-
ment si il existe (11, 19) € ¢* tel que 81 = 11 et Sy = 1hs.

Preuve. Par application du lemme 2.13. O

2.3 Opérations sur les structures

Jusqu’a présent, toutes les structures rencontrées étaient définies de maniére
interne, c’est-a-dire en explicitant I'univers et I'interprétation des relations. Dans
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la pratique, il est plus agréable de construire les structures par application succes-
sive & une structure simple de transformations dont les propriétés sont connues.

Ce paragraphe a pour objectif de présenter de telles transformations et d’en
donner les principales caractéristiques. Nous portons une attention particuliére a
établir les liens reliant ces différentes opérations, et ce dans 1'objectif d’éviter les
redondances et les définitions équivalentes dans la suite de ce travail.

Notons enfin que toutes ces transformations partagent une propriété fonda-
mentale, celle d’étre définies @ isomorphisme prés (sauf en ce qui concerne la mo-
dification finie). Ainsi, les utiliser permet de s’abstraire du codage des éléments
de I'univers.

2.3.1 Modification finie

La modification finie de structure ne sert pas tant a décrire des stuctures qu’a
préciser les limites d’une famille de structures.
La modification finie d’une structure consiste & appliquer une combinaison
finie des transformations suivantes:
— ajout d’un élément & 'univers (sans changer les interprétations des sym-
boles),
— ajout d’un hyperarc entre des éléments fixés de 'univers,
— élimination d’un élément de I'univers et, par conséquent, de tous les hyper-
arcs dans lequel il est impliqué,
— élimination d’un hyperarc.
Lorsque seules les deux premiéres transformations sont utilisées, on parle d’ajout
fini & la structure.

2.3.2 Interprétation logique

L’interprétation est une méthode classique en logique pour transformer une
structure en une autre, la transformation étant décrite par des formules logiques.
L’interprétation logique se définit de maniére variée suivant la logique choisie.
Une interprétation est un triplet Z = (6,3, (¢r)res) ou 6(z) est une formule
logique d’unique variable libre du premier ordre x, > est une signature, et pour
tout symbole R € X, ¢r(x1,...,z ) est une formule logique de variables libres
du premier ordre z1, ... ,z|g. Soit S une structure, I'interprétation Z appliquée a
S est la structure d’univers {u € Us | S = 6(u)}, et U'interprétation d’un symbole
relationnel R € ¥ est

{(us, ... um) | Vi€ [[R]).S = 6(w), Sk dnlus,... um)}.

La formule ¢ est appelée restriction car elle sélectionne les éléments qui doivent
étre conservés dans I'univers. Lorsque ¢ = vrai, tous les éléments de I'univers sont
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conservés par 'interprétation, il s’agit d’une interprétation sans restriction. Sui-
vant la logique choisie pour l'interprétation, on parle d’interprétation booléenne,
booléenne positive, au premier ordre ou monadique (ou en fait toute autre va-
riante construite sur la logique du premier ordre).

Propriété 2.15 La composition de deux interprétations (booléennes/booléennes
positives/existentielles/au premier ordre/monadique) est une interprétation dans
la méme logique.

Propriété 2.16 L’interprétation (existentielle/au premier ordre/monadique) pré-
serve la décidabilité de la théorie correspondante.

L’interprétation logique est une opération tellement utile pour la suite de ce
travail qu’il convient de lui donner une notation spéciale. Considérons une syntaxe
logique close par disjonction (i.e. si ¢ et ¢ sont des formules bien formées, alors
¢ V 1 Vest aussi). Soient Ry, ... ,R, des symboles (éventuellement plusieurs fois
le méme), et 1, ... 1, des formules logiques dans la logique fixée telles que
Yi(21, ..., TR, ) a pour variables libres les x4, ... ,7|g,|, alors, la notation:

Ri(z1,.. - 2iky) 0 (@, .-, 3Ry)

Rp(z1,...,2R,) ¢ Ynl21,...,7)R))

représente l'interprétation logique:

(vrai, {R; | i € [n]},¢), avec ¢p = \/ wil2r,..., 7R -
i€[n]
R,=R
On étend cette notation pour avoir la possibilité d’exprimer une restriction.

xelU o 6(2)
R1($1,.-.,$|R1|) : ¢1(w13"'5$\R1|)

Ry(xq,..., 1‘|Rn‘) D (T, SL‘|R1|)
représente l'interprétation logique:

(6, {Ri|i€n]}.¢), avecor = N S@)A \/ wilz,...,2R) .
i€[n]

JE(|R]]

Un cas particulier d’interprétation est le renommage. Soit ¥ une signature

et K une relation binaire entre ¥; et Y5 reliant uniquement des symboles de
méme arité, alors le renommage des symboles par K est l'interprétation :

‘ R(.Tl,...,$|R|) : R’(xl,...,a:m‘), (RI,R)EK ‘
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Cette opération extrémement simple permet de changer quand nécessaire la si-
gnature d’une structure afin, par exemple, d’éviter des confusions dues au choix
de nommage des symboles.

Plusieurs autres transformations de graphes [Cau96, Cau02, Urv02] sont des
cas particuliers d’interprétations:

la substitution rationnelle inverse : pour chaque lettre a de 'alphabet du graphe
résultat, on se fixe un langage rationnel L, sur I’alphabet du graphe d’ori-
gine. Le graphe résultat a alors le méme ensemble de sommets que le graphe
originel!, et il y a un arc étiqueté par a entre deux sommets s’il y a un che-
min étiqueté par un mot de L, entre ces deux sommets dans le graphe
originel. On utilise pour cela la formule accessibilite[L,| définie dans
I’exemple 2.8. Il s’agit donc d’une interprétation monadique sans restric-
tion.

la substitution finie inverse : il s’agit d’un cas particulier de la substitution ra-
tionelle inverse: les langages associés & chaque lettre doivent étre finis au
lieu de rationnels. Il s’agit d’une interprétation sans restriction en logique
du premier ordre.

le morphisme inverse: le morphisme inverse est un cas encore plus restreint :
chaque langage ne contient au plus qu'un mot. Il s’agit toujours d’une in-
terprétation sans restriction en logique du premier ordre. Le morphisme
inverse posséde la propriété supplémentaire de préserver le déterminisme
d’un graphe.

I’élimination des sommets isolés : cette transformation élimine les sommets de
degré nul d’un graphe. C’est une interprétation avec uniquement de la res-
triction en logique du premier ordre.

la restriction par accessibilité : cette transformation ne conserve d’'un graphe
enraciné que les sommets accessibles & partir de sa racine. Il s’agit d’une
interprétation en logique monadique ou monadique.
la restriction rationnelle : elle est paramétrée par un langage rationnel L. Cette
transformation ne conserve que les sommets accessibles a partir de la racine
par un chemin étiqueté par un mot de L.
le marquage rationnel : il est paramétré par un langage rationnel L et un sym-
bole #. Appliqué a un graphe enraciné, il laisse ce dernier inchangé si ce
n’est qu’a les chaque sommet accessible & partir de la racine par un chemin
étiqueté par un mot de L, est attachée une boucle étiquetée par #.
Toutes ces transformations sont controlées par des chemins entre sommets. Il est
courant d’en augmenter la puissance en autorisant dans les langages de prendre

. o1 ’ . . Q ,
en sens inverse les arcs. On utilise pour cela la lettre barrée. Ainsi — représente

1. Dans les travaux originaux de Caucal les sommets sont implicitement restreints aux ex-
trémités des arcs.
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F1G. 2.6 — Demi-droite des entiers enracinée (a), marquée (c), et échelle enracinée

().

implicitement la relation — inversée. On parle alors de substitution rationnelle in-
verse (resp. substitution finie inverse, resp. restriction rationnelle, resp. marquage
rationnel) avec retour.

Il peut paraitre a priori étonnant qu’une telle profusion de transformations
d’expressivité relativement identique ait vue le jour. La raison est d’une part his-
torique, mais de plus, ces interprétations possédent des propriétés non vérifiées.
dans le cas général : elles sont continues (au sens des ordres partiels complets
présentés au paragraphe 3.1 et appliqués aux structures page 52), et en ce qui
concerne les substitutions inverses, elles correspondent & des transformations na-
turelles de langages sur les traces [Urv02].

Exemple 2.17 L’échelle enracinée (figure 2.6(c)) s’obtient a partir de la demi-
droite des entiers (figure 2.6(a)) en appliquant tout d’abord un marquage ration-
nel: tous les sommets atteignables a partir de la racine par un chemin étiqueté
par un mot de (aa)* sont marqués d’une boucle # (figure 2.6(b)). Pour obtenir
I’échelle, on applique alors une substitution finie inverse avec retour. On met un
arc étiqueté par a entre un sommet marqué et son deuriéme successeur sur la
demi-droite des entiers, soit L, = #aa. On met un arc étiqueté par b entre un
sommet marqué et son successeur, soit Ly = #a. On met un arc étiqueté par c
entre un sommet non marqué et son deuriéme prédécesseur, soit L. = a#a. No-
tons que la substitution inverse ne permet pas de tester ’absence d’une marque.
Pour étre sir que la substitution a lieu au bon endroit, il est nécessaire d’aller
chercher une marque un peu plus loin, puis de revenir (ce que failt le mot a+#a).

2.3.3 Union disjointe

Soient deux structures S; et Sa, 'union disjointe de S; et So, notée S; @ So,
est la structure d’univers {1} xS U{2} xS, et dont I'interprétation d’un symbole
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R est:

RS1©S2 — {((1,u1 ,...,(I,U|R‘)) |Rsl(u1,...,U|R‘)}
U {((2,%1),...,(2,?1“3‘)) \RSZ(ul,...,um‘)} .

~—

L’union disjointe explicite ajoute de 'information a cette construction afin de
pouvoir déterminer I'origine des relations. Elle est définie comme suit. Soit ¥
et Yo deux signatures, I’'union disjointe explicite d’une X;-structure avec une o-
structure produit une structure de signature ¥’ = {R' | R € %1} W {R* | R €
Y9}. Soient &; une ¥;j-structure et Ss une Yo-structure, I'union disjointe explicite
de &; et Sy est la Y-structure S; @, Sy d’univers {1} x §; U {2} x S et dont
Iinterprétation d’un symbole R' € ¥/ pour i € [2] est:

(RH)S1&S2 — {(G,wa), ..., (G wgy)) | RS (w,...,ur)} -

Le lemme suivant énonce comment passer d’une de ces formes d’union disjointe
a l'autre au moyen de recoloriages.
Propriété 2.18 Etant données deuz signatures X1 et Lo, il existe trois renom-
mages L, I, et Iy tels que pour toute Yi-structure S et toute Yo-structure S,
on a:

S 0S8 =1(S & S)
et 81 @e 82 = 11(81) @IQ(SQ) .

Preuve. Trés naturellement Z renomme chaque symbole R en R et pour i € [2],
Z; renomme chaque symbole R en R'. O

Propriété 2.19 L’union disjointe (resp. 'union disjointe explicite) de deux struc-
tures possédant une théorie au premier ordre (resp. monadique) décidable a une
théorie au premier ordre (resp. monadique) décidable.

Preuve. Par application du lemme 2.13. O

2.3.4 Produits

L’union disjointe de deux structures produit une structure dont le nouvel
univers est I’'union disjointe des univers des deux structures. Il n’y a en fait pas
beaucoup de choix possibles pour de telles opérations. C’est un peu différent dans
le cas du produit. Une fois adopté le principe de produire une structure dont
I’'univers est le produit des univers des structures arguments, il reste des choix
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Fi1G. 2.7 — Produit synchrone de la demi-droite des entiers avec elle-méme

possibles pour définir les interprétations des relations. Ainsi, nous considérons
trois types de produits dans ce travail : le produit synchrone, le produit généralisé
qui en est une variante, et le produit asynchrone?.

Soient 81 et Sy deux structures sur la signature X, le produit synchrone (aussi
appelé produit cartésien) de S; et S est la structure S; ® S, définie par:

Z/{51®52 = Z/{Sl X Z/{SQ )
pour R €Y, R%®® = {((ui,v1),...,(wgr,vr)) | R (uy, ..., ug))
AN Rsz(Ul,...,U‘RO} .

Exemple 2.20 La figure 2.7 montre le résultat du produit de la demi-droite des
entiers avec elle-méme. Le résultat est une union disjointe infinie de demi-droites
des entiers.

Propriété 2.21 Soient A, et Ay deux automates, alors A1 @ Ay est un automate
tel que:

LA @ Ay) = L(A)NL(A2) .

Théoréme 3 (Feferman et Vaught [FV59]) Le produit synchrone préserve la
décidabilité de la théorie au premier ordre.

Il existe des graphes dont la théorie au second ordre monadique est décidable
et dont le produit synchrone posséde une accessibilité indécidable. Pour le mon-
trer, on peut par exemple réduire 1'indécidabilité de la vacuité de I'intersection de
deux langages algébriques a une question d’accessibilité sur un graphe produit.
Pour cela, on admet momentanément que pour tout langage algébrique, il existe
effectivement un automate possédant une théorie monadique décidable et dont il
est le langage accepté (voir théorémes 12 et 13 page 92). La vacuité de 'intersec-
tion de deux langages algébriques étant indécidable, cela signifie que la vacuité

2. En général, sous la terminologie de produit sans autres précisions, on entend le produit
synchrone ou le produit généralisé.
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du langage accepté par 'automate produit est indécidable (d’aprés la propriété
2.21). Pourtant, ceci revient a déterminer s’il existe un chemin entre le sommet
initial et un sommet final, c’est & dire une question d’accessibilité.

En revanche, le produit synchrone avec une structure finie préserve la dé-
cidabilité de la théorie monadique. Ce résultat est présenté a titre d’exemple
(exemple 2.26) pour illustrer les transductions monadiques.

Le produit généralisé permet une utilisation plus aisée du produit synchrone.
Il se définit comme suit. Etant données deux structures S; et Sy de signatures
respectives X1 et o, le produit généralisé de Sy et Sy est une structure S; ®; S,
sur la signature ¥’ = {R' | R € ¥} W {R? | R € ©,} avec pour tout R* € ¥/,
|R!| = |R|. La structure S; ®, S, est définie comme suit:

u$1®982 = Z/{Sl X Z/{SQ 9
et pour R' € EI? (Rz)$1®982 = {((u%a u%)a SR (u|1R|7 u|2R\)) ‘ RSi(uzla R uTR\)} .

En fait, produit généralisé et produit synchrone sont des opérations d’expres-
sivité identique si I'on dispose d’interprétations booléennes positives comme le
montre la propriété 2.22.

Propriété 2.22 Pour toute signature 3, il existe trois interprétations booléennes
positives T, T, et I, telles que pout toutes X-structures Sy et So on a

81 ®; S =11 (S1) ® In(S2)
et 81085 =I(5 838 .

Preuve. L’interprétation Z; pour i € [2] renomme R € ¥ en R’ et attribue
comme interprétation de R? pour j € [2] — {i} la relation compléte d’arité |R|.
L’interprétation Z donne comme interprétation d’un symbole R € ¥ I'intersection
des interprétations de R! et R2. O

Le troisiéme type de produit que nous considérons est le produit asynchrone.
Etant données deux structures S; et So, le produit asynchrone de S; et Sy est la
structure &; 08, définie par:

Z/{51|:|52 :usl X Z/{S2 ;
pour R€ X, R¥" = {((uy,0),...,(ug,v)) | R¥(u1,...,up), vEUs, }
U{((u,v1), ..., (u,vR)) | © € Us,, RSQ(ul,...,um‘) 1.

Exemple 2.23 Le produit asynchrone de deur demi-droites des entiers permet
d’obtenir le quart de grille infinie (cf figure 2.8). Sachant que la demi-droite des
entiers a une théorie monadique décidable (théoréme 1 de Bichi), et en appli-
quant la résultat d’indécidabilité de la théorie monadique du quart de grille infini
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bababa
_ a._ a._ a
Da— — > - - - bbb
D,0D, = ay ay a.
D, = _b,b, b o o b
A v

F1G. 2.8 — Le quart de grille infinie comme produit asynchrone de demi-droites
des entiers

(propriété 2.9), on en déduit que le produit asynchrone ne préserve pas la déci-
dabilité de la théorie monadique. En revanche nous verrons que cette opération
préserve la décidabilité des propriétés d’accessibilité.

Produits synchrones et asynchrones ont des propriétés bien distinctes. Pour-
tant, ils sont inter-convertibles au moyen d’interprétations logiques comme le
montre la propriété ci-dessous.

Propriété 2.24 Soit X un alphabet relationnel, alors
1. il existe un renommage I, et une interprétation existentielle I tels que pour
toutes structures S; et Sy de signature 3,

81®82 = I(Il(SI)DSZ) )

2. il existe deux interprétations booléennes positives I, et Iy et un renommage
T tels que pour toutes structures S, et S, de signature X :

81D82 == I(Il(sl)®I2(82)) .

Preuve. Soit 3 I’ensemble des symboles R d’arité |R| pour R un symbole de
Y. La figure 2.9 illustre les constructions de cette propriété.

Résultat 1. L’interprétation Z; renomme chaque symbole R en un symbole R.
Cela revient a rendre disjointes les signatures des deux structures. L’interprétation
existentielle est alors la suivante :

R(z1,....og) © 3y Iyye - e - e, R-
/\ R(yz’,h - ,?Jz‘,\R|)
ielr]
I= NN R yR)
JE[|R|]
A /\ Ti = Yii
i€[|R]]
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j=)

S

b a
a a

b a
bl b

b a

(1) du produit asynchrone vers le produit synchrone.

T
it S
b
b
a
T
1

a,b
N ab
b
a, b
a,b
a
b| ab
a,b

a b a b
a&ai)a a @lp @
bla blj b a blp 0

(2) du produit synchrone vers le produil asynchrone.

F1G. 2.9 — Illustration des constructions de la propriété 2.24.
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La formule logique de cette interprétation devine une matrice d’éléments de 'uni-
Vers Y11, - - - ,Yn,n dont la diagonale est z, ... ,x,. Un hyperarc R relie z1, ..., x,
si a chaque colonne de la matrice y correspond un hyperarc R de la premiére
structure et & chaque ligne de y correspond un hyperarc R de la seconde struc-
ture (c’est & dire un hyperarc R).

Résultat 2.

) R(xzy,...,2R R(xy,...,2R), ReX
Soient T, :‘ Rgazl,...,:cR:; xl(z Ty /\---|/)\ Ty =xp, ReX |’
L:‘ }A%(xl,...,:c‘m) D 2 =29A--Az1 =125, REXT
R(zy,...,x5) : R(x1,...,2R), ReX |’
et Iz‘ R(z1,...,2R) R(:cl,...,:v‘R|)VR(x1,...,:c|R‘), ReX ‘

Les interprétations Z; et Z, remplissent deux taches : elles renomment les symboles
de S et S; afin que les signatures soient disjointes, et elles ajoutent de nouveaux
symboles d’interprétation «identité». Le produit synchrone produit alors la struc-
ture souhaitée si ce n’est que les symboles de ¥ sont utilisés sur une composante
et les symboles de S sur lautre. Le renommage Z élimine ce dernier point. O

2.3.5 Transduction monadique

Dans les travaux de Courcelle [Cou94|, une opération de base est la trans-
duction monadiquement définissable sans parameétre. Dans le présent travail, le
terme de transduction monadique est employé?. Le principe de la transduction
monadique est d’appliquer a la structure successivement une duplication et une
interprétation. Bien entendu, cette opération préserve la décidabilité de la théorie
monadique.

Théoréme 4 (Courcelle) Siune structure S a une théorie monadique décidable
et si T est une transduction monadique, alors T(S) a une théorie monadique
décidable.

Une autre propriété importante de ces transductions est la suivante.
Propriété 2.25 (Courcelle) La composition de deux transductions monadiques
est une transduction monadique.

Formellement, étant donnés deux alphabets ¥ et ¥’ de symboles relationnels,
une transduction monadique des structures de signature > dans les structures de
signature X’ est un quadruplet

T = (6a Na (¢n)n€N’ (wR,nl,...,n|R| )ReE',neNIR\)

3. Cette terminologie ne doit pas étre confondue avec les transductions MS-compatibles dé-
finies aussi dans les travaux de Courcelle.
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ol :
— ¢ est une formule monadique close sur la signature X2,
— N est un ensemble fini,
— ¢n(x) pour n € N est une formule monadique sur la signature ¥ d’unique
variable libre du premier ordre =z,
— pour R un symbole de ¥/ et n € NIB, wR’m’___,nm(:cl,...,:c‘R|) est une
formule monadique sur la signature 3 de variables libres 1, ..., zg|.
Soit S une structure sur la signature ¥, la structure 7'(S) sur la signature ¥’
est définie par:
— si S £ 6, alors T(S) n’est pas défini,
— sinon, l'univers de T'(S) est:

Z/{T(S) = {(n,u) € N x Us | S ): (bn(U)},

et 'interprétation d’un symbole R € ¥/ est:
R™S) = {((n1,w),- .., (0 wr)) | S E Crmayen g (0, - wg)} -

Exemple 2.26 Considérons une structure finie Sy. Il s’agit de produire une
transduction monadique effectuant le produit synchronisé d’ume structure quel-
conque § par Sy. Cela s’obtient en appliquant la transduction monadique T =

{vrai,Us,, ,9} avec
¢y = vrai
et ¢R,U1,...,U‘R| (‘Tl’ ce e 7‘/'E‘R|) = {

R(zy,...,2zg) st R%(us,. .., ug)

faux SINon.

2.3.6 Dépliage

Le dépliage est une opération qui transforme les graphes enracinés en arbres.
Si ’on voit un graphe comme une machine dont chaque transition est représentée
par un arc et I’état initial est la racine, le dépliage fournit une représentation des
exécutions possibles de cette machine (en fait, le graphe déplié est bisimilaire au
graphe original).

Etant donné un graphe enraciné G, son dépliage Depliage(G) est un arbre tel
que:

— les noeuds sont les chemins d’origine la racine dans G,

Depliage(G) g

— le neeud racine racine est le chemin de longueur nulle racine®,

— pour toute étiquette a

a

— = ’ € Z/{ epliage 3 dest i) .
Depliage(G) {(ﬂ- 7TCZS) | & Depliage(G) €s (ﬂ-) G S}
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(a)
F1G. 2.10 — L’échelle enracinée (a) et son dépliage (b).

Pour G un graphe et v un sommet, Depliage(G,v) représente le graphe G déplié
apreés avoir substitué v a la racine.

Exemple 2.27 L’échelle déja rencontrée précédemment peut étre déplice. Le ré-
sultat est présenté a la figure 2.10.

Théoréme 5 (Courcelle et Walukiewicz[CW98]) Le dépliage préserve la dé-
cidabilité de la théorie monadique.

La démonstration de ce résultat dans le cas général dépasse le cadre de ce mé-
moire. Une version pour graphes déterministes a été donnée par Courcelle [Cou95].
Une autre démonstration de ce cas restreint est donnée au théoréme 10 dans le
cadre du p-calcul.

2.3.7 Structure arborescente

La structure arborescente peut étre vue comme une extension de la notion de
dépliage : sous les bonnes hypothéses, et combinées avec d’autres transformations,
ces deux opérations sont équivalentes (voir les propriétés 2.29 et 2.30). Il s’agit
aussi d’une construction qui a ’avantage d’avoir un sens non seulement sur les
graphes, mais aussi sur les structures dans toute leur généralité.

Etant donnée une structure S et une (nouvelle) étiquette #, la structure
arborescente de S, S* est définie par:

— l'univers est I’ensemble des suites non vide d’éléments de Us, c.a.d. en em-
pruntant la notation des langages formels, UJ,
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~ la relation duplique le dernier élément de chaque séquence. Son interpré-
tation est
#5° = {(Uu,Uuwu) | U e UL, u € Us) ,

— la relation R pour tout symbole R se comporte comme dans la structure
originale, mais n’affecte que le dernier élément de la séquence: son inter-
prétation est :

RS# — {(UUl,aUu|R|) | UEZ/{;, Rs(ul,...,u‘m)} .

Quand la structure arborescente est appliquée & un graphe, le résultat est aussi
un graphe. Par convention, la structure arborescente issue d’un graphe enraciné
est aussi un graphe enraciné, et sa racine est le mot d’une lettre racine.

a b

FiaG. 2.11 — La structure arborescente obtenue a partir de NN

Exemple 2.28 La figure 2.11 donne un exemple de structure arborescente d’un
graphe @ trois sommets.

L’une des propriétés fondamentales qui justifie son introduction est donnée
par le théoréme 6.

Théoréme 6 (Muchnik-Walukiewicz [Wal96]) La structure arborescente pré-
serve la décidabilité de la théorie monadique.

Historiquement, une premiére notion de structure arborescente a été intro-
duite par Shelah [She75|. Elle se distinguait de la construction présente en ce
qu’elle ne possédait pas la relation # mais a la place une relation binaire fils dont
I'interprétation est {(Uu, Uuv) | U € U, u,v € Ug}. La preuve de préservation
de la décidabilité de la théorie monadique de cette construction est attribuée a
Stupp dans [Tho90|. Semenov [Sem84| mentionne quant & lui un résultat plus fort
pour une construction possédant un prédicat unaire supplémentaire clone dont
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an duplication -

a -~ b~
a < a_--Cal - =
structure arborescente e T~
z7 -7 T~ N
a -~ Y/
e BN
a--"al )b "~
“ = substitution b
—_—=
# #
L2 2
al )b al )b
a_-- a.--
27 a 27 a
“ “
| |
| |
| |
‘# \# a a
! al )b ! al )b
| |
A [~
\k@/ a \L/@* a

Fi1G. 2.12 — Ezemple d’obtention d’un dépliage par une structure arborescente.

Seule une partie du graphe obtenu aprés construction de la structure arborescente
est représentée.
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Vinterprétation est {Uuu | U € U, u € Us}. 11 attribue ce résultat & Muchnik.
La construction présentée dans ce travail s’obtient & partir de cette derniére par
une simple interprétation booléenne positive. Une preuve publiée de ce résultat
a été proposée par Walukiewicz [Wal96].

Les deux propriétés suivantes, montrent le lien qui relie cette transformation
au dépliage de graphes.
Propriété 2.29 Le dépliage d’un graphe s’obtient par applications successives
d’une duplication, d’une construction de structure arborescente, d’une substitution
finie inverse avec retour et d’une restriction aur sommets accessibles.

Construction. Soit A I’ensemble des étiquettes du graphe. Le principe est d’ap-
pliquer la substitution L, = #a. Cela ne suffit pas car il y a confusion quand
deux arcs étiquetés différemment ont méme origine et méme destination. Pour ré-
soudre ce probléme on effectue en premier une A- duplication ou A est ensemble
{a | a € A} d’étiquettes fraiches. Suit la construction de structure arborescente
puis une substitution inverse avec retour définie par le langage L, = a#aa. La
figure 2.12 illustre cette construction. O

Propriété 2.30 Sur un arbre, la structure arborescente s’obtient par applica-
tions successives d’une substitution finie inverse avec retour, d’un dépliage, d’une
restriction rationnelle et d’une substitution finie inverse.

Construction. De nouveau A représente ’alphabet {@ | a € A}. La premiére
étape de la transformation consiste a ajouter des boucles étiquetées par # sur
chaque sommet et a ajouter pour chaque arc étiqueté par a, un autre arc de mémes
extrémités mais d’orientation inverse et étiqueté par a. Pour cela, on applique la
substitution inverse avec retour définie par Ly = ¢, L, = a et L; = @. La figure
2.13 présente cette construction.

La deuxiéme étape consiste a déplier le graphe obtenu. Ensuite, il s’agit d’ap-
pliquer la restriction rationnelle définie par le langage

L'(#L)*, avec I' = A* + A* + Z A*abA* .
a,be A
aF#b

La derniére opération consiste a retourner les arcs étiquetés par une lettre de A.
Elle s’effectue en appliquant la substitution finie inverse avec retour définie pour
tout a € A par L, = a+ a et par Ly = #. O

40



restriction #
substitution

F1G. 2.13 — Exzemple de structure arborescente d’arbre obtenue par dépliage.
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2.4 Propriétés structurelles

Cette partie décrit des «mesures» appliquables aux graphes infinis. Elles per-
mettent d’exprimer des contraintes structurelles sur ces graphes. En particulier,
si deux graphes n’ont pas la méme «mesure», alors ils ne sont pas isomorphes.

Nous présentons successivement trois propriétés de ce type et les relations
qu’elles entretiennent. Cette présentation n’est aucunement exhaustive.

2.4.1 La largeur arborescente

La largeur arborescente associe un entier a tout graphe (ou éventuellement oo
pour les graphes infinis). La définition classique (pour les graphes finis) correspond
a l'existence d’une certaine forme de décomposition arborescente du graphe [RS83,
RS86, RS90, Die00]. Les travaux de R. Diestel donnent une nouvelle description
(a base de jeu) plus simple de cette notion. Nous présentons ici cette version et
son adaptation au cas des graphes infinis proposée par Christof Loding.

Le jeu du voleur et des policiers fini se joue sur un graphe fini non étiqueté,
non orienté, par deux joueurs nommés le voleur et la police. Le voleur (&) se
trouve a chaque instant du jeu sur un sommet du graphe. La police posséde quant
a elle k policiers (M) disposés eux aussi sur les sommets du graphe. Le jeu se
déroule alors comme suit.

1. La police place ses k policiers sur les sommets du graphe.

2. Le voleur choisit un sommet initial ou il se place.

3. La police choisit un de ses policiers, ’enléve du graphe, et choisit un sommet,

du graphe sur lequel se trouvera ce policier au tour du jeu suivant.

4. Le voleur se déplace autant qu’il veut en empruntant les arcs du graphe et

en évitant les policiers.

5. Le policier momentanément retiré du graphe est placé sur sa destination.

6. Le jeu reprend a I’étape 3.

La police gagne si elle arrive a placer un de ses policiers sur le méme sommet que
le voleur. Le voleur gagne s’il ne se fait jamais attraper, le jeu ne s’arréte pas.

Un graphe fini G est de largeur arborescente k si k 4+ 1 est le nombre mini-
mum de policiers permettant a la police de systématiquement attraper le voleur
(c.a.d. en terme de jeu, que la police posséde une stratégie gagnante). On la note
LA(G).

Exemple 2.31 La figure 2.14 présente trois situations de jeux.

Le premier jeu (a) se déroule sur un arbre avec deuz policiers. Dans une
telle configuration les policiers sont sirs de gagner. Pour cela, a chaque tour de
jeu, l'un des policiers reste immobile et isole ainsi le voleur dans un sous-arbre.
L’autre policier se déplace alors jusqu’au sommet adjacent a celui de son col-
legue en direction du voleur (comme indiqué en pointillé). Cette tactique diminue
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(

F1G. 2.14 — Jeu du voleur et des policiers sur un arbre (a), et une boucle (b et c).

l’espace dont dispose le voleur. Les deux policiers inversent alors leur réle et re-
commencent ainsi jusqu’a acculer le voleur dans une feuille de l’arbre. Ainsi, la
largeur arborescente d’un arbre est 1 (sauf dans le cas dégénéré d’un arbre ne
contenant aucun arc, auquel cas la largeur arborescente est 0).

Le deuzxiéme jeu (b) se déroule toujours avec deuz policiers, mais sur un graphe
réduit a un cycle. Cette fois-ci le voleur peut garantir sa liberté. Pour cela, il
attend qu’un policier décide de se déplacer, et il se rend a un endroit quelconque
ot aucun des policiers ne se trouvera au tour de jeu suivant. Il peut toujours le
faire car, en présence d’un seul policier, l’autre se déplacant, tous les sommets
du cycle lui sont accessibles.

En revanche, si un troisiéme policier arrive en renfort (c), ce dernier n’a qu’a
se placer sur un sommet du cycle, et ses deux confréres, en adoptant une stratégie
comparable a celle de I’arbre poussent le voleur vers lui. La police gagne.

Ainsi, ces deux derniers cas montrent que la largeur arborescente d’un cycle
(d’au moins trois sommets) est 2.

Remarque 2.32 Si les policiers disposent d’une stratégie gagnante, il peuvent
toujours lutiliser avec succés aprés que l’on a enlevé des arcs ou des sommets
du graphe. On en déduit que la largeur arborescente est croissante vis a vis de
l'inclusion.

Un cas classique utile de graphe dont la largeur arborescente est connue est celui
des grilles. Appelons k x k-grille étiquetée par a le graphe de sommets [k] x [k]
et tel que linterprétation de — soit
{((nam)a (’Il+ 17m)) | n e [k - 1]a m e [k]}
U {((n,m),(n,m+1)) | nelk], melk—-1]}.
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Propriété 2.33 Soit k > 2 un entier, la k X k-grille est de largeur arborescente
k.

La définition de la largeur arborescente s’étend aux graphes infinis en adaptant
le jeu. Deux définitions équivalentes peuvent étre données (sur une idée originale
de Christof Loding) :

— au début du jeu, le voleur choisit un sous-graphe fini sur lequel se déroule

le jeu fini.

— le jeu se déroule sur le graphe infini en suivant les régles du jeu fini, mais,

cette fois-ci, pour gagner, le voleur doit passer une infinité de fois par un
certain sommet (sa planque).

Un graphe est de largeur arborescente bornée si il est de largeur arborescente &
pour un £ fini.
De ces définitions se déduisent les résultats de Thomas et Thomassen.

Propriété 2.34 (Thomassen [Tho88, Tho89]) Soit G un graphe et k un en-
tier, alors LA(G) < k ssi pour tout sous-graphe fini H de G on a LA(H) < k.

Remarque 2.35 La grille infinie n’est pas de largeur arborescente bornée, car,
quel que soit le nombre de policiers, le voleur peut choisir de jouer sur une grille
suffisamment grande pour gagner.

2.4.2 Graphe uniformément creux

La notion de graphe uniformément creux permet de mesurer la densité d’arcs
présents dans le graphe.

Un graphe G est uniformément k-creuz (k-sparse) pour k un entier positif si,
pour tout sous-graphe fini H C G possédant n sommets et m arcs, on a m < k.n.
On dit qu'un graphe est uniformément creux si il existe un entier & tel qu’il soit
uniformément k-creux.

Courcelle montre que sous cette hypothése et pour les graphes finis, une for-
mule du second ordre gardée peut étre traduite en une formule équivalente en
logique monadique [Cou03].

Un cas simple de tels graphes est celui des graphes de degré borné.
Propriété 2.36 Les graphes de degré borné sont uniformément creux.

En particulier, la grille infinie est de degré borné, et donc est creuse. Pourtant, ce
graphe n’est pas de largeur arborescente bornée. Néanmoins, ceux-ci sont aussi
uniformément creux.

Propriété 2.37 Les graphes de largeur arborescente bornée sont uniformément
CTEUL.
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Preuve. Prouvons tout d’abord le résultat pour un graphe tel que deux arcs
distincts (d’étiquettes différentes) ne relient pas les mémes sommets et qu’il n’y
a pas de boucles (*).

Par contraposée. Supposons un graphe non uniformément creux, et considé-
rons un jeu & k policiers se déroulant sur ce graphe. Comme le graphe n’est pas
uniformément creux, il existe un sous-graphe fini contenant n sommets et stricte-
ment plus de k.n arcs. Sur ce graphe, on enléve tous les sommets de degré inférieur
a k. Cette transformation laisse le ratio arcs/sommets strictement supérieur a k.
On itére le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de sommet de degré inférieur a
k. Le graphe obtenu est non vide et le voleur choisit de jouer dessus. Il dispose
alors d’une stratégie évidente: quand un policier décide d’aller & ’emplacement
du voleur, celui-ci dispose d’au moins & arcs pour s’enfuir (grace a (*)), et au plus
k —1 des sommets qu’il peut atteindre de la sorte sont gardés par un policier. Un
au moins est libre et le voleur s’y rend. Le voleur gagne.

Considérons un graphe possédant n sommets, m arcs et p étiquettes. En lui
enlevant toutes ses boucles (au plus p.n), puis en ne conservant qu’un arc entre
toute paire de sommets reliés (un arc est gardé sur au plus 2.p arcs), on obtient
un graphe satisfaisant (*), possédant n sommets et au moins (m —pn)/(2.p) arcs.
Le ratio arcs/sommets ainsi obtenu tend vers l'infini quand m/n tend vers I'infini.
Dans un graphe non uniformément creux, il est donc possible de trouver des sous-
graphes satisfaisant (*) et ayant un ratio arcs/sommets aussi grand que voulu. O

2.4.3 Sous-graphes bipartis complets

La présence de sous-graphes bipartis complets permet une autre mesure des
graphes.

Soit k un entier naturel, le graphe biparti complet étiqueté par a de taille k est
le graphe de sommets V' = [2] X [k] possédant un arc étiqueté par a entre (1,n)
et (2, m) pour tout n € [k] et tout m € [k].

La premiére propriété nous indique que I’hypothése de ne pas contenir de
graphe biparti complet aussi grand que possible est moins restrictif pour un
graphe que d’étre creux.

Propriété 2.38 Si un graphe est k-creuz, alors il existe | tel qu’il ne contient
pas de graphe biparti complet de taille [.

Par contre, ces deux notions ne sont pas équivalentes comme le montre la
propriété suivante.
Propriété 2.39 Il existe un graphe non-creuzr ne possédant pas de sous-graphe
biparti complet de taille 2.
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Ehes dont les
sous- grap es blpartls complets
sont bornés

raphes de

raphes de
egré borné

argeur
arborescente
bornée

dégre

graphes creux

F1G. 2.15 — Propriétés structurelles de graphes et inclusions mutuelles.

Preuve. Considérons le graphe H de sommets N et dont les arcs étiquetés par
a sont définis par

% = {(mn+2"|neN, keN}.

Ce graphe n’est pas creux car pour k fixé, le graphe induit par les sommets
de [0,2% — 1] contient (k — 1)2% + 1 arcs pour 2¥ sommets et le rapport de ces
deux quantités n’est pas borné.

Il s’agit de montrer qu’il n’existe pas de sous-graphe de H de la forme

On a par définition p=m+ 25 =n+ 2% et ¢ = m+ 2 = n+ 2" pour k1K' et I'
entiers naturels. Supposons sans perdre de généralité que m < n. Alors, le calcul

de n — m nous donne que 28 (25% — 1) =28 (2" — 1) avec k!, k — k', ' et [ = I'
positifs (car m < n). On en déduit que k' = 1" et k = [ et donc p = ¢. Le motif
M n’est donc pas un sous-graphe de H. O

Ces différents résultats nous donnent donc le tableau de la figure 2.15.
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Chapitre 3
Systémes d’équations

La notion de systéme d’équations apparait trés tot en informatique comme un
outil puissant de description d’objets au méme titre que les automates. Ainsi Me-
zei et Wright présentent-ils dés le milieu des années 70 les notions «d’équationnalité»
et de «reconnaissabilité» comme propices a une généralisation aux algébres quel-
conques des travaux sur les mots et sur les termes [MW67|. Ces premiers travaux
sur les systémes d’équations s’intéressaient a la représentation d’ensembles d’ob-
jets finis (les langages de mots finis ou de termes finis par exemple, ou plus
généralement d’éléments d’une algebre de type fini), et le processus de génération
consistait & saturer ces ensembles par un nombre fini d’équations.

Concernant le travail présent, il convient d’utiliser une théorie similaire pour
la description de structures infinies. On utilise pour cela la théorie des ordres par-
tiels complets (en fait des w-ordres partiels complets). En effet, la notion d’ordre
partiel complet permet de définir une forme de topologie sur des familles d’ob-
jets et d’attribuer un sens aux notions de limites et de continuité. Le résultat
fondamental di & Tarski [Tar55] nous enseigne que, dans ce formalisme, toutes
les applications continues admettent un unique plus petit point fixe. C’est cette
propriété qui permet de donner un sens aux systémes d’équations. Dans le cas
particulier étudié par Mezei et Wright, la notion de limite coincide avec la termi-
naison du processus de saturation.

On étudie alors successivement deux outils permettant de travailler sur les
systémes d’équations. Le premier de ces outils est le p-calcul. Il s’agit d’une théorie
qui dépasse largement le cadre de ce mémoire et seule une version restreinte en
est présentée. De notre point de vue, le p-calcul est avant tout un formalisme
puissant et concis permettant de décrire des ensembles de termes infinis.

Le second outil permet de transformer les termes. Il s’agit des transducteurs
descendants déterministes avec anticipation p-définissable. Comme il n’y a pas
d’ambiguité dans le présent contexte, le terme de transducteur déterministe est
utilisé. La encore, les transducteurs déterministes peuvent étre exécutés directe-
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ment sur les systémes d’équations: ils correspondent aux transductions mona-
diques de systémes d’équations.

Le reste de ce paragraphe est construit comme suit. La partie 3.1 présente
la notion d’ordre partiel complet et d’algébre continue. La partie 3.2 introduit
les systémes d’équations et fournit les premiéres propriétés les concernant. La
partie 3.3 est consacrée a la notion de pu-définissabilité. La partie 3.4 présente
quant a elle les transducteurs déterministes.

3.1 Ordres partiels complets et algébres

L’outil que nous avons choisi ici pour définir la notion de limite est celui des
ordres partiels complets. L’utilisation de catégories w-complétes est une autre
possibilité de formalisme que nous n’avons pas adoptée ici.

Ce paragraphe commence par la présentation de la notion d’ordre partiel
complet. Puis quelques exemples utiles sont donnés. Enfin ces ensembles ordonnés
sont munis d’opérateurs pour former des algébres continues.

3.1.1 Définitions

Etant donné un ensemble E ordonné, on appelle chaine ascendante (on dit
parfois simplement chaine) toute suite croissante, indicée par N, d’éléments de
E. Un majorant d'une chaine ascendante est un élément de E supérieur a tous
les éléments de la chaine. La borne supérieure d’'une chaine ascendante u (si elle
existe) est le plus petit majorant des éléments de la chaine. Elle est aussi appelée
limite de la chaine ascendante.

Etant donné un ensemble E ordonné par C, le couple (E, C) est un ordre par-
tiel complet (cpo pour “complete partial order” en anglais) si les deux conditions
suivantes sont satisfaites:

— il existe dans E un plus petit élément pour C (généralement noté 1),
— toute chaine ascendante u admet une borne supérieure dans E (générale-
ment notée Llu ou encore L,enty,).
Afin de rendre explicite le plus petit élément et la borne supérieure, on fait aussi
référence au cpo (E,C, L, ).

Exemple 3.1 Les entiers naturels N munis de [’ordre usuel < ne forment pas un
cpo. En effet, la chaine (n),en n’est majorée par aucun entier, et donc n’admet
pas de borne supérieure.

Exemple 3.2 Les entiers naturels augmentés d’un symbole infini N {oo} et
munis de ’ordre usuel < étendus pour tout n par n < oo est un cpo. Son plus
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petit élément est 0, et étant donné une chaine ascendante u,
— st u est majorée par un entier, alors u est constante a partir d’un certain
rang et cette constante est sa borne supérieure,
— st u n’est pas bornée par un entier naturel, alors sa borne supérieure est oo.

Les propriétés 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 montrent comment les opérations en-
semblistes usuelles peuvent étre utilisées pour construire des cpos.
Propriété 3.3 (cpo fini) Tout ensemble fini équipé d’un ordre partiel et possé-
dant un plus petit élément est un cpo.

Propriété 3.4 (cpo pointé) Pour E un ensemble, l’ensemble E, = Ew{l}
ordonné par v C u' siu =1 ouu=u' est un cpo appelé cpo pointé sur E.

Propriété 3.5 (cpo des parties) Les parties d’un ensemble, ordonnées par l'in-
clusion, forment un cpo dont le plus petit élément est ’ensemble vide et la borne
supérieure est ['union ensembliste.

Propriété 3.6 (cpo produit) Etant donnés deuz cpo (Fy, Ty, Ly,10) et (Ey, Ty
, Lo, Ly), ’ensemble produit Ey X Ey est un cpo quand il est ordonné par Cg, « g,
défint comme suit :

(1,22) Cryxg, (Y1,Y2) st 21 51 yn et 2o Co v .

La borne supérieure d’une chaine ascendante ((uy,vn)nen) est (Lhiu, Lgv) et le
plus petit élément est (Lq, Lo).

Propriété 3.7 (cpo des applications) Etant donnés un ensemble D et un cpo
(E,C, 1,U), lensemble des applications de D dans E est un cpo quand il est
ordonné par C' définie par :

fC g  sipourtoutx € D, f(x)C g(x) .

Le plus petit élément est [’application constante égale a 1 . La limite d’une chaine
ascendante f est alors U'f définie par:

pour tout x de D, (L'f)(z) = |_| (fa(z)) .

neN

Remarque 3.8 (cpo des fonctions) Soient E et F' deux ensembles. L’ensemble
des applications de E dans F| est un cpo (propriétés 3.4 et 3.7). Cet ensemble
d’applications coincide avec l’ensemble des fonctions de E dans F, I’élément
1 s’interprétant comme indéfini. Le cpo ainsi défini correspond a [’ordre de
«prolongement» entre fonctions, c.a.d f T ¢ si le domaine de f est contenu
dans le domaine de g et si sur le domaine de f les deux fonctions coincident.
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Etant donnés deux cpo (E,C, 1,U) et (E',C', L', 11'), une application f de E
dans E’ est continue si elle commute avec la limite, ¢’est & dire que, pour toute
chaine ascendante u de F, (f(un))nen est une chaine ascendante (notée f(u)), de
borne supérieure

U f(u) = f(Lu).

Remarque 3.9 (continuité et croissance) Toute application continue est crois-
sante (c’est a dire f(x) ' f(y) pour tout x C y) mais la réciproque est fausse
dans le cas général’.
Considérons Uensemble E = N U {0',1'} ordonné totalement par 0 C 1 C
- 0" 1. On vérifie aisément qu’il s’agit d’un cpo. Considérons maintenant
Papplication f de E dans E définie par:

pour tout n de N, f(n)=n, et f(0)=f(1)=1".

Cette application est croissante sans étre continue :

(W) = s = v 20 = o = Lo
neN neN neN

Le résultat fondamental qui justifie 'introduction des applications continues
est le suivant.
Théoréme 7 (Knaster-Tarski [Tar55]) Toute application continue d’un cpo
(E,C, L,1) dans lui-méme admet un plus petit point fize fix(f) défini par:

fix(f) = min{z | f(z) =2} = min{z | f@) Ca} = | | (L)

neN

Preuve. Remarquons tout d’abord que f"(L) est une chaine ascendante: il
suffit pour cela de montrer par récurrence sur n que f*(L) C f**!(_L) en utilisant
la croissance de f.

Montrons maintenant qu’il s’agit d’un point fixe :

f (UneN fn(J—)) = Lpen f (/"(1)) (par continuité)
= I—lnEN fﬂ(L) :

I reste & montrer que tout point fixe lui est supérieur. Soit ¢ tel que f(c) =
On montre par récurrence et croissance de f que pour tout n, f*(L1) C c. P r
passage a la limite, on en déduit la propriété souhaitée. O

Les propriétés 3.10, 3.11, 3.12, et 3.13 montrent que les constructions usuelles
engendrent des fonctions continues.

Propriété 3.10 Toute application constante est continue.

1. Elle reste vraie quand ’ensemble d’arrivée est fini.
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Propriété 3.11 La composition de deux applications continues est une applica-
tion continue.

Propriété 3.12 (continuité dans le cpo produit)
Etant donnés des cpos (E,C), (By,C1) et (Ey,Cy),
— la projection sur la premiére composante m de E1 X Fy dans E, définie par
m(z,y) = x est continue,

— la projection sur la seconde composante wy de Ey X Ey dans Eo définie par
mo(x,y) =y est continue,

— pour deuz applications continues [ et g respectivement de E dans E; et de
E dans E,, Uapplication f x g de E dans E, x Fy définie par (f x g)(z) =
(f(x),g(x)) est continue.

Propriété 3.13 (continuité dans le cpo des applications)
Considérons un ensemble D et deuzx cpos (E,C), (E',C") alors,

— pour tout x de D, lapplication «evaly» de EP dans E qui a f associe f(z)
est continue,

— étant donnée pour tout d de D une application fq de E dans E', l’applica-
tion de E dans E'P qui a © associe Uapplication qui & d associe fa(z) est
continue?.

La combinaison de toutes ces propriétés permet de donner un sens a la conti-
nuité des applications de plusieurs variables. En fait, toutes les combinaisons
«naturelles» de telles applications sont aussi continues.

Une définition naturelle d’'un morphisme précise que celui-ci est continu et
préserve le plus petit élément. Un tel morphisme préserve la notion de point fixe.
Propriété 3.14 (les morphismes de cpos préservent les points fixes) Soient
deuz cpos E et F' et n une application continue de E dans F satisfaisant n(L) =

1. Pour toutes applications continues f et g respectivement de E dans E et de
F dans F, sino f = gon alors n(fix(f)) = fix(g).

Propriété 3.15 (continuité a la limite) Soient D et E des cpos, et f une
chaine ascendante d’applications continues de D dans E, alors la borne supérieure
de f est une application continue de D dans E.

Donnons pour finir une propriété permettant de construire des cpos a partir de
fonctions continues.

2. Une maniére plus intuitive de dire la méme chose consiste & revenir & la définition de la
continuité et & utiliser la notation d’abstraction A : pour toute chaine ascendante u, Ad. fq(u) est
une chaine ascendante et U(Ad.f4(u)) = Ad.fq(Uu). On peut ainsi dire que la borne supérieure
«commute» avec le A.
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Propriété 3.16 (cpo des points fixes) Soit (E,C) un cpo et f une applica-
tion continue de E dans E, alors I’ensemble des points fixes de f munis de ’ordre
C est un cpo. La borne supérieure de ce cpo coincide avec celle de E restreinte
aux points fires de f, mais attention, le plus petit élément est le plus petit point
fize de f et n’est pas en général le plus petit élément de (E,C).

Si de plus f satisfait pour tout © € E, x T f(x), alors, pour tout élément
x € E, il eriste un plus petit point fize f*(x) de f qui lui soit supérieur, et
Papplication f* est continue.
Une application de ce résultat concerne les relations binaires sur un ensemble
F. Ces relations forment un cpo pour l'inclusion (les parties du produit F' x
F). Considérons maintenant 1’application des relations binaires dans les relations
binaires qui & R associe RU RRU R™! (ou RR(z,z) si R(z,y) et R(y, z) pour
un certain z € F et R™!(z,y) si R(y,z)). Elle est continue, et donc ’ensemble
de ses points fixes forme un cpo (propriété 3.16). Or, les points fixes de cette
application sont les relations d’équivalences. Enfin, la propriété 3.16 nous enseigne
que 'application associant a chaque relation sa cloture réflexive symétrique et
transitive est continue. Bien entendu, un raisonnement similaire fonctionne pour
toute autre forme de cloture.

3.1.2 Quelques ordres partiels complets

Nous avons déja présenté au chapitre précédent la théorie des cpos. Il s’agit
ici, de maniére plus pragmatique, de I'instancier au travers des constructions dont
nous aurons 1'usage dans le reste de ce mémoire.

Cpo des langages

Un langage de termes est un ensemble de termes finis. De méme, un langage
de mots est un ensemble de mots finis. L’ensemble des langages de termes (resp.
de mots) ordonné par ’inclusion forme un cpo d’aprés la propriété 3.5. Ils corres-
pondent au contexte des travaux de Mezei et Wright. Le plus petit élément de ces
cpos est le langage vide. La borne supérieure coincide avec I'union ensembliste.

On dispose alors des fonctions continues suivantes :

— l'union est une application continue,

— pour f une application n-aire des termes dans les termes (resp. des mots
dans les mots), alors son extension aux langages est continue, c.a.d:

f(Lly---,Ln) - {f(tl,,tn) | tl GLl,...,tHELn} .

Cpo des structures et des graphes
Les structures relationnelles sont munies de ’ordre de I’inclusion : étant don-
nées deux structures S et ', § C &' si Us C Us et pour tout symbole relationnel
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R, RS C RS'. Les structures® munies de 1’ordre partiel C forment un c¢po (il s’agit
de nouveau d’une variante de la propriété 3.5). Le plus petit élément de ce cpo
est la structure vide qui a pour univers ) et pour interprétation de toute relation
0.

Le cpo des graphes n’est qu’une instantiation du cpo des structures aux
graphes. La méme notation C est utilisée.

Une variante du cpo des structures est le cpo des structures avec quotient.
Il s’agit en fait du méme cpo, si ce n’est que I'on utilise la relation ~ et que
celle-ci doit-étre une congruence (voir d’éfinition des structures avec quotient). Il
s’agit bien d’un cpo d’aprés la propriété 3.16. La relation d’ordre est C, le plus
petit élément est la structure vide et la borne supérieure est ’opération U sur les
structures.

Remarquons que I’application qui a une structure avec quotient associe sa
structure quotient n’est pas continue.

Cpo des termes infinis

Un autre cpo fondamental dans ce travail est celui des termes infinis. Consi-
dérons un ensemble de symboles pointés F, . Rappelons qu’il existe une bijection
entre les termes et leur langage de branches (propriété 2.5). Cette bijection reste
valide si I'on restreint le langage aux branches sans le symbole L. C’est cette
caractérisation qui permet d’exprimer ’ordre sur les cpos de la maniére la plus
compacte.

Ainsi, considérons sur les termes infinis de 7“(F,), la relation d’ordre C
définie par:

tCt si LB)N(F+N)*CLB(H) .

Cette relation s’interpréte comme “t est obtenu en remplagant dans ¢’ certains
sous-termes (éventuellement une infinité) par 1”. Par exemple, L T f(L, 1) C
f(L,a(b(L))) C f(c,a(b(c))). Les termes de T (F,) ordonnés par cette relation
forment un cpo:

— le plus petit élément est L,

— la borne supérieure s’obtient en effectuant I’'union des langages de branches

et en reconstruisant un terme a partir de ce langage.

Une propriété de ce cpo est que tout terme peut étre décrit comme la limite d’'une
suite de termes finis.

Plus précisément, on construit par récurrence sur n pour tout F,-terme ¢
(éventuellement infini) le terme fini ¢}, qui est identique & ¢ si ce n’est que tous

3. Pour étre rigoureux, les structures ne forment pas i strictement parler un ensemble et
donc un cpo. Pour cela, il faudrait se fixer un univers global. Nous n’entrons pas ici dans ces
détails qui obscurcissent le propos et les notations sans pour autant correspondre & une véritable
difficulté technique.
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les sous-termes situés a la profondeur n sont «élagués» et remplacés par L :

i, = il sin=20,
" Fltdnots - o typdnat) sin>0ett= f(t,.... ty) -

On a alors la propriété suivante.
Propriété 3.17 Pour tout terme t de T*(F.),

| |t = t.

neN

Ce résultat permet ainsi de décrire des applications sur les termes infinis par
prolongement d’applications sur les termes finis.

Propriété 3.18 Soit f une application croissante de T(F,) dans un cpo E.
Alors, il eziste une unique application continue de T*(F) dans E qui coincide

avec f sur T(FL).

3.1.3 Algébres et algébres continues

Etant donné un alphabet gradué F, une F-algébre est un ensemble A muni
d’une application sem[A] qui associe a chaque symbole f de F une application de
A/l dans A. Les symboles de F sont appelés des opérateurs et sem[A] est I'appli-
cation de sémantique. Pour cette raison, on parle aussi de domaines sémantiques
au lieu d’algébres. Les opérateurs d’arité 0 sont appelés opérateurs constants. L’in-
térét de cette définition est qu’il est possible de considérer plusieurs F-algébres sur
des ensembles différents mais partageant la méme dénomination des opérateurs.
Le plus souvent, le contexte permet de déterminer I’application de sémantique
sans ambiguité. Dans un tel cas, pour un symbole f et e;, ... e des éléments
de F, on notera simplement f(e;,..., e ) au lieu de sem[A](f)(e1,...,ejf).

Un morphisme d’algébre d’'une F-algébres A dans une F-algébre A’ est une
application ¢ de A dans A’ telle que pour tout f € F et e1, ... ,ejp € A,

o(fler,....ep) = f(oler), ..., o(ey)) -

Une F-algébre A est libre si pour tous symboles f et f' de F et tous éléments
€1,y - Elf], €1, - ,eif,| de A,

si fler,--.,ey) = f'(el,-..,€p) alors f= f' et pour tout i, e; =e¢; .

Propriété 3.19 Pour F un alphabet gradué, ’ensemble des termes T“(F) (resp.
des termes finis T (F)) est une algébre libre.
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Pour un alphabet gradué F et une F-algébre A, il existe un et un seul mor-
phisme d’algebre de 7 (F) dans A. Il est appelé morphisme canonique et I'image
d’un terme ¢ par ce morphisme est notée [t],. Ce morphisme associe & une ex-
pression (c.a.d. un terme) sa valeur dans ’algébre. On note [t] a la place de [¢] ,
quand il n’y a pas d’ambiguité sur I’algébre concernée.

Une F-algébre continue A est une F-algébre munie d’un ordre partiel com-
plet telle que pour tout opérateur f € F lapplication sem[A](f) est continue.
Un morphisme d’algébres continues est un morphisme continu d’algeébres conti-
nues qui préserve le plus petit élément. Bien entendu, la composition de deux
morphismes d’algébres continues est encore un morphisme d’algeébres continues.
L’ensemble des termes de T (F,) forme une F-algébre continue.

Etant donnée une F-algébre continue A, il existe un unique morphisme d’al-
geébres continues de 7%(F,) dans A. Ce morphisme coincide avec le morphisme
canonique sur les termes finis. Il est ensuite prolongé par continuité de maniére
unique grace a la propriété 3.18. Naturellement, comme pour les algébres, ce mor-
phisme est appelé morphisme canonique et 'image d’un terme ¢ par ce morphisme
est sa valeur, notée [t],. On utilise de méme la version abrégée [t] lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité sur l'algébre continue correspondante.

Exemple 3.20 Considérons l’alphabet gradué Fy = {0:0,1:0,00: 0,4+ : 2,%:
2}. On utilise les notations infizes t +t' et txt' au lieu de +(t,t') et x(t,t') (ainsi
que les priorités habituelles sur ces opérateurs).

Soit donc N la Fy-algébre de domaine NU{oo} dont la sémantique est donnée
par

sem[N](0) =0, sem[N](1) =1, sem|[N](o0) = 00 ,
sem[N](+)(n,n') = {

n+n' sineNetn €N,

00 sinon

nn' sin€Netn €N,
sem[N|(x)(n,n') =40 sin=0oun"=0,
oo sinon .
Comme vu précédemment, NU {oo} muni de l'ordre usuel < forme un cpo. Pour
cet ordre, les sémantiques des opérateurs sont continues (en particulier, on a

posé cox0 = 0xo00 = 0 afin d’assurer cette continuité). L’algébre N est donc une
algebre continue.
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3.2 Systémes d’équations

3.2.1 Une premiére définition

Un F-systéme d’équations est un triplet (X, zo, Eq) ou

— X est un ensemble (éventuellement infini) de variables, identifiable & de

nouveaux symboles d’arité 0 (X et F sont disjoints),

— 29 € X est la variable résultat,

— Eq est une application qui a chaque variable z associe un terme de 7 (FWX);

on utilise la syntaxe = = Eq(z) qui est appelée équation.
Il est important de noter qu’aucune contrainte de finitude n’est imposée.

Pour attribuer une unique solution & un F-systéme d’équations, on 1’évalue
dans une F-algébre continue. Considérons donc un F-systéme d’équations S =
(X, zo, Eq) et une F-algébre continue A. On appelle valuation du systéme une
application p de X dans A. L’ensemble des valuations est muni d’une structure de
cpo d’aprés la propriété 3.7. Pour p une valuation, A{p} dénote la F & X-algebre
dont la sémantique coincide avec celle de A sur F, et est égale & p sur X. Soit
alors F[A, S| application des valuations dans elles-mémes définie par:

F[A,S](p) = p' définie pour tout z de X par p'(z) = [Eq(z)][s, -

L’application F[A,S] s’interpréte comme une étape de propagation des calculs
dans le systéme. Les propriétés 3.11, 3.12 et 3.13 montrent alors la continuité de
F[A, S]. Cette application admet donc un unique plus petit point fixe (théoréme
7) et il est par conséquent valide de définir la solution de S dans A comme la
valeur de la solution de F'[A, S| & la racine:

Solution[A](S) = (fix(F[A,S])) (zo) -

Bien souvent, il n’est pas ambigu de ne pas préciser I’algébre continue A. On note
alors simplement Solution(S) au lieu de Solution[A](S).

La propriété suivante montre que la solution d’un F-systéme d’équations est
préservée par morphisme d’algébres continues.
Propriété 3.21 Soient deux F-algébres continues A et A’, et ¢ un morphisme
d’algébres continues de A dans A'. Pour tout F-systéme d’équations S, on a

¢ (Solution][A](S)) = Solution[A'](S) .
Preuve. Conséquence directe de la propriété 3.14. O
Le corollaire suivant montre qu’il est suffisant de résoudre les systémes d’équa-

tions dans les termes infinis puis d’envoyer la solution par morphisme canonique
dans 1’algébre continue voulue.
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Corollaire 3.22 Pour tout alphabet gradué F, toute F-algébre continue A et
tout F-systeme d’équations S,

Solution[A|(S) = [Solution[T*(F)|(S)]4 -

Remarque 3.23 Dans certains contextes, il est utile de pouvoir utiliser plusieurs
algebres continues et des systémes d’équations mettant en jeu des variables dont
la valuation appartient a l'une ou autre de ces algébres. Ce besoin coincide avec
une vision communément admise de la notion de type: chaque valeur posséde un
type qui définit les différentes opérations dans lesquelles elle est susceptible d’étre
utilisée.

Le modele de systémes d’équations décrit jusqu’a présent ne posséde pas cette
capacité. Il est pourtant possible de la simuler en utilisant une algébre contenant
l'union disjointe de toutes les algebres utilisées dans le systeme d’équations. Plus
précisément, une algébre continue sortée est décrite par la donnée:

- d’une famille de cpos (E;)icr,
— un alphabet F,
— d’une application de sorte p de F dans [* X I,

— et une application sémantique p qui a chaque symbole f de F de type p(f) =
(T1...Tn, T) associe une application de E., x ---x E,. dans FE,.

Le reste des définitions et des propriétés n’est pas modifié par cette extension.

3.2.2 Systémes d’équations comme graphes

Pour représenter un systéme d’équations comme un graphe, on se restreint
aux systémes d’équations normalisés, c’est-a-dire ceux dont les équations sont de
la forme x = f(x1,...,2f) ol f est un symbole et 1, ... ,z|7 sont des variables
du systéme d’équations.

Normaliser un systéme consiste & produire un systéme normalisé dont la solu-
tion est la méme que celle du systéme original. Il est toujours possible de norma-
liser un systéme d’équations pourvu que l'on dispose d’une représentation de L
comme solution d’un systéme d’équations. En effet, le processus de normalisation
consiste & introduire des variables intermédiaires pour décomposer les termes de
hauteur supérieure & deux en termes de hauteur un. Le probléme intervient lors-
qu'un terme de hauteur 0 apparait dans le systéme comme par exemple dans
I’équation x = z. La plus petite solution de cette équation étant L, il faut dispo-
ser d'une représentation normalisée de 1 pour normaliser ce systéme.

Pour représenter un systéme d’équations normalisé comme un graphe, on uti-
lise des conventions similaires & celles mises en jeu dans la définition des termes
(voir page 14). Ainsi, un graphe enraciné représente un F-systéme d’équations
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S = (X,z, Eq)
y 2 X = {z,y,z2}
! Eq(z) = [f(y,z)
1 Eq(y) = g(z2)
2 EQ(Z) = a

F1G. 3.1 — Un graphe enraciné (a) représentant un systéme d’équations (b) et son
dépliage (c).

normalisé si ses étiquettes sont dans ’alphabet 7 W N et que I’ensemble des som-
mets se partage en deux ensembles V' et V" tels que:

— le sommet racine appartient a V'

— les arcs étiquetés par un symbole de F ont pour origine un sommet de V'
et pour destination un sommet de V",

— les arcs étiquetés par un entier ont pour origine un sommet de V" et pour
destination un sommet de V",

— chaque sommet de V' est origine d’un unique arc,

— chaque sommet de V" est destination d’un unique arc,

— si un sommet de V" est destination d’un arc étiqueté par le symbole f € F,
alors il est origine d’exactement |f| arcs étiquetés respectivement par 1,
el -

On associe un systéme d’équations a un graphe enraciné représentant un systéme
d’équations de la maniére suivante :

— D’ensemble X de variables est V",

— la variable résultat est la racine du graphe,

— pour x € V' un sommet, celui-ci n’est origine que d’un arc étiqueté par
un symbole de F. Soit f ce symbole et y la destination de cet arc. On a
y € V" et donc y est origine d’exactement |f| arcs étiquetés respectivement
1, ... ,|f|- Soient donc z1, ... ,z|f les sommets destinations de ces arcs, on
pose Eq(z) = f(x1,...,2)5).
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Bien entendu, la construction inverse peut étre effectuée. Ce codage est donc une
bijection entre les systémes d’équations et les graphes représentant des systémes
d’équations. On se permet donc dorénavant d’identifier chaque systéme d’équa-
tions avec sa représentation sous forme d’un graphe.

Exemple 3.24 Soit F = {f : 2,9 : 1,a : 0} un alphabet gradué. La figure 3.1
illustre un graphe (a) représentant un F-systéme d’équations (b). Le dépliage du
graphe est présenté en (c). Ce terme est aussi égal a Solution[T*(F)|(S).

Cette derniére remarque se généralise comme le montre la propriété suivante.
Propriété 3.25 Pour S un graphe enraciné représentant un JF-systéme d’équa-
tions,

Depliage(S) = Solution|[T*(F)](S) .

Lorsque I’on combine cette derniére propriété avec le corollaire 3.22, on obtient le
résultat ci-dessous qui identifie la solution d’un systéme a I’image par morphisme
canonique du terme infini obtenu par dépliage du systéme.

Corollaire 3.26 Soit F un alphabet gradué, une F-algébre continue A et S un
F-systéme d’équations, alors,

Solution[A](S) = [Depliage(S)] 5 -

3.3 p-définissabilité et p-calcul

Nous avons vu au paragraphe précédent comment représenter certains élé-
ments d’une algébre continue:

1. tout d’abord, comme valeur de termes infinis,
2. puis, comme solutions de systémes d’équations.

Nous avons aussi vu que ces deux approches coincident et le passage du systéme
d’équations au terme s’obtenait par dépliage.

Le propos de cette partie est de représenter des parties d’une algébre continue,
c’est-a-dire d’introduire une notion de «rationnalité». Dans cette optique, nous
utilisons le p-calcul et nous définissons les ensembles p-définissables de termes.
Nous verrons que cette famille de langages satisfait de nombreuses propri’et’es de
clotures utiles par la suite. Nous étendrons ensuite cette notion de p-définissabilité
aux algebres continues quelconques.

L’intérét de cette approche est de disposer de tous les résultats classiques
concernant le p-calcul et en particulier de ses procédures de décision. En ce sens,
I'un des résultats les plus importants de cette partie est le théoréme 10 (page 71)
qui traduit toute p-formule exprimée sur les termes en formule monadique faisant
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référence aux systéme d’équations. Ce résultat nous permet d’utiliser les tech-
niques de décidabilité de la théorie monadique pour décider de I’appartenance de
la solution d’un systéme d’équations a un ensemble p-définissable.

Le p-calcul est un formalisme qui a été bien étudié. Le lecteur interessé par
une présentation plus compléte du domaine peut se reporter au récent ouvrage
de Arnold et Niwinski [ANO1]. La théorie du p-calcul posséde nombre de points
communs avec celle des cpos, ne serait-ce que par la notion de point fixe qui les
sous-tend toutes deux. Le parti est pris dans cet exposé de les considérer comme
séparées.

3.3.1 Généralités sur les points fixes

La construction fondamentale du p-calcul est la possibilité de calculer des
points fixes, plus petits comme plus grands. Ce premier paragraphe présente
quelques résultats généraux sur la notion de point fixe. Pour garantir ’existence
de points fixes, nous travaillons dans un treillis complet. Un ensemble ordonné
(E, <) est un treillis complet si:

— toute partie X de F admet une borne inférieure, c’est a dire un élément e

de E noté AX tel que

1. pour tout a € X, e < a,
2. soit €' € F tel que pour tout a € X, €' < a, alors €’ < e,

— toute partie X de E admet une borne supérieure, c’est a dire un élément e
de E noté VX tel que

1. pour tout a € X, a <e,
2. soit €' € F tel que pour tout a € X, a < €', alors e < €.

Remarque 3.27 En fait, de l’existence d’une borne inférieure peut se déduire de
)

Pexistence d’une borne supérieure, et réciproquement. Ceci se montre en utilisant

I’équivalence sutvante:

pour tout X C E, /\Xz\/{a:EE|Vy€X.x§y}.

Une conséquence directe de la définition est que tout treillis complet posséde un
plus petit et un plus grand élément (respectivement la borne inférieure et la borne
supérieure de E). On note @ le plus petit élément et 1 le plus grand.

Pour la suite, deux treillis nous intéressent.

Le treillis des parties : Etant donné un ensemble A, 'ensemble des parties de
A, ordonné par l'inclusion est un treillis complet dont le plus petit élé-
ment est (), le plus grand élément est E, la borne inférieure coincide avec
I’intersection ensembliste, et la borne supérieure avec I'union ensembliste.
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Le treillis produit : Pour des treillis complets (Eq,<1), ... ,(Ep, <n), F1 X
- X FE, est ordonné par (eq,...,e,) < (é,...,el) si pour tout i, e; <;

ei. 1l s’agit d’un treillis complet. Le plus petit (resp. grand) élément est

le vecteur formé des plus petits (resp. grands) éléments des F;. La borne
inférieure (resp. supérieure) s’obtient en calculant la borne inférieure (resp.

supérieure) composante par composante.

Pour A, ... ,A, des ensembles, les ensembles F = 241%¥4n ot [' = 241 % .. x
247 sont isomorphes. L’ensemble E est muni d’une structure de treillis complet
en tant qu’ensemble des parties de A; & ... A,. L’ensemble F' est muni d’une
structure de treillis complet en tant que produit des 24¢, chacun étant un treillis
complet. En fait, les deux treillis sont isomorphes, c¢’est-a-dire que les ordres ainsi
construits coincident. Cette remarque permet d’assimiler tous les treillis complets
que nous considérerons par la suite a des treillis des parties.

Une application f d’un treillis complet £ dans un treillis complet F' est crois-
sante si pour tous e,e’ € F, si e < ¢ alors f(e) < f(e'). Un point fixe d’une
application d’un treillis complet F dans lui méme est un élément e de E tel que
f(e) = e. Le théoréme de Knaster-Tarski permet d’associer un unique plus petit
point fixe et un unique plus grand point fixe & toute application croissante.

Théoréme 8 (Knaster-Tarski) Etant donnée une application croissante f d’un
treillis complet E dans lui méme, on a

1. N{e | e=f(e)} = A{e| f(e) < e} est un point fize de f (le plus petit),
2. V{e|e=fle)} = V{e|e< f(e)} est un point fize de f (le plus grand).

Preuve. Montrons ce résultat pour le plus petit point fixe. Soit X = {e €
E | f(e) < e}. On a (a) f(NX) < A{f(e) | f(e) < e} < AX (par croissance
de f et définition de X). On en déduit que AX € X. Par croissance de f,
pour tout e € X, f(e) € X, et donc en particulier f(AX) € X. Il s’ensuit
AX < f(AX). Avec (a), on obtient f(AX) = AX. Il est dés lors évident que
NMee E|e=f(e)} = NX.

Le plus grand point fixe se déduit symétriquement. O

Une application f d’un treillis complet £ dans un treillis complet F' est ad-
ditive si pour toute partie A de E, f(VA) = Vf(A). De méme, une application
est multiplicative si f(ANA) = Af(A). Les notions d’additivité et de multiplica-
tivité servent de notion de «continuité» dans notre cadre: les applications addi-
tives (resp. multiplicatives) commutent avec la borne supérieure (resp. inférieure).
On s’apergoit aisément que toute application additive (resp. multiplicative) est
croissante et que les applications additives (resp. multiplicatives) sont closes par
composition.
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La propriété 3.28 nous permet de préciser ce que sont les applications a la fois
additives et multiplicatives dans le treillis des parties.
Propriété 3.28 Soit f une application de 2* dans 2B pour deuz ensembles A et
B. Alors, [ est additive et multiplicative si et seulement si il existe une fonction
n de B dans A et une partie By de B telle que pour tout X C A, f(X) =
n~(X) U By.

Preuve. = Supposons tout d’abord f(f)) = @). On a alors par multiplicativité,
pour a # bde E, ) = f({a} n{b}) = f({a}) N f({b}). Donc, pour tout z de
B, il existe au plus un @ tel que 2 € f({a}). On pose dans ce cas n(z) = a.
Dans les autres cas, n(z) n’est pas défini. Par conséquent, pour tout a € A,
n'({a}) = f({a}) On obtient alors pour tout X C A, f(X) = n~'(X) par
additivité en remplagant X par U{{a} | a € X }.

Dans le cas général, on pose By = f()) et pour tout X C A, f'(X) = f(X) —
By. Par croissance de f, pour tout X C A, By C f(X), et donc f'(X)U By =
(f(X) — By) UBy = f(X). L’application f" est additive et multiplicative, et
d’aprés le cas précédent, il existe 7 telle que pour tout X, f/(X) =n""(X). On a
alors f(X) =n"'(X) U By.

< évident. a

Remarque 3.29 1[I existe des applications additives et non multiplicatives (ou
vice-versa). Considérons par exemple Uapplication f de 2% dans 21¢ définie
par f(0) = 0 et f({a}) = fF({b}) = f({a,b}) = {c}. L’application f est addi-
tive. En revanche f({a} N{b}) # f({a}) N f({b}), et par conséquent f n’est pas
multiplicative.

Sous I’hypothése d’additivité ou de multiplicativité, il est possible d’envoyer
les points fixes de fonctions croissantes d’un treillis vers un autre.
Lemme 3.30 (lemme de transfert) Considérons E et F deuz treillis complets
et les applications

— f croissante de E dans F,

- g croissante de F' dans F,

— et pde E dans F,

f

FE FE

telles que po f = gop | commutation de % p\L
g

F F

1. Si p(@) = 0 et p est additive alors pour x le plus petit point five de f ety
le plus petit point fize de g, on a p(z) =y,

2. si p(1) = 1 et p est multiplicative alors pour x le plus grand point fize de f
et y le plus grand point fize de g, on a p(x) =y.
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Preuve. Vérifions le cas 1. On a g(p(x)) = p(f(x)) = p(x), donc (a) p(zx) est
un point fixe de g.

Considérons X = {e | p(e) < y}. L’ensemble X est non vide puisque p(0) =
0 < y. Pour tout e € X, p(f(e)) = g(p(e)) < g(y) = y donc (b) f(e) € X. On
a p(VX) = Vp(X) < y (additivité de p, définition de X et non vacuité de X),
donc (¢) VX € X. (b) et (¢) donnent f(VX) € X et donc f(VX) < VX. D’aprés
Knaster-Tarski, on a alors z < VX, et donc p(z) < y.

Comme p(x) est un point fixe de g et que y est le plus petit point fixe de g,
on a p(z) =v.

Le cas 2 s’obtient par symétrie du cas précédent. O

3.3.2 Syntaxe et sémantique du pu-calcul

Le p-calcul introduit une syntaxe pour manipuler les notions de points fixes
présentées au paragraphe précédent. L’opérateur p calcule le plus petit point fixe
et I'opérateur v le plus grand.

Formellement, il convient de nouveau de se fixer un alphabet infini dénom-
brable V), de variables du p-calcul. Pour un alphabet gradué F, les formules du
p-calcul (ou p-formules) sur F sont définies récursivement comme suit :

— pour x € V, une variable, z est une p-formule,

— pour f un symbole de F et ¢1, ... ¢y des p-formules, f(¢y,..., ¢y ) est
une p-formule,

— pour ¢ une p-formule et x € V, une variable, pz.¢ est une p-formule,
— pour ¢ une p-formule et x € V, une variable, vx.¢ est une p-formule,
pour ¢ et ¥ deux formules, o N et ¢ U ¢ sont des pu-formules.

On définit Pensemble F'V(¢) des variables libres d’une formule du p-calcul de
facon usuelle. Une formule sans variables libres est appelée formule close. Les
conventions habituelles concernant le renommage implicite des variables liées sont
adoptées.

Pour ¢ et 1) deux u-formules et = une variable libre de ¢ telles que les variables
libres de 7 n’apparaissent pas dans F'V(¢) — {z}, on note ¢{1//,} la formule ¢
dans laquelle toutes les occurrences libres de la variable x ont été remplacées
syntaxiquement par 1. Si ’on fait I’hypothése d’une a-conversion implicite, alors
il suffit de supposer que (FV(¢) —{z})NFV(¢)) = 0. Plus généralement, on note
o{ i Jz; }iepn) pour signifier qu’aux n variables x1, ... ,z, ont été respectivement
(et simultanément) substituées les u-formules 1, ... ,¢,.

Le domaine de calcul du pu-calcul? est I’ensemble des parties de 7% (F). Pour
un ensemble X de p-variables, une valuation de X est une application v qui

4. Pour le p-calcul présenté dans ce travail.
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a toute variable z € X associe y(z) C T“(F). On note v,z — FE pour x une
variable et E une partie de 7% (F) la valuation qui coincide avec y sur le domaine
de 7, et qui & x associe F.

Etant donnée une valuation v de ’ensemble X de p-variables, la valeur d’une
formule ¢ de variables libres X dans le contexte v est une partie de 7%(F) notée
¢[7] et définie récursivement par :

o I[/Y] = 7(1‘)7
= f(or, o] = {f @ tp) Tt € alrls -ty € o1

= (nz.)[y] = (A CTY(F) | ¢lv, 2 — Al = A},

- (vz.9)y] = U{ACTY(F) | ¢lv.x — Al = A},

—(@nyY)h] = ¢ehlndhl,

~ (U] = ehludhl.

On a pz.a] = 0 et ve.x = TY(F). Ainsi, 1 est une abbréviation pour
vz.xz, et @ en est une pour pzx.xz. Pour ¢(xy,...,z,) une pu-formule de variables
libres 1, ..., xy,, et Ay, ... A, des parties de T¥(F), on note ¢(Ay, ..., A,) pour
A1, .. x0T — A | 1€ [n]].

Une remarque fondamentale pour la suite est que toutes les constructions du
p-calcul sont croissantes.

Lemme 3.31 Pour ¢(z1,...,x,) une u-formule de variables libres x, ..., T,
Uapplication qui a (A1, ..., Ay) associe ¢(Aq, ..., A,) est croissante, c.a.d. pour
tout A} C Ay, ... Al CA,, ¢(A},...,A") Co(A1,..., Apn).

Preuve. Par récurrence sur la structure de ¢. O

En combinant ce résultat au théoréme 8 de Knaster-Tarski, il s’ensuit que p
et v calculent effectivement des points fixes (ce que formalise le corollaire qui
suit).

Corollaire 3.32 Etant donnés une formule ¢ de variables libres x,y1, ... yn €l
Ay, oA, CT(F),

si A= (px.d)yr — A1, yn = Ay ou A= (vx.d)y1 — Al Yn — Ay,
alors ¢plx — A,yn — Aq, ..,y — Ayl = A

Le lemme de substitution montre qu’effectuer des substitutions a l'intérieur
de p-formules est consistant avec la valeur de ces formules.

Lemme 3.33 (de substitution) Soient ¢ et ¢ deuz u-formules d’ensemble X
de variables libres, x une variable et v une valuation de X, on a

UtV = dlv,z = Y]] .
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Preuve. Par récurrence sur la structure de ¢. O

3.3.3 Décomposition du p-calcul

Il s’agit ici de montrer comment décomposer une formule logique en sous-
formules. Il s’agit d’une variante de la cloture de Fischer-Ladner utilisée pour la
logique PDL |[FL79] puis étendue pour le u-calcul [Koz83|.

Soit ¢¢ une p-formule close, la cloture de ¢, notée Cl(¢py) est le plus petit
ensemble de formules closes défini par:

¢o € Cl(¢n),

si p N € Cl(pg) alors ¢ € Cl(gy) et ¢ € Cl(¢o),

—si U € Cl(¢p) alors ¢ € Cl(py) et ¥ € Cl(¢y),

si f(¢n,...,¢5) € Cl(¢o) alors pour tout ¢ de [|f|], 1; € Cl(¢o),
i . € Clldo) alors ¢{uz.6/.} € Ci(ds),

si vx.¢ € Cl(¢y) alors ¢p{vx.¢/,} € Cl(ey).

Lemme 3.34 Pour ¢y une formule du p-calcul, Cl(pg) est fini.

Preuve. Classique. Voir [Koz83]. O

[’ensemble ainsi défini permet d’utiliser une formule du p-calcul ¢ comme un
automate d’arbres dont ’ensemble d’états est Cl(¢). Le lemme ci-dessous explicite
les transitions de cet automate.

Lemme 3.35 Pour toute formule close ¢ du p-calcul sur l’alphabet gradué F,
il existe une application Dy qui & chaque symbole f € F associe une partie de

Cl(p)! telle que:

¢l = U FObr ) | T

feF
(Y1558 £1)ED ()

Preuve. Classique. Voir [Koz83]. O

3.3.4 Extension vectorielle du p-calcul

Dans la pratique, il nuit souvent a la lisibilité de devoir traiter chaque variable
du p-calcul indépendament. C’est en particulier vrai si 'on veut effectuer des
conversions entre systémes d’équations et p-calcul. Dans de telles constructions,
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il est plus aisé de considérer toutes les variables du systéme d’équations comme un
vecteur sur lequel les opérateurs de point fixe peuvent agir. C’est cette possibilité
que propose l’extension vectorielle du p-calcul. La propriété 3.37 montre que
cette extension n’augmente pas l’expressivité du formalisme. Cette équivalence
nous permet donc d’utiliser ces constructions vectorielles comme des raccourcis
de notations.

Soit 8 € {u, v}, z1, ... ,x, des variables, ¢1, ... ,¢, des p-formules vectorielles
et i € [n],
T = ¢
Ox;.
Tn = On

est une p-formule vectorielle. On utilise aussi les notations ensemblistes
Ox; {zxr = ¢r | k € [n]}.

Les autres constructions du p-calcul vectoriel sont celles du p-calcul.

La sémantique de la nouvelle construction p (resp. v) est de calculer la plus
petite (resp. la plus grande) valeur de z; solution du systéme d’équations entre
accolades.

Formellement, pour v une valuation,

pai{ey = o | k€ M} = Nle | VE € [n], er = ¢x[0],
db=r,T1 = e,....,T, €, }

Cela revient a effectuer le calcul de point fixe dans le treillis produit, puis de
projeter le résultat sur la -éme composante.

On a bien évidemment pour 6 € {u, v}, toute y-formule ¢ et toute variable x
I’équivalence suivante :

Or{x = ¢} =0x.¢ (3.1)

Pour plus de deux équations, c’est alors la transformation suivante qui s’applique.
Lemme 3.36 Pour 6 € {u,v}, ¢1, ... ,6n des p-formules et pour i de [n|, on a

Ov;{zy = ¢p | k€ [n]} = 0zi0{b0zj {28 = Op | k € [n],k #i}/e; }iem)—12)(3.2)

On applique récursivement les équivalences 3.1 et 3.2 pour obtenir la propriété
ci-dessous.

Propriété 3.37 (principe de Beki¢ [Bek67]) Toute formule du p-calcul vec-
toriel est effectivement équivalente a une formule du p-calcul.

Ainsi, d’un point de vue expressivité, il est équivalent de considérer le p-calcul
ou le p-calcul vectoriel.
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3.3.5 Termes marqués

A plusieurs reprises dans ce travail, il est nécessaire de disposer d’une repré-
sentation des formules monadiques «effective» sur les arbres déterministes. La
réponse classique consiste a utiliser des automates d’arbres infinis avec condition
d’acceptation de Rabin ou de parité. Dans notre cas, nous utilisons le p-calcul
qui est équivalent & ces deux formalismes. Deux aménagements sont néanmoins
nécessaires.

— Le p-calcul ne pouvant pas manipuler des ensembles de sommets, il faut
disposer d’annotations sur I’arbre pour qu'une formule monadique puisse y
faire référence.

— Le p-calcul est défini pour des termes et non pour des arbres déterministes;
en particulier, seuls les sommets principaux d’un terme ont une signification
pour le p-calcul. Il faut donc disposer de résultats permettant de passer des
arbres déterministes aux termes et réciproquement.

Les constructions de ce paragraphe ont donc pour but de préciser ces points et
les notations. Il s’agit de constructions classiques.

On prend la convention que les termes ont pour ensemble de sommets leur
langage de branches (cf corollaire 2.5 page 13). Ainsi, on identifie ’ensemble des
sommets principaux d'un F-terme ¢ au langage P, = LB(t) N (FN)*F. Pour
tout f € F, on note Ptf I’ensemble des sommets principaux origine d’un sym-
bole f, c.a.d. P/ = LB(t)f~" = {u | uf € LB(t)}.

Etant donné un alphabet gradué F et un ensemble fini M de marques, on
considére lalphabet gradué Fp; = F X 2M avec |(f, E)| = | f| pour tout (f, E) €
Fu. Pour f € Fet ¢y, ...,0py des formules monadiques, on écrit f(¢1,..., o)
a la place de Ugca(f, E)(¢1,...,¢p). Pour m € M, on écrit m a la place
de Urermer(f, E)(1,...,1) et =m ala place de Usermgr(f, E)(1,...,1). Soit ¢
un Fj/-terme, notons ¢ le terme obtenu de ¢ en oubliant les marques.

Un terme sur F,,; peut étre vu comme un F-terme augmenté de marques
appartenant & M sur chacun des symboles. Les marques sur un JFj,-terme ¢
peuvent elles-mémes étre identifiées aux ensembles de sommets principaux de t.
Ainsi, soit ¢ un Fj;-terme et m € M, on pose m~'(t) = {v | t* € m[]}. Pour tout
terme ¢ sur F, tout entier n et tous Uy, ... ,U, ensembles de sommets principaux
de t, on note (¢,Uy,...,U,) Punique Fj,-terme ¢' tel que # = t et pour tout
i€n],i Y (t) =U,.

Lemme 3.38 FEtant donnés F un alphabet gradué, n un entier naturel, on a les
Propriétés sutvantes.

— Pour toute formule monadique ®(X1,...,X,), il existe une formule close
du p-calcul ¢ telle que pour tout F-termet et tous Uy, ... U, ensembles de
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sommets principaur de t, on a,
t):q)(Ul,,Un) 581 (t,Ul,...,Un)EQS[].

— Pour toute formule close du p-calcul ¢, il existe une formule monadique
O(Xy,...,X,) telle que pour tout F-terme t et tous Uy, ... ,U, ensembles
de sommets principauz de t, on a,

t):q)(Ul,,Un) 581 (t,Ul,...,Un)€¢[].
Preuve. Il s’agit d’une variante du théoréme 9 page 70. O

Ce résultat n’est pas encore suffisant pour traiter les arbres déterministes
quelconques. Il faut se ramener & des ensembles de sommets principaux.
Lemme 3.39 Etant donné un ensemble d’étiquettes A, il existe une transduction
monadique T telle que pour tout graphe déterministe G étiqueté par A,

- T(G) est un {p: 2,c: 0}-systéme d’équations,

— il eriste une injection p de Vpepliage(g) dans Pf)eplmge
toute formule monadique ®(X1,...,X,) il eriste une formule monadique
U(Xy,...,X,) telle que pour toutes parties Uy, ... ,U, de VDepliage(g), 0T @

(T(3)) telle que pour

Depliage(G) = ®(Uy,...,U,) ssi Depliage(T(G)) = V(p(Uy),...,p(Uy)) -

Preuve. Codage long sans difficultés particuliéres. O

3.3.6 pu-définissabilité

Pour F un alphabet gradué, les parties des termes 7 (F) obtenues comme va-
leur d’une p-formule close sont appelées parties F-u-définissables (ou simplement
p-définissables s’il n’y a pas d’ambiguité sur I’alphabet).

Une partie L d’une F-algébre continue A est p-définissable si 'ensemble {t €
TY(F) | [tla € L} est p-définissable.

Remarque 3.40 On ne peut pas considérer que cette définition procure une re-
présentation de [’ensemble L par ’ensemble L'. En particulier, si a € A est tel
que a & {[t] | t € T“(F)} alors LU {a} et L — {a} sont tout autant représentés
par L'.

Cette définition procure une représentation effective de parties d’une algébre.
Si on dispose d’algorithmes permettant de décider de ’appartenance d’un terme a
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un ensemble p-définissable, alors ce test d’appartenance se transfére directement
a toute algébre continue.

Exemple 3.41 Considérons de nouveau ’algébre continue N présentée a l’exemple
3.20.

L’ensemble des termes s’évaluant en une valeur non nulle est alors N-ju-
définissable. Une u-formule correspondante, notée simplement (> 0) est:

(>0) = pz. 1UoccU(L+2)U(z+ 1)U (z*x2x),

c’est a dire le plus petit ensemble E de termes contenant 1, oo, tel que la somme
d’un terme de E avec un terme quelconque appartient a E et le produit de deux
termes de E appartient a E.

L’ensemble des termes d’valeur strictement supérieure a 1 est aussi p-définissable :

(>1) = proocU((>0)+(>0)U(z+1) UL +2)U(z*x(>0)U((>0)*x) .

L’ensemble des termes s’évaluant en oo est aussi p-définissable, mais la construc-
tion est plus délicate :

(=00) = vr.uy. 00
U (y+ 1)U +y)U(y*(>0)U((>0)*y)
U 4+G0)Uu((0)+2)U(zx(>1)U((>1)*x).

La propriété exprimée est qu’un terme s’évalue en 'infini s,
— il contient la constante oo (et que celle-ci n'est pas multipliée par 0),
— ou bien il existe une branche infinie sur laquelle :
1. toutes les opérations ont un résultat supérieur a leurs arquments, c’est

a dire qu’il peut y avoir des sommes et des multiplications pourvu que
Pautre argument des multiplications ne soit pas nul (y dans la formule),

2. il existe une infinité d’opérations dont le résultat est strictement su-
périeur aur arguments, c’est a dire une somme avec une valeur non
nulle ou une multiplication par une valeur supérieure ou égale 6 2 (x
dans la formule).

La propriété 3.42 liste quelques opérations utiles laissant les parties p-définissables
invariantes.

Propriété 3.42 Les propriétés suivantes sont satisfaites :

— la famille des parties p-définissables est closes par union, intersection et
complémentation de chacune des parties;

— pour f un symbole d’arité n et L, ... ,L, des parties p-définissables, [’en-
semble f(Ly,...,L,) est une partie p-définissable;
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— pour tout symbole f d’arité n, tout entieri € [n| et toute partie pi-définissable

L

’

(fi)=(L) = {t: | f(tr,-..,ta) € L}

est une partie u-définissable’.

Preuve. Toutes ces propriétés se traduisent directement dans la syntaxe du u-
calcul si ce n’est celles concernant le complémentaire et (f7)~!. Le complémentaire
(notons le =) s’obtient simplement en interchangeant U et N, 1 et v et en utilisant
I’identité suivante:

(f(br- o) = | e nu [ A0 (00,1, 1))
9EF g2 1 i€(| ] T
1éme position

Etant donnée une p-formule ¢, la p-formule (fi)~!(¢) se construit par récurrence.
Si les variables libres de ¢ sont les z1, ... ,z,, alors les variables libres de (f7)~!(¢)
sont les =1, ... ,x,, 1, ... ,Z,. Les variables x correspondent aux mémes valeurs
que dans ¢ (I'expression est simplement copiée). Chaque variable #, quant  elle,
représente (f1)7!(x).

(f)TH(f(D1s- -5 0n)) = &
pour g # f,  (f1)(g(61,.--, Bpg)) =0
(f) (@ Uw) = (fi) (o) U (fi) (%)
(f)~Henv) = (f))~(e) N (fI) ™' (¥)
N1 -2 =(f1)"9)
pour 8 € {u, v}, (fi) " (0z.¢) =06z { o= }
(fi) () =1

On montre alors par récurrence la propriété suivante :

V(@) =),
Y(@) =) y(@)) -
Plus précisément, on utilise le lemme de transfert 3.30 pour les opérations de

point fixe (I'application (f7)~! est additive et multiplicative d’aprés la propriété
3.28). O

(fi) o)) = ((F) “(@Nl],  avec {

Citons pour finir une variante du théoréme de Rabin pour le p-calcul.

5. La notation (fi)~! est choisie pour coincider avec I’expression correspondante sur le lan-
gage de branches: LB((fi)~1(t)) = (fi)~1(LB(¢)).
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Théoréme 9 Une partie L de TY(F) est u-définissable si et seulement si elle
est monadiquement définissable, c.a.d. s’il existe une formule monadique close
telle que pour tout terme t € T¥(F),

te L sietseulementsi t=®.

Dans ce théoréme, la partie délicate consiste & traduire la formule monadique
en une p-formule. En fait, le théoréme suivant, qui est une variante du résul-
tat de Courcelle [Cou95| montrant que le dépliage est MS-compatible®, présente
une forme renforcée de la réciproque: a toute pu-formule correspond une formule
monadique qui est satisfaite par un graphe si et seulement si la p-formule est
satisfaite sur son dépliage.

Théoréme 10 Soit L une partie F-u-définissable. Il existe une formule mona-
dique ® telle que pour tout F-systeme d’équations S :

Depliage(S) € L si et seulement si S =& .

Preuve. La construction de la formule monadique s’obtient par simple récur-
rence sur la structure de la p-formule définissant L. Etant donnée une p-formule

¢ de variables libres zy, ... ,z,, on construit la formule monadique ¢*(y) de va-
riables libres du second ordre monadique i, ... ,T, et possédant une unique
variable libre du premier ordre y (exprimée comme un argument), comme suit:
*(y) = yez
Fr, b)) (y) = Fz... 32 /“\”cb;-*(zi)w:f(zb---,zn)
t€[|f

(eny)(y) = ¢ (y) Ay (y)

GUONW) = SV A

(0 (1) = V0. (d.6°(2) 22 € ) Sy €3

(va.9)*(y) = 3 (Vz.z €2 = ¢"(2)) Ny €2

On reconnait dans la traduction de la construction p la propriété «y appartient
a tout ensemble clos par ¢*» ce qui correspond & un calcul de plus petit point
fixe. La construction duale est appliquée a v. On montre alors par récurrence sur
¢ que pour toute valuation v et tout sommet v :

Depliage(S,v) € ¢[y] si et seulement si 7/, S = ¢*(v)
avec v'(Z) = {s € S | Depliage(S,s) € v(z)} .

|

6. Le résultat complet est généralement attribué & Courcelle et Walukiewicz, mais la restric-
tion aux graphes déterministes dont il est question ici lui est antérieure.
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3.4 Transducteurs déterministes

Nous avons vu comment les systémes d’équations permettaient de représenter
des éléments d’une algébre continue. Nous avons aussi présenté la notion de u-
définissabilité qui permet de représenter des parties d’une algébre continue et de
tester I'appartenance d’une solution d’un systéme d’équations a une telle partie.
Il s’agit maintenant de fournir un formalisme permettant de transformer les sys-
témes d’équations: les transducteurs déterministes (descendant avec anticipation
p-définissable).

Historiquement, les transducteurs de termes ont été introduits dans le cadre
de la théorie de la compilation au début des années 70. Ces transducteurs per-
mettent de mettre en relation des termes finis. Une introduction & ce domaine
est disponible dans [CDG"97]. Une famille particuliérement intéressante de tels
transducteurs a été proposée par Engelfriet|Eng77|, celle des transducteurs des-
cendants déterministes avec anticipation réguliére (deterministic top-down trans-
ducers with regular lookahead). Ces transducteurs possédent de bonnes propriétés
de décidabilité et de cloture. Engelfriet [Eng94| a aussi montré ’étroit lien qu’en-
tretiennent ces transformations d’arbres finis avec les transformations de graphes
finis.

C’est dans un objectif similaire que nous considérons les transducteurs dans ce
mémoire. Cependant, la théorie classique n’est pas suffisante dans le cas présent
car il nous faut manipuler des objets infinis a la place de familles d’objets finis.
Pour cette raison, nous présentons ici une adaptation d’une partie de cette théorie
aux termes infinis (cette extension a été originellement considérée dans [CLO04]).
L’objectif est de définir une classe de transformations de termes infinis satisfaisant
les conditions informelles suivantes:

— elle doit étre suffisamment expressive pour capturer les transformations
utiles dans le reste de ce travail,

— la validité des transformations doit pouvoir étre montrée simplement,

— ces transformations doivent pouvoir étre exécutées symboliquement sur une
version repliée d’un terme infini, c’est a dire sur un systéme d’équations.

3.4.1 Définition

Un transducteur descendant déterministe avec anticipation u-définissable (ou
plus simplement dans le reste de ce travail, un transducteur déterministe) est un
quintuplet t = (F, F', Q, init, 6) ou:

— JF est un alphabet gradué, l'alphabet d’entrée,

— F' est un alphabet gradué, I’alphabet de sortie,

— @ est un ensemble fini, ’ensemble des états,
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— (init €St un élément de @, I’état initial,
— 6 est un ensemble fini de transitions de 'une des formes suivantes :

- q(x) = fla(@),...,q5(2)) (production de f)
avec f € F', ¢,q1,--.,q € Q et T une variable”.

= q(f(wr,...,zpp)) = 7r(25) (consommation de f)
avec f € F, q,r € Q,i € [|f|] et x1,..., 2y variables.

—q(zel) = r(x) (anticipation de L)

avec ¢, € ), L une partie p-définissable de 7%(F) et = une variable.

On appelle g-transition toute transition de 6 dont 1’état de téte est ¢. On fait
aussi référence & un état ¢ en tant qu’état de production (resp. de consom-
mation, d’anticipation) s’il existe une ¢-transition de production (resp. de
consommation, d’anticipation).

Déterminisme: on impose de plus les contraintes suivantes sur les transi-
tions:

— ¢’il existe dans ¢ une ¢-transition de production alors il s’agit de la
seule g-transition de 0.

— ¢'il existe dans ¢ une ¢-transition de consommation alors il s’agit de la
seule® g-transition de 6.

— §'il existe dans 6 une g-transition d’anticipation alors toutes les ¢-
transitions sont d’anticipation et pour deux g-transitions distinctes
q(x € L1) — q(z) et g(x € Ly) — qo(x),ona LN Ly =0.

L’application d’un transducteur déterministe a un terme infini est définie par
application des transitions de 6 comme des régles de récriture, puis passage a
la limite. Il faut pourtant étre prudent: on ne peut en effet construire l'image
d’un terme infini par un transducteur déterministe comme la limite de 1'image
d’une suite de termes finis; en effet, les fonctions calculées par les transducteurs
déterministes ne sont pas, en général, continues.

Considérons donc un transducteur déterministe t = (F,F', Q, ginit, ). On
définit par récurrence sur n, pour tout état ¢ et tout terme t € TY(F), le terme
bn(g,t) € T(FL) par:

— pour tout t € T¥(F) et tout ¢ € Q, do(q,t) = L,

— pour tout t € T¥(F), tout ¢ € Q et tout entier n,

siq(z) = flq(),...qp(2) €6, bnpalg,t) = f(bnlar,t),. .., 0n(qy 1)),
si q(f(a:l, - ,$|f|)) — T(xz) €0, 5n+1(q, (f(tl, - ,tm))) = 5n(?", ti) ,
siglxeLl) — r(x)€d, ette L, 6,41(q,t) =0bu(r,t),

7. Nous n’introduisons pas ici d’ensemble de variables: celles-ci sont présentes uniquement
pour des raisons de lisibilité des régles. Elles peuvent tout aussi bien étre omises dans la défi-
nition.

8. Cette contrainte peut sembler excessive, mais il est toujours possible de s’y ramener en
faisant précéder la transition de consommation de transitions d’anticipations.
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— si aucune régle ne s’applique ou bien si le membre droit de la régle n’est pas
défini, alors 6,(g,t) n’est pas défini.

Remarquons tout d’abord que, grace aux hypothéses de déterminisme, deux régles
ne peuvent pas s’appliquer sur un méme couple état-terme. Par conséquent, si
0n(q,t) est défini, alors il Iest de maniére unique. On montre ensuite aisément
par récurrence sur n que pour tout terme ¢ et tout état ¢, la suite (6,(q,?))nen
est soit croissante (pour C), soit non définie a partir d’un certain rang®. Dans
le premier cas, on pose t,(t) égale & Ll,endn(g,t), dans le second, t,(t) n’est pas
défini. L'image d’un terme par un transducteur déterministe t = (F, F', Q, Ginit, 0)
est alors simplement t(t) = t,,_,(%).

Exemple 3.43 Reprenons l'exemple 3.41. Il s’agit maintenant de simplifier un
terme de T(N) tout en en préservant sa valeur. Ce résultat s’obtient symboli-
quement grace a un transducteur déterministe. Considérons le transducteur dé-
terministe t = (N, N, {qo, q}, qo, 6) avec & défini par :

@p(r) — o© si [z] 5y = o0,
sinon @) — 0 si ]y =0,
sinon (z) - q(@)

g(z) — 1 sifz]y =1,
sinon q(z+2') — qx) si2']y =0,
sinon q(z+2') — q(a') sifz]y =0,
sinon q(z + ') — q(z) +q(a') ,
sinon  q(xxz') — q(x) sio]y =1,
sinon q(xx2') — q(x) sifz]ly =1,
sinon q(xx2') — q(x)*q(x')

Certaines libertés sont prises ici par rapport a la définition originale. En voici la
liste :

— les transitions ne sont plus «atomiques» et il faut les décomposer pour obte-
nir des régles compatibles avec la définition. Par exemple, la régle ¢(z+x') —
q(z)+q(2") nécessite l'usage de trois états intermédiaires ¢', r et r' et l'usage
des quatre régles :

g(z) — ¢'(x) size((>1)+(>1))
¢(z) — r(x)+r'(z)

ri+a) = q(z)

rz+a) = q(@'),

9.1l est possible de voir les éléments non définis comme égaux & un élément supplémentaire
Undef supérieur & tous les autres termes. Dans ce cadre, la suite d,(q,t) est alors croissante
sans restriction.
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— les anticipations sont placées informellement a extérieur des régles et la
contrainte qu’elles imposent est exprimée sémantiquement. Cela ne pose
pas de probléme puisque ['on a vu que les ensembles de termes s’évaluant
respectivement a 0, a 1 et a oo sont p-définissables (voir exemple 3.41),

— les anticipations font références a des sous-termes. Cela ne pose pas de pro-
bleme d’apres les propriétés de cloture des parties p-définissables (propriété
3.42).

— les anticipations ne sont plus disjointes, mais ['usage de la construction
sinon énonce les priorités relatives des transitions.

Le transducteur déterministe ainsi défini transforme tout terme infini en un terme
équivalent fini. Ce terme fini est en quelque sorte normalisé puisqu’il ne contient
ni somme avec des arguments nuls ni multiplication impliquant des termes s’éva-
luant en 0 ou en 1.

3.4.2 Normalisation

Un probléme technique subsiste: il est possible qu'un terme produit par
un transducteur déterministe contienne le symbole L : considérer par exemple
la transition ¢(f(x,y)) — ¢(x), qui ne produit jamais de symbole, mais en
consomme. Il est préférable d’éviter ce phénoméne comme nous le montre le
lemme 3.44. Nous verrons aussi comment se débarrasser de cette situation grace
au lemme 3.47.

Lemme 3.44 Soitt = (F, F', Q, qinit, 0) un transducteur déterministe. Considé-
rons la plus grande (au sens de linclusion) application R de Q X 2T°F) dans
277 telle que pour tout état qq et tout ensemble E C T¥(F'),

( f[?” R(g, (fi)7'(E)) si qo(z) = flaa(@), -, qp(2)) €6,
i€[|f
U (Lin R(r;, E)) st les qo-transitions sont les
R(q,E) = < i€[n] qo(x € L;) — ri(x) pour i € [n]
flL, .. L R(mE)AL ... 010 ) siq(f(xy,...,zm)) = r(z;) .
T
L 1éme position

Alors  R(qo, E) = t,/({t'|3tekE, t'Ct}).

Preuve. Découle des définitions. O
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Corollaire 3.45 En particulier, si t, (1) C TY(F') (c.a.d. ne contient pas le
symbole L) alors pour toute partie E de T*(F'), on a

R(q, E) = t,,(E) .

Corollaire 3.46 Pour tout état qo € Q, ’ensemble t‘;)l(J_) est pu-définissable.

Preuve. On peut toujours supposer qu’il existe une constante a € F' qui
n’est jamais produite par une transition du transducteur déterministe. Dans ce
cas R(qo, {a}) = t;'(L). Dans le systéme d’équations du lemme 3.44, si I’on rem-
place E par {a}, alors le cas de la production se réduit a (). Si on se restreint aux
équations accessibles a partir de R(qo, {a}), elles ne sont plus qu’en nombre fini
(une pour chaque état). Ce systéme se traduit donc directement en une formule
du p-calcul vectoriel vz[q].{z[q] = Jlq] | ¢ € Q} avec:

(0 si q(z) = fla(z), .. g (2) €6
U (Li nzry]) si les g-transitions sont les
i€[n]

q(z € L;) — ri(x) pour i € [n]
fOr, oo et 1) sig(f(xy,...,2,)) = ()
T

1éme position

?lq]

N

|

Le lemme suivant permet d’éliminer | de I'image d’un transducteur détermi-
niste, et de se ramener de la sorte aux hypothéses du corollaire précédent.
Lemme 3.47 Soient t un transducteur déterministe de T (F) dans T (F') et
1" un nouveau symbole constante. Il existe un transducteur déterministe t' tel
que:

- t'(1) CTY(F'W{L'}) (c.a.d. ne contient pas le symbole L, mais le symbole

1),
— pour tout t € TY(F), t'(t) = h(t(t)) ou h(t') est le terme t' dans lequel tous
les symboles 1. sont remplacés par L'.

Preuve. Il suffit d’ajouter un nouvel état ¢, produisant un symbole 1’; et (en
ajoutant des états intermédiaires) de faire précéder chaque transition d’une antici-
pation vérifiant que le reste du calcul ne va pas produire L, et le cas échéant effec-
tuant un branchement vers ¢, . Cette anticipation est bien p-définissable d’apreés
le corollaire 3.46. O

76



3.4.3 Propriétés

Lemme 3.48 L’image inverse d’une partie j-définissable par un transducteur
déterministe est effectivement p-définissable.

Preuve. Considérons un transducteur déterministe t = (F, F', Q, Ginit, 0 )-

On définit pour tout état ¢, et toute u-formule ¢ sur F' une p-formule I(q, ¢)
sur ’alphabet F. Cette construction s’effectue par récurrence sur la structure de
¢. Les variables libres sont transformées simultanément, les variables libres de

I(q,¢) sont les {zq] | z € FV(¢), ¢ € @} .
L’application I est définie comme suit :

1. Si go est un état de production: go(x) = f(q1(2),...,q(x)) € 6, on pose

I(Q079(¢17"'7¢|g|)) = 0 (33)
pour tout g € F', g # f

I(qo, f(¢1,---,d1p))) (g, 1) NN (g, d15)  (3.4)
g, 9oNy) = I(q,®) N I(q,) (3.5)
I(q,9oUv) = I(q,®)UI(q,) (3.6)

) (3.7)

pour 6 € {u, v}, I(q,0x.9) = 0x[q){z[q] =1(q,¢)]|qe€ Q}

2. Si gy est un état de consommation ou d’anticipation, on pose,

I(q,9) = vylgl{yld = F(q,¢) | q€ Q} (3.8)

avec F'(q, ¢) défini par:
(a) si g est un état de production, on pose F(q, ¢) = I(q, ¢).

(b) si ¢ est un état de consommation, ¢(f(x1,...,zf)) — r(z;) € 6, on
pose
F(q,0) = f(1,...,4, y[r] ,1,...,1) (3.9)
T

i-éme position

(c) ¢ est un état d’anticipation, soient ¢(z € L;) — ¢;(z) pour i € [n] les
g-transitions. On pose:

F(g,0) = (Linyl@a])U---U (L, Nylgn]) (3.10)

On montre par récurrence sur la structure de ¢ que pour tout état ¢y et toute
valuation v de FV(¢):

tg, (¢17]) = I(q0, )71 ,
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avec pour toute variable z € FV(¢) et tout état ¢ € Q, 7'(z[q]) = t;'(7(x)).

1. Si go est un état de production: go(z) = f(qi(2),...,q/(x)) € 6, on a:
Pour g # f, tg,' (9(b1,- -, d)) 1)) =0 def.
= I(qoa (¢17 . ,(]5‘9‘))[’)’/] (33)

too (f(d1,-- -, P p)D]) =ty (D)) N - Nt (B [y])  def.
= I(qo, ¢1)[Y] N --- N I(qo, ¢ 7)[Y'] hyp. rec.

= I(qo, f(d1,---» b)) V] (34)
to (9N 1) = tg (¢V]) Nty ()
= (g0, #)[v'1 N I(qo, ¥)['] hyp. rec.
= I(q0, ¢ N¢)[7'] (3.5)
tgy (P UD) =ty ($l]) Uty (¥h])
= (q0:#)[v'TU I(qo,9)['] hyp. rec.
= I(g0, ¢ UY)[Y] (3.6)
Cas de px.¢. Soient rq, ... ,rg les états du transducteur déterministe. Il s’agit

d’une application directe du lemme de transfert 3.30 avec

g(E) = ¢lv,z— E]
f(E”'l""’ETk) = ((Tla )[7] ('rk’ )[’yl])
avec{ Y(fa) = t,'(1(2)) pourze FV(9)
v(zlg) = E
p(E) = (t1E),... .t (E))

On a bien po g = f o p d’aprés 'hypothése de récurrence. L’application p est
additive d’aprés la propriété 3.28. Le lemme de transfert 3.30 conclut.
Cas de vz.¢. comme pour p (remplacer additivive par multiplicative).

2. Si qp est un état de consommation ou d’anticipation, on utilise le corol-
laire 3.45. Comme il s’agit d’un calcul de point fixe, on peut substituer
certaines expressions par leur solution, ainsi, R est la plus grande solution

de,
((t,'(E) si ¢ est un état de production,
U (LinR(ry, E)) si les g-transitions sont les
i€[n) x € L;) = ri(z) pour 7 € |n| ,
R r) - | oo € L) = 1i(z) pour i € [

fl1,... 0, R(r,E), 1, ...;0 ) siq(f(xr,...,24)) = 7(z;) -
T

1éme position
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Si dans ces équations, on ne garde que celles pour lesquelles E = ¢[v]
(elles sont en nombre fini), en appliquant le corollaire 3.8 et ’hypothése de
récurrence, on obtient

t; (8[1) = (vylal-{yldl = F(g,¢) | ¢ € QD] -

Corollaire 3.49 Le domaine de définition d’un transducteur déterministe est jui-
définissable.

Remarque 3.50 L’tmage directe ne se comporte pas aussi bien que l'tmage in-
verse. En particulier, l’image directe d’un ensemble p-définissable n’est pas néces-
sairement u-définissable. Considérons par exemple sur U'alphabet F = {f : 2,a :
1,c: 0} le transducteur déterministe (F, F,{q}, ¢, {q(a(z)) — f(q¢(x),q(z)), ¢(c) —
c}). Ce transducteur déterministe transforme les termes de la forme a™(c) en
arbres équilibrés sur f et ¢ de hauteur m. Ainsi, l"image de ce transducteur est
l’ensemble des termes équilibrés sur f et c, et cet ensemble n’est pas p-définissable.
En empruntant la terminologie de la récriture et des transducteurs finis, ceci pro-
vient du fait que les régles définissant les transducteurs sont linéaires a gauche,
mais pas nécessairement a droite.

Propriété 3.51 Les transducteurs déterministes sont clos par composition.

Preuve. Considérons deux transducteurs déterministes t = (F, F', Q, ¢init, 0)
et t' = (F,F", Q" ¢pis, ')

Comme habituellement, il s’agit de construire une forme d’automate produit.
L’ensemble des états du nouveau transducteur déterministe est donc @ x Q'. A
partir d'un état (¢, ¢'), les transitions se déroulent comme suit. Si une transition
de production peut étre effectuée depuis I’état ¢’ par t’, alors elle est effectuée par
I’automate produit. Lorsque de 1'état ¢’ peut étre effectuée une anticipation de L
dans t', une anticipation similaire est effectuée, mais cette fois-ci avec le langage
tq_l(L). Lorsque ¢ est un état de production de t et ¢’ un état de consommation
de t', et que le méme symbole est & la fois produit et consommeé, alors les deux
transitions sont effectuées simultanément : le nouveau transducteur déterministe
effectue une transition a vide. Dans les autres cas, c’est la transition issue de ¢

qui est choisie.
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On a donc t" = (F, F",Q X Q' (Qinit, i), 0" ) avec 6" défini par:

¢" = {(g,d)z) = f((¢ @) (@), -, (0, 4)(@) | (x) = f(@1(), ..., g5 (@)}

U {(g,¢)(z € t,(L) = (¢,7")(2) | ¢'(x € L) = 1'(x) € 8'}
U {(¢d)(fler,--ayp) = (nd) @) | a(f(@r,. o myp)) = r(e) €6
et ¢ état de consommation}
U lled)eel)=(nd)=) ] qael)=r(z)es
et ¢’ état de consommation}
U {(gd)@) = (@)@ | @) = fla@),. . qn@) €6

et ¢'(f(x1,...,25)) = r'(zi) € 6'}

On montre maintenant par récurrence sur ’entier n que pour tout F-terme ¢, et
tous états ¢ € Q et ¢’ € ', il existe un entier & tel que:

1. si 6} (¢, t4(t)) n’est pas défini, alors 6 ((q,q’),t) n’est pas défini,
2. sinon &;,((¢,¢'), 1) E &,(¢, 84(t)) E (¢, ¢), 1) -

3.4.4 Lien avec les systémes d’équations

La propriété suivante permet de se servir des transducteurs déterministes
comme d’un outil pour manipuler les systémes d’équations.

Théoréme 11 (Colcombet et Léding [CL04|) Pour tous alphabets gradués
F et F' et tout transducteur déterministe t de T*(F) dans TY(F'), il eziste
effectivement une transduction monadique t* qui a chaque F-systéme d’équations
S associe un F'-systéme d’équations t*(S), tel que,

t(Depliage(S)) = Depliage(t*(S)) .

Preuve. Considérons un transducteur déterministe t = (F, F', Q, Ginit, 6) dont
I’image ne contient pas le symbole L. La construction s’effectue en deux temps.
Dans le premier temps, on utilise un nouvel opérateur unaire ¢ dont la sémantique
est pour tout e, i(e) = e, c.a.d. I'identité. La deuxiéme étape consiste a éliminer
ces opérateurs 1.

Commencgons par définir une transduction monadique t' 7' = (6, N, ¢, 1).

Domaine de t*: la transduction t' est effectuée si § = 6 avec § = ¢}, {racine/,}
ol ¢p représente le domaine de t sous forme d’une formule du p-calcul, et ¢}, la
formule monadique équivalente obtenue par le théoréme 9.

Ensemble de sommets de t': c’est N x Vg avec N = @ x {0,1}. On pose donc
pour tout (¢,n) € N, ¢, = vrai.
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pour f € F',

/lﬂg,(r,n),(r,-/’nl)(f,y) = 3

¢i,(r,n),(r’,nl)($, y) =

pour k£ € N,

Uk (ryn) () (T, Y) = 4

r=y sir=r,n=0n=1
et T(Z) - g(Q1(Z)ﬂ BRI qw‘)a
(faux  sinon.
(z=y sir=r,n=0,n=1
et r est un état de production ou d’anticipation
(faux  sinon.
rx:y sir(z) _>g(Q1(Z)7"'7qlg|(Z))u
n = 17 n’:O’ ke [|g”7 TI:qu
SR sir(f(z,-..,2y) = 7'(2),
; n=1, n =0,
AN 2=y

\faux

r=yA®,(z) sir(zel)—r(z),

n=1 n =0,

sinon.

F1G. 3.2 — Constructions de la transduction t' du théoréme 11.

Racine de t': c’est (racine’, qini;), et on pose

wmcine,(q,n) (I) = {

racine(x) sl ¢ = Ginit

faux sinon.

Relations de t': elles sont définies informellement par.

—sig(xz) = flqu(z),...,qy(z)) € 6, alors pour tout sommet v de Vg, I'hy-
perarc (v,q) = f((q1,v),...,(qu|,v)) est ajouteé,
—-siglx € L) — r(x) € 6, alors pour tout sommet v de Vg tel que S,v =
®, I'hyperarc (¢,v) = i((r,v)) est ajouté, on P est la formule monadique
obtenue de L par le théoréme 10 page 71,

- siq(f(x1,...,2,)) = r(z;) € 6, alors pour tout hyperarc v = f(vy,..

S Vlf)

de S, ’hyperarc (q,v) = i((r,v;)) est ajouté.
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Formellement, cela correspond aux expressions présentées a la figure 3.2

On vérifie d’abord que le graphe obtenu par cette transduction suivie d’une
restriction aux sommets accessibles est bien un systéme d’équations. En particu-
lier, il y a exactement un opérateur d’aprés I’hypothése de normalisation.

On montre alors par récurrence sur n que pour tout état ¢ et tout sommet v,

6n(q, Depliage(S,v)) T i(Depliage(t'(S), (g,v))) , (3.11)

ou i(t) représente le terme ¢ dans lequel les occurrences du symbole i ont été
éliminées.

La deuxiéme étape consiste a éliminer les symboles 7. Pour cela, on utilise la
formule de logique monadique accessibilite[(il)* f](x, y) qui teste s’il existe un
chemin étiqueté par un mot du langage (i1)* f entre le sommet x et le sommet y.
On applique alors I'interprétation monadique :

racine(x) : racine(x)
I=|zty : accessibilite[(s1)* f](z,y), f€ F
TSy xSy, n €N

On a alors la propriété pour tout F'-systéme d’équations S
Depliage(Z(S)) = 1(Depliage(t'(S))) .
Combiné avec I’équation (3.11), on obtient que pout tout F-systéme d’équations,
Depliage((Z o t')(S)) = t(Depliage(S)) .
On pose donc t* =Z o t/ O
Remarque 3.52 Une certaine forme de réciproque a ce théoreme est aussi vraie

(cf. [CLO4]): si une transduction monadique T entre systémes d’équations est
telle que pour tout systémes d’équations S et S’,

Depliage(S) = Depliage(S") = Depliage(T(S)) = Depliage(T(S")),

et si de plus T satisfait une certaine contrainte technique d’uniformité'® alors il
eriste un transducteur t tel que t o Depliage = Depliage o T'.

10. Qui informellement stipule que seul le sommet racine du systéme d’équations résultat
dépend de la position de la racine dans le premier systéme d’équations.
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3.4.5 Utilisation des transducteurs déterministes

L’objectif est de disposer d’un lemme permettant d’établir des relations entre
algébres au moyen de transducteurs déterministes. On présente tout d’abord la
notion de relation continue. Quelques considérations techniques sur ’arbre d’exé-
cution d’un transducteur sont ensuite énoncées. Enfin, nous pourrons énoncer le
résultat de correction (lemme 3.59).

Relations continues

Les transducteurs déterministes permettent de transformer des termes en
termes. Il s’agit ici d’utiliser cet outil pour passer d’un cpo quelconque & un autre.
Dans I’approche classique des transducteurs déterministes, c’est-a-dire quand ils
servent & manipuler des termes finis, ceci correspond simplement a associer des
invariants & chaque régle. Le principe de récurrence permet alors de conclure.
L’exemple 3.53 montre (comme on peut s’y attendre) que ceci n’est plus suffisant
en présence de termes infinis. Les relations continues présentées ici apportent un
début de réponse a ce probléme.

Exemple 3.53 Considérons le transducteur déterministe t reliant les N-termes
auz N-termes suivant (pour simplifier on ne considére pas les symboles 0o et *),
possédant deuz états g,y (initial) et giq :

g1t +1) = g1 (t) +qua(t') Gia(t +t) = qia(t) + qia(t') ,
q+1(0) = 1, ¢ia(0) = 0,
¢+1(1) = 1+1, gia(1) = 1.

On peut légitimement s’attendre a avoir la propriété [t(t)] = [t] + 1 (x). En
effet, les invariants suivants sont vérifiés (ils correspondent syntaziquement auz
transitions associées a ’état q1) :

m+n)+1=(Mn+1)+n",
0O+1=1,
1+1=1+4+1.

La propriété (x) est effectivement vérifiée pour tous les termes finis: une simple
récurrence suffit. En revanche, si [’on considére le terme infini t solution de I’équa-
tion t =t + 0, il satisfait t(t) =t, et donc [t] +1 =1 # [t(t)]. Ainsi, (x) n’est
pas satisfaite.
Le propos de ce paragraphe est de dégager des conditions suffisantes pour assurer
la correction de ce type de raisonnement. Le lemme 3.59 concrétise cette approche.
Dans le cas général, prouver qu’un transducteur déterministe t effectue bien
la tache souhaitée s’exprime comme R([t], [t(¢)]) pour tout terme ¢ tel que t(¢)
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est défini, o R est un relation fixée. En particulier, on ne peut pas se limiter
aux relations de la forme [t(¢)] = f([t]) pour une certaine fonction f: établir
I’isomorphisme de graphes est un exemple de propriété dépassant ce cadre. Il s’agit
donc tout d’abord de préciser quel type de relations il est légitime de considérer,
et en particulier les hypothéses de continuité qui les concernent.

Soient trois cpos E1, F5 et R et deux applications p; et ps de respectivement
R dans E; et R dans E,. On dit que (R, p1, p2) (ou simplement R quand il n’y
a pas d’ambiguité) relie continuement Ey et Fj si p; et ps sont continues. Pour
R un élément de R, e; et e; des éléments de respectivement E; et E5, on note
R(ej,e5) € Rsiep = p1(R) et e; = pa(R) et qu’il n’y a pas d’ambiguité sur p; et
p2. On écrit R(ey, ez) s’il existe R € R tel que R(ey, e3).

Les propriétés de 3.54 a 3.58 énoncent les constructions qui permettent, par
combinaison, d’obtenir toutes les relations continues du reste de ce travail. La
premiére de ces propriétés concerne I’isomorphisme de structures.

Propriété 3.54 Si E; et F5 sont des cpos de structures avec quotient, alors on
pose :

~={(8,1,8) | Si€ ki, S € b, S ~r S},
p1(S1,Y,8) =81,
p2(81,1,8) =8, .
L’ensemble =~ est ordonné par C défini comme suit :

(Sl,T,SQ) g ( i,T’,Sé) St 81 g Si, Sz g Sé et Y = T’ N (Z/{SI X Z/{Sz) .

Ainsi ordonné, = est un cpo et (=2, p1, p2) est une relation continue.

Propriété 3.55 (produit) Soient E,, Es des cpos et soit une relation R C
E; x E, telle que R est clos par L, alors (R,m, ) ot m est la projection sur la

premiére composante et wy sur la seconde composante, relie continuement E; et
Es.

Corollaire 3.56 (applications continues) Soient E; et Ey des cpos et f une
application continue de By dans Es, alors (E1,id, f) relie continuement F; et Es.

Propriété 3.57 (composition) Soient E, E' et E" trois cpos tels que FE et E'
sont reliés continuement par (R, p1,p2) et E' et E" sont reliés continuement par
(R, 0, py), alors E et E" sont reliés continuement par (R",n1,m9) défini par:
R"={(R,R) | ReR, RReR pAR)=/p\(R)},
ordonné par (R,R')C (S,5") si RES et R C S",
771(R7 RI) = Pl(R) ’
772(R7 RI) = pIZ(RI) .
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Propriété 3.58 (intersection) Soient (R, p1,p2) et (R, pl, ph) reliant conti-
nuement E et E'. Soit

R'={(R,R) e RxR"| p(R) = p\(R), p2(R) = pp(R)} ,
nl(R’ RI) = pl(R) ’
m(R, R) = p2(R) ,

alors (R",my,mq) relie continuement E et E'.

Lemme de correction

Il nous reste a énoncer le lemme 3.59 exprimant la correction d'une trans-
formation décrite par un transducteur déterministe. L’annexe A.1 précise ces
constructions et donne les preuves manquantes.

Dans la suite, on appelle état (resp. transition) inévitable tout état (resp.
toute transition) qui apparait une infinité de fois dans chaque «branche de calcul
infini» d’une exécution, et ce pour toutes les exécutions du transducteurs (cf.
annexe A.1).

Soient un alphabet gradué F et t° un terme de 7%(F). On note <t_0 I’ensemble
{t € T¥(F) | t C t°}. L’ensemble ¥ muni de Vordre C est un cpo. Au sein
de ce cpo, tout ensemble de termes admet une borne supérieure, notée L. Soit

<_
T C t°, on note MT le plus grand terme ¢ tel que pour tout ¢ € T, t C t,
cad NMT=U{tCt |t eT}.

Lemme 3.59 (correction) Soit t = (F,F', Q, Ginit, 0) un transducteur déter-
ministe. St

1. les transitions de consommation sont inévitables dans t,

2. pour tout ¢ € Q et tout t° € T¥(F), il existe un cpo Rlq,t°] qui relie conti-
nuement t° et T(F'); on note L, 0 son plus petit élément, p la projection
sur 1 et o' la projection sur T¥(F'),

3. il existe un ensemble d’états Q1 C Q) inévitable dans t tel que pour tout q €
Q. et tout t° € T(F) on a p'(Lgw) = L,

a. pour toute transition v = q(x) — g(r1(z),...,rq(x)) de b et tout terme t® €
TY(F), il eziste une application continue hy o de Rlry,t°] x -« X R[r g, 1]
dans R|[q, 1% telle que,

pour (Ry,...,Ry) € Rlri,t°] x --- x R[ry,

1],
ﬂ{p(Rl),---,p(RmD} C p(hygo(R1,...,Ry)),
etp’(h%to(Rl""7R|g|)) = ( ( ) "7pI(R\g\))7
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b. pour toute transition v = q(f(z1,...,2)5)) = r(z;) de 6 et pour tout terme
0 = f(ttl),...,t?f‘) € TY(F), il existe une application continue h. ;o de
R[r,t?] dans Rlq,1°] telle que

pour R € R[Ta tg]a f(t(1)7 cee at?fla p(R)atS—}—l’ R t?f\) E p(h’)’,to(R)) ’
ot 9 (hoo(R) = (),
c. pour toute transition v = q(x € L) — r(x) de é et tout terme t* € L, il
existe une application continue h. o de Rlr,t°] dans R|q,t°] telle que
pour R € R[q,t°], p(R) T p(hyw(R)),
et p(ho(R)) = #(R)

alors pour t° un F-terme et ¢ € Q, si t,(t) est défini alors R[g, t°](t°, t,(t")).

Remarque 3.60 Dans la pratique on s’autorise a utiliser des transitions non

atomiques. Ainsi, considérons une transition combinant consommation, produc-
tion et anticipation de la forme suivante.

st x1 € Ly,..., 25 € Lig, q(f(21,...,2p)) = u,
0w u est un terme fini sur Ualphabet F' & {r(x;):0 | r € Q, i € [|f]]} .

Soient 11(Tx(1)), -+ Tn(Txm)) les symboles de {r(z;):0 | r € Q, i € [|f|]} appa-
raissant dans v (chaque r(x) apparaissant autant de fois que dans w). L hypothése
permettant d’utiliser le lemme 8.59 s’exprime alors comme suit.

Pour tout t° = f(#?,. ..,t‘oﬂ) € TY(F), il eriste une application continue h de

R[Tl,t?r(l)] X e X R[Tmt?r(n)] dans R|q,1°] telle que:

pour (Rl, cey Rn) S R[Tl, tf,)r(l)] X X R[TTH t?r(n)] )

alors f(M{p(Ry) | 7()) = 1},..., {p(Re) | 7(0) = |f} T p(h(Ry,..., Ra)) .
et 0 (h(Ry,.... R) = w{p(Ri)/ri(ariy)}

ot u{p(Ri)/r;(z,y)} TePTésente le terme u dans lequel pour tout i, l'occurence
de 7i(zx(i)) est remplacée par p(R;).

Cette hypothése généralise celle de ’énoncé du lemme 3.59. Elle peut étre
décomposée en sous-régles correspondant a la décomposition de la transition en
transitions atomiques. Le lemme 3.59 s’applique alors.

Remarque 3.61 Le lemme 3.59 permet d’établir des relations entre algebres
de termes. il peut aussi étre utilisé pour mettre en relations deux algébres quel-
conques. En effet, si (R, p1, p2) relie continuement une F-algébre A et une F'-
algebre A', alors la relation (R, p', ph) définie par
R ={(t1, R.12) € TX(F) x R x TX(F) | pr(R) = [t]a, p2(R) = [t2] s}
avec (t1, R,to) C (), R, ty) si t; Ct), RER etty Cty,
et p,l(tlu R7 t2) = tl ) pl2(t1> R7 t?) = t2 .
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relie continuement T (F) et T*(F'). De plus, par définition R'(t1,ts) est vrai si
et seulement si R([t1] 5, [t2]as)) Vest. En appliquant ce principe, on peut direc-
tement utiliser le lemme de validité 3.59 pour établir des relations entre algébres
quelconques, et non plus uniquement entre algébres de termes.

Exemple 3.62 Dans l'exemple 3.53, la construction ne fonctionne pas, ou en
tout cas, ne produit pas l’effet espéré. Cela provient du fait que [’hypothése 3 du
lemme 3.59 n’est pas vérifiée: en particulier, pour aucunn € N onan—+1=0,
et il existe un cycle ne passant que par l’état g ;.

Un transducteur t permettant de remédier a ce probleme est par exemple le
sutvant dont l’état initial est qiq:

si [t] =0, q+1(t) = 1,

si [t] = oo, ¢41(t) — 00,

sinon ¢+1(1) =141,

sinon Qi +1) = g () + qia(t')
gia(0) = 0,
gia(1) = 1,

Gia(t +1t') = qia(t) + qia(t') .

Toutes les relations continues utilisées ici sont de la forme (R, p,p') avec R C
N x N, p(n,n') = n et p'(n,n') = n' (dans ce contexte, toute application est
continue si et seulement si elle est croissante).
On peut alors point & point préciser quelles sont les hypotheése du lemme 3.59.
1. les transitions de consommations sont inévitables dans t, car les seules tran-
sittons ne contenant pas de consommation se trouvent dans des feuilles de
l’exécution,
2. on pose pour toutn € N, Rlgy1,n] = {(k,k+1) | 0 < k <n} et R[¢ids,n] =
{(k,k) | 0 <k <n}
3. on vérifie que {qq} est un ensemble inévitable (et en particulier aucune
branche infinie d’exécution ne peut contenir une infinité d’étals g1 grice
auz deux premiéres transitions), et on a bien pour tout n € N, R[q;q,n](0,0),
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a-c. les regles suivantes correspondent respectivement aux transitions de t,

R[g+1,0](0,1)
R[g:+1, 00] (00, 00)
Rlg+1,1](1, )
Pgir iyt (K1), (KUY — (K+ K 1+1")
est une application continue de R[qi1,n] X R|¢iq,n'] dans Rlqi1,n + n']

Ri4(0,0)

Rid(l, 1)

Pgiu (ntn) (b, KN, (LI — (E+1LE +1")

est une application continue de R[giq, n] X R[qiq,n'] dans Rlqi1,n + n'].

Une preuve de correction pour un transducteur déterministe est donc délicate
a formaliser. Dans la pratique, de nombreuses libertés sont prises. En particulier,
ne pas préciser explicitement les applications continues. Ainsi, dans ’exemple
précédent, on dira que si Rq1, n|(k, ) et Rgiq, n'|(K',I') alors Rg1](E+K', [+1")
sans expliciter 'application iy, (nin). Comme déja mentionné, ce raccourci omet
la caractéristique de continuité de cette implication. Cependant, pour ne pas trop
nuire a la lisibilité, cette maniére de faire prévaut dans la suite de ce travail.
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Chapitre 4

Graphes et structures sur les piles

Ce chapitre a pour but de présenter les structures définies sur les piles. Par
structures définies sur les piles, on entend structure dont le codage le plus naturel
est de considérer un ensemble de piles comme univers et des familles de relations
«simples» construites par combinaison d’actions dépiler et empiler.

Cette définition, bien qu’informelle, capture un ensemble trés précis de fa-
milles de structures dont les propriétés se distinguent clairement des familles de
structures sur les termes (chapitres 5 et 6)

L’une des principales questions concernant ces structures est le choix d'une
représentation. Trois grandes approches sont possibles:

— la représentation interne consiste a donner explicitement 'univers de la

structure et & décrire séparément les relations définissant l'interprétation
de chaque symbole;

— la représentation par systémes d’équations consiste & décrire une famille
de structures par une algébre continue. Les structures de la famille sont
alors exactement les solutions de systémes d’équations sur les opérateurs de
I’algébre;

— la représentation par transformation| consiste 4 se donner une structure
initiale et & s’autoriser un ensemble de transformations sur cette structure.
La famille de structures décrite est alors I’ensemble des structures que I’on
peut obtenir en appliquant a la structure initiale une ou plusieurs de ces
transformations.

Chacune de ces représentations posséde ses avantages et ses inconvénients. Ainsi,
la représentation interne est la plus intuitive car elle correspond a la notion de ma-
chine: I'univers est ’ensemble des configurations de cette machine, et les relations
sont un programme. La représentation par systémes d’équations posséde quant a
elle I’avantage d’étre facilement manipulable car les transformations algébriques
d’équations sont un outil puissant. Enfin, la représentation par transformation
procure la plupart des résultats de décidabilité sur les structures.
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Chacune des familles de structures décrites dans la suite de ce chapitre posseéde
éventuellement plusieurs représentations distinctes qui seront tour a tour étudiées.
Etablir les équivalences entre ces différentes représentations est 1’objectif principal
de ce chapitre.

Le paragraphe est décomposé comme suit. Suit la présentation des familles
de graphes préfixes (4.2) puis des structures HR-équationelles (4.3). Le para-
graphe 4.4 sur les structures préfixes reconnaissables est le plus complexe car de
nombreuses représentations de ces familles sont possibles.

4.1 Langages rationnels et systémes d’équations

La théorie des langages se préte bien a la description en terme de systéme
d’équations. Cela nous fournit des exemples plus simples que les graphes ou les
structures étudiés par la suite. Nous présentons ici la hiérarchie de Chomsky sous
cet angle. De nombreux ouvrages traitent de ce domaine comme [HUT79].

4.1.1 Automates

Un jeu d’opérateurs simple permet de représenter fidélement le comporte-
ment des automates non déterministes de mots. Pour un alphabet A, les opéra-
teurs Auto|A] (ou plus simplement Auto si aucune confusion n’en résulte) sont au
nombre de trois:

— 'union de langages (notée +),

— le langage {c},

— la concaténation a gauche d’une lettre a € A notée a., associe a tout langage

L le langage a.L défini comme usuellement.
Bien entendu, le lien avec les langages rationnels est naturel.

Propriété 4.1 Les langages rationnels sont les solutions des Auto-systémes d’équa-
tions finus.

4.1.2 Automates déterministes

Un automate déterministe quant & lui consomme systématiquement une lettre
lors de chaque transition, et la destination de cette transition est entiérement
déterminée par cette lettre. De plus, a partir de chaque état, I’automate peut
accepter ou refuser le mot vide.

Ces remarques se traduisent en deux opérateurs sur les langages. Pour un
alphabet A = {a,,...,a,}, il y a deux opérateurs Autog[A] (ou plus simplement
AUtOd)

— l'opération qui aux langages L1, ... ,L, associe le langage a1 L+ - -+ a, Ly,
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— lopération qui aux langages L1, ... ,L, associe le langage ¢ +a1L; +---+
anLy,.
Par exemple, le langage rationnel (ab)* est la solution en X du Autoy-systéme
d’équations suivant :

X=ec+aY + b2,
Y =aZ +0X
Z =a/Z +b7 .

On a alors le résultat classique suivant.
Propriété 4.2 Les langages rationnels sont les solutions des Autogy-systémes d’équa-
tions finis.
Précisons tout de méme que, comme il s’agit d’automates en forme déterministe,
il n’est pas possible de passer d’'un Auto-systéme d’équation & un Autoy-systéme
d’équations par un transducteur déterministe (le contraire est en revanche vrai).

4.2 Les graphes préfixes

Les graphes préfixes sont la forme la plus simple de structures infinies que
nous considérons dans ce travail. Ces graphes se décrivent par un ensemble ra-
tionnel de sommets et les relations arcs s’obtiennent par récriture préfixe du mot
représentant le sommet.

Définition 4.3 (graphe préfixe) Un graphe est préfize s’il est isomorphe au
graphe de sommets V' et dont les arcs étiquetés par a sont définis par

- = {(Uv,u'v) eV?| (u,a,u/) €A, vE E*} avec

— X un alphabet fini,
— V' une partie rationelle de X%,
— A une partie finie de ¥* X A x ¥*.

B a ,BA @ ,BAA_ ¢ ,BAAA 4, BAAAA & _ _ _

J g g J d

C & CA & CAA « € CAAA <& CAAAA L - - -

Fi1Gg. 4.1 — Un graphe préfize : [’échelle.
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Exemple 4.4 La figure 4.1 donne un exemple simple de graphe préfize : I’échelle.
L’ensemble des étiquettes est {a,b,c}; Ualphabet est ¥ = {A, B,C}; 'ensemble
des sommets est V = (B + C)A*; l’ensemble des régles de récriture est

A ={(B,a, BA), (B,b,C), (CA,¢,C)} .

Le premier travail s’intéressant aux graphes préfixes est di a Miiller et Schupp
|[MS85|. Leur formalisme est néanmoins différent pour deux raisons:

— les auteurs considérent les graphes des transitions des automates a pile.
Ainsi, I’ensemble des sommets n’est pas un ensemble de mots comme pour
les graphes préfixes, mais un ensemble de configurations d’automate, c’est-
a~dire de couples formés de 1'état de cet automate et d’un mot de pile (sur
un alphabet de pile donné);

— la seconde différence est la restriction qu’ils effectuent: ils ne considérent
comme sommets du graphe que les configurations accessibles & partir d’une
configuration initiale donnée. Les graphes considérés sont donc nécessaire-
ment connexes.

En 90, Caucal [Cau90| étend cette définition originale & celle des graphes préfixes®.
Pour cela, il remarque qu’il n’est pas nécessaire de distinguer 1’état de ’automate
de la pile courante : on peut toujours coder cet état dans le sommet de pile. Ainsi,
dans ’exemple 4.4 les lettres B et C jouent le role des états de I’automate alors
que les mots sur A* se comportent les mots de la pile. Il n’y a alors plus besoin que
du mot de pile pour représenter une configuration et une transition de ’automate
correspond a une récriture préfixe sur ce mot.

La seconde amélioration concerne ’ensemble des sommets : il ne s’agit plus de
I’ensemble des configurations accessibles a partir d’une configuration initiale, mais
d’un ensemble rationnel. Il se trouve que I’ensemble des mots accessibles par récri-
ture préfixe a partir d’'un mot donné est un ensemble rationnel (un résultat bien
antérieur, di a Biichi [Biic64]). On en déduit que les graphes préfixes contiennent
les graphes considérés par Miiller et Schupp. Cette extension est d’ailleur stricte
puisqu’il existe des graphes préfixes non connexes.

Cette extension du travail de Miiller et Schupp se justifie pourtant aisément
car elle préserve I'une des propriétés fondamentales qu’ils avaient mise en évi-
dence.

Théoréme 12 (Miiller et Schupp [MS85]) La théorie monadique des graphes
préfizes est décidable.

1. Notons que les graphes préfixes présentés dans ce travail se distinguent légérement de la
définition originale car ils peuvent contenir des sommets isolés alors que ceux-ci sont implicite-
ment éliminés dans les travaux de Caucal.
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Les propriétés suivantes donnent des méthodes de construction des graphes pré-
fixes.

Propriété 4.5 Les graphes préfizes contiennent

— les graphes finis,

— les arbres réquliers de degré fini.

Les graphes préfizes sont clos par

— unton disjointe,

— substitution finie inverse,

— modification finie,

— restriction rationnelle (lorsqu’ils sont enracinés),

— produit (synchrone ot asynchrone) avec un graphe fini,

— restriction d une composante connezce.

Enfin, il est important de rappeler I'une des propriétés fondamentales des
graphes préfixes, c’est a dire leurs traces. En effet, les graphes préfixes étant issus
des automates a pile, ils reconnaissent comme eux les langages algébriques.
Théoréme 13 Les traces des graphes préfizes entre un sommet initial et un som-
met final sont les langages algébriques.

L’inclusion des traces des graphes préfixes dans les langages algébriques est clas-
sique. La démonstration de la réciproque nécessite quant a elle une mise sous
forme normale dite de Greibach de la grammaire. Nous ne présentons pas ici
cette opération. Il s’agit néanmoins d’'un grand classique de la théorie des lan-

gages et le lecteur intéressé peut se rapporter, entre autre, au livre de Hopcroft
et Ullman [HU79], ot encore a celui de Mateescu et Salomaa [MS97].

Exemple 4.6 Le graphe de la figure 4.1 a pour traces entre le sommet B et le
sommet C' le langage {a™bc™ | n € N}. Ce langage est algébrique car il est la plus
petite solution de ’équation X = a.X.c + b.

Les graphes préfixes s’étendent naturellement aux structures en considérant
des récritures faisant intervenir plus de deux mots. Nous n’explicitons pas ici
cette extension; elle sera présentée de maniére plus générale dans le contexte des
graphes préfixes reconnaissables.

Etant donné un sommet d’un graphe préfixe, le nombre de sommets auquel il
est susceptible d’étre relié (par un arc avant ou retour) est borné par deux fois le
nombre de régles de récriture (une fois pour les arcs avant et une fois pour les arcs
retour). Les graphes préfixes sont donc de degré borné. La famille des structures
HR-équationnelles léve cette restriction.
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4.3 Les structures HR-équationnelles

Ce paragraphe est dédié a la présentation des structures dites HR-équationelles,
ainsi que des graphes correspondants. Nous en donnons une premiére approche
intuitive a 'aide des grammaires de graphes (4.3.1). La définition de référence de
cette famille est quant a elle donnée au paragraphe 4.3.2. Enfin, la présentation de
ces graphes se termine par une étude de quelques-unes de leurs propriétés (4.3.3).

4.3.1 Premiére approche: grammaires de structures

F1G. 4.2 — Graphe HR-équationnel.

Les structures HR-équationnelles ont été proposées par Courcelle [Cou89).
Suivant les travaux, elles sont qualifiées simplement d’équationnelles, ou de régu-
liéres. Afin de lever toute ambiguité, elles sont appelées dans le reste de ce travail
structures HR-équationnelles. Cette terminologie fait référence a la définition 4.8
qui donne une caractérisation de la famille en termes de solutions de systémes
d’équations.

Ce n’est pourtant pas la premiére présentation de cette famille que nous don-
nons ici. En effet, il existe une autre définition classique de la méme famille de
structures: il s’agit d’une définition en termes de grammaires de structures (ori-
ginellement d’hyper-graphes). Cette approche est assez délicate a formaliser mais
posséde l'avantage d’étre intuitive. Nous la présentons au travers d’un exemple.

Il s’agit d’obtenir le graphe de la figure 4.2, c’est-a-dire I’arbre de degré infini
étiqueté par a et augmenté d’une relation successeur entre fréres étiquetée par b.
Pour cela, on utilise un symbole relationnel intermédiaire (dit “non terminal”) A
d’arité 2 en plus des deux étiquettes a et b. Le graphe de la figure 4.2 est alors
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obtenu comme limite de la suite de structures (H,) définie par:
— Hj est la structure a deux sommets en relation par A,

— H, .1 se déduit de H, par application parallele de la régle de récriture
suivante :

1 -
1 a| A
A se récrit en 2 —b*

A

A\

PO<---

c’est a dire en remplagant chaque non terminal A de H, par le motif cor-
respondant (les sommets marqués par 1 et 2 sont ceux que la récriture
conserve, les autres sont insérés comme de nouveaux somimets).

Hy = H, = ai

F1G. 4.3 — Structures successivement obtenues par récriture.

La figure 4.3 présente les quatre premiéres structures de cette suite. Le non
terminal A est représenté en pointillé comme s’il s’agissait d’un arc. Cette suite
de graphes a pour limite le graphe de la figure 4.2.

L’approche présentée au travers de cet exemple se généralise sans difficultés
aux structures et permet de définir la famille des structures dites HR-équationnelles.
Le paragraphe suivant a pour objectif de donner une description équationelle de
cette famille de structures.
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4.3.2 Représentation équationnelle

Dans le reste de ce travail, il n’est plus question de ces grammaires «de struc-
tures». Il leur est substitué les systémes d’équations HR dont la définition est
donnée ci-dessous. Cette définition nécessite de pouvoir fusionner des éléments
de 'univers dans le systéme d’équations. Pour cela, on travaille sur le cpo des
structures colorées avec quotient.

Pour C un ensemble fini de symboles unaires appelés couleurs et 3 un ensemble
disjoint de symboles relationnels, une Y:-structure colorée par C' est une structure
dont la signature est X U C, et telle que les interprétations des ¢ € C' forment
une partition de 'univers: une couleur ¢, et une seule, est attachée a chaque
élément u de 'univers; on dit que u a la couleur c¢. Un graphe coloré par C est
similairement une structure possédant la signature d’un graphe augmentée de C'.
Lorsque I'on représente ces graphes colorés, les couleurs sont placées directement
a 'emplacement du sommet.

L’intention est de se servir de ces couleurs pour identifier un ou plusieurs
sommets dans les opérations de construction des structures.

Dans le cas des structures HR-équationnelles, on considére des structures co-
lorées avec quotient.

2
g1= aia §§ g2:/
% 2—p 3

fusion[{1,2,3}|(G1 ® G2 B G3))) =

F1G. 4.4 — Union disjointe puis fusion (couleur 0 non représentée).
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Les opérateurs HR[X, C] (ou plus simplement HR) opérent sur le cpo des Y-
structures colorées par C'. Ce sont les suivants.

— Les structures finies colorées par C' avec quotient, que I’on note simplement
S pour S une structure finie.

— L’union disjointe @ avec sa sémantique habituelle.

— Le recoloriage par «, noté recol[a], oll « est une application de C' dans C.
La sémantique du recoloriage laisse invariante la structure, si ce n’est que
les éléments de 'univers de couleur ¢ ont pour nouvelle couleur a(c):

a(c)(z) o cfx), ceC
recol{a(S) = | R(z1,...,2g) @ R(z1,...,75) ReX |S).
T~y DT~y

On utilise parfois la notation recol[c; — co], ol ¢; et ¢, sont des couleurs,
pour signifier recol[a], a étant défini par a(c) = ¢ pour toute couleur ¢ # ¢4,
et a(cy) = co.

— La fusion de couleur ¢g, notée fusion[cy], étend la relation d’équivalence de
telle sorte que tous les sommets de couleur ¢y soient dans la méme classe :

c(x) :oe(x), ceC
fusion[co](S) =| R(21,-.-,2r) : R(z1,...,2R), ReX (S§)
Ty Dz vy V(co(z) Aco(y))
Pour E = {¢i,...,¢,} un ensemble de couleur, fusion[E] est un raccourci

pour fusion[c;] o - - - o fusion[c,].

Exemple 4.7 Soit C = {0,1,2,3}. La figure 4.4 présente trois graphes Gi, Ga
et Gy et le résultat du calcul G = fusion[{1,2,3}](G1 ® Go ® G3). Les rectangles
pointillés montrent comment les sommets sont fusionnés par les opérateurs fusion.
Les graphes G, et G3 s’obtiennent par recoloriage de G. On obtient donc le systéme
d’équations :

X = fusion[{1,2,3}](X: ® G, ® X3) ,

0—0 0—0
1—2 1—1

X; = recol 90 (X), X3 = recol 5 _s3 (X) .
3—=0 3—0

La plus petite solution de ce systeme d’équations est le graphe G.

Définition 4.8 Les structures HR-équationnelles (resp. graphes équationnels) sont
les structures (resp. graphes) solutions des HR-systémes finis d’équations et éli-
mination des couleurs.

97



Remarquons que dans cet énoncé, il n’est pas nécessaire de quotienter la structure
par ~ car la notion d’isomorphisme traite la relation ~ de maniére spécifique.

Telle qu’elle a été présentée ci-dessus, ’opération fusion semble compliquée, car
elle fait intervenir un calcul de cloture réflexive et symétrique. En fait, cette opéra-
tion peut étre effectuée par une interprétation existentielle positive. Le lemme 4.9
donne une formalisation précise de ce fait.

Lemme 4.9 Pour S une X-structure colorée, R € ¥ un symbole, z1, ... ,x g des
variables et v une valuation de 1, ... ,x|g sur S, on a

7, fusion[co(S) = R(z1, ..., T|r|)
ssi v, S = \/ Or.E

EC[|R]
avec dpp = I(2)icr-R(2, . . ., z%) A /\(co(:c,-) A co(2]))
i€E
variable fraiche sii1 € E |

avec pour i € [|R|], ZF - {$ SIMmon
1 .

Preuve. Soit 8 une Y-structure colorée. Soit

c(z) 0 oc(x), ceC
S'=| R(z1,...,zr) : R(z1,...,72R), ReX |S)
T~y :x~yV(e(x) Ac(y))

Telle quelle, cette structure n’est pas bien formée car il n’y a aucune garantie a
. . . ! . , . .
priori que la relation ~% soit une équivalence et encore moins une congruence.
! . , . ’ .
Montrons tout d’abord que ~° est une relation d’équivalence. Symétrie et
réflexivité sont héritées de la relation ~° et de la structure de la troisiéme régle.
. ! ’ R R .
Soient u, v et w tels que u ~° v et v ~ w. Deux cas sont & considérer, si cg(v)
Ll N , .o, 4 7
alors c§(u) et c5(w) (propriété de ~%). D’on par définition de ~', u ~5 w.
. . , .. !
Si pour un certain ¢ # cg, ¢5(v), alors u ~% v et v ~° w (définition de ).
s e s, 7 . . 7 .
Par transitivité de ~%, v ~% w et donc u ~° w. Ainsi ~° est une relation

d’équivalence. Par conséquence, ~5'=~%".
Supposons RS (uy, ..., u|g) avec pour tout ¢, u; = y(z;). Par définition de &',
il existe vy, ... ,v|g| € Us tels que pour tout ¢ € [|R|], u; ~5" v et RS(vy, ..., VR|)-

Soit E = {i | S |= co(u;)}. Sii € E alors S = ¢o(u;) et donc par définition de ~,

S & co(v;). Pour i € E, par définition de ~', on a u; ~5 v;. On peut donc

remplacer v; par u; pour tout i ¢ E dans RS (uy, ..., ug). Ainsi, v, S = ¢r.p-
On montre similairement ’autre implication. O
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4.3.3 Propriétés des graphes HR-équationnels

Enoncons le résultat fondamental de décidabilité associé aux structures HR-
équationnelles.

Théoréme 14 (Courcelle [Cou89|) Les solutions des HR-systémes d’équations
de théorie monadique décidable ont une théorie au second ordre gardée décidable.
En fait, le résultat de Courcelle est plus général.
Théoréme 15 (Courcelle [Cou89]) Pour toute formule close ¢ du second ordre
gardée, les modeles de ¢ sont HR-u-définissables.

La famille des structures HR-équationnelles contient strictement les graphes
préfixes. Il est méme possible d’en donner une caractérisation exacte.
Propriété 4.10 (Caucal [Cau90]) Les graphes HR-équationnels de degré borné
sont les graphes préfizes.

Propriété 4.11 Les structures HR-équationnelles sont closes par :
— modification finie,
— union disjointe,
— restriction G une composante connere,
— marquage rationnel,
— restriction rationnelle.

Nous ne donnons pas ici de preuve directe de ces résultats. Ils peuvent étre déduits
des résultats sur les graphes VR-équationnels.

En revanche, il manque une propriété de cloture simple aux structures HR-
équationnelles: la cloture par interprétation au premier ordre (et en particulier
par substitution finie inverse pour les graphes).

La propriété suivante s’intéresse a la largeur arborescente des graph es HR-
équationnels. Cette méme famille de graphe était définie en utilisant un jeu dif-
férent d’opérateurs.

Propriété 4.12 (Courcelle [Cou92]) Les graphes solutions de HR-systémes d’équa-
tions (éventuellement infinis) sont de largeur arborescente bornée.

Preuve. Pour C un ensemble de couleurs et G un graphe coloré, notons LA (G)
la largeur arborescente du graphe G restreint aux sommets possédant une couleur
dans C'. On a alors les inégalités suivantes:
1. Pour tout ensemble fini C' de couleurs, LAx(L) = 0, le cas pathologique du
graphe sans sommet a pour largeur arborescente 0 par convention.

2. Pour tous graphes colorés finis G et ‘H et tout ensemble fini de couleurs C,
LAc(GOH) < mazx(LAc(G), LAc(G")). Il suffit pour cela de remarquer que
dans un jeu du voleur et des policiers sur le graphe G ® G’, le voleur choisit
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une position de départ qui est soit dans G soit dans G’, et il ne pourra plus
sortir de ce graphe en empruntant les arcs. Les policiers n’ont donc qu’a
appliquer une stratégie gagnante sur ce graphe pour attraper le voleur.

3. Pour tout graphe coloré G fini, tout ensemble fini C' de couleurs et toute ap-
plication o des couleurs dans les couleurs, LA (recol[a](G)) = LAs-1(c)(G).
Les deux membres de 1'égalité correspondent au méme jeu: seules les cou-
leurs ont changé, et elles n’interviennent pas dans le jeu.

4. Pour G un graphe et ¢y une couleur,

LAC_{CO}(Q) +1 si Co € C

LAc(fusion[co](G)) < { LAc(G) sinon

Le cas ou ¢y ¢ C est évident (et correspond en fait & une égalté). Si
co € C, supposons que k policiers aient une stratégie gagnante sur G privé
des sommets de couleur c¢y. Alors, pour obtenir une stratégie gagnante sur
fusion[co](G), il suffit de rajouter un (k + 1)-éme policier sur le sommet
de couleur ¢y et d’utiliser la stratégie gagnante a k policiers sur les autres
sommets.

Notons C(G) les couleurs effectivement utilisées dans un graphe coloré G.
Naturellement |C(G)| représente le nombre de couleurs distinctes apparaissant
dans G. Considérons maintenant un ensemble fini .JJ d’opérateurs HR sur les cou-
leurs Cy, et dont les opérateurs graphes finis sont Hi, ... ,H,. Posons K =
maz{LAc,(H:) —|C(H;)| | ¢ € [n]}. On montre alors que pour tout .J,-terme
fini ¢ et pour tout ensemble de couleurs C' C Cj,

LAc([t]) < K+ |C([1])] (+)

Ce résultat s’obtient par récurrence sur ¢, en utilisant la définition de K pour les
graphes finis, et les inégalités 1 a4 4 pour les autres opérateurs.

Considérons maintenant un jeu sur un graphe infini valeur d’un .J-terme infini
t. La premiére étape consiste, pour le voleur, & sélectionner un sous-graphe fini H
sur lequel le jeu se déroule. Comme le graphe est décrit comme limite d’une suite
croissante de graphes finis (G,)n,en (correspondante aux valeurs des J-termes
finis de limite ¢), il existe un indice i tel que H C G;. Ce graphe est valeur d’un
J | -terme fini, donc, d’aprés (x) LA¢g,(H) < LA¢,(G;) < K+ |C(G;)| < K + |Cy|.

Donc, la largeur arborescente du graphe [t] est inférieure & K + |Cp|. O

Les opérateurs VR du paragraphe suivant se distinguent des opérateurs HR

entre autre par le fait qu’ils ne possédent plus cette propriété de largeur arbores-
cente bornée.
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4.4 Graphes préfixes reconnaissables et extensions

Les graphes préfixes reconnaissables sont une extension des graphes du para-
graphe précédent. Bien des descriptions équivalentes de ces graphes sont connues.
Elles se décomposent en représentations internes, par transformations et équation-
nelles.

Représentation interne. La premiére description de cette famille de graphes
est due a Caucal: ce sont les graphes dont l’ensemble des sommets est
rationnel, et les relations arcs sont définies par des régle de récriture de
mots décrites par des ensembles reconnaissables [Cau96].

Représentation par transformations. Caucal montre aussi que les mémes
graphes peuvent étre déduits de I'arbre binaire complet par applications
d’un marquage rationnel, d’une substitution rationnelle et d’une restriction
rationnelle [Cau96|. Ces transformations sont des cas particuliers d’interpré-
tations monadiques, dont se déduit la décidabilité de la théorie monadique
de ces graphes. En fait, les graphes préfixes reconnaissables sont exacte-
ment ceux obtenables par interprétation monadique de ’arbre binaire com-
plet [Bar97].

Représentation équationnelle. Barthelman donne une représentation équa-
tionnelle des graphes préfixes reconnaissables; ce sont les solutions des
systémes d’équations finis sur une ensemble adapté d’opérateurs, appelés
opérateurs VR [Bar97].

En fait, une autre direction d’extension est aussi possible. Il s’agit d’autoriser
des systémes d’équations infinis dans la représentation équationnelle. Cette exten-
sion peut étre traduite dans les deux autres types de représentations. On obtient
alors pour toute famille acceptable de systémes d’équations A, I’équivalence des
trois familles de graphes suivantes.

Représentation interne. Les graphes dont les sommets sont formés d’un en-
semble de mots reconnus par un automate déterministe A € A, et dont les
relations arcs sont représentées par des régles de récriture suffixe décrites
par des ensembles reconnaissables.

Représentation par transformations. Les interprétations monadiques du dé-
pliage des graphes de A.

Représentation équationnelle. Les solutions de VR-systémes d’équations de A.

Cette triple équivalence coincide avec la précédente quand A est ’ensemble des

graphes finis. En fait, une seconde représentation équationnelle est établie dans

ce chapitre, celle avec les graphes solutions de systémes d’équations sur les opé-
rateurs VR augmentés d’un opérateur de fusion (hérité des opérateurs HR).

Tous ces résultats s’adaptent relativement aisément aux structures. Ces ex-
tensions seront présentées tout au long du chapitre.
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théoréme 26 HR-systéme (évident)
Hypothese: —> d’équations
sous-graphes
bipartis complets |
bornés
(évident)
VR-systéme VR+fusion-systéme
d’équations d’équations

théoréme 16

théoréme 23 (Barthelmann)

1

composition
dépliage
MS-transduction

théoréme 20

relations PR théoréme 24
restreintes par <
un automate
déterministe

Fi1G. 4.5 — Principauz résultats du paragraphe
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Enfin, une derniére équivalence structurelle nous intéresse. Il s’agit d’un ré-
sultat de Barthelmann énoncant que les graphes préfixes reconnaissables dont
les sous-graphes bipartis complets sont bornés sont exactement les graphes HR-
équationnels [Bar98|. Ce résultat devient dans le cadre présent : pour toute famille
acceptable de systémes d’équations A, les solutions de VR-systémes d’équations
dans A dont les sous-graphes bipartis complets sont bornés, sont les solutions des
HR-systémes d’équations de A. Ainsi, il est possible de caractériser uniformément
et de maniére externe les solutions des HR-systémes au sein des solutions des
VR-systémes.

Tous ces résultats d’équivalence sont répartis dans différents théorémes. Une
carte des principales dépendances est donnée a la figure 4.5. Chaque fléche repré-
sente une inclusion des familles de graphes.

Le reste de ce paragraphe est construit comme suit. L’aspect équationnel est
traité en premier (4.4.1). Le paragraphe 4.4.2 s’attache aux représentations in-
ternes de ces familles de structures. Les représentations par transformations sont
ensuite abordées (4.4.3). Le paragraphe 4.4.4 est dédié aux liens entre ces familles
de graphes et la hiérarchie de Caucal. Enfin, I’étude de ces familles s’achéve par
la preuve que les graphes dont les sous-graphes bipartis complets sont bornés
solutions de VR-systémes d’équations peuvent étre traduit au moyen d’un trans-
ducteur déterministe en solutions de HR-systémes d’équations.

4.4.1 Représentation équationnelle

L’objectif ici est de décrire les différents opérateurs permettant de représenter
les graphes préfixes reconnaissables au moyen de systémes finis d’équations. La
finitude de ces systémes n’étant jamais utilisée, ce paragraphe dépasse le simple
cadre des graphes préfixes reconnaissables.

Nous commencons par la présentation des opérateurs VR qui travaillent sur le
domaine des graphes (4.4.1.1). Le paragraphe 4.4.1.2 présente les opérateurs VR’
qui sont une extension des opérateurs VR aux structures. Le paragraphe 4.4.1.2
présente un premier résultat de normalisation de ces opérateurs dont l'intérét
est principalement d’illustrer les techniques qui seront ensuite utilisées dans des
cadres plus compliqués. Enfin, ’ajout d’un opérateur de fusion est envisagé au
paragraphe 4.4.1.3. Celui-ci peut-étre éliminé par un transducteur déterministe
(théoréme 16).

4.4.1.1 Opérateurs sur les graphes

Pour A un alphabet d’étiquettes et C' un ensemble de couleurs, les opérateurs
VR[A, C] (ou plus simplement VR) opérent sur les graphes colorés par C' étiquetés
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par A. Ils sont au nombre de quatre.

L’union disjointe de graphes colorés, notée .

Le graphe & un seul sommet de couleur ¢, noté sommet|c|. Pour £ C C un
ensemble de couleurs, sommet[E] est une abréviation représentant I’expres-
sion sommet[c;] @ ... & sommet|c,|, ou {ci,...,¢,} = E. Bien entendu, a
isomorphisme prés, la valeur de cette expression ne dépend pas du choix de
numérotation des éléments de E.

Le recoloriage par une application « des couleurs dans les couleurs, noté
recol[a] qui a la méme sémantique que pour les opérateurs HR.

L’ajout d’arcs étiquetés par a € A entre les couleurs c € C et ¢ € C. 1
est noté arc[c, a, ’]. Sa sémantique est de conserver le graphe inchangé, si
ce n'est qu'un arc étiqueté par a est ajouté entre tout couple de sommets
x,x' de couleurs respectives ¢ et ¢. Pour G un graphe coloré,

clx) : e(x) ceC
arcle,a,d)(G)=| 25y : 2Dy be A (9).
r35y o ocx)Ad(y)

Pour D une partie de C' x A x C, D = {(¢1,a1,¢}),...,(cn,an,c,)}, alors
arc[D] est une abréviation pour

arc[D](G) = arc[ey, ay, (... arc[cn, an, ] (G)...) .

ou D = {(c1,a1,¢)),...,(cn,an,c,)}. La encore, cette notation ne dépend
pas du choix de numérotation des éléments de D car les opérateurs arc
commutent.

Les graphes obtenus comme plus petites solutions de VR-systémes d’équations
finis sont appelés graphes VR-équationnels.

Exemple 4.13 La figure 4.6 présente un graphe coloré G assimilable auz entiers
positifs munis de la relation successeur étiquetée par a, de la relation < étiquetée
par b, et coloré par 1 pour O et par 2 pour les autres entiers.

On obtient le méme graphe coloré G en effectuant la succession d’opérations
sutvante a partir de G :

1.
2.

3.

ajouter un nouveau sommet isolé de couleur 0,

ajouter un arc étiqueté par a entre le sommet de couleur 0 et le sommet de
couleur 1,

ajouter un arc €étiqueté par b du sommet de couleur 0 vers tous les autres
sommets,

recolorier le sommet de couleur 1 en couleur 2 et le sommet de couleur 0
en couleur 1.
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F1G. 4.6 — Les entiers munis de la relation successeur (a) et inférieur (b).

Ainsi, ce graphe est solution de l’équation :

[o — 1]
G = recol {1 — 2} (arc[{(0,b,0),(0,b,1),(0,b,2),(0,a,1)}(G ® sommet[0])) .
[2 — QJ

Le paragraphe suivant montre comment il est possible d’étendre cette défini-
tion aux structures.

4.4.1.2 Extension aux structures

Le paragraphe précédent a permis de décrire des opérateurs sur les graphes
infinis. Il s’agit ici d’étendre ces opérateurs aux structures. On construit ainsi les
opérateurs VR’. Lorsque ces opérateurs servent a décrire des graphes, ils peuvent
étre traduits en opérateurs VR bien que nous n’établissions pas ce résultat (il
s’agit d’un prolongement de la propriété 4.18).

Définition

L’extension des opérateurs VR aux structures se fait en unifiant les opérations
de recoloriage et d’ajout d’arc: toutes deux sont des interprétations booléennes
positives. Dans les opérateurs VR', I'interprétation booléenne positive est une
opération a part entiére.

Pour ¥ un alphabet de symboles relationnels, les opérateurs VR'[X] (ou plus
simplement VR') opérent sur les X-structures. Ils sont au nombre de trois.

— La structure & un élément un, c.a.d. telle que U = {0} et 'interprétation
de tous les symboles (sauf ~) est vide. On s’autorise une variante un[R]
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ol R € X est une symbole d’arité 1. Cette structure est égale a un si ce
n’est que 'interprétation de R est {0}.

— L’union disjointe de structures, notée &.

— L’interprétation booléenne positive notée comme I’'interprétation elle méme.
Bien entendu, dans le cadre des graphes colorés, l'interprétation booléenne posi-
tive permet d’exprimer le recoloriage tout comme ’ajout d’arcs. Ainsi, les opéra-
teurs VR’ sont naturellement plus expressifs que les opérateurs VR.

Nous voyons maintenant comment montrer que VR et VR’ coincident sur les
graphes colorés. Pour cela, il convient tout d’abord de normaliser les opérateurs
VR’. Tel est le propos du paragraphe suivant.

Normalisation

Dans ce paragraphe, nous montrons qu’il est possible de normaliser un sys-
téme d’équations VR’ au moyen d’un transducteur déterministe (propriété 4.18).
Cette forme normale est une restriction sur les formules booléennes positives
autorisées dans les interprétations. Le rapport entre la version normalisée des
opérateurs VR’ et les opérateurs sans restriction correspond au rapport entre au-
tomates non-déterministes et automates alternants. Ce résultat ne présente pas
de difficulté particuliére et peut étre déduit d’autres constructions de ce travail.
Néanmoins, cette preuve permet d’illustrer diverses techniques qui seront utilisées
dans d’autres contextes ultérieurement.

Une conjonction linéaire est une formule booléenne positive formée unique-
ment de conjonctions et de prédicats relationnels, et dans laquelle chaque variable
libre apparait au plus une fois. Une formule booléenne est en forme linéaire si elle
s’écrit comme une disjonction de conjonctions linéaires. Ainsi a(x) V b(z) est en
forme linéaire alors que a(z) A b(z) et f(z,z) ne le sont pas. Une interprétation
booléenne positive est en forme linéaire si toutes les formules qui la composent
sont linéaires.

Une formule booléenne positive est linéaire compléte vis & vis des variables
{z1,...,x,} sielle est linéaire, et que dans chacune des conjonctions apparaissent
toutes les variables x;. Ainsi, a(z) V b(z) est linéaire compléte vis a vis de {z}
mais ne ’est pas vis a vis de {z, y}. Remarquons que la formule vrai ne peut étre
mise sous forme linéaire compléte que vis & vis de () alors que la formule faux I’est
pour tout ensemble de variables. On dit qu’une interprétation booléenne positive
est linéaire compléte si pour toute régle R(x1,...,2,) : @, ¢ est linéaire compléte
vis a vis de {x1,...,2,}.

Il s’agit maintenant de transformer les VR'-termes en VR'-termes dont les
opérateurs interprétations sont linéaires complets. Soit donc ¥ un ensemble fini
de symboles relationnels, et soit /N la plus grande des arités des symboles de .
Dorénavant, X représente ’ensemble de variables du premier ordre {z1,...,zx}.
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Cet ensemble est naturellement totalement ordonné par z; < z; si 7 < j. De la
sorte, pour tout ensemble fini de variables X C X de cardinal n, il existe une
unique séquence de variables (yi,...,y,) strictement croissante telle que X =
{y1,---,9n}. On note cette séquence X.

Pour X C X, C(X) est ’ensemble des conjonctions booléennes positives dont
les variables libres appartiennent & X. Modulo les invariants logiques usuels, C'(X)
est fini. On introduit alors le nouvel ensemble de symboles relationnels suivant :

Y={<X,0> | XCX, 0C(X)} avec|<X,0>|=|X].
L’interprétation Z; des Y-structures dans les Y'-structures est définie comme suit,
Ly =] <X.¢>X) : ¢ |.

On s’intéresse, pour une Y-structure S & construire une X-structure S’ telle que
Zo(S) = S'. Un probléme subsiste : la relation entre S et S’ ainsi définie ne relie
aucun élément & la structure vide. En effet, L =< (), vrai > et Zy( L) # L. Cette
relation ne permet pas de remplir les conditions de ’hypothése 3 du lemme 3.59.
Pour résoudre ce probléme, on introduit Iinterprétation booléenne positive Z
définie comme suit.

<X,0>(X) : <X,6>(X), X#0,¢6cC(X)

T = i .
0 < 0, vrai > : vrai

La relation R définie par R(S,S’) si Zy(S) = Z}(S’) est donc continue et satisfait
R(L,L). Remarquons de plus que Z| est linaire compléte.

Lemme 4.14 Soit ¢ une formule booléenne positive sur la signature Y de va-
riables libres X . Il existe effectivement une formule ¢* linéaire compléte vis a vis

de X sur la signature ¥' telle que pour toute Y-structure S et toute valuation -y
de X sur S,

LSEG  ssi 7, L(S) ="

Preuve. 1l sufit de mettre la formule ¢ sous forme normale disjonctive ¢ =
@1V -V ¢ ou les ¢ sont des conjonctions. On pose alors ¢* =< X, ¢; >
(X)V---V <X, o > (X). O

Corollaire 4.15 Pour toute interprétation booléenne positive I des X-structures

vers les Y-structures, il existe une interprétation booléenne positive linéaire com-
pléte T* des X' -structures vers les X' -structures telle que :

Tool = I o01,.
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Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 4.14 & chacune des formules booléennes
positives apparaissant dans I'interprétation Zy o Z. O

Lemme 4.16 Il existe une interprétation booléenne positive linéaire compléte Tg
des X' -structures dans les X' -structures telle que pour toutes Y-structures Sy et S,

Ly($1© 82) = Lp(Zo(S1) ®@Lo(S2)) -

Preuve. Il s’agit d'une application du lemme 2.13. O

Lemme 4.17 Pour toute signature X, il existe un transducteur déteministe t
des VR'[S]-termes dans les VR'[Y']-termes a interprétations linéaires complétes
tel que pour tout VR'[S]-terme t, on a:

[to(t)] = Zo([t]) .

Preuve. Comme déja mentionné, Zy(S) = Z}(S’) est continue et satisfait Zy(L) =
Z(L). Le corollaire 4.15 et le lemme 4.16 s’interprétent alors comme les hypo-
théses de récurrence démontrant la validité du transducteur déterministe suivant
dont I’état initial est ¢ :

q00(z) = Iy(q(x))
9(z @ y) = Lo(Zy(e(x)) @ Ly(a(y))) (cf. lemme 4.16)
q(Z(z)) = I*(Z(q(x))) (cf. corollaire 4.15)
q(un) = &' avec S = Zy(un) .

On peut dés lors énoncer la propriété de normalisation qui nous intéresse.

Propriété 4.18 Pour ¥ un alphabet relationnel, il existe un transducteur dé-
terministe t des VR'[X]-termes dans les VR -termes a interprétations linéaires
complétes telle que pour tout VR'[X]-terme t,

[t = I .

Preuve. D’apreés le corollaire 4.15 appliqué a I'interprétation identité sur la si-
gnature Y, il existe une interprétation linéaire compléte Z; ! tel que pour toute
Y-structure S, Z;*(Zy(S)) = S. On pose alors simplement t = Z;* oty (to est le
transducteur déterministe du lemme 4.17). O
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4.4.1.3 Un opérateur de fusion supplémentaire

I s’agit d’autoriser une opération supplémentaire de fusion (similaire & celle
des opérateurs HR) aux opérateurs VR’. On montre alors que, au moyen d’un
transducteur déterministe, cette opération peut étre éliminée d’un systéme d’équa-
tions (théoréme 16). Une conséquence de ce résultat est la classique inclusion
a isomorphisme prés des structures HR-équationnelles dans les structures VR’-
équationnelles [Cau96|.

Ce résultat est comparable a celui énoncé par Courcelle et Makowsky dans
le contexte des structures finies [CM02|. La démonstration présente emprunte
une partie des techniques de ce travail bien que la maniére de conclure soit trés
différente. Une autre preuve est donnée dans [CC03| de ce résultat. Elle est moins
générale que celle présentée dans ce mémoire qui se rapproche plus de celle de
Courcelle et Makowsky.

Le reste de ce paragraphe consiste tout d’abord & présenter plus formellement
les opérateurs VR’ + fusion. On présente ensuite une famille de formules logiques
dites «existentielles gardées». Suivent cinq lemmes énoncant le bon comportement
de ces formules vis & vis des opérateurs VR'. Le paragraphe suivant s’attarde
sur la récurrence proprement dite. Le théoréme 16 est présenté dans le dernier
paragraphe.

Les opérateurs VR’ + fusion

Les opérateurs VR’ +fusion travaillent sur des structures colorées avec quotient.
Les opérateurs VR’ n’affectent pas les couleurs. Les couleurs ne sont modifiées que
par 'opération de recoloriage (héritée des opérateurs HR). L’opération de fusion
(notée fusion) est paramétrée par une couleur (1a encore, il s’agit de la méme que
pour les opérateurs HR). Pour ¥ un alphabet relationnel et C' un ensemble fini
de couleurs, les opérateurs (VR + fusion)[X, C| (ou plus simplement VR’ + fusion)
sont les suivants.

— La structure & un seul élément de couleur ¢, notée sommet|[c],

— L’union disjointe de structures colorées avec quotient, notée @,

— L’interprétation booléenne positive notée Z pour pour Z = (vrai, 2, (dr)resx)-

Sa sémantique est définie comme suit.

c(x) o oc(x), pour z € C
I(S) = R(Ib---,iﬂ\m) : ¢R(CE1,...,CE‘R|), pour R e X
T~y T~y

Ainsi Z se comporte comme une interprétation sans restriction sur les sym-
boles de ¥, tout en gardant les couleurs de C' non modifiées.

— Le recoloriage par une application o de C' dans C, noté recol[a] est défini
comme pour les opérateurs HR.
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La fusion des éléments d’une méme couleur ¢, notée fusion[c|, a la méme sémantique
que pour les opérateurs HR.

Remarque 4.19 Une autre opération naturelle de fusion peut étre envisagée.
Cette opération se sert d’un symbole relationnel unaire quelconque (et non d’une
couleur) pour décrire la fusion. Savoir si le théoréme 16 reste valable quand [’opé-
ration de fusion est de ce type est une question ouverte (la question correspondante
pour les structures finies l’est tout autant [CMO02]).

Dorénavant, nous supposons la signature X et I’ensemble de couleurs C' fixés.
L’entier NV est la plus grande arité présente dans .

Formules existentielles gardées

La démonstration du théoréme 16 repose sur I’étude d’une famille précise de
formules logiques. On s’intéresse aux formules logiques au premier ordre exis-
tentielles (c.a.d. ne possédant pas de quantification universelle) sur les prédicats
C'UX. On cherche a rendre chaque variable de telles formules indissociable de sa
couleur. Cela revient & associer une couleur aux variables libres et a préciser la
couleur des autres variables lors de leur introduction par une quantification.

Soit X un ensemble de variables, une garde de X est une application g de X
dans C'. On définit la formule g par

7=\ (s(@)(x) -

reX

Ainsi, une garde permet d’attacher une couleur a chacune des variables libres
d’une formule. Pour ¢ une garde, x une variable et ¢ une couleur, alors g,z — ¢
représente la garde ¢’ qui coincide avec g sur son domaine et telle que ¢'(z) = c.

On ajoute aussi une construction permettant d’attacher une couleur aux va-
riables liées. Une formule ezistentielle avec quantifications gardées est une formule
¢ sur X telle que toutes les quantifications existentielles qu’elle contient sont de
la forme dx:c.7), ol x est une variable et ¢ € C' une couleur. Une formule dz:c.¢
a la méme interprétation que Jz.c(z) A 7). Une telle construction quantifie donc
uniquement sur les sommets d’une certaine couleur.

Une formule existentielle gardée est une conjonction gA ¢ ou ¢ est une formule
existentielle avec quantifications gardées et g est une garde de FV(¢).

La propriété suivante montre que 1’on peut toujours se limiter a 1'utilisation
de telles formules.

Propriété 4.20 Toute formule existentielle sur les prédicats YUC' est équivalente
a une disjonction de formules existentielles gardées.
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Preuve. Considérons une formule existentielle ¢, on construit alors la formule
¢* par:

=\ @nr¢)

gECFV(¢)

ol ¢? pour g une garde de F'V(¢) est définie récursivement par:

(R(Il, .. ,CC‘R|))9 = R(.Tl, R ,I‘R|) (E]I(p)g — \/ ax:c'(bg,m—m ’

ceC

_Jvrai sig(z) =c, Y
(=) = {faux sinon [Zryf=z~y,
(@A) = A7, (@V ) =¢ Vs,

vrai! = vrai , faux? = faux .

On montre aisément par récurrence sur la structure de ¢ que pour toute structure
S, toute garde g de FV(¢) et toute valuation v de FV(¢) sur S,

7, SEGAG  ssi 1, SEGAY.

Notons que ceci n’est vrai que parce que l'interprétation des couleurs forme une
partition de 'univers. Les conclusions du lemme en découle. O

Il s’agit enfin de trouver une mesure de la complexité des formules existentielles
gardées permettant d’assurer qu’elles soient finies modulo invariants syntaxiques.
Pour cela, on compte le nombre d’imbrication de quantifications existentielles
gardées par une méme couleur. Pour ¢ € C une couleur, et pour ¢ une formule
gardée par C, on définit I'entier naturel [.(¢) comme suit:

le(vrai) =0 lo(faux) =0
le(@ A Y) = max(le(9),le(v)) (¢ V ¥) = max(le(e), l(v))
lo(R(x1,...,715)) =0 l.(Fy:d.¢) = {ﬁcgzg 41 zincc,)j.c

On pose l¢(¢) = max{l.(¢) | c € C}.

Comportement des formules existentielles gardées vis a vis des opéra-
teurs VR’+fusion

Nous montrons ici comment, pour chacun des opérateurs VR’ +fusion, la satis-
faction d’une formule existentielle gardée par une structure aprés application de

111



lopérateur se rameéne a la satisfaction de (combinaisons de) formules existentielles
gardées sur la/les structures arguments.

Suivent donc quatre lemmes — un pour chaque opérateur sauf pour sommet
qui n’en nécessite pas — formalisant ce principe. Ces constructions sont classiques
si ce n’est la construction associée a 'opérateur fusion (lemme 4.22).

Lemme 4.21 (opérateur interprétation) Soit Z une interprétation booléenne
positive des structures colorées par C dans les structures colorées par C. Pour
toute formule existentielle gardée ¢ il existe un formule existentielle gardée ¢* de
méme variables libres telle que pour toute X-structure S et toute valuation v de

FV(¢) sur S, on a:

1IS) E¢ ssi nSE .
De plus, si lc(¢) < N, alors lc(¢*) < N,

Preuve. Il suffit de remplacer chaque ocurrence d’un prédicat R(yi,--.,Yn)
dans ¢ par sa définition dans Z. Cette opération ne change pas les imbrications
de quantifications car Z ne contient pas de quantifications. O

Lemme 4.22 (opérateur fusion) Soit cg € C une couleur. Pour toute formule
existentielle gardée g N\ ¢, il existe un formule existentielle a quantifications gar-
dées ¢g ., telle que

= FV(¢ge) = {z € FV(0) | 9(z) # o} ,
— pour toute X-structure S et toute valuation v de FV () sur S, on a

v, fusion[o](S) EGA @ ssi 7, SEGA dge,

—silo(¢) < N, alors lo(¢ge,) < N.

Preuve. La formule ¢, ., est définie récursivement comme suit.

Ry, .., y|R|)g,co = Jzp,:¢0...32p:00.-R(21, .., 2n)
avec {p1,...,pr} ={p | 9(yp) = co} ,

Yi si g(y) # co
variable fraiche sinon ,

¢ JY—>€0,C sl c= ¢y )
(3y:c.0)4,c, = { o

Jy:c.¢g,y—sc,co SinON

et z;, =
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vraig ., = vrai faux, ., = faux

(¢ A w)g,CO = ¢ga00 A wgaco (¢ \% w)g,co = ¢Q,CO \% Zbgac[]

Cette construction élimine toutes les quantifications de variables associées a la
couleur ¢y. De nouvelles sont simultanément réintroduites au niveau des prédicats
relationnels.

Exemple 4.23 Supposons C = {1,2} et ¥ = {R} avec |R| =2, alors on a

(Fr:1.R(z,7))y, = 3Fz:1.R(z,x),

I

(Elavzl.R(x,:c))(b’1 = Jz1:1.329:1.R(21, 29) -
Ainsi, dans le premier cas, lorsque l’on fusionne une couleur n’apparaisant pas
dans la formule, celle-ci est inchangée. Le second cas montre comment, lorsqu’une
variable de la couleur fusionnée est utilisée en plusieurs endroits, alors autant de
nouvelles variables fraiches sont introduites (ici z; et z3), celles-ci étant reliées
par le fait qu’elles ont la méme couleur.

Le dernier cas montre comment il est convenable de réinsérer la quantification
au niveau du prédicat relationnel. Cette fois-ci g(z1) = 2 et g(x2) = 2.

(Fy:1.R(z1,y) A R(y, 22)),,

(Fz:1.R(z1,2)) A (Fz:1.R(z,x2))

La preuve exacte de la validité de cette construction consiste & montrer par ré-
currence sur la structure de ¢ que:

v,fusion[co](S) EGA G ssi Y SETA g -

Le lemme 4.9 traite le cas des prédicats relationnels. O

Lemme 4.24 (opérateur recol) Soit o une application de C' dans C. Pour toute
formule existentielle gardée g N\ ¢, il existe un formule existentielle avec quantifi-
cations gardées ¢, telle que:

- FV(¢) C FV(¢a) ,
— Pour toute 3-structure S et toute valuation v de FV(¢) sur S, on a

v,recol[a](S) EgA ¢ ssi v, S E \/ g N bq -

aOg’:g

- Sile(¢) <N, alors lg(ps) < N.

113



Preuve. On définit ¢, par récurrence sur ¢:

R(x1,...,2R|), = R(z1,...,2R) (Fzx:co), = \/ Az : gy,

dea=1(c)
vrai, = vrai faux, = faux
(AY)y = ba AYa (¢V V), = baV e

On montre par récurrence sur ¢ que que pour toute garde ¢’ de F'V(¢), toute
structure S et toute valuation de FV(¢) sur S, on a

v,recol[a](S) Eaog Ag  ssi 1, SEJAd, -

Lemme 4.25 (opérateur @) Pour toute formule eristentielle gardée g A ¢, il
existe un ensemble fini gb;e de paires de formules existentielles gardées tel que :
— pour tout (P1,v2) € ¢F, FV (1) et FV(i2) sont disjoints et FV () U
FV(2) CFV(9),
— pour toutes Y-structures colorées S; et Sy et toute valuation v de FV (o)
sur Sy ® Sy on a, 7,51 O Sy = ¢ si et seulement si il existe (Y1, 13) € ¢F
tel que

FV(%) - dom(ﬂ—l ofy) ) et m 07a81 }: g‘FV(’l/Jl) /\% )
et  FV (o) C dom(mgo7) , et m07%,82 = glrvig) N2

- silo(¢) < N, alors pour tout (Y1,72) € ¢7, lo(¥1) < N et lo(1h2) < N.

Preuve. Par application du lemme 2.13. O

Lemmes de récurrence

Soit X = {z1,...,xx}. Pour tout X C X, F5(X) représente 1’ensemble des
formules existentielles avec quantifications gardées ¢ dont les variables libres ap-
partiennent a X et telles que lo(¢) < N. Modulo les équivalences syntaxiques
habituelles, F5(X) est fini. Pour X C X, X représente 1'unique suite de variables
Tpy, ..., Tp, telle que p est strictement croissant et {z,, | i € [n]} = X.

On construit une nouvelle signature ¥’ comme suit.

Y ={<X,9.6> | XCX geC¥ ¢€F5X)},
avec pour tout < X,g,¢ >€ ¥, |< X, g,0>|=|X].
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On définit aussi les interprétations Z, et Z) comme suit.

I:‘<Xy¢>C@ LGNS
0 c(x) coc(x) |7
7 :‘ <0,0,vrai > () : vrai ‘

<X,9,0>(X) : <X,9,6>(X)

L’interprétation Zy annote sur la structure ’ensemble des interprétations des for-
mules de F5(X) pour X C X. L’interprétation Zj quant a elle laisse toute 3'-
structure inchangée si ce n’est que le symbole < (),(),vrai > d’arité 0 a pour
nouvelle valeur vrai. Remarquons que Zy(L) = Z{ (L) et Zj o Zy = Iy.

Soit £ C C' un ensemble de couleurs et S une structure colorée par C' alors
S|k dénote la structure induite de S par les éléments de couleurs dans FE, c.a.d.

S|E = S‘{ueus | 3c€E, c(u)} -

Le lemme 4.26 montre que cette opération commute avec les interprétations boo-
léennes positives.

Lemme 4.26 Pour Z une interprétation booléenne positive et E C C' un en-
semble de couleurs, alors pour toute structure colorée S,

I(S)|s = T(Sx) -
Les relations sur lesquelles reposent la construction sont alors les suivantes:
pour E C C, R[E|(S,8') ssi Zo(S)|p = T4H(S') .

La relation R[E] relie continuement les Y-structures colorées aux X'-structures.
L’interprétation Z ne sert qu’a obtenir R[E](L, L). Remarquons que si Zy(S) =
&', alors R[E|(S,S').

L’équivalence

En annexe (A.2) se trouvent les lemmes A.5, A.6, A.8, A.9 et A.7 établissant
la validité de chacune des étapes de récurrences. Techniquement, ces lemmes sont
des applications directes des lemmes 4.21, 4.22, 4.24 et 4.25.

Le théoréme suivant énonce la conclusion de toutes les constructions qui ont
été présentées précédemment.

Théoréme 16 Pour tout ensemble fini de couleurs C' et pour tout alphabet rela-
tionnel 3, il existe un transducteur déterministe t des (VR' +fusion)[3, C|-termes
dans les VR -termes tel que pour tout (VR' + fusion)[3, C|-terme t, on a:



Preuve. Les lemmes A.5, A.6, A.8, A.9 et A.7 correspondent aux étapes de
récurrence de la preuve de validité du transducteur déterministe ty, défini comme
suit.

— ’ensemble des états est {¢[F] | £ C X},
— D’état initial est ¢[C],
— les transitions sont définies par

dEl(z @y) — fOF(q[El(x) @ q[E)(y))
q[E](recol[a](z)) — freeelebB(g[precll(a))
]

) =
q(E)(Z(2)) = 5" (aE)(2))
g[E](fusion[co](x)) — ¢[E](x) si [[2]le, =0,
q[E](fusion[co] () — flusionleol B (4B — {co}](z)) sinon.

Des lemmes A.5, A.6, A.8, A.9, A.7 et 3.59 se déduit la validité de ce transducteur.
On a donc pour tout (VR' + fusion)[3, C]-terme ¢, R[C]([¢], [to(t)]), c’est-a-dire
que Zo([t]) ~ Zo([to(t)])-
Soit 'interprétation booléenne positive suivante:
Ilz R(Y) : v <X,g,¢>(7), XZ{.Tl,...,.T‘R|}
geCcX
Alors pour toute Y-structure colorée S, on a Z;(Zo(S)) = S. On pose donc
t =7, o | o ty, et t satisfait les conclusions du théoréme 16. O

4.4.2 Représentation interne

Les graphes solutions des VR-systémes d’équations admettent une représenta-
tion interne sous forme de récriture de mots. Nous présentons d’abord les défini-
tions originales de Caucal puis le résultat d’équivalence énoncé par Barthelmann :
ces travaux se limitent au cas des systémes finis d’équations. Ensuite, aprés refor-
mulation, nous généralisons ce résultat en en donnant une forme restant valable
pour des systémes d’équations non finis et pour les opérations VR’.

4.4.2.1 Graphes préfixes reconnaissables

La premiére définition que nous donnons de ces graphes correspond a la simple
extension des graphes préfixes & des ensembles rationnels de régles.
Définition 4.27 (graphe préfixe reconnaissable) Un graphe est préfize re-
connaissable si il est isomorphe au graphe de sommets V' et dont les arcs étiquetés
par a sont définis par

g {(uv,u'v) eV?| (Ua,U)eA uel u € U’} avec
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F1G. 4.7 — Un graphe préfixe reconnaissable.

— X un alphabet fini,
— V une partie rationnelle de 3%,
- A un ensemble fini de triplets (U,a,U") ou U et U' sont des parties ration-
nelles de X* et a est une étiquette.
On peut noter pour plus de simplicité les relations de ce graphe par:

5 = U @xuv)z

(Uya,U")eA v

Exemple 4.28 La figure 4.7 donne un exemple de graphe préfive reconnaissable.
1l s’agit de la demi-droite étiquetée par a et augmentée de la relation d’accessibilité
étiquetée par b (c’est a dire les entiers munis de la relation successeur et de la
relation <).

L’alphabet est ¥ = { A}, 'ensemble de sommets est V = A* et

A ={(g,a,A),(g,0,A")} .

Pour décrire un graphe préfixe reconnaissable il peut étre pratique d’utiliser des
régles gardées de récriture. On peut ainsi utiliser un ensemble rationnel de suffixes
autorisés pour chaque régle. Cette extension n’enrichit pas la famille de graphes
comme le formalise le théoréme suivant.

Théoréme 17 (Caucal [Cau96]) Un graphe est préfize reconnaissable si et seule-
ment si il est isomorphe au graphe de sommets V' et dont les arcs étiquetés par a
sont définis par

= = {(uw,v'w) | (U,a,U, W)€ A, uel, u'elU', weW} avec

— Y un alphabet fini,
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— V une partie rationnelle de ¥*,

— A un ensemble fini de quadruplets (U,a,U’, W) ot a est une étiquette et U,
U' et W sont des parties rationnelles de X*.

Remarquons que cette équivalence n’est valable qu’a isomorphisme prés. Comme
pour la définition originale des préfixes reconnaissables, on peut donner une no-
tation compacte de ce type de récriture:

- U wxvyw.
(U,a,U,W)EA

Le résultat fondamental de décidabilité pour la famille des graphes préfixes
reconnaissables est donné par le théoréme 18.

Théoréme 18 (Caucal [Cau96]) La théorie monadique des graphes préfizes
reconnaissables est décidable.

Pour établir ce résultat, Caucal montre que ces graphes s’obtiennent pas inter-
prétation monadique de ’arbre binaire complet. Nous empruntons un chemin
similaire dans la suite de ce travail.

Théoréme 19 (Barthelmann [Bar97]) Les graphes préfizes reconnaissables sont
les graphes solutions de VR-systémes finis d’équations.

Dans ce travail, nous étendons ce résultat aux structures (ce qui a déja été consi-
déré par Barthelmann [Bar97| et Blumensath [Blu01]), et surtout en autorisant
la restriction du graphe préfixe reconnaissable par un langage reconnu par un
automate infini. Dans ce paragraphe, une moitié de ce résultat est énoncé; il
s’agit du théoréme 20. La réciproque est montrée ultérieurement en passant par
une étape intermédiaire (plus précisément en appliquant le théoréme 23 puis le
théoréme 24).

4.4.2.2 Les relations PR

Il s’agit ici de généraliser la notation (U x V)W pour représenter cette fois-
ci des relations n-aires sur les mots. On fait aussi le choix, pour des raisons
d’homogénéité avec le reste de ce travail, de ne plus considérer des relations
«préfixes reconnaissables» [Cau96|, mais plutét ce qui devrait symétriquement
s’appeler des relations suffixes reconnaissables, c.a.d. correspondant a la notation
U(V x W). Bien entendu, ces deux approches produisent des graphes isomorphes
(pourvu que ’on ne mélange pas ces deux types de régles dans un méme graphe).
Les relations ainsi définies sont néanmoins appelées relations PR (pour préfixe
reconnaissable) dans le reste de ce travail.

Les relations PR ont été introduites pour la premiére fois dans [CCO03]. Une
notion similaire a été présentée antérieurement par Blumensath [Blu01| ou encore
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dans [NTO1]. La définition peut aussi étre attribuée a Caucal [Cau96| qui utilisait
déja la notation (U x V)W pour représenter les relation élémentaires dont sont
formés les graphes préfixes reconnaissables.

Soit A un alphabet fini, soit N son cardinal et soient a4, ... ,ay les lettres qui
le composent. Les relations PR sur A sont définies par récurrence comme suit :

— la relation non vide {()} d’arité 0 est une relation PR,

— le singleton {c} est une relation PR d’arité 1 notée ¢,

— soit R une relation PR d’arité n et L un langage rationnel sur A*, la relation

L.R est une relation PR d’arité n définie par

L.R = {(uvy,...,uvy) |uw €L, (v1,...,v,) € R},

— l'union de deux relations PR de méme arité est une relation PR,
— soit R une relation PR d’arité n et R’ une relation PR d’arité n’, la relation
R x R' est une relation PR d’arité n + n’ définie par

Rx R = {(u1,...,up,v1,...,00) | (u1,...,uy) € R, (v1,...,0y) € R'},

— soit R une relation PR d’arité n et ¢ une permutation de [1, n|, alors o(R)
est une relation PR d’arité n définie par

o(R) = {(u1,.--,un) | (Us(r)s--->Usm)) € R} .

Exemple 4.29 Les langages rationnels sont des relations PR d’arité 1 car un tel
langage L s’écrit L.e. On écrit alors simplement L a la place de L. . La relation
vide d’arité n > 1 est PR car elle s’écrit ).(e x - - - x &) (et () est rationnel). Toute
relation singleton {(uq,...,u,)} est PR car elle s’écrit uy X --- X u, (et chaque
{u;} est un langage rationnel). Toutes les relations finies sont PR car ce sont des
unions de singletons. Plus généralement, toutes les relations reconnaissables sont
PR : elles s’écrivent comme une union finie de produits le langages reconnaissables
d’apres le théoréme de Mezei [Eil7/].

La relation égalité {(u,u) | v € A*} est PR car elle s’écrit A*.(¢ x ¢). La
relation différent {(u,v) | v € A*, v € A*, u# v} est PR car elle s’écrit

A'(exA") U A" (AT xe) U ] A"(a.A" xb.A").

a,beA
aZb

Pour R une relation sur A*, Res(R) est le plus petit ensemble de relations
contenant R et clos par:

Projection. Pour R’ € Res(R) et k € [|R']],

{(u, ..o wp—1, U, - wmy) | (w1, ..., ww ) € R'} € Res(R) .
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Résidu a gauche. Pour a € A et R’ € Res(R),
{(Ul, ceey U|R/‘) | a.(ul, . ,U‘R/|) € RI} S RGS(R) .

Lemme 4.30 Pour toute relation PR R sur A*, Res(R) est fini et ne contient
que des relations PR.

Preuve. Standard. Par récurrence sur la définition de R, en utilisant le fait que
les résidus d’un langage rationnel sont finis, et que le résidu d’un produit est le
produit des résidus. O
La remarque suivante, montre qu'une forme de réciproque est aussi vraie.

Remarque 4.31 Une relation R est PR si et seulement si Res(R) est fini.

Lemme 4.32 Pour toute relation R sur A*, il existe un ensemble fini dec(R) de
(N +1)-uplets (o, Ry, ..., Ry) ot o est une permutation de [|R||, les R; € Res(R)
sont des relations et

R= U o(ar.Ry x -+ x ay.Ry x e¥) onk=|R| - > |Ri|.
1€[N]

(o,R1,...,RN ,k)Edec(R)

Preuve. Standard. Toujours par récurrence sur la structure de R. O

Traduction de PR vers VR’

Considérons un ensemble fini 7' de relations PR tel que Res(T) = T. On
définit la signature X[T| par X[T] = {< R > | R € T} avec | < R > | l'arité
de R. Soit Sy la X[T]-structure dont 1'univers est A* et telle que < R >57= R
pour tout R € 1.

Lemme 4.33 Il existe un transducteur déterministe tr des Autogq[A]-termes?
dans les VR -termes tel que pour tout Autog[A|-terme t,

[[tT(t)]] ~ ST‘[[t]] .

Construction. On utilise le transducteur t possédant un unique état ¢ (ini-
tial) et dont les transitions sont les suivantes:

qlarxy + -+ anxy) = (Lo (¢(21)) ® ... ® Loy, (¢(zN)))
glarw1 + -+ anwy +¢) = T(Zo, (¢(71)) @ . . . © Luy (¢(xn)) © unlo])

2. Tous les termes considérés dans ces résultats de conversions ne sont pas nécessairement
finis. Nous ne précisions plus ce point dans la suite du mémoire.
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avecIaz‘ <R>,(@1,...,2r) : <R>(x1,...,75), RET ‘
<R>(I17"'7I|R\) : /\ < R; > a; (yivayrfm)/\ /[\]O(Z])
jelk

i€[N]
et T = pour (o, Ry,..., Ry, k) € dec(R)
et (y%,...,y‘lRﬂ,...,y{v,...,y‘]}éN‘,zl,...,zk)
= (xa(l),...,xquD

|

Le théoréme suivant énonce que toute structure dont I’'univers est accepté par
un automate déterministe et dont les relations sont PR (restreintes a 1'univers)
est isomorphe a la solution d'un VR’-systéme d’équations, et cette traduction
s’effectue au moyen d’un transducteur déterministe. Ainsi, ce résultat établit un
lien entre une représentation interne (un univers décrit par un automate et des
relations décrites explicitement) et une représentation équationnelle. Nous verrons
dans la suite que la réciproque est aussi vraie. Notons que la version originale de
ce résultat ne fait pas intervenir la notion de transducteur déterministe.
Théoréme 20 (Carayol, Colcombet [CCO03]) Soit A un alphabet, Ry, ... R,
des symboles relationnels et Ry, ... ,R, des relations PR sur A* telles que l’arité
de R; soit | R;|. Il existe un transducteur déterministe t des Autog[A]-termes dans
les VR ’-termes tel que

RS =

(]

S ~ [t(t)] avec S tel que {US R

[],
N

[[t]]|Ri| )

Preuve. Soit T = Res({Ri, ..., R,}). L’ensemble T est fini d’aprés le lemme 4.30.
En appliquant alors le lemme 4.33, on obtient un transducteur t satisfaisant les
conclusions du lemme. On a alors S & Z(tr(t)) avec

I:‘ Ri(xl,...,.’r'Ri‘) s <Ri>($1,...,x|Ri|) ‘.

4.4.3 Représentation par transformations
4.4.3.1 Premier contact

Une derniére facon de représenter les graphes préfixes reconnaissables est de
partir de ’arbre binaire et d’effectuer une succession de transformations sur ces
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graphes. Le premier de ces résultats est dii & Caucal et a permis la preuve de la
décidabilité de la théorie monadique de ces graphes.

Théoréme 21 (Caucal [Cau96]) Les graphes préfizes reconnaissables sont les
graphes obtenus par marquage rationnel, substitution rationnelle inverse et élimi-
nation de sommets marqués de l’arbre binaire.
Cette approche ne convient qu’aux graphes puisque la substitution rationnelle
inverse ne peut mettre en relation que deux sommets. Barthelmann présente une
version logique de ce résultat, en termes d’interprétations.
Théoréme 22 (Barthelmann [Bar97]) Les graphes préfizes reconnaissables sont
les transductions monadiques de [’arbre binaire complet.
Ce résultat se prolonge naturellement en une définition de structures «préfixes re-
connaissables» particuliérement simple : ce sont les structures obtenues par trans-
ductions monadiques de [’arbre binaire.

Nous verrons que cette définition est bien compatible avec les autres défini-
tions: les solutions des VR’-systémes finis d’équations, et les structures sur les
mots dont l'interprétation de chaque symbole est une relation PR.

Théoréme 23 (Barthelmann [Bar97]) Pour toute signature ¥ il existe une
interprétation monadique I telle que pour tout VR'[S]-terme t,

I ~ 1] .

Nous présentons ci-dessous une preuve similaire pour une famille plus générale
de structures. La remarque 5.29 page 146 revient sur ce point.

4.4.3.2 Des transductions monadiques vers les relations PR

Il nous reste donc a établir que toute structure obtenue comme interpréta-
tion monadique du dépliage d'un graphe peut étre obtenue comme valeur d’un
VRS -systéme d’équations (théoréme 24). De plus, passer du graphe au systéme
d’équations s’effectue par application d’'une interprétation monadique.
Théoréme 24 (Carayol, Colcombet [CCO03]) Pour tout alphabet A, tout al-
phabet relationnel ¥ et toute interprétation monadique Z des A-arbres détermi-
nistes dans les S-structures, il existe des relations PR (R)ges sur {0,1}* telles
que |R| = |R| et une transduction monadique T des graphes déterministes vers
les Autog-systemes d’équations tels que pour tout graphe enraciné déterministe G,
on a

Us = Solution(T(G)) ,

Z(Depli ~S S tel :
(Depliage(G)) avec o et que {RS = RN Solution(T(G)) .

Nous ne prouvons pas cette implication qui est similaire a la preuve du
lemme 5.30 (cette derniére est en fait plus complexe).
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4.4.4 Application a la hiérarchie de Caucal

Le dépliage des graphes finis donne les arbres réguliers de degré fini. I’ap-

plication des substitutions rationnelles inverses sur les arbres réguliers donne les
graphes préfixe reconnaissables. Que se passe-t-il quand on itére ces deux opéra-
tions ? Cela définit les graphes de la hiérarchie de Caucal.
Définition 4.34 Les graphes du niveau zéro sont les graphes finis. Pour un en-
tier strictement positif n, les graphes du niveau n de la hiérarchie s’obtiennent
par application d’un dépliage suivi d’une substitution rationnelle inverse et d’une
élimination de sommets marqués® a un graphe du niveau n — 1 de la hiérarchie.
Il s’agit de la premiére définition de cette famille [Cau98|. Seule une propriété
de ces graphes était connue & ce moment : ils possédent une théorie monadique
décidable. Cette propriété est évidente puisqu’elle résulte de la préservation bien
connue de la décidabilité de la théorie monadique par toutes les transformations
mises en jeu.

L’intérét pour cette famille n’est revenu que plus tard a la lumiére de ré-
cents travaux sur les termes infinis. Knapik, Niwinsky et Urzyczyn montrent que
les termes infinis solutions de schémas de programme récursifs d’ordre supérieur
(sous une certaine hypothése de «stireté») possédent une théorie monadique dé-
cidable [KNUO02|. (Courcelle avait déja montré une version a I'ordre deux de ce
résultat [Cou95|). A peu prés simultanément, Courcelle et Knapik montrent un
résultat similaire sur une famille de termes obtenus par applications successives
d’une certaine forme de «substitutions» [CK02]. Caucal montre alors que ces deux
familles de termes sont égales et qu’elles coincident avec les termes obtenus par
dépliage des graphes de la hiérarchie.

D’autres travaux sur le sujet montrent la robustesse de cette famille. L’aspect
représentation est étudié par Carayol et 'auteur dans [CCO03|. Des investigations
de structures et de cloture sont présentées dans [CWO03]. Dans une thématique
plus éloignée, des travaux sont menés sous ’angle des jeux de parité* [Cac03].

4.4.5 Liens entre VR et HR

Remarquons tout d’abord que les familles de graphes obtenues comme so-
lutions de VR-systémes d’équations sont nécessairement distinctes des familles
de graphes obtenues comme solution de HR-systémes d’équations. Il s’agit d’'une
conséquence de la propriété 4.35.

3. L’élimination des sommets marqués n’existe pas dans le travail original de Caucal. Elle
arrive naturellement lorsque ’on considére ces graphes sous I’angle de la logique.

4. Les jeux de parité donnent une description alternative sous forme de jeu du p-calcul modal.
Décider si un joueur posséde une stratégie gagnante d’un de ces jeux est équivalent & décider
de la satisfaction d’une formule du p-calcul modal. Cette équivalence est particuliérement riche
d’enseignements.
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Propriété 4.35 Il existe un graphe solution d’un VR-systéme fini d’équations qui
n’est pas de largeur arborescente bornée.

Preuve. Il suffit de considérer le graphe préfixe reconnaissable de la figure 4.7
(page 117). Modulo nommage, orientation des arcs et absence des boucles, il s’agit
de la clique infinie qui n’est pas de largeur arborescente bornée. O

Barthelmann a montré que, si I’on contraint un graphe solution d’'un VR-
systéme d’équations fini & ne pas contenir de graphe biparti complet aussi grand
que I'on veut (une contrainte moins forte que la finitude de la largeur arbores-
cente), alors ce graphe est HR-équationnel.

Théoréme 25 (Barthelmann [Bar98]) Les graphes VR-équationnels dont les
sous-graphes bipartis complets sont bornés sont HR-équationnels.

Nous redémontrons ce résultat dans le présent paragraphe. Le principe des
preuves est similaire. L’apport consiste a utiliser les transducteurs déterministes
comme unique outil de traduction. La preuve reste ainsi valable pour tout systéme
d’équations.

4.4.5.1 Intuitions sur la preuve

Supposons que ’on applique une opération arc|c, a, ¢'| a4 un graphe contenant
un unique sommet de couleur ¢ et un «grand nombre de sommets» de couleur ¢'.
Il est impossible d’obtenir le méme résultat au moyen d’opérateurs HR. En effet,
ajouter un arc a un sommet de couleur ¢’ a 'aide d’opérateurs HR nécessite de
fusionner les sommets de couleur ¢’ et ceci n’a absolument pas l'effet souhaité (il
n'y aurait plus qu’un seul sommet de couleur ¢’ au lieu d’'un «grand nombre»).

La seule solution est donc d’anticiper I'opérateur arc[c, a, '] et de produire
un graphe dans lequel ces arcs sont déja présents. Ceci justifie la présence, dans
chaque état du transducteur que ’on construit, d’'un ensemble (appelé D dans
la suite) collectant I’ensemble des arcs qu’il faut produire «en plus». Dans le cas
présent, cet ensemble est augmenté de (c, a, ¢') lorsque le transducteur consomme
Popérateur arc[c, a, ]. Il s’agit de la technique fondamentale de la construction.

Tout ceci fonctionne bien jusqu’a la rencontre d’'un opérateur d’union dis-
jointe. Il est alors nécessaire de produire de nouveaux sommets utilisant des cou-
leurs fraiches afin de pouvoir propager les arcs a produire vers les deux argu-
ments de l'union. L’ensemble des nouvelles couleurs (noté E dans la suite) est
ainsi susceptible d’augmenter. Il est néanmoins possible d’en borner le nombre en
utilisant ’hypothése sur les graphes bipartis complets. Ceci permet de garantir
que le transducteur posséde un nombre fini d’états.

Ces remarques permettent de donner une premiére ébauche d’hypothése de
récurrence. Etant donnés un graphe coloré par C' (décrit par un VR-terme), un
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nouvel ensemble de couleur £ et un ensemble d’arcs D C (EUC) x Ax (EUC),
il s’agit de produire un graphe H (décrit par un HR-terme) coloré par £ U C tel
que:

arc[D](sommet[E| & G) ~ H .

Le détail de la preuve est technique. La premiére partie de la démonstration
(4.4.5.2) consiste a normaliser les VR-termes afin que chaque couleur utile soit
utilisée par un unique sommet ou par un «grand nombre» de sommets. Certaines
propriétés générale sont ensuite mentionnées (4.4.5.3). On présente alors les hy-
pothéses de récurrence (4.4.5.4). Le paragraphe 4.4.5.5 conclut.

4.4.5.2 Normalisation

L’opération fusion ne peut opérer que sur une couleurs a la fois, et tous les
sommets de cette couleur se retrouvent identifiés. Ce n’est pas le cas de 'opération
arc. Pour cette raison, les couleurs n’affectant qu’un unique sommet dans un
graphe jouent un role particulier dans la preuve du théoréme 26. L’objectif de ce
paragraphe, formalisé par le lemme 4.37, est de normaliser un systéme d’équations
vis a vis de cette problématique.

Le premier outil dont nous avons besoin est la possibilité de compter le nombre
de sommets d’une certaine couleur dans un graphe. Soient donc G un graphe coloré
et ¢ une couleur, on pose |G|. = [{ve Vg | G E=c(v)}-

Lemme 4.36 Soient k un entier positif et ¢ une couleur, l’ensemble {G | |G|, =
k} est VR-u-définissable.

Preuve. On a les égalités suivantes:

0 si
Isommet[c()]\c:{ perw G&G'c=1Glc+ 17,
lsic=cy,
[recol[a](G)]. = Z Gle |arc[co, a, c1](G)|c = |G| ,
a(d)=c
|Ll.=0

Ces équivalences s’interprétent comme un transducteur déterministe sans antici-
pation des VR-termes vers les N-termes (voir exemple 7?7 page 77). Le singleton
{k} étant N-p-définissable et l'image inverse d’un ensemble p-définissable par
un transducteur déterministe étant p-définissable (lemme 3.48), on obtient que

{G | |G|. = k} est VR-u-définissable. O

Supposons k fixé. On peut dés lors, en faisant usage d’un transducteur déter-
ministe, assurer que toutes les couleurs apparaissant dans un calcul affectent 0,
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1 ou plus de k& sommets. Ainsi, on dit qu'un graphe G satisfait la propriété (*) si
pour toute couleur ¢, |G|, & {2,...,k}. Le lemme 4.37 nous permet de supposer
cette propriété lorsque 'on utilise les opérateurs VR.

Lemme 4.37 Soient C' un ensemble de couleurs et A un ensemble d’étiquettes.
Il existe un nouvel ensemble de couleurs C', un transducteur déterministe t des
VR[A, C|-termes dans les VR[A, C'|-termes et une application 3 de C' dans C' tels
que

1. pour tout VR[A, C|-terme t, recol[5]([t(¢)]) = [t],

2. pour tout sous-terme t' de t(t), [t'] satisfait (*).
Le preuve se trouve a I'annexe A.3, page A.3.

4.4.5.3 Premiéres propriétés

On suppose dorénavant que k est pair, et on s’intéresse a la propriété pour un
graphe de ne pas contenir un sous-graphe biparti complet de taille k£/2. Le choix
de k/2 est explicité par le lemme ci-dessous.

Lemme 4.38 Soient G un graphe, ¢, ¢ deuzr couleurs et a une étiquettes. Si
|Gle > k et |G|s > k, alors arc[e,a, |(G) contient un graphe biparti complet de
taille k/2.

Dans la suite, ’ensemble de couleurs C est fixé. Soit G un graphe coloré
par C satisfaisant (*). On pose Cy(G) = {c € C | |G|. = 0}, C1(G) = {c €
C |Gl =1} et CL(G) = {c € C ||G|. > k}. La propriété (*) équivaut alors a
C' = Co(9) UCL(G) U CL(G).

Soient £ C C' et E' C C deux ensembles de couleurs, alors D(E, E') représente
I’ensemble (Ex Ax E")U(E'x Ax E), c’est-a dire le plus grand ensemble D tel que
arc[D] n’ajoute des arcs qu’entre des sommets de couleurs E et des sommets de
couleur E'. Pour D C D(C,C), alors C(D) représente ’ensemble {c | (¢,a, ) €
D ou (¢, a,c) € D}, c’est-a-dire I'ensemble des couleurs apparaissant dans D.

Nous mentionnons ici certaines propriétés des opérateurs VR+fusion qui seront
utilisées implicitement par la suite.

fusion[E] o fusion[E'] = fusion[E U E'] = fusion[E'] o fusion|E]
arc[D] o arc[D'] = arc[D U D] = arc[D'] o arc[D]
fusion[E] o arc[D] = arc[D)] o fusion|E]

fusion[E](G) = G si ENC(G) C C1(G)
fusion[E](G) ~ fusion[E](G @ sommet[E]) si E C C(G)

Enfin, deux derniéres égalités nous sont utiles.
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Lemme 4.39 Soient deuz graphes colorés G et H, E C C et D C D(C,C).

SiC(H)ynC(D)CC(G)NE alors
fusion[E](arc[D](G @ H)) = fusion[E](arc[D](G) ® H) .

La seconde égalité s’obtient par double application de la précédente.

Lemme 4.40 Soient deuz graphes colorés G et H, E C C(G)NC(H) et D C
D(E,C). Alors,

fusion[E](arc[D](G ® H)) = fusion|[E](arc[D](G) & arc[D|(H)) .

4.4.5.4 Hypothéses de récurrence

On construit maintenant les relations continues R et R’ qui correspondent
aux invariants associés aux états du transducteur déterministe que ’on cherche
a obtenir.

La relation R a pour parameétres G, E et D satisfaisant (A),(B) et (C) définis
comme suit.

(A) E est un ensemble de couleurs fraiches (c.a.d. C N E = ),

(B) DC D(CUE,CUE),

(C) arc[D](sommet|[E] & G*) ne contient pas de graphe biparti complet de taille
k/2.

La relation R[G*, E, D|(G,H), ot G est un graphe coloré par C' et H un graphe

coloré par C' U E est alors satisfaite si

- g g goo,

- Ci(9) = C1(G™),

— et arc[D](sommet[E]| ® G) ~ H .

Pour tous G, E et D, R[G*, E, D] relie continuement les graphes colorés par C
aux graphes colorés par C' U E.

La relation R'[G*, E, D|(G, M) est un raffinement de R. En effet, R'[G>°, F, D]
n’est définie que si
(D) D C D(C(G™)UE,C(G7)) ,

(E) et EC C(D),
et dans ce cas R'[G*, E, D|(G,H) ssi R|G*®,E, D|(G,H).

La relation R’ permet, par rapport & R, de borner le nombre de couleurs
nécessaire dans F (et par conséquent le nombre d’états du transducteur détermi-
niste).

Lemme 4.41 [l existe un entier K (dépendant de k, |C| et |A|) tel que pour tout
graphe coloré G, E et D satisfaisant (A-E), on a |F| < K.

127



Preuve. Soit C] = C1(G®) U E, C; = C(G™) et soit K = 2k|C||A|. D’aprés
(D-E), |D| > |E| > K. Supposons sans perdre de généralité (cf hypothése D) que
IDN(C] x Ax CL)| > K/2. Alors, il existe a et ¢ € C,(G™®) tel que |D'| > k,
avec D' = DN (C] x {a} x {c}). Par suite arc[D'](sommet[E] & G®) contient
un sous-graphe biparti complet de taille £/2, et il en est donc de méme pour
arc[D](sommet[E] ® G=). Cela contredit (C). O

Le détail des lemmes de récurrence ainsi que les preuves principales sont en
annexes (cf. page 197). Il s’agit des lemmes A.10, A.11, A.12, A.13 et A.14.

4.4.5.5 Le résultat

Théoréme 26 Pour tout ensemble de couleurs C', tout ensemble d’étiquettes A
et tout entier positif k, il existe un transducteur déterministe t des VR[A, C]-
termes vers les HR-termes tel que pour tout VR[A, C|-terme t, si [t] ne contient
pas de sous-graphe biparti complet de taille k, alors t(t) est défini et

[t@] ~ ] -

Preuve. Il suffit d’utiliser les lemmes A.10, A.11, A.12, A.13 et A.14 comme
autant de régles de validité d’un transducteur déterministe. Il ne manque que
I’hypothése 3 du lemme de validité 3.59. Pour cela, on utilise une relation sup-
plémentaire R"[G*, E, D](G,H) qui, sous les hypothéses (A-C), est définie par

arc[D](sommet[E]| @ G) = fusion[E](sommet[E]| ® H) .

Bien entendu, on a R"[G*, F, D|(L, L). De plus si R[G*, E, D|(G,H) est vrai,
alors R"[G®, E, D|(G, M) l'est aussi. Réciproquement si R"[G*®, E, D|(G, H) alors
R[G=, E, D|(G, fusion[E](sommet[E]| @ H)). Ces deux équivalences s’interprétent
comme une transition supplémentaire permettant de remplir les conditions de
satisfaction de I’hypothése 3 du lemme de validité 3.59. O

Corollaire 4.42 (Barthelmann) Les familles de graphes suivantes sont équi-
valentes :

— les graphes VR-équationnels de largeur arborescente bornée,
— les graphes VR-équationnels uniformément creux,

— les graphes VR-équationnels dont les sous-graphes bipartis complets sont
bornés,

— les graphes HR-équationnels de largeur arborescente bornée.
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Chapitre 5

Structures automatiques sur les
termes

Dans le chapitre 4, les structures considérées étaient construites sur un uni-
vers de mots et par récriture suffixe (ou préfixe). Les structures étudiées ici sont
définies sur des ensembles de termes et les relations sont décrites au moyen d’auto-
mates. Les propriétés de cette famille sont fondamentalement différentes de celles
de la famile précédente.

Nous commencons par un rappel sur les langages de termes et présentons les
opérateurs correspondants (paragraphe 5.1). Le paragraphe 5.2 s’intéresse a la
famille des structures a présentation terme-automatique proprement dite.

5.1 Langages de termes

Si les langages sur les mots sont bien connus, c’est moins le cas des langages
de termes qui en sont pourtant une extension naturelle. Nous présentons dans ce
paragraphe quelques résultats classiques de cette théorie. Une étude détaillée de
ce domaine se trouve en ligne [CDG'97].

Nous abordons les langages de termes sous deux angles, celui des automates
(paragraphe 5.1.1), puis celui des systémes d’équations (paragraphe 5.1.2).

5.1.1 Automates d’arbres

Nous présentons tout d’abord les automates d’arbres et les langages de termes
qu’ils reconnaissent (paragraphe 5.1.1.1), puis le cas particulier des automates
déterministes descendants 5.1.1.2.
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5.1.1.1 Le cas général

Un automate d’arbres sur ’alphabet gradué F est un triplet (@, §, F') ou
— @ est un ensemble fini d’états,
— ¢ est un ensemble de transitions de la forme (f(q1,...,q7),q), avec f € F

et qp, ... 4| f1,4 € Q7
— F C @ est ’ensemble des états d’acceptation.

On suppose dorénavant que () et F sont disjoints, et on attribue a chaque élément
de @ T'arité 0 afin de pouvoir I'utiliser comme un symbole. On étend alors 6 en
une unique plus petite relation 6§ de 7(F W Q) x Q satisfaisant :

~ pour tout ¢ € Q, (¢,9) €6,
— si il existe (f(q1,..-,qf),q) € 6 telle que pour tout 7, (¢;,¢;) € 0 alors

(f(t, .- t5),9) €é.

Dans la pratique, on identifie § et 4, et on note 67 '(q) 'ensemble des termes t
tels que (t,q) € 6. On dit qu'un automate d’arbres (Q, 6, F') accepte un terme ¢ si
t € 671(F). Un langage de termes L est rationnel (ou reconnaissable) si il existe
un automate d’arbres (Q, 6, F) tel que L = 671(F) N T (F).

Exemple 5.1 Considérons ’alphabet gradué F = {vrai : 0,faux : 0,— : 1,A :
2,V : 2}. Chaque terme sur cet alphabet correspond & une formule booléenne. Il
s’agit de déterminer si une formule s’évalue a vrai. Pour cela, on prend QQ =
{90, 1}, F ={q} et les transitions suivantes :

6 = A (vrai,¢1), (faux,qo),
(—(g0): ¢1), (=(g1), %),
(V(q0,90): 90), (V(q1,4 ) 1),
(V(qos 1) q1)s (V(q1, 1), @),
(A (90:90); 90), (A(g 1,(10) 0);
(/\(QO,Ql)aQO)a (ANa, 1), 1)} -

On vérifie alors qu’un terme est accepté par un automate si et seulement si la
formule booléenne correspondante s’évalue a vrai.

Un automate (Q, 6, F') est déterministe ascendant si pour tout symbole f et
pour tous états qi, ... ,q|f, il existe au plus un état ¢ tel que (f(q1,-..,qf),q) € 0.
Il est complet si il existe toujours un tel état. Pour cette forme de déterminisme,
le résultat classique de déterminisation des automates sur les mots s’étend sans
difficulté aux termes comme le montre le résultat suivant.

Propriété 5.2 Un langage est rationnel si et seulement si il est [’ensemble des
termes acceptés par un automate d’arbres déterministe ascendant (cf. [CDG 97]).
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5.1.1.2 Automates descendants déterministes

Une autre forme de déterminisme est néanmoins possible pour les automates
d’arbres. Il s’agit du déterminisme descendant. Un automate (Q, 6, F') est déter-
ministe descendant si F' est un singleton et pour tout symbole f et tout état
¢, il existe au plus une transition de la forme (f(qi,...,qy),q). En ce sens, il
n’est plus possible de déterminiser tous les langages rationnels comme l’illustre
I’exemple 5.3.

Exemple 5.3 Considérons sur lalphabet {f : 2,a : 0,b : 0} le langage L =
{f(a,b), f(b,a)}. Supposons qu’un automate déterministe descendant (Q,6,F)
accepte ce langage. Supposons F = {q} et (f(q,¢),q) comme seule transi-
tion associée au symbole f et a l’état qo. Comme f(a,b) € L, on a (a,q) € 6.
Comme f(b,a) € L, on a (a,q") € 6. Il s’ensuit que f(a,a) € L. Contradiction.

En fait, on peut caractériser précisément ’ensemble des termes reconnus par un
automate déterministe descendant par leurs branches.

Propriété 5.4 (folklore) Un langage de termes L est accepté par un automate
déterministe descendant si et seulement si il existe un langage rationnel de mots
B tel que:

L = {t|LB(t)C B} .

5.1.2 Représentation équationnelle

Tout comme pour les mots, les automates d’arbres admettent une représen-
tation équationnelle. Nous considérons deux telles représentations, I’'une pour les
automates quelconques et I'autre pour les automates déterministes descendant.

5.1.2.1 Langages rationnels

Les langages rationnels de termes sont les solutions des systémes d’équations
finis sur les opérateurs Auto” [F| (ou plus simplement Auto”) suivants:

— L’union de langage (notée +).
— L’application d’un symbole f € F, qui a | f| langages L, ..., L g associe le
langage f(L1,...,Ljy)-

Propriété 5.5 Un langage de termes est rationnel si et seulement si il est solu-
tion d’un Auto” -systéme fini d’équations.

5.1.2.2 Automates descendants déterministes

Les automates descendants déterministes admettent aussi une représentation
équationnelle. Pour F un alphabet gradué, les opérateurs Auto]y[F] (ou plus
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simplement Auto]y) sont d’une unique forme:
— pour fi, ...,fn € F des symboles distincts, on considére ’opérateur qui
aux langages L1, ... ,L‘lm, LR ,L‘T}M associe

D Fillh o Ligy)
i€[n]

Bien entendu, un langage est accepté par un automate déterministe descen-
dant si et seulement si il est solution d’un Auto],-systéme fini d’équations. En
fait, la propriété 5.4 se généralise a tout systéme d’équations.

Propriété 5.6 Soit F un alphabet gradué.

Il existe un transducteur déterministe t des Auto],-termes dans les Autog-

termes tel que pour tout Auto],-terme t,

[1] = {u e T(F) | £B(u) C [t(1)]} -

Réciproquement, il existe un transducteur déterministe t' des Autog-termes dans
les Auto],-termes tel que pour tout Autog-terme t,

[t()] = {v e T(F) | £LB(u) C [1]} -

La preuve de cette propriété est sans difficulté particuliére.

5.2 Structures terme-automatiques

Les structures terme-automatiques sont des structures qui, & isomorphisme
prés, ont un ensemble rationnel de termes comme univers, et dont les interpréta-
tions des symboles sont décrites «au moyen d’automatess.

La encore, nous donnons une triple représentation de ces structures.

La représentation interne s’obtient au moyen d’automates de termes. Elle est
décrite au paragraphe 5.2.1.

La représentation équationnelle au moyen des opérateurs VRS’ qui sont une
extension des opérateurs VR’ par la possibilité d’utiliser un produit syn-
chrone et de restreindre 'univers. Il s’agit de 'objet du paragraphe 5.2.2.

La représentation par transformations utilise une transformation particu-
liére, l'interprétation monadique des parties finies, appliquée a ’arbre bi-
naire complet. Une interprétation des parties finies consiste, au moyen de
formules monadiques, & définir une nouvelle structure dont 'univers est un
ensemble de parties finies de la structure originale. Cette représentation est
étudiée au paragraphe 5.2.3.

Nous montrons que ces trois représentations sont équivalentes.

Pour finir, nous énoncons au paragraphe 5.2.4 comment ces résultats peuvent
étre adaptés a la famille des structures automatiques, un cas particulier des struc-
tures terme-automatiques.
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5.2.1 Présentation terme-automatique

Nous commencons par présenter la famille des relations «terme-synchronisées»
sur les termes (paragraphe 5.2.1.1), puis comment I’appliquer pour décrire des
structures: les structures a présentation terme-automatique (paragraphe 5.2.1.2).

5.2.1.1 Relations terme-synchronisées

Dorénavant €2 est un nouveau symbole d’arité 0. Soit F un alphabet gradué.
Considérons les alphabets gradués F§, et F¢; définis par

FS:{[fla"'afn] |f1""afn€'7:w{9}}’

avec |[f1’afn]| = maX|f1| 3
1€[n]
et Fg =
neN
La projection sur la iéme composante pour i € [n] de [fi,..., fu] € F§, notée
mi([f1,-.-, fa]) est fi. On étend m; aux Fi-termes comme suit. Pour i € [n] et ¢

un Fi-terme, 7;(t) est le F U {Q}-terme défini par I’équation suivante.

Ti([f1s- s fal(tes oo te)) = filmi(t), ..., mi(ts))  avec k = Ijlé?rf]( |fil -
Le n-uplet de termes 7(t) est alors égal a (m1(t),...,m,(t)).

Par exemple, considérons ’alphabet gradué F = {f : 2,a : 0,b : 0} et le
Fa-terme = (£, f1([a, b, £, al([a, 2, [b, ), alors 7(t) = (£(a, f(a,)), £(b, 0)).

Un Fg-terme t est bien formé si pour tout sous-terme de ¢ de la forme
[fiy--y fal(t1, ..., tk), on a:

pour tout i € [k], j € [n], mi(t;) =Q ssi g > |[fi] .

Soit N¢; le langage des Fg-termes bien formés tel que le symbole a la racine ne
contient pas 2. Ce langage est rationnel (en fait, il est méme reconnu par un
automate d’arbres déterministe descendant).

Lemme 5.7 (Dauchet et Tison [DT90]) Pour tout n, lapplication w est une
bijection de N& sur T (F)™.

Une relation R C T(F)" est terme-synchronisée (RR dans les travaux de
Dauchet et Tison) si elle est I'image par 7 d’un langage rationnel L C Ng. Les
propriétés de cloture des langages rationnels s’étendent alors aux relations terme-
synchronisées directement grace au lemme 5.7.

Lemme 5.8 ([DT90]) Les relations terme-synchronisées sont closes par union,
intersection et complémentation.
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Comme pour le lemme 5.8, les deux propriétés ci-dessous sont classiques et simples
a établir.

Lemme 5.9 ([DT90]) Les relations terme-synchronisées sont closes par projec-
tion et cylindrification.

5.2.1.2 Structures a présentation terme-automatique

Nous utilisons ici la terminologie introduite par Blumensath [Blu99]. Une pré-
sentation terme-automatique' est un quadruplet P = (F,U,%,I) ou F est un
alphabet gradué, U C T (F') est un langage rationnel, ¥ est un alphabet relation-
nel fini et I est une application qui & chaque R € ¥ associe une partie rationnelle
de T(]—}'f'). La X-structure [P] associée & P a pour univers U, pour signature ¥ et
7(I(R)) comme interprétation d’un symbole R € ¥. Une structure S admet une
présentation terme-automatique si il existe une présentation terme-automatique
P telle que S est isomorphe a [P].

Les lemmes 5.8 et 5.9 permettent alors de simplement établir le théoréme
fondamental 27.

Théoréme 27 (Dauchet et Tison [DT90]|) La théorie au premier ordre des
structures admettant une présentation terme-automatique est décidable.

La représentation donnée précédemment est pratique pour effectuer des co-
dages. Il est néanmoins possible de la simplifier en utilisant un alphabet restreint
a un symbole binaire et une constante. Il s’agit du lemme 5.10.

Lemme 5.10 Toute structure admettant une présentation terme-automatique,
admet une présentation terme-automatique sur lalphabet gradué {p : 2, c:0}.

Preuve. Considérons une présentation (F, U, 3, I'). Appelons Fy I'alphabet gra-
dué {p: 2, c:0}. Il s’agit de se donner un codage «convenable» sous forme d’un
morphisme injectif de 7 (F) dans T (Fp). Pour cela, soient fi,..., fx les sym-
boles de F. On suppose que ’on dispose de K + 1 Fy-termes finis distincts fl,

Cy fK et Q. Soit N la plus grande des arité des symboles de F. On définit alors
le morphisme p des F-termes dans les Fy termes par 1’équation suivante:

N—|f]| fois
——

p(f(tr, - ) =" (fop(ta), - p(tig), Q)
avec pour tout n € N,  p"(ty,...,tn) = p(ty, p(ta, ..., p(ts, Q)...)) .

1. Pour étre précis, il s’agit d’une présentation injective. Une présentation en générale dis-
pose d’une relation terme-synchronisée supplémentaire permettant de «quotienter» la structure.
Quand les classes d’équivalences de cette relation sont réduites & un unique élément, on parle
de présentation injective. Blumensath montre que toute présentation peut étre rendue injective.
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L’application p ainsi définie est un morphisme, donc U’ = p(U) est une partie
rationnelle de T (Fy). Il est évident de plus que p est injective. Il s’agit donc d’une
bijection de U sur U'.

Il reste & montrer que I'image d’une relation terme-synchronisée par p est
elle-méme terme-synchronisée. Nous ne donnons pas ici le détail de cette preuve.
Notons juste que la construction est telle que la position des arguments d’un
symbole aprés codage par p ne dépend que de leur numéro et non du symbole lui
méme. C’est cette propriété essentielle qui fait fonctionner la construction. O

5.2.2 Représentation équationnelle

Nous donnons ici une définition des structures a présentation terme-automatique
au moyen de systémes finis d’équations. Les opérateurs correspondants sont pré-
sentés au paragraphe 5.2.2.1. Suit un résultat de normalisation (5.2.2.2). L’équi-
valence avec la présentation terme-automatique est établie au paragraphe 5.2.2.3.

5.2.2.1 Définition

Les opérateurs VRS’ sont une extension des opérateurs VR’ par (principale-
ment) I’ajout d’un opérateur de produit synchrone. Ainsi, VRS’ signifie VR’+produit
Synchrone. Pour ¥ un alphabet relationnel, les opérateurs VRS'[X] (ou plus sim-
plement VRS') sont les suivants:

— La structure a un élément un[R] ou R € ¥ est un symbole d’arité 1. On se
contente aussi parfois de un dont I’interprétation de tous les symboles est
vide.

— L’union disjointe.

— L’interprétation booléenne positive.

— Le produit synchrone.

— La restriction a 'interprétation d’'un symbole relationnel unaire R, notée
restrict[R], a pour sémantique

restrict|R|(S) = S|gs .

Ainsi, les opérateurs VRS’ ne sont qu’une extension des opérateurs VR’ par la
possibilité d’utiliser un produit synchrone et la restriction. Cette derniére opéra-
tion, si elle n’augmente pas I'expressivité des opérateurs VR’, est cruciale dans le
cas présent. Concernant ’opérateur de produit et d’apreés la propriété 2.22, il est
possible d’utiliser indifféremment le produit synchrone ou le produit généralisé.
Le paragraphe 5.2.2.2 montre comment normaliser ces systémes d’équations.
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5.2.2.2 Normalisation

Le lemme 4.17 (page 108) énonce que les opérateurs VR admettent une version
normalisée dans laquelle les interprétations booléennes positives sont en forme
linéaire compléte. Nous montrons dans ce paragraphe que ce résultat reste valable
dans le cas des opérateurs VRS’. En fait, nous montrons ici un résultat plus
fort qui, de plus, précise qu’une seule restriction est suffisante (lemme 5.13). La
premiére étape consiste a éliminer les opérations de restriction (lemme 5.11). Le
reste de la preuve n’est alors plus qu'une simple extension du lemme 4.17.

Retard de la restriction

Il s’agit ici d’éliminer les opérateurs de restriction d’'un VRS’-systéme d’équa-
tions. Il n’est pas possible de les éliminer totalement. En revanche, il est possible
de les retarder afin qu'un seul de ces opérateurs soit nécessaire.

La construction se fait au moyen d’un transducteur déterministe. La solu-
tion naturelle consistant & utiliser un nouveau symbole relationnel e d’arité 1
«marquant» les éléments de I'univers qui n’ont pas encore été éliminés par une
restriction fonctionne parfaitement.

Ainsi, étant donnée une X-structure S (obtenue en utilisant éventellement des
opérateurs de restriction), on cherche a produire une ¥ & {e}-structure S’ telle
que:

Z.(S) = restrict[e](S') ,
avec T, = R(z1,...,2R) : R(..Z‘l,...,l‘|R|), ReX
o(z) vrai

Supposons Z,(S;) = restrict[e](S]) et Z,(S2) = restrict[e](S}). Alors
TS5 B S2) = Zo(S1) @ e (S2)

= restrict[e](S]) @ restrict[e](S})
= restrict[e](S] ® Sy)

et de méme,  Z,(8; ® S;) = restrict[e](S] ® S;) .
Supposons maintenant Z,(S) = restrict[e|(S’), alors,
Z.(restrict|R|(S)) = restrict|R|(Z.(S))
= restrict[ R](restrict[e](S"))
= restrict[®](Zrestrice[r] (S'))

R'(:cl,...,sz) : RI(.Tl,...,.’L'RI) ReXx
avec Irestrict[R]: O(Z) I : O(I)AR(I)| |
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OnaaussipourIz‘ R(zy,...,7R) : ¢r ‘,

T.(Z(S)) = T1(T.(S))  on Zz(S) = fz(%h---’ﬂfuz) ?év)
= Tz (restrict[e](S"))

= restrict[e|(Z7(S"))
et pour finir,

Z,(un) = restrict[e](Z,(un)) .

Enfin, remarquons que Z,(_L) = restrict[e](_L).
Appliquons maintenant ces égalités et le lemme 3.59 pour éliminer ’opérateur
de restriction. On obtient le lemme ci-dessous.

Lemme 5.11 Pour toute signature X, il existe un transducteur déterministe t
des VRS'[X]-termes dans les VRS -termes sans opérateurs de restriction tel que
pour tout VRS'[S]-terme t,

[t] = Z.(restrict[e]([t(2)])) ,
avec Iez‘ R(zy,...,xp) @ R(x1,...,zr) REL, R#e ‘

Normalisation

Maintenant qu’il n’y a plus d’opérateur de restriction, on effectue la normalisa-
tion en réutilisant la preuve du lemme 4.17 et en y ajoutant un lemme traitant du
cas du produit synchronisé. On reprend donc les notations du paragraphe 4.4.1.2,
en particulier la définition de Z; (page 107).

Le lemme traitant du produit synchronisé est alors des plus simple.

Lemme 5.12 Pour toutes Y-structures Sy et S, on a l’égalité suivante:
Zo(81 ® S2) = Zp(S1) @ Zo(S2) -

Il est dés lors possible de conclure.

Lemme 5.13 Pour toute signature Y, il existe un transducteur déteministe tg
des VRS'[Y]-termes dans les VRS'-termes a interprétations linéaires complétes
sans restriction et une interprétation I, linéaire compléte tels que pour tout

VRS'[X]-terme t, on a:

T (restrict[o]([to(t)])) = Zo([t]) -
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Preuve. Comme pour le lemme 4.17, on utilise le lemme 5.12 pour traiter 'opé-
rateur Q. d

En combinant les lemmes 5.11 et 5.13 on obtient le résultat de normalisation
complet énoncé ci-dessous.
Propriété 5.14 Pour tout alphabet relationnel fini X, il existe un transducteur
déterministe t' des VRS'[S]-termes vers les VRS -termes sans restriction et a in-
terpétation linéaire compléte, et une interprétation linéaire compléte I tels que
pour tout VRS'[X]-terme t,

T/ (restrict[o][t'(¢)]) = [¢] -

5.2.2.3 Equivalence avec la représentation automatique

Il s’agit d’établir le résultat suivant.
Théoréme 28 Une structure admet une présentation terme-automatique si et
seulement si elle est isomorphe a la solution d’un VRS ’-systéme fini d’équations.

Ce résultat s’obtient en combinant les lemmes 5.16 et 5.17. Ces deux lemmes sont
successivement, présentés.

De la présentation terme-automatique au systéme d’équations

On suppose pour commencer que l'alphabet est égal & {p: 2,c: 0}; cela est
possible d’aprés le lemme 5.10.

Informellement, une structure d’univers 7({p : 2,¢ : 0}) a un univers iso-
morphe a la solution de I’équation X = (X ® X) @ un. En effet, le produit code
la présence des deux arguments de 'opérateur p, et I'union permet d’ajouter un
nouvel élément représentant le terme c. La structure du systéme d’équations que
nous produisons est la méme; il ne manque que les interprétations permettant de
«calculer» les relations de la structure proprement dite.

On considére donc une structure terme-automatique représentée par (F, U, ¥, I),
avec F = {p : 2,c : 0}. La premiére étape de la démonstration (lemme 5.15)
consiste & montrer le résultat sans restriction & un univers rationnel, c’est a dire
pour U = T (F). L'entier N représente dorénavant la plus grande des arités des
symboles dans X.. L’ensemble de variables {z1,..., 2y} est noté X. pour E C [n],
X représente 1’ensemble de variables {x; | i € E'}, et X représente le vecteur de
variables (z4(1), .., Zy(g|)) Ol o est 'unique bijection croissante de [|E|| sur E.

Remarque de notation : les symboles de F¢ peuvent étre d’arité 2 ou 0 suivant
qu’ils contiennent le symbole p ou non. Ainsi, les transitions de 6 sont de la forme
(If1s-- 5 fall@r, -+ - qn), @), o m = |[f1, ..., ful|, &6 m = 0 ou n = 2. Dans ce qui
suit, toutes les notations sont énoncées pour n = 2. La version n = 0 se déduit
directement et ne provoque pas de conflit.
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Chaque langage I(R) est accepté par un automate de termes Ag. On considére
lautomate A formé de 'union (disjointe) de tous les automates Ag pour R € .
L’ensemble des états de cet automate est () et I’ensemble des transitions est 0.
Pour tout R € ¥, qr € @ est ’état initial de I’automate Agr dans A. Pour tout
q € Q, L, représente le langage de .7-}';” accepté par A avec pour état initial q.
De plus, F(q) représente 'ensemble {i € [|q|] | It € L,, m(t) # Q}. Soit v =
([f1s-- -5 fal(@1, ¢2), ) une transition, F,(v) représente ’ensemble {i € [n] | f; = p}
et de méme, F.(v) ={i € [n] | fi =c}

Si L est un langage de F§ et E C [n], L|g représente le langage L «projeté»
sur les composantes d’indice ¢ € E. Formellement et récursivement,

pour t = ([f1, .., fal(tr, .-, th)) € T(Fq), te = [fow), - foml(tile, - -, telm) ,

ou o est la bijection croissante de [|E|] sur E,

et pour LC T(F,), Llg={tlg|teL}.

Bien entendu, si un terme t € F{ est bien formé, alors il en va de méme de t|g
pour tout E C [n].

L’alphabet relationnel qui nous permet de construire la structure est le sui-
vant :

Y ={<q¢,E> |qeQ, ECF(q), F+#0}
U{<v,E>. |v€é ECE(y), E#0}
U{<71,E>, |v€6, ECFy(y), E#0},
avec pour tous ¢ € Q, EC F(q),E#0, | <¢,E>|=|E|,
pour tous y € 6, E C Fo(7), E#0, | <v,E>.|=|E|,
et pour tous vy € 6, E C F,(v), E#0, |<~,E>,|=E|.

On s’intéresse alors a la structure S dont I'univers est 7 (F) et pour tout
q € Q, et tout E C F(q) tel que E# 0, ona <q,E>5=7(L,|g) .
On pose alors:

<7, E.>.(Xg,) siE,=0
<7 Ep >p (XEp) si Ec == @
<7, Ep >p (XEP)

< ¢, B> (Xp)

1= A<, E.>.(Xg,) sinon
pour Yy €6,
E. :EﬂFc(’}/) )
B, = ENE()
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et pour tout 7 € [2],
<vE>,(Xg) : <g¢ E>(Xg)
avec 7y = ([fl: SRR f|q|](q17 q2)7 Q) €0
La structure S satisfait 1’équation suivante (sur les opérateurs VRS’).
S = I((T1(S) @ Ia(S)) ® Le(un))
avecIcz‘ <vE>(Xg) : viai y€6 E#0, ECF.(v) ‘

1, =

Il s’agit en fait, & isomorphisme preés, de la plus petite solution de cette équa-
tion. La démonstration ne pose pas de probléme car les relations I(R) sont elles-
mémes définies par un plus petit point fixe. Notons tout de méme que les symboles
les traiter séparément.

Lemme 5.15 Pour toute structure S admettant une présentation terme-automatique
{c:0,p:2},T({c:0,p:2}),%, 1), il existe un VRS -systéme fini d’équations S
tel que

S =~ Solution(S) .

Preuve. Une fois la structure S obtenue par un VRS’-systéme d’équations, il
est aisé de réobtenir les relations I(R). Il suffit d’appliquer & S l'interprétation
suivante :

‘ R(zy,...,2r) : <qgr{x1,...,7r} > (@1,..., 7)) pour R€EX ‘

Lemme 5.16 Pour toute structure S admettant une présentation terme-automatique,
il existe un VRS -systéme fini d’équations S tel que:

S =~ Solution(S) .

Preuve. On seraméne au cas de ’alphabet Fy = {p : 2, ¢ : 0} par le lemme 5.10.
Soit P = (Fy, U, 3, I') la présentation correspondante. L’univers U étant rationnel,
il s’agit d’un cas particulier de relation synchronisée d’arité 1. On ajoute a la
signature un nouveau symbole e d’arité 1 dont I'interprétation est U. Soit F, =
Fo U {e}. Aprés application du lemme 5.15, on obtient un VRS'-systéme fini
d’équations S dont la solution est isomorphe a [(F,, T (F,), X, I')] ou I' coincide
avec I sur ¥ et [(e) =U. On a alors:

[P] =~ Z,(restrict[e]) ,
avecIe:‘ R(zy,...,z5) @ R(z1,...,2R) RFe ‘
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On peut remarquer que la structure définie ainsi est déja normalisée au sens
du lemme 5.13.

Du systéme d’équations a la présentation terme-automatique

Lemme 5.17 Pour tout VRS -systéme fini d’équations S, Solution(S) admet une
présentation terme-automatique.

Nous ne donnons pas la preuve ici de ce résultat; elle est trés similaire a la
preuve du lemme 5.28 (remplacer pour cela le p-calcul par un Auto” -systéme
d’équations).

5.2.3 Représentation logique

Il s’agit dans ce paragraphe de montrer 1’équivalence entre les solutions de
VRS’ -systémes d’équations et les structures obtenues par une certaine transforma-
tion appliquée au dépliage d’un graphe (théoréme 29). La transformation en ques-
tion est une «interprétation des parties finies» présentée au paragraphe 5.2.3.1.
Le résultat d’équivalence est énoncé par le théoréme 29. Les paragraphes 5.2.3.2
et 5.2.3.3 établissent chacun I'une des directions de 1’équivalence.

5.2.3.1 Interprétation des parties

Une fagon de construire une structure possédant une théorie au premier ordre
décidable consiste a partir d’une structure Sy ayant une théorie au second ordre
monadique décidable, puis de définir 'univers comme un ensemble MSO-définissa-
ble de parties de 'univers de Sy et d’utiliser des formules monadiques pour décrire
I'interprétation des relations.

Formellement, une interprétation monadique des parties est un quadruplet
T = (5,3,6,(¢r)) ou X et ¥’ sont des alphabets relationnels, 6(X) est une
formule monadique sur ¥ possédant une variable libre monadique X, et pour
tout R € X', ¢pr(Xy,..., X|g) est une formule monadique sur ¥ possédant |R]|
variables libres monadiques X1, ... ,X|g/.

L’application de Z = (X,3',6,(¢r)) & une S-structure S est la ¥'-structure
Z(S) définie comme suit.

Urs)={U CUs | SEU)},
et pour R€ Y, RIS ={(Uy,...,Ug) C Uzs)™ | S = or(Us,...,Ug)} -
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Cette construction peut produire des structures ayant un univers non dé-
nombrable. Ainsi, appliquée a I’arbre binaire complet, on obtient les structures
w-terme-automatiques selon la terminologie de Blumensath [Blu99].

On restreint donc cette définition aux structures dont l'univers est formé
d’ensembles finis. Ainsi une interprétation monadique des parties finies est une
interprétation monadique des parties Z = (X, 6, (¢r)) telle que pour toute
Y-structure S et tout U C Us, si S = 6(U) alors U est fini.

L’intérét de I'introduction de ces définitions est énoncé par le lemme suivant
et son corollaire.

Lemme 5.18 Pour T une interprétation monadique des parties et ¢ une formule
du premier ordre, il existe une formule monadique ® telle que pour toute structure

S, Z(S) = ¢ si et seulement si S = P.

Preuve. Il suffit de transformer les variables de ¢ en variables du second ordre
monadique et de substituer aux relations leur définition dans Z. O

Corollaire 5.19 5i S est une structure ayant une théorie monadique décidable
et T est une interprétation des parties, alors I(S) a une théorie au premier ordre
décidable.

Il est maintenant possible d’énoncer le résultat qui nous intéresse.
Théoréme 29 Les familles de graphes suivantes sont isomorphes :

— les solutions des VRS -systéemes d’équations,

— les images par interprétation monadique des parties finies du dépliage d’un

graphe,

et ces conversions sont effectives.
Les détails concernant l'effectivité des conversions se trouvent dans les deux
lemmes 5.28 et 5.30 dont le théoréme 29 est la combinaison.

Avant de s’intéresser a ces démonstrations, précisons quelques unes des consé-
quences.
Corollaire 5.20 Pour ¢ une formule du premier ordre et ¥ une signature, l’en-
semble des modéles de ¢ est VRS'[]-reconnaissable.

Corollaire 5.21 Les solutions des VRS -systémes d’équations de théorie mona-
dique décidable ont une théorie au premier ordre décidable.

Remarque 5.22 (ertension) Blumensath [Blu99] considére une logique plus ex-
pressive que la simple logique du premier ordre. Il s’agit d’étendre cette logique par
des quantifications de la forme 3“x.¢ signifiant «il existe une infinité de valua-
tions possibles pour x telles que ¢». L’opération duale Vr.¢p = -3“x.~¢ signifiant
«¢ est satisfaite pour toute valuation de x sauf pour un nombre finis est aussi
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autorisée. Blumensath montre que cette logique est décidable sur les structures a
présentation terme-automatique. C’est en fait toujours le cas pour les solutions
des VRS -systéemes d’équations de théorie monadique décidable.

Il suffit pour cela de montrer qu’un quantificateur 3 X.¢ signifiant «il existe
une infinité de valuations de X finies vérifiant ¢» peut étre ajouté a la logique
monadique pourvu que l'on dispose d’un prédicat F(Y) exprimant la finitude de
la valuation d’une variable monadique Y .

En effet, pour toute formule monadique ¢, toute variable monadique X, toute
structure S et toute valuation v de FV(¢) —{X}, on a

7, SEFFX¢ ssi 7, SEV.FY)=3X.(XZY)A¢.

Il se trouve que, dans le cas présent, la structure S est un arbre (le dépliage
du systéme d’équations). 1l est donc possible d’exprimer le prédicat F(Y') par une
formule monadique (voir remarque 2.12 page 21).

5.2.3.2 D’un systéme d’équations a la représentation logique

Il s’agit dans ce paragraphe d’établir le lemme 5.28 permettant de passer de
la sémantique des opérateurs VRS’ & une interprétation monadique des parties
finies.

On considére une signature ¥ et un VRS'[Y]-terme ¢. Supposons pour com-
mencer que les interprétations du terme soient sous forme linéaire compléte sans
relation d’arité 0. Supposons de plus que ¢ ne comporte pas d’opérateurs de res-
triction. Dans la suite de ce paragraphe, on note F cet ensemble d’opérateurs.

Il s’agit de coder pour tout F-terme chaque élément de [t] par une partie finie
des sommets principaux de t. Pour cela, on définit pour tout terme ¢ la fonction
partielle p; des parties finies des sommets principaux de ¢ dans I'univers de [t]. La
fonction p; est décrite par récurrence (cette récurrence a bien un sens car p;(U)
n’est défini que pour U fini) comme suit:
si t = un[R] alors p({racine'}) = 0,
si t =Z(t') alors p; = p},
si t = t; @ty alors py(X) est défini si il existe i € [2] tel que X € dom(p;,) et

dans ce cas pu(X) = (i, p, (X)),
sit =t ®ty alors p(X) est défini si X = X; U Xy avec pour tout i € [2],
Xi € dom(pti)ﬂ et dans ce Cas, pt(X) = (ptl (Xl)ﬂ ptz(XQ))'
Pour comprendre cette définition, il convient de revenir & la définition interne de
chaque opérateur. Ainsi, le sommet p({racine'}) = 0 du graphe un[R] est-il son
seul sommet. Les cas de I'union disjointe et du produit s’interprétent similaire-
ment.

Exemple 5.23 Considérons le terme suivant (le parameétre des opérateurs un est
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omis).

t=(un ®_un )® (un & un ).

vo U1 v2 v3

Les sommets correspondants auz opérateurs un sont identifiés par vy,v1,vs et vs.

La valeur de ce terme produit une structure dont ['univers contient quatre élé-
ments ((1,0),(1,0)), ((2,0),(1,0)), ((1,0),(2,0)) et ((2,0),(2,0)). L’application
pi est alors définie comme suit:

et p; n’est pas défini partout ailleurs.
Ainsi, py est une bijection de son domaine sur l'univers de [t]. Le lemme
sutvant généralise celte remarque.

Lemme 5.24 Pour tout terme t, p; est une bijection de dom(p;) sur Upy.
Preuve. Par récurrence sur la définition de p. O
Lemme 5.25 L’ensemble {(t,U) | U € dom(p;)} est Fpj-reconnaissable.

Construction. Considérons un ensemble U de sommets principaux de ¢. Alors
U appartient au domaine de p; si et seulement si (¢,U) € sommet|| avec sommet
une formule du p-calcul définie comme suit:

vide = vy.(m1) A (Z(y) U (y @ y) U (y @ y) Uun)
sommet = px.(1Nun) U ((-1) N (Z(z) U (z @ vide) U (vide B z) U (z ® x))) -

La formule vide vérifie qu’aucune marque n’est présente dans un terme. La for-
mule sommet décompose un terme en suivant les régles définissant p. Le plus
petit point fixe provient du fait que seuls les ensembles finis sont considérés. O

Soit N la plus grande arité des symboles de Y. Pour R € ¥ et 7 une injection
de [|R|] dans [N], on définit 'ensemble de F{y}-termes Lg . comme suit:

Lrg = {(t,Ur,....Ux) | R (p(Un), -, e (Unqmp))} -

La preuve du lemme 5.28 revient alors principalement & montrer que Lg, pour
tout R et toute injection 7 est F[yj-reconnaissable. Pour cela, on construit un
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systéme d’équations (au sens de I’extension vectorielle du p-calcul) possédant les
variables suivantes:

V ={< R,m > | 7 injection de [|R|| dans [N]} .

Soient R € ¥ et m une injection de [|R|| dans [N]. La p-formule ¢p , est définie
comme suit:

¢ra=(n[RIN () in () -9
()

i€[N]—dom(r)
U i
i€[N]
N (<R,m)>1)U(1d < R,m>)
U (<Rm>Q<R,m>)
U LIJI (ﬂie[k] < Rjmoqw; >>

ou R(.’L’l, P -T|R|) : /\ie[k] R,—(xai(l), ce ,.’Eai(|Ri|))
est une régle de Z (une conjonction linéaire compléte).

i€dom(m

Lemme 5.26 Pour tout symbole R € ¥ et toute injection m de [|R|] dans [N],
on a

Lir= ¢drx] avec (< S,a) >) = Lg, pour tout < S,a) >V .

Preuve. En traitant séparément le cas de chaque opérateur. O

Lemme 5.27 Pour tout symbole R € ¥ et toute injection m de [|R|] dans [N],
on a

(k< R,m>{<S,a>=¢sa})]| = Lrx -

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 5.28 Pour toute signature finie 3, il existe une interprétation mona-
dique des parties finies T telle que pour tout VRS'[X]-terme t,

Z(t) ~[t] -
Preuve. On suppose que le terme est normalisé en appliquant la propriété 5.14.

A chaque formule 15 du p-calcul est associé une formule monadique ¥(Xy, ..., Xy)
par le lemme 3.38. On construit alors I'interprétation des parties

T = (S[VRS'], %, 6, (T )

145



avec

§5(X) =3Xa, ..., Xy Wa(X, Xo, ..., Xn)
‘I[,R(Xl’ t ’X|R|) = E|X|R\+1a .- 'aXN-‘I’R,z'd“RH(Xl, .. 7XN) .

|

Remarque 5.29 (Cas particulier en ’absence de produit) Supposons que
le terme t soit un VR'-terme. Dans ce cas, la fonction p n'est définie que sur
des ensembles singletons. Un tel ensemble se représente naturellement par une
variable du premier ordre. On en déduit que pout toute signature X2, il existe une
interpretation monadique T telle que pour tout VR'[S]|-terme t, on a Z(t) =~ [t].
Cette remarque établit le théoréeme 23 de Barthelmann.

5.2.3.3 De la représentation logique a un systéme d’équations

Le propos de ce paragraphe est d’établir le lemme ci-dessous.

Lemme 5.30 Pour toute signature 32, tout ensemble fini d’étiquettes A et toute
interprétation des parties finies Tr des arbres déterministes étiquetés par A vers
les Y-structures, il existe une transduction monadique T des graphes déterministes
étiquetés par A vers les VRS -systémes d’équations telle que pour tout graphe
déterministe G étiqueté par A on a

Zr(Depliage(G)) ~ Solution(T(G)) .

Soit Zp = (A, X, 6, (¢ rex). Soit F = {p : 2,¢: 0}. Le lemme 3.39 permet de
se ramener a la situation dans laquelle G est un F-systéme d’équations. Il n’est
plus dans la suite question que du dépliage de ce systéme d’équations: c.a.d. d’'un
F-terme.

Pour commencer, on suppose que 6 = vrai et on ajoute un symbole relation-
nel 6 d’arité 1 tel que ¢5 = 6. Ainsi, les sommets & conserver sont traités comme
I'interprétation d’un symbole relationnel.

On considére les formules du p-calcul ¢r obtenues & partir des formules mo-
nadiques ¢, au moyen du lemme 3.38. Le lemme 3.39 nous précise que l'interpré-
tation des parties finies Zp ne fait référence qu’aux sommets Pf. Grace a cela, il
est possible de supposer que les formules ¢z n’utilisent que I’alphabet .7-"[" R|] défini
comme suit:

pour n € N, F ={(p,0):2}U{(c,E):0| E C [n]}.

Soit N la plus grande arité d’un symbole apparaissant dans . On pose pour tout
entier n € [M], M,, = Cl({ér | R€ X, |R|=n}). Soit X' ={< ¢,n,E> | né€
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[N], ¢ € M,, E C [n]} U{t} avec |<o,n,E>| = |E| et |8 = 1 . Pour
tout F-terme ¢, on définit la structure S; comme la ¥'-structure dont I'univers
est ’ensemble des parties finies de Pf et dont I'interprétation d’un symbole rela-
tionnel < ¢, n, ' >€ ¥/ est défini comme suit:

< ¢,n, E>% ={(Uyq),...,Usmp) | (to, U, ..., Un) € 0[], Vi, U; £0 =i € E}
15t = {U C P¢ | U fini, U # 0} .

Pour ¢’ C t, on pose de plus S,y = St|2ptc,.
La structure S;p peut contenir une infinité de sommets. Ils sont tous marqués
par # sauf exactement un qui correspond a ). Si ¢’ = L, alors ' ne contient aucun

sommet ¢ et donc St,t: contient () comme unique sommet.

Lemme 5.31 [l eziste un entier k, une partition de T“(F) en k parties Ly,
..., Ly et k applications fi, ... ,fr VRS’ -définissable telles que pour tout i € [k],
tout F-termet € L; et tout ' Tt on a

St,t’ ~ fi(st,t') et St,J_ ~ fz(w) .

Preuve. L’égalité S, | = ) n’est pas satisfaite pour deux raisons. D’une part,
les relations d’arité 0 peuvent avoir des interprétations non vides. D’autre part,
I'univers de ;. n’est pas vide car il contient I’élément (.

On construit alors la partition de 7%(F) induite par M,. Ainsi, pour tout ¢ €
M, notons ¢|y la formule obtenue en remplagant partout dans ¢, (f,?) par f,
(c,0) par c et (¢, E) pour E # () par 0. Cette formule est telle que ¢|o[] = {t €
TY(F) | (t,0,...,0) € o[}

Soit pour W C M, ¥w = (Ngew o) N (Nperr—w (T (F) — ¢|o)). Les vw|]
forment une partition de 7%(F). On a de plus pour toute formule ¢ € M, ¢[] =
Uwsg¥w]]. Soit maintenant Zy, définie par

<o,n,0>() . vrai sigeW
Iy =| <¢,n,E> (x1,...,25) : <o,n,E>(x1,...,75)
() : f(z)

Pour tout F-terme ¢ et tout terme t' C ¢, si t € ¥y |[| alors
St,t’ = IW(net(St,t:))

ou net est 'interprétation qui laisse la structure invariante si ce n’est pour les
symboles d’arité 0 qui ont pour nouvelle interprétation (.

Il reste maintenant a traiter 1’élément () de S; . Pour cela, on restreint d’abord
la structure aux éléments de l'interprétation de fi, c’est-a-dire que 1’on élimine
I’élément (), puis on insére un nouvel élément pour le remplacer. Le symbole
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relationnel o d’arité 1 sert temporairement a identifier le sommet nouvellement
ajouté. Il faut alors reconstruire les interprétations des symboles relationnels pour
tenir compte de cette transformation.

f(X) = Z,(restrict[f](X) & un[o]) ,

< QZS,’IL,E > (mo(l)a"'7IU(|ED) : /\ O(Il)
i€E—E'
A< o, n, E > (Igr(l), ... 710’(|E’|))
L, = E' C E et o bijection croissante de [|E|| sur F
o' bijection croissante de [|E'|] sur E’
t(z) €y

On a alors la propriété suivante: pour tout ¢t € T (F) et ¢’ C ¢,

f(St,t') ~ St,t’ .

Soit maintenant fiyr = f o Zy.. Pour tout ¢t € Y| et tout ¢ C ¢, on a
Jw(Str) = Sty De plus,

Jw(0) = fw(restrict[] o net(S; 1))
= Z(restrict[f] o Zyy o restrict[f] o net(S; ) @ un[o])
= T, (restrict[f] o restrict[f] o Ty o net(S; 1) @ un[o])
= T, (restrict[t] (S, 1) @ un[o])
= fw(Si1)
=St

Lemme 5.32 Il existe une interprétation booléenne positive 1, telle que pour tous
F-termes ty,ty et tous t) Tty et ty Tty, on a Tp(Sy, ¢ ®y Spy ) R Spta o) p(t 1) -

Construction. Il suffit d’établir que Z,(S;, ®, St,) = Spy,1,)- On pose:

<o,n, E>(x1,...,2,) : V <Y1, E > (2q,...,1,)

Ip = (P1,¥2)E€EDy(P) A < Yo, n, B >2 (wl’ . ’gpn)
i) : (=)

ol Dy(p) est défini par le lemme 3.35. O
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Démonstration du lemme 5.30

Considérons le transducteur déterministe t, d’état initial ¢ suivant :

q(t) = f;(d'(t)) sit e L; pour i € [k]
ql(p(tla t2)) = Ip(tl Xy t2)
¢'(c) = Se,

ou k, L; et f; sont définis par le lemme 5.31 et Z,, est I'interprétation du lemme 5.32.
Soit t € L;. On définit les relations continues suivantes:

R[t](t',t") si Sep = [t"]
R, t") si S = fi([t"]) -

Il s’agit d’appliquer le lemme 3.59. La relation R correspond a 1’état ¢ et la
relation R’ a1’état ¢'. Le lemme 5.31 montre que ’ensemble inévitable {¢'} remplit
les conditions de I’hypotheése 3 du lemme 3.59. Les lemmes 5.31 et 5.32 établissent
les invariants correspondant aux deux premiéres régles. La troisiéme transition est
évidente. Le transudcteur t, satisfait donc pour tout F-terme ¢ I’isomorphisme
suivant :

S~ [to(t)] -

Pour retrouver Zr, il suffit de restreindre les éléments a < ¢s, 1, [1] >, puis d’ap-
pliquer I'interprétation suivante :

I=| R(z1,...,z7r) : <or |R[|R|]> (z1,...,7)), RET, R#6 |.

Posons t = Z o restrict[< ¢s, 1, [1] >] o to. Ainsi, pour tout F-terme ¢, [t(¢)] ~
Zr(t). Le lemme 11 appliqué a t nous fournit alors une transduction monadique t*
telle que pour tout F-systéme d’équations, Solution(t*(S)) ~ Zp(Depliage(S)) .

5.2.4 Structures automatiques

La terminologie automatique [KN94| correspond originellement a des struc-
tures dont I'univers est un ensemble rationnel de mots et pour lesquelles les re-
lations sont définies au moyen d’automates (de transducteurs synchronisés de
mots). Dans notre cas, une structure admet une présentation automatique si elle
admet une présentation terme-automatique définie sur des alphabet ne contenant
que des symboles unaires et des constantes. Il s’agit d’une représentation interne.
Une représentation équationnelle et une représentation par transformations de la
famille des structures automatiques sont données ci-dessous. Nous ne précisons
pas les démonstrations. Celles-ci sont trés similaire aux précédentes.
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Représentation équationnelle

Les opérateurs VRS] sont les suivants.
— La structure a un élément.

— L’union disjointe.

L’interprétation booléenne positive.

Le produit synchrone avec une structure finie.

La restriction a ’'interprétation d’un symbole relationnel unaire.

Ainsi, la seule distinction par rapport au cas des structures a présentation terme-
automatique concerne 'utilisation restreinte du produit.
Nous pouvons maintenant énoncer le lemme attendu.

Propriété 5.33 Une structure admet une présentation automatique si et seule-
ment si elle est solution d’un VRS -systéme fini d’équations.

Notons que des résultats de normalisation comparables a ceux concernants les
VRS'-systémes d’équations sont possibles.

Représentation par transformation

La représentation par transformation est elle aussi trés simple.

Propriété 5.34 Une structure admet une présentation automatique si et seule-
ment si elle est obtenue par interprétation monadique des parties finies de la
demi-droite des entiers.

150



Chapitre 6

Graphes de récriture suffixe de
termes

Nous avons étudié au paragraphe précédent les structures solutions de VR’-
systémes d’équations étendus par (principalement) un opérateur de produit syn-
chrone. Il s’agit d’une extension naturelle de ces opérateurs. Pourtant, il semble
qu’il y ait de la place entre ces deux familles de structures. En particulier, si I’on
considére la représentation interne, entre la récriture suffixe de mots et les rela-
tions terme-synchronisées, il est naturel de considérer des relations de récriture
suffixe de termes. Il s’agit du propos de ce paragraphe. Cette étude n’est menée
que sur les graphes et non sur les structures.

La récriture suffixe de termes procure une représentation interne de cette fa-
mille de graphes (paragraphe 6.1). Une représentation équationnelle est présentée
au paragraphe 6.2. [’équivalence de ces deux représentations est établie au para-
graphe 6.3. Ces graphes possédent des propriétés de décidabilité plus nombreuses
que les graphes termes-automatiques. En particulier, ils possédent une théorie
au premier ordre avec accessibilité décidable (paragraphe 6.4). Nous montrons
ensuite un résultat similaire a celui de Barthelmann pour les graphes préfixes re-
connaissables: les graphes de récriture suffixe de termes de largeur arborescente
bornée sont les graphes HR-équationnels (paragraphe 6.5). Enfin, nous montrons
qu’une extension naturelle de ce dernier résultat (les graphes de récriture suffixe de
termes de largeur de clique bornée sont-ils les graphes préfixes reconnaissables?)
n’est pas vérifiée (paragraphe 6.6).

6.1 Représentation interne

Il s’agit ici de proposer une définition d’une famille de graphes obtenus par ré-
criture suffixe de termes. Comme pour les graphes de récriture suffixe de mots, plu-
sieurs approches successives ont été proposées. Nous les présentons tout d’abord
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(paragraphe 6.1.1). Le paragraphe 6.1.2 présente quant a lui la définition que
nous considérons par la suite.

6.1.1 Contexte

Etant donné un alphabet gradué F, un systéme de récriture suffize est un
ensemble de régles A C T(F) x T(F). La relation de récriture suffixe par A,
— A, reliant les F-termes, est définie par récurrence comme suit:

—si (¢, t') € A alors t —a ¥,

—sit= f(t,....,tp) et t' = f(t’l,...,tif‘) pour f € F et il existe i tel que

t; —a t; et pour tout 1 # j, t; =t alors t —a .

Larelation d’accessibilité par A, notée =7, est la cloture réflexive et transitive

de —A-

Théoréme 30 (Dauchet et Tison [DT90]) Pour F un alphabet gradué, les
graphes dont

- Vunivers est T (F),

— les arcs sont décrits par récriture suffize de termes ou par accessibilité d’une
relation de récriture suffize de terme,

ont une théorie au premier ordre décidable.

Ce résultat repose sur le fait que ces graphes admettent une présentation terme-
automatique. Le résultat est alors une conséquence directe du théoréme de déci-
dabilité de la théorie du premier ordre sur ces structures 5.19.

La définition des relations de récriture suffixe de termes est tout a fait similaire
a celle des relations de récriture suffixe de mots. En fait, il s’agit d’une extension.
On a vu dans le cadre des mots qu’il était naturel pour construire des graphes (ou
des structures) de considérer un ensemble rationnel de sommets (resp. un univers
rationnel). Ce type de restriction ne nous convient pas dans le cas présent car il
fait perdre le résultat de décidabilité du théoréme 30.
Théoréme 31 (Loding [L02c]) Il existe un graphe dont I’ensemble des som-
mets est une partie rationnelle de T (F), les interprétations des arcs sont des
relations de récriture suffize et pour lequel [’accessibilité n’est pas décidable.

La solution utilisée par Loding pour éviter de perdre les propriétés de déci-
dabilité en effectuant une restriction consiste a fixer un terme particulier, et a
restreindre le graphe aux sommets accessibles a partir de ce sommet. Il suit en
cela 'orientation des travaux originaux de Muller et Schupp.

Formellement, un graphe de récriture suffize avec restriction par accessibilité
(originellement GTRS dans [L02a) est décrit par un quadruplet P = (F, A, A, o)
ol F est un alphabet gradué, A est un ensemble d’étiquettes, ¢y est un F-terme et
A est une application de A dans les parties finies de 7 (F) x T (F). Le graphe [P]
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P(A,B) & _,P(5(A),B) 2 P(5(5(4)),B) 2

b b

F1G. 6.1 — Grille infinie comme graphe de récriture suffize restreint par accessi-
bulité.

représenté par P a alors pour ensemble de sommets Vip) = {t [ to =, _, A t} €t

un arc étiqueté par a € A reliet € Vipyat' € Vipysit =a( t'

Exemple 6.1 (grille infinie) Considérons l’alphabet gradué F = {P:2,S:1, A:0, B:0},
Uensemble d’étiquettes A = {a,b}, les régles de récriture A sont définies par

Aa) = {(A,S(A)} et A(b) = {B,S(B)} et l’état initial to = P(A,B). Le
graphe présenté par (F, A, A, ty) est illustré a la figure 6.1.

On déduit de cet exemple et de la propriété 2.9 que les graphes de récriture suffixe

ne possédent pas une théorie monadique décidable. Par conséquence, ils ne sont

pas inclus dans la famille des graphes préfixes reconnaissables.

En fait, 'inclusion inverse n’est pas non plus vérifiée. En effet, la définition
des graphes de récriture suffixe restreint par accessibilité ne produit que des
graphes connexes alors que certains graphes préfixes reconnaissables ne le sont
pas. De plus, les graphes de récriture suffixe restreint par accessibilité sont de
degré fini (non nécessairement borné), alors que ce n’est pas nécessairement le
cas des graphes préfixes reconnaissables.

Le paragraphe suivant montre comment définir une famille de graphes repo-
sant sur la récriture suffixe de termes et étendant les graphes préfixes reconnais-
sables.

6.1.2 Graphes de récriture suffixe de termes

Nous présentons dans ce paragraphe une famille de graphes étendant les
graphes préfixes reconnaissables tout en étant définie par récriture suffixe de
termes.

Une premiére extension consiste a considérer des régles de récriture reconnais-
sables (au lieu de finies). Rappelons que pour F un alphabet gradué, une partie
de T(F) x T(F) est reconnaissable si elle est égale & une union finie de produits
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de parties reconnaissables de T (F) (les parties rationnelles).

Engelfriet montre que les relations de récriture suffixe reconnaissables par-
tagent les mémes propriétés de cloture transitive que les relations de récriture
suffixe finies [Eng99|. Cela signifie qu’autoriser A(a) a étre une partie recon-
naissable dans la définition des graphes de récriture suffixe avec restriction par
accessibilité préserve les propriétés de décidabilité.

Il reste toujours le probléme de la restriction. Dans la définition de Loding,
seuls les sommets accessibles & partir de la racine sont considérés. Cette solution
ne permet pas de capturer les graphes préfixes reconnaissables. La solution pro-
posée ici consiste a utiliser un ensemble de sommets reconnu par un automate
d’arbres déterministe descendant [Col02a].

Ainsi, un graphe de récriture suffize est décrit par la donné d’'un quadruplet
P = (F,A,A L) ou F est un alphabet gradué, A est un ensemble d’étiquettes,
L C T(F) est le langage accepté par un automate déterministe descendant et A
est une application de A dans les parties reconnaissables de T(F) x T(F). Le
graphe [P] présenté par P a alors pour ensemble de sommets Vip) = L, et un arc
étiqueté par a relie un sommet ¢ & un sommet ' si t —aq) t'.

On a alors bien la propriété souhaitée de capturer les graphes préfixes recon-
naissables.

Propriété 6.2 Les graphes préfizes reconnaissables sont, a isomorphisme prés,
des graphes de récriture suffize.
Il suffit pour montrer cela d’utiliser un codage direct des mots dans les termes.
Tout fonctionne bien car pour les termes ne contenant que des symboles d’arité 0
ou 1, la notion de rationnalité coincide avec les langages reconnus par les auto-
mates déterministes descendants.

En fait, il est encore plus simple d’utiliser la représentation équationnelle
présentée au paragraphe 6.2 pour établir ce résultat.

Exemple 6.3 Reprenons l’ezemple 6.1. L’ensemble des sommets de ce graphe est
l’ensemble des termes { P(S™(A), S™(B)) | n,m € N} (ou S™ représente naturel-
lement la puissance n-iéme de lapplication t — S(t)). Ce langage de termes est
reconnu par un automate déterministe descendant. En effet, il s’agit de la valeur
de X solution du systeme d’équations suivant :

X =P, 2)
Y=A44+5()
Z=B+S(Z).

La grille présentée a la figure 6.1 est donc aussi un graphe de récriture suffize au
sens de ce paragraphe.
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Remarque 6.4 Une question naturelle est de savoir si tous les graphes de ré-
criture suffize restreint par accessibilité sont des graphes de récriture suffize de
termes comme définis ici. Une réponse négative a cette question a été établie par
Loding. Nous ne la présentons pas ici.

6.2 Représentation équationelle

Tout comme les opérateurs VRS’ étaient une extension des opérateurs VR’ par
un opérateur de produit, les opérateurs VRA sont une extension des opérateurs
VR par un opérateur de produit, asynchrone cette fois-ci.

Soit C' un ensemble de couleurs et A un ensemble d’étiquettes. Les opérateurs
VRA[C, A] (ou plus simplement VRA) sont les suivants:

— Le graphe coloré a un sommet de couleur ¢ € C' noté sommet|c],

L’union disjointe de graphes colorés &,
— L’ajout d’arcs étiquetés par a € A entre un sommet de couleur ¢ € C' et un
sommet de couleur ¢ € C, noté arclc, a, ],

Le recoloriage par un application o de C' dans C, noté recol|q],
— Le produit asynchrone O, ou 7 est une application de C? dans C. L’opéra-

teur O, appliqué a deux graphes colorés G; et G, produit le graphe coloré
H = G,0,G, défini par:
Z/{H = ugl X UQQ )
pour tout ¢ € C, ¢ ={(v1,v3) € ' x F* | (c1,02) € 7 ()},

pour tout a € A, % ={((v1, v2), (v}, v2)) | © giH}{}
1

U{((v1, v2), (v1,5)) | Uz;az’vé} :

Exemple 6.5 (Grille infinie) On se fize l’ensemble d’étiquettes A = {a,b} et
Uensemble des couleurs C = {0,1,2,3}. La demi-droite des entiers étiquetée par
a est solution de l’équation (sur les opérateurs VR) suivante :

X, = recol BE%] (arc[2, a, 0](X, ® sommet[2])) .

Une équation stmilaire sur la variable Xy a pour solution la demi-droite des entiers
étiquetée par b. On construit alors le graphe solution de l’équation supplémentaire
X =X,0,Xy oun(n,n') =n+n'. Le résultat est présenté a la figure 6.2.

Ainsi, si 'on compare le graphe de cet exemple & celui de ’exemple 6.1 (figure 6.1),
ils sont isomorphes (pourvu que I'on omette les couleurs). On remarque aussi
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0-%51-0¢,71_¢,

b b b
0-%571_a,q_a, _ _ _ 1&,9_ 0,9 _a,
b b b

1 CL\Q CI,‘2 a
0-brp-b,q 0, b b bl

F1G. 6.2 — Les demi-droites des entiers étiquetées par a et b, et leur produit asyn-
chrone.

que l'ensemble des sommets d’une couleur donnée dans la grille de la figure 6.2
correspond & un ensemble rationnel de termes a la figure 6.1. Cet ensemble n’est
pas nécessairement accepté par un automate déterministe descendant (considérer
la couleur 1 par exemple). Le paragraphe suivant a pour objet de généraliser cet
isomorphisme.

6.3 Equivalence de représentations

0-0>1 0,1 0,1

0-0,1 @, bl b bl b

0—Cs1 bl b bl 10,9 a,9 a, 9
0 bi bi 10,2 a,9 3 bl b
1059 bl bl bl 10,9 6,9 a,9
1-Gs2_a,9 3 bl b
1-4>2- 0,2 0,9

F1G. 6.3 — Union disjointe de grilles carrées colorées.

Indiquons pour commencer le résultat démontré dans ce paragraphe (il s’agit
en fait d’une extension du résultat présenté dans |[Col02al).

Théoréme 32 Les familles de graphes suivantes sont isomorphes :
— les solutions des VRA-systémes d’équations,
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— les graphes de récriture suffize reconnaissable de termes restreints par les
solutions d’Auto],-systémes d’équations,

et ces conversions sont effectives.
Les détails concernant ’effectivité des conversions se trouvent dans les deux
lemmes 6.8 et 6.11 dont le théoréme 32 est la combinaison.

Commencons par illustrer ce résultat.
Exemple 6.6 Considérons de nouveauz l’ensemble des couleurs C = {0,1,2,3}
et l’ensemble des étiquettes A = {a,b}. On défnit pour n € N le graphe Gla],
comme Suit:

n+1 sommets

~ ™~

Glal, =0-2>1-2>1 --- 1251

Ce graphe se définit par récurrence en utilisant les équations suivantes :
Glalo = sommet|0] ,

Glalns1 = recol [ggﬂ (arc[2, a, 0] (sommet[2] & Glal,)) -

Des équations comparables permettent de décrire les graphes G[bl,, définis similai-
rement. On peut maintenant construire le graphe H, par l’équation suivante:

Ho = Hos1 ® (Gla]n 0, G[bln) -

Le graphe Ho décrit par ces équations est présenté a la figure 6.3. Il est formé
de l'union disjointe des graphes Gla],0OG[b],, chacun étant une grille carrée de
dimension n.

Exemple 6.7 Le méme résultat peut étre obtenu par un systéme de récriture
suffize restreint par un langage algébrique déterministe. Reprenons pour cela l’al-
phabet, les étiquettes et les regles de récriture de [’exemple 6.1, mais considérons
le langage suivant comme ensemble de sommets :

L={S*(P(S"(A),S™(B))) | k€N, 0<n<k 0<m<Ek}.

Le graphe obtenu est de nouveau l'union disjointe des grilles carrées (cf. fi-
gure 6.3). L’entier k permet de numéroter la grille. Les contraintes 0 < n < k
et 0 < m < k assurent que cette grille est bien carrée de taille k X k.

Il nous reste a montrer que le langage L est solution d’un Autol,-systéme
d’équations. Pour cela, commencons par construire les langages Uy pour k € N
définis par LAl = {S™(A) | 0 < n < k}. Ces langages s’obtiennent comme
solution des équations suivantes :

L[Aly =10



Des équations similaires produisent le langage L[B|y (définis comme on s’y at-
tend). Le langage L, = {S*(P(S"(A),S™B))) | k€N, 0<n<k+1[, 0<m<
k+1} pourl € N est alors défini par les équations suivantes :

Ly = S(Lys1) + P(L[A], L[B],) .

Les systémes d’équations apparaissant dans les exemples 6.6 et 6.7 sont struc-
turellement similaires (plus concrétement, il est possible de passer de I'un a I’autre
par une tansduction monadique). Ce n’est bien entendu pas anodin et les para-
graphes 6.3.1 et 6.3.2 établissent ces équivalences dans le cas général.

6.3.1 Des équations aux récritures

Pour la suite de ce paragaphe, on se fixe un ensemble C' de couleurs et un
ensemble A d’étiquettes. On construit I'alphabet et les relations de récriture indé-
pendamment du systéme d’équations. Celui-ci ne sert qu’a déterminer I’ensemble
des sommets.

On considére donc I'alphabet gradué F suivant :

F={U:1, Uy:1}
U{Pl):2[ne o}
U{Alc,a,d]:1|¢c,d €C, a€ A}
U{R[a]:1|a € C}
U{S[c]:0]|ceC}.

Bien entendu, chacun de ces symboles correspond a un des opérateurs VRA[C, A],
a savoir Uy et Uy pour @, Pn| pour O,, Alc,a,c| pour opérateur arc[c, a, ],
R|a] pour recol[a] et enfin S|c| pour sommet|c|. Il est & noter que le produit et
I’'union disjointe ont un traitement différent correspondant a leurs sémantiques
distinctes.

Construisons maintenant les ensembles reconnaissables. Ceux-ci correspondent
directement aux couleurs. On définit donc I’Auto” -systéme d’équations dont les
variables sont les L. pour ¢ € C' et les équations sont les suivantes:

Lc = Ul (Lc) + UQ(LC)
+ X Ph(Le, Le,)

nech C
n(c1,c2)=c

+ 201(,106250 A[Cla a, 62](LC)
+ X R[o(L)

acCc®
a(c)=c

+ Sl .
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Les relations de récriture reconnaissables sont alors les suivantes.

Ala)= ] Aler,a,)(Le,) x Aler, a, 0)(Le,) -

c1,c2€C

Lemme 6.8 Il existe un transducteur déterministe t des VRA[C, A]-termes dans
les Auto]y[F]-termes tel que pout tout VRA[C, A]-terme t, [t] est isomorphe a la
structure de récriture suffize de termes de présentation (F, A, A, [t(t)]) -

Construction. Le transducteur posséde un unique état (initial) ¢ et ses régles
de transition sont les suivantes:

gz @ y) = Ui(q(x)) + Va(q(y))
q(20,y) = Pn)(q(z), 9(y))
q(arcle, a, d](x)) = Ale, a, ](g(z)
q(recol[e](z)) — Rla](q(z))
q(sommet|c|(z)) — S|[c]

On montre alors par récurrence sur n € N que:

nb([tln]) ~ [(F, A, A, [t(EN])] -

|

Remarque 6.9 Dans cette construction, si le VRA-termet ne contient pas d’opé-
rateur produit, alors l’alphabet utilisé par le terme t(t) ne posséde que des sym-
boles d’arité 0 ou 1. Le terme résultat peut donc étre assimilé a un mot. Le graphe
résultat est alors suffize reconnaissable restreint par un langage déterministe.

6.3.2 De la récriture aux équations

Considérons un alphabet gradué F, un ensemble d’étiquettes A et une appli-
cation A de A dans les parties reconnaissables de T (F) x T (F).
A chaque étiquette ¢ € A correspond par A une partie reconnaissable de

T(F) x T(F).

Lemme 6.10 [l ezriste un automate d’arbres (Q,6) (sans états terminauz) dé-

terministe ascendant et complet tel que pour tout a, il existe A'(a) C Q X Q tel
que:

A= |J o9 xo'd).

(g,4")€A (a)
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Preuve. En considérant ’ensemble des automates impliqués dans la description
de A comme un unique automate, puis en le déterminisant. O

Lemme 6.11 [l existe un transducteur déterministe des Auto]y[F|-termes vers
les VRA-termes tel que pour tout Autoly[F]-terme t,

[(F, A, A, [tD) = nb([t(1)]) -

Construction. Soient Q) et ¢ tels qu'obtenus par le lemme 6.10.

L’ensemble des couleurs du terme produit par le transducteur déterministe
est Q.

On utilise une version généralisée a toute arité des symboles @ et O (y compris
en ce qui concene le paramétre n de O).

Le tansducteur déterministe est alors défini comme suit:

q (Z f(xf,l, cee 7xf,|f)> = arc[D] (@ Dﬂfieuf]Q(xf,i))

fer fer
avec D = {(q,a,¢') | (¢,¢") € A'(a)}

et (g, - qyp) =q telque (f(q,-..,q7),q) €90

6.4 Premier ordre avec accessibilité

La logique du premier ordre avec accessibilité est une simple extension de la
logique du premier ordre sur les graphes par un opérateur d’accessibilité. For-

mellement, étant donné un ensemble d’étiquettes B C A, la relation binaire B a
pour interprétation I’ensemble des couples de sommets (u,v) tels qu’il existe un
chemin étiqueté par B* reliant u a v.

Nous montrons ici que ’ensemble des modéles d’une formule du premier ordre
augmenté des prédicats d’accessibilité sont VRA-reconnaissable. En fait, le prin-
cipe de la preuve est simplement de ramener au moyen d’un transducteur déter-
ministe le probléme & un probléme de décidabilité pour un VRS -systéme d’équa-
tions.
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L’hypothése de récurrence

Supposons ’ensemble d’étiquettes A fixé. On s’intéresse aux structures sur
I’ensemble des symboles relationnels suivants :

Y={% |acA} avec | > | =2,

WO lel=1,
Ww{<B*> | BCA} |<B*">|=2,
Ww{<cB*"> | BCA, ce(C} |<ceB*>|=1,
Ww{<B'c¢> | BCA, ce(C} |<Bc¢>|=1,
W{<cB*d > |¢,d €C, BCA} et | <cB*d >|=0.

L’objectif est, & partir d'un graphe coloré par C et étiqueté par A, de construire
une Y'-structure codant a la fois le graphe et les relations d’accessibilité. Les sym-
boles % représentent les arcs originaux du graphe et les symboles binaires < B* >
identifient les couples de somimnets reliés par un chemin étiqueté par un mot de B*.
Les symboles < ¢B* >, < B*c > et < ¢B*¢ > servent aux constructions inter-
meédiaires : ils identifient les chemins dont ’origine et/ou la destination est/sont
d’une certaine couleur.

Formellement, étant donné un graphe G coloré par C' et étiqueté par A, on
construit la structure *(G) définie comme suit.

Uig)=Vg ,
9 =9
=4

g

< B*>*9 = {(v,4") | Jw € B*. v%v'} ,
<ceB*>"9 ={y | € f,we B v'%ﬁ;} ,
< B*¢>"9 ={y | I €I, we B*. v%v'} :

<cB* > ={() | eI e Fwe B v%v'} .

Récurrence

On s’intéresse maintenant a transformer un VRA-systéme d’équations en un
VRS-systéme d’équations tel que la solution du second s’obtienne par application
de * & la solution du premier. Cette traduction est effectuée par un transducteur
déterministe. Il s’agit donc de présenter les propriétés permettant de valider cette
construction, et qui sont données par les lemmes 6.12, 6.13, 6.14 et 6.15.
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Lemme 6.12 Pour toute application o de C' dans C, il existe un interpréta-
tion Lrecollo) booléenne positive des Y/ -structures dans les ¥ -structures telle que
pour tout graphe coloré G, on a:

*(recol[a] (Q)) = Irecol[a](*(g)) :

Construction. On pose simplement

c(x) : d(x) ald)=c
TSy xSy
< B*> (z,y) : < B*>(z,y)
<eB*>(x) : <dB*>(z) afd)=c
(x) < B> (z) ald)=c
<cBfcy> 1 < By, > a(d) =c et ald) =c

Zrecol [a] =

Lemme 6.13 Pour toutes couleurs c1,co € C' et toute étiquette a € A, il existe
une interprétation Lae a.c,) telle que pour tout graphe coloré G on a:

*(arc[cl, a, 02](G)) = Iarc[cl,a,CQ](*(g))

Preuve.
c(x) o ocx)
x5 Y C Y pour b € A
3y 2 oc(z) A ea(y)
< B*>(z,y) : <B*> (z,y)
< B*> (z,y) : < B*c; > (x)A < cB* > (y) poura € B
Tarclerjaes) =| < cB* > () : <cB* > (x)
< cB* > (2) <eB*cp > N<eB*>(x) poura€ B
< B*c> (x) < B*c¢> (x)
< B*c> () < B*ep > ()N < eaB*c > pour a € B
< cB*d > : < B >
< cB*d > 1 < ceB*cp > A< epB*d > pour a € B

La construction fonctionne sur la remarque suivante : un chemin entre deux som-
mets v et v’ de arc[cy, a, 3] (G) peut étre de I'une des deux formes suivantes:

— il s’agit d’un chemin n’empruntant aucun des arcs ajoutés par 'opérateur
arc[ey, a, c5], et dans ce cas, il était déja présent dans G,
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ou bien ce chemin emprunte au moins I'un des arcs ajoutés par arc|cy, a, o).
Dans ce cas, ce chemin s’écrit comme la concaténation de trois chemins de
la forme suivante :

1. un chemin entre v et un sommet de couleur ¢; n’empruntant aucun des
arcs ajoutés par arc|cy, a, ¢o] ; ce chemin est donc déja présent dans G,
2. un chemin entre un sommet de couleur c¢; et un sommet de couleur c,,
3. un chemin entre un sommet de couleur ¢, et v', n’empruntant aucun des
arcs ajoutés par arc[ci, a, ¢o] ; ce chemin est donc déja présent dans G.

Il suffit pour tester I’existence d’un tel chemin de vérifier la présence du
premier et du troiséme. Le second est en fait toujours présent d’aprés la
sémantique de arc|cy, a, col.
Cette décomposition explique les deux cas utilisés pour chacun des symboles de
chemin. O

Lemme 6.14 Pour tous graphes colorés G et H, *(G & H) = *(G) ® x(H) .
Preuve. Evident. O
Le lemme ci-desous traite du cas du produit.

Lemme 6.15 Il existe trois interprétations booléennes positives Ly, Lo et T
telles que pour tous graphes colorés G, et Gy, on a

#(G20,G2) = T,,(Z;,1(%(G1)) ® Ip2(%(G2))) -

Construction. On utilise I’équivalence avec le produit généralisé (propriété 2.22).

c(x) tocp(@) A ()
pour ¢ = (e, ¢2)

=y : x&ly/\:vr\ﬁy

TSy : xwly/\xi>2y

< B*> (x,y) : < B*>'(z,y)A < B*>? (z,y)

Iy=| <B'c¢>(x) : <B*¢;>!(x)A < By >? (2)

pour ¢ = n(c1, ¢2)

<cB*>(z) : <cB*>'(z,y)A < 2B* >? (z,y)
pour ¢ = n(cy, ca)

<cB* > () : <cB*c>' A< B*d>?()
pour ¢ = n(cy,ca) Ac' =n(c, c3)

On a alors Z,(%(G1) ®, *(G2)) = *(G:10,G) . O
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Le résultat

Lemme 6.16 Pour tout ensemble d’étiquettes A et tout ensemble de couleurs C,
il existe un transducteur déterministe t des VRA[C, A]-termes dans les VRS-
termes tel que pour tout VRA[C, A]-terme t,

Corollaire 6.17 (Colcombet [Col02a]) Soit ¢ une formule en logique du pre-
mier ordre avec accessibilité étendue par les modalités de comptage 3° et V¥,
I’ensemble des modéles de ¢ est VRA-reconnaissable.

6.5 Largeur arborescente

Dans ce paragraphe, nous énoncons un résultat similaire & celui de Barthel-
mann (théoréme 25) montrant que les graphes préfixes reconnaissables de largeur
arborescente bornée sont les graphes HR-équationnels. Un premier résultat dans
cette direction concernant la récriture suffixe de termes restreinte par accessibilité
a été établi par Loding.

Théoréme 33 (Loding [L02a]) Les graphes de récriture suffize avec restriction
par accessibilité et de largeur arborescente bornée sont des graphes préfizes.
Loding a ultérieurement étendu ce travail aux systémes de récriture suffixe re-
connaissables [L02b].

Nous montrons ici un résultat similaire, pour les graphes solutions de VRA-
systémes d’équations.

Théoréme 34 (Colcombet [Col02a]) Les graphes solutions de VRA-systémes
finis d’équations de largeur arborescente bornée sont les graphes HR-équationnels.

Pour montrer ce résultat, il s’agit d’abord d’éliminer les opérateurs produit
du systéme d’équations. Une premiére étape de normalisation est nécessaire (pa-
ragraphe 6.5.1). On obtient alors un systéme VR-équationnel de largeur arbores-
cente bornée. Le résultat de Barthelmann permet alors de transformer ce systéme
d’équations en un systéme HR-équationnel.

6.5.1 Croissance pour la largeur arborescente

On cherche dans ce paragraphe & assurer que dans tout «calcul» effectué par
le systéme d’équations, la largeur arborescente du résultat est supérieure a la
largeur arborescente des arguments. Ce raisonnement est a la base de la preuve
qui suit.

Pour cela, on introduit le préordre < sur les graphes colorés défini comme
suit. Pour deux graphes colorés G et H, G < H si G est un sous-graphe de H
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a recoloriage prés. Le lemme 6.20 permet d’assurer que, dans un VRA-systéme
d’équations, le résultat de tout opérateur est supérieur a ses arguments pour
I'ordre <.

Le lemme 6.18 nous enseigne comment se comportent les opérateurs VRA vis
a vis de la relation <.

Lemme 6.18 Pour tous graphes colorés G et H, toute application o de C' dans
C, toutes couleurs c et ¢, toute étiquette a et toute application n de C? dans C,
on a,

G <recol[](G) , g <arcle,a,c](G) ,
G<GoH, HSGDH,
siH#0D, G<GOH, siG#0, H<GOM.
Preuve. Evident au cas par cas. O

I1 faut donc éliminer le cas du graphe vide () si I’on veut garantir que le résultat
de P’application d’un opérateur de VRA produit un résulat supérieur pour < a
ses arguments. Pour cela, on dit qu'un VRA-terme t est normalisé si pour tout
sous-terme t' de ¢, [t'] # (0. On obtient alors directement le lemme suivant.

Lemme 6.19 Pour tout VRA-terme normalisé t et tout sous-terme t' de t,

[] < [t]-

Il s’agit donc de normaliser les termes.
Lemme 6.20 Soit C' un ensemble fini de couleurs et A un ensemble fini d’éti-
quettes. Il existe un transducteur déterministe des VRA[C, A]-termes dans les
VRA-termes tel que pour tout VRA[C, A]-terme t, si [t] # 0 alors t(t) est dé-
fini, normalisé et satisfait [t] ~ [t(t)].

Construction. L’identité sur C est notée 7d. On utilise le transducteur déter-
ministe & un seul état suivant:

~—

q(z0py) — q(x)Byq(y
q(z ® y) — recol[id](q

) (¢(=))
q(z @y) — recollid](q(y)) i [a] =
q(arcc, a, ](x)) — arc[c, a, I|(
q(recol[a](x)) — recolla](q(z)) ,
) [

q(sommet|c|) — sommet|c] .
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Les anticipations sont validées par le corollaire 6.17 car étre vide s’exprime en
logique du premier ordre. L’utilisation de recol[id| permet de garantir ’hypothése
sur les régles de production du lemme 3.59. O

Enfin, le lemme 6.21 montre comment 1’ordre < est relié a la largeur arbores-
cente.

Lemme 6.21 Soient deux graphes colorés G et 'H,

siG<H alors LA(G) < LA(H) .
Preuve. Evident!. O

Corollaire 6.22 Si [t] est normalisé et de largeur arborescente bornée, alors
pour tout sous-terme t' de t, [t'] est de largeur arborescente bornée.

6.5.2 Elimination des produits

Il s’agit maintenant de faire disparaitre les opérateurs de produit asynchrone
d’un terme dont la valeur est de largeur arborescente bornée. Dans la suite de ce
paragraphe, on omet le paramétre 7 des opérateurs O quand il n’intervient pas
dans le raisonnement.

L’élimination se fait en deux étapes. Tout d’abord, il s’agit d’éliminer les
opérateurs de produit apparaissant une infinité de fois dans une méme branche,
c’est a dire les termes de la forme ¢ = ¢'0¢", ou ¢ est un sous-terme de ¢’ ou de
t". La seconde étape élimine les opérateurs de produit restants.

Etape 1: élimination des produits récursifs

Considérons un terme normalisé de la forme ¢ = #'0¢"” o ¢ est un sous-terme
de t' (le cas de t" étant naturellement symétrique). Le terme t' est normalisé et
t est un sous-terme de t', donc [t] < [¢'] (lemme 6.19). D’ou [t]0,[t"] < [t]. On
en déduit que pour tout n € N

n fois

D”([[t”]]) < [[t]] ’ avec Dn(g) =gao...0oqg .

Comme t est de largeur arborescente bornée, il existe un £ € N tel que pour
tout n € Ny, LA(O™([t"])) < k. Le lemme 6.23 précise alors la structure de [¢].

1. En fait, < est un cas particulier de la relation «est un mineur de» qui satisfait la méme
propriété.
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Lemme 6.23 Soit G un graphe coloré et k un entier tel que pour tout n
LA(B™G)) <k,

alors tous les arcs de G sont des boucles.

Preuve. Supposons que G posséde un arc qui ne soit pas une boucle. Alors
0"(G) contient un hypercube de dimension n. Le nombre d’arcs dans un hyper-
cube de dimension n est n2"~!, le nombre de sommets est 2". Donc le ratio nombre
d’arcs/nombre de sommets de ’hypercube de dimension n vaut n/2 et n’est donc
pas borné. Ainsi, le graphe union de tous les hypercubes n’est pas uniformément
creux et donc pas de largeur arborescente bornée. Contradiction. O

Peu de graphes satisfont la contrainte de ne posséder que des boucles. En
fait, ces graphes sont entiérement décrits par le nombre (éventuellement infini)
de sommets de chaque type qu’ils contiennent, le type étant formé de la cou-
leur et de ’ensemble des étiquettes sur une boucle de ce sommet. Soit Gy un
graphe satisfaisant cette contrainte. Il s’agit de remplacer une équation de la
forme X = YOG, par une équation équivalente ne faisant pas intervenir I'opé-
rateur 0. L’opérateur boucle permet cette opération. Etant donné un ensemble
d’étiquettes E C A, I'opérateur boucle[E] ajoute a tous les sommets d'un graphe
et toute étiquette a € E une boucle étiquetée par a sur ce sommet. Les opérateurs
VRA augmentés de cet opérateur sont notés (VRA + boucle).

Lemme 6.24 Soit G un graphe coloré ne contenant que des boucles et n une ap-
plication de C? dans C alors il existe une application (VRA+boucle)-définissable fg
(resp. rg) telle que pour tout graphe coloré H, on a continuement :

GO H =~ fo(H) (resp. HO,G = gg(H) )-

Preuve. (a) Supposons que G ne soit formé que d’'un sommet de couleur ¢.
Soit E ’ensemble des étiquettes apparaissant sur ce sommet. On pose fg =
boucle[E] o recol[a] avec pour tout ¢ € C, a(c) = n(cy,c). On a alors pour tout
graphe coloré ‘H, GoO, H ~ fg(H).

(b) Si maintenant G est formé de l'union disjointe d’une infinité de fois un
graphe Gy ne contenant qu’'un seul sommet, alors on définit fg comme plus petite
solution de fg(H) = fg,(H) @ fg(H). On a alors pour tout graphe coloré H
GoOyH =~ fg(H).

Tout graphe ne contenant que des boucles s’écrit comme une union disjointe
finie de graphes des types (a) et (b). On en déduit fg convenable comme une
union finie des applications précédemment définies.
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L’application gg s’obtient similairement. O

Lemme 6.25 Pour tout ensemble de couleurs C, tout ensemble d’étiquettes A et
tout VRA[C, A]-terme régulier t tel que [t] est de largeur arborescente bornée, il
existe un (VRA + boucle)[C, A|-terme régulier t' tel que

- [t =[],

— aucune branche de t' ne contient une infinité d’opérateurs O,

— t est normalisé.

Preuve. On suppose ¢t normalisé.

Soient Gy, ... ,G, les graphes ne contenant que des boucles apparaissant valeur
d’un sous-terme de t. Ceux-ci sont en nombre fini car ¢ est régulier. Bien entendu,
et pour tout i € [n], les graphes isomorphes a G; sont VRA[C, A]-reconnaissables
(appliquer par exemple le corollaire 6.17, les graphes G; étant axiomatisables en
logique du premier ordre augmentée par les modalités de comptage).

On construit alors le transducteur déterministe t & un seul état ¢ suivant.

q(z0,y) — fe,(q(y)) si [2] = Gi
q(z0,y) = g4,(4(y)) si [y] =~ G
q(xz0,y) = q(2)T,q(y) sinon
q( (y)

L)

—~
wv
[©]
3
3
[}
—+

el

Le fait que ce transducteur préserve la valeur ne pose pas de probléme (on applique
pour cela le lemme 6.24 pour les deux premiéres régles). Il est aussi évident que t
préserve la normalisation.

Soit t' = t(t). Supposons que t contienne une branche contenant une infi-
nité d’opérateurs 0. Comme [t] est de largeur arborescente bornée et d’aprés le
lemme 6.23, 'un de ses paramétres est un graphe ne possédant que des boucles.
Or ce graphe était déja présent dans ¢, donc I'une des deux premiéres régles du
transducteur aurait di étre appliquée. Contradiction. O

Aprés application du lemme 6.25, il ne nous reste plus qu’a éliminer les opé-
rateurs de boucle.

Lemme 6.26 Pour tout ensemble de couleurs C et tout ensemble d’étiquettes A
il existe un transducteur déterministe t des (VRA + boucle)[C, A]-termes dans les
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VRA-termes tel que pour tout (VRA + boucle)[C, A]-terme t,

De plus, si t ne contient pas de branche contenant une infinité d’opérateurs O,
alors il en est de méme pour t(t). Enfin, sit est normalisé, t(t) est aussi norma-
lisé.

Construction. On considére le transducteur déterministe possédant < E >
pour tout £ C A comme états. Ce transducteur collecte les opérateurs boucle et
les propage jusqu’aux feuilles.

<E>(z0¢9) »< E> (2)O <0 > (y)
<E>(xdy)=><E>((@2)®<E>(y)
< E > (boucle[F|(z)) — recol[id](< EUF > (z))

< E > (recol[a](x)) — recol[a](< E > (x))
< E > (arcle,a,d](x)) — arc[c,a, (< E > (2))

< E > (sommetc]) — arc[{c} x D x {c'}|(sommet|c])

Soit < () > I’état initial. On montre sans difficulté que ce transucteur satisfait les
conclusions du lemme. O

A ce stade de la transformation, on a obtenu & partir d’un VRA-terme régulier
dont la valeur est de largeur arborescente bornée un VRA-terme régulier normalisé
dont aucune branche ne contient une infinité d’opérateurs 0. L’étape suivante
permet d’éliminer les opérateurs O restants.

Etape 2: élimination des produits restants

Lemme 6.27 Pour deur graphes connexes G et H, on a,

A(GOH) > min(|Vgl, [Va|) —

Preuve. Chaque sommet du graphe est un couple (v,v") € Vg x V3. Appelons
ligne (resp. colonne) tout ensemble maximal de sommets qui possédent la méme
premiére (resp. seconde) projection. Soit N tel que
dérons un jeu du voleur et des policiers & N policiers. A tout instant du jeu, une
ligne et une colonne au moins ne contiennent aucun policier. C’est & I'intersection
de cette ligne et de cette colonne que se place le voleur. On vérifie aisément qu’a
chaque étape du jeu, le voleur peut se déplacer jusqu’a ce sommet sans rencontrer
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de policier. Il gagne. O

Corollaire 6.28 Si le produit asynchrone de deuzr graphes est de largeur arbores-
cente bornée alors l’'un au moins est une union disjointe de composantes connezes
de tailles bornées.

Lemme 6.29 Les graphes préfizes reconnaissables sont clos par produit asyn-
chrone avec les graphes possédant des composantes connexes de taille bornée.

Preuve. Standard. O

Lemme 6.30 Pour tout VRA-terme régulier normalisé t dont aucune branche
ne contient une infinité d’opérateurs O et tel que [t] est de largeur arborescente
bornée, il existe un VR-terme régulier t' tel que [t] =~ [t'].

Preuve. Pour ¢ un terme, notons S(¢) ’ensemble des sous-termes de ¢ possédant
un opérateur O & la racine.

On procede alors par récurrence sur |S(t)].

Si [S(t)| = 0 alors t est un VR-terme régulier.

Si |S(t)| > 0 alors soit t' un sous-terme de ¢ de la forme ¢’ = ¢]0,t;. On a
pour i € [2], S(t;) C S(t) car t; est un sous-terme de ¢. On a de plus t' ¢ S(¢))
car t' ¢ S(t') par hypothése sur les branches infinies.

Par hypothése de récurrence, [t;] et [t5] sont préfixes reconnaissables. En
appliquant le corollaire 6.28 et le lemme 6.29, on en déduit que [t'] est préfixe re-
connaissable. Il existe donc un VR-terme ¢’ tel que [¢'] ~ [t"]. On remplace alors
dans t toutes les occurences du terme t' par ¢, obtenant ainsi le terme t"”’. On a
alors [t""] = [t]. De plus, S(t") C S(t) — {t'}, donc,par hypothése de récurrence,
[t""] est préfixe reconnaissable. O

Conclusions

L’application successive des étapes 1 et 2 nous améne alors au lemme ci-
dessous.
Lemme 6.31 Les graphes solutions des VRA-systémes d’équations finis et de lar-
geur arborscente bornée sont VR-équationnels.
Il ne reste plus alors qu’a appliquer le résultat de Barthelmann (théoréme 25)
pour conclure que les graphes solutions de VRA-systémes finis d’équations de
largeur arborscente bornée sont HR-équationnels. Réciproquement, les graphes
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HR-équationnels sont de largeur arborescente bornée (Courcelle, propriété 4.12).
Ceci achéve la preuve du théoréme 34.

Remarquons que cette preuve est fondamentalement différente de celle de
Barthelmann. En effet, I’hypothése de finitude du systéme d’équations est utili-
sée a plusieurs reprises, et donc cette transformation ne peut pas étre effectuée
(a priori) par un transducteur déterministe. De 'avis de 1'auteur, il est fort im-
probable qu'une telle généralisation soit vraie. Néanmoins, il est possible que la
preuve présentée ici puisse étre généralisée aux VRA-systémes d’équations ap-
partenant a la hiérarchie de Caucal: le HR-systéme d’équations résultant étant
éventuellement a un autre niveau de cette hiérarchie.

6.5.3 Décidabilité et effectivité

Il s’agit maintenant de montrer que la transfomation présentée précédemment
permet a la fois de décider si la solution d’'un VRA-systéme fini d’équations est
de largeur arboresccente bornée, et, le cas échéant, de construire effectivement un
HR-systéme d’équations fini équivalent. Pour établir cela, il s’agit d’observer plus
attentivement la preuve précédente, étape par étape.

Etape 1 : pour que I’étape 1 puisse étre effectuée, il suffit de garantir qu’aucune
branche ne contient une infinité de produits avec des graphes possédant des arcs
qui ne sont pas des boucles. Les graphes ne possédant que des boucles sont VRA-
reconnaissables (car cette propriété est exprimable par une formule au premier
ordre). L’existence d’une branche contenant une infinité de produits avec des
graphes possédant un arc qui n’est pas une boucle est alors reconnaissable. Pour
pouvoir effectuer la transformation du lemme 6.25, il reste & montrer que ’on
peut savoir pour tout ensemble d’étiquettes £ C A le nombre de sommets d’un
graphe possédant exactement E comme étiquettes de ses boucles. Pour cela, on
commence par décider pour un ensemble E s’il concerne une infinité de sommets,
ce qui est décidable d’aprés le corollaire 6.17. Sinon, on compte ces sommets. Le
processus se termine car les sommmets sont en nombre fini.

FEtape 2: pour assurer la validité de Pétape 2, il suffit de pouvoir décider si
un graphe préfixe reconnaissable a ses composantes connexes de taille bornée. On
sait [Cau96| que les composantes connexes d’un graphe préfixe reconnaissable sont
en nombre fini & isomorphisme prés. Il suffit donc de décider si les composantes
du graphe sont finies. C’est une propriété décidable. Pour reconstruire le graphe
correspondant, on utilise un argument similaire au cas précédent.

Enfin, Barthelmann [Bar98| nous enseigne que le probléme de savoir si un
graphe VR-équationnel est de largeur arborescente bornée est décidable, et la
transformation en un HR-systéme fini d’équations est effective.

Il est alors possible de conclure.

Propriété 6.32 Le probléme de savoir si la solution d’un VRA-systéeme d’équa-
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tions fini est de largeur arborescente bornée est décidable, et, si c’est le cas, il
est effectivement possible de produire un HR-systéme fini d’équations de solution
1somorphe.

Notons que ce résultat n’est possible que grace a un renforcement des hypo-
théses par rapport au résultat de Barthelmann (théoréme 25). En effet, borner
les sous-graphes bipartis complets ou restreindre aux graphes uniformément creux
n’est ici pas suffisant (considérer la grille infinie par exemple).

Il est aussi intéressant de comparer ce résultat de décidabilité avec le cas des
graphes de récriture suffixe de termes restreints par accessibilité: «décider si un
graphe de récriture suffixe avec restriction par accessibilité est de largeur arbores-
cente bornée est une question ouverte (cf [L02b]).» Ce probléme de décidabilité
s’aveére beaucoup plus délicat que celui qui vient d’étre présenté.

6.6 Largeur de clique

Il s’agit dans ce pragraphe d’étudier une extension possible du théoréme 34 :
les graphes solutions de VRA-systémes finis d’équations de «largeur de clique
bornée» sont-ils solution de VR-systémes finis d’équations ? Nous donnons a cette
question une réponse négative, et pour cela nous construisons un contre-exemple.

Nous présentons d’abord la problématique et les travaux connexes (para-
graphe 6.6.1). Le paragraphe 6.6.2 présente comment construire un arbre possé-
dant une théorie monadique indécidable servant ultérieurement. Le paragraphe 6.6.3
présente un opérateur de retrait et montre comment il est relié aux opérateurs
VRA. La construction proprement dite est alors abordée au paragraphe 6.6.4.

6.6.1 Contexte

La largeur arborescente correspond aux solutions des HR-systémes d’équa-
tions: un graphe est de largeur arborescente bornée si et seulement s’il est valeur
d’un HR[C, A]-terme ou C' est un ensemble fini de couleurs.

Ainsi, le théoréme de Barthelmann 34 peut-il s’énoncer: «si un graphe est a
la fois valeur d’'un VRA-terme régulier et valeur d’'un HR-terme, alors il est valeur
d’un HR-terme régulier».

A la lumiére de cette équivalence, il est naturel de considérer une mesure
des graphes correspondant aux opérateurs VR. Courcelle la nomme largeur de
clique [Cou00| (Wanke et Blumensath définissent des mesures comparables). On
dit qu'un graphe est de largeur de clique bornée si il existe un VR-terme dont il
est solution. Une autre caractérisation des graphes de largeur de clique bornée
nous intéresse.

Propriété 6.33 Un graphe est largeur de de clique bornée si et seulement si il
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s’obtient par interprétation monadique d’un arbre.

Ce résultat classique suit des résultats du chapitre 4.

La question naturelle est alors la suivante : les graphes valeur des VRA-termes
réguliers et de largeur de clique bornée sont-ils les graphes VR-équationnels ?

Cette question est ouverte dans la thése de Léding [L02b]. Loding a montré
que les graphes de récriture suffixe restreint par accessibilité de largeur de clique
bornée étaient HR-équationnels [LﬁQa]. Cette preuve consiste juste & remarquer
que dans ce cas, les graphes ayant des sous-graphes bipartis complets bornés,
la largeur arborescente bornée et la largeur de clique bornée sont deux notions
équivalentes. La véritable question se pose en fait quand les graphes peuvent étre
de degré infini et contenir «de grands» graphes bipartis complets.

Nous montrons ici que cette conjecture est fausse. Ce résultat est issu d’une
collaboration entre Léding et ’auteur.

Le contre-exemple que nous allons construire (cf. théoréme 35) ne posséde pas
une théorie monadique décidable.

6.6.2 Un arbre de théorie monadique indécidable

Dans ce paragraphe, nous expliquons briévement comment construire un arbre
dont la théorie monadique est indécidable: le dépliage de la grille infinie avec
retour.

bo bo bo

a2 a
aoé:%

Jizeli

F1G. 6.4 — Grille infinie avec retour et tests a zéro.

Pour construire un arbre dont la théorie monadique est indécidable, on peut
par exemple chercher & réduire la décidabilité de la logique monadique a un
probléme d’arrét de machine de Minsky [Min67]. Une machine de Minsky est
une machine a états finis disposant de deux compteurs (a valeur dans les entiers
naturels), et pouvant les incrémenter, les décrémenter et tester leur éventuelle
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égalité a4 0. L’arrét d’une telle machine a partir d'une configuration donnée est
un probléme indécidable.

Le domaine de calcul d’'une telle machine se représente comme une grille in-
finie avec retour et test & zéro. La figure 6.4 présente une telle grille K. Les
étiquettes a, @ permettent d’incrémenter et de décrémenter le premier compteur,
'étiquette ao de tester son égalité a 0. Les étiquettes b, b et by jouent le méme
role pour le second compteur. Le probléme de ’arrét d’'une machine de Minsky se
rameéne directement au probléme suivant : étant donné un langage rationnel L sur
'alphabet {a, @, ag, b, b, by}, existe-t-il un chemin dans K d’origine (0,0) étiqueté
par un mot de L7

Ce probléme ne change en fait pas quand on déplie K depuis le sommet (0, 0).
L’accessibilité rationnelle étant exprimable en logique monadique, on en déduit
que la théorie monadique du dépliage depuis (0,0) de K est indécidable.

En fait, il n’est pas nécessaire pour obtenir ce résultat de disposer des arcs
étiquetés par ag et by. En effet, les sommets de Depliage(K) correspondant & une
valeur du premier (resp. second) compteur égale & zéro sont exactement ceux qui
ne sont origine d’aucun arc étiqueté par @ (resp. par b). Ceci est exprimable en
logique monadique. Ainsi, le dépliage de la grille infinie avec retour sans test a
zéro a une théorie monadique indécidable.

6.6.3 Opérateur de retrait

Nous voyons dans ce paragraphe, vis a vis des propriétés qui nous intéressent
(c’est-a-dire la décidabilité de la théorie monadique et la largeur de clique), com-
ment ajouter des arcs «équivaut» a en enlever (corollaire 6.35).

On introduit pour cela un nouvel opérateur retrait[ci, a, co] ol ¢; et ¢y sont
des couleurs et a est une étiquette. Cet opérateur appliqué & un graphe coloré
retire tous les arcs étiquetés par la lettre a reliant un sommet de couleur ¢; a un
sommet de couleur c¢,. Formellement, on pose

ctecy c#£co
T—=y m—b>y b#a

c(x) : e(x)

Comme pour I'opérateur arc et pour D C C' x A x C| retrait|D] est un raccourci
pour retrait[cy, ay, cj]o ... oretrait[c,, a,, c,] ou D = {(¢1,a1,¢)),...,(cn,an, )}

e T xiy/\(\/ c(z)v V C(Z/))

retrait[cy, a, cy] =

Propriété 6.34 Pour D CC x AxC, on a
— retrait[D] = retrait[D] o arc[D] et
— arc[D] = arc[D] o retrait[D] .
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Preuve. Evident. O

Corollaire 6.35 Pour tout D C C x A x C' et tout graphe coloré G,

— retrait[D](G) est de largeur de clique finie si et seulement si arc[D](G) est
de largeur de clique finie,

— retrait| D]|(G) a une théorie monadique décidable si et seulement si arc[D](G)
a une théorie monadique décidable.

Preuve. Siretrait| D](G) est de largeur de clique finie, alors arc[D](retrait[D|(G)) =
arc[D](G) lest aussi car arc[D] est une interprétation monadique. Symétrique-
ment, si arc[D] est de largeur de clique finie, alors retrait|D](G) l'est aussi. Le
méme principe s’applique pour la décidabilité de la théorie monadique. O

6.6.4 La construction

Le principe de la preuve est de construire un graphe de la forme
%I = retrait[D] (gl E],,QQEI"/ gg)

ol G1, G et G sont des graphes préfixes et ‘H' est un arbre de théorie monadique
indécidable.

Bien entendu, ce graphe n’est pas solution d’un VRA-systéme fini d’équations
(car il serait de largeur arborescente bornée, donc HR-équationnel, donc de théorie
monadique décidable). En revanche, arc[D](G;0G,0G;) est un graphe solution
d’un VRA-systéme fini d’équations qui d’aprés le corollaire 6.35 est de largeur de
clique finie et de théorie monadique indécidable.

1l nous reste donc & construire G;, Gy, Gs et D. On pose A = {a,@,b, b, ®}. Les
graphes sont présentés graphiquement a la figure 6.5. Les graphes Gi, Gy et G
correspondent respectivement a la demi-droite des entiers avec retour étiquetée
par a et @, a la demi-droite des entiers avec retour étiquetée par b et b et a ’arbre
quaternaire complet étiqueté par a, @, b et b. Chacun des arcs a été scindé en deux
parties en insérant un sommet intermédiaire. Cette opération préserve les graphes
préfixes et les graphes HR-équationnels mais pas les graphes VR-équationnels.
Dans le cas présent, G1, G, et G3 sont des graphes préfixes. Plus précisément, ’arc
nouvellement ajouté est étiqueté par e et le nouveau sommet se voit attribuer une
couleur qui permet d’identifier ’étiquette de I’arc de la scission duquel il provient.

Il s’agit de considérer le produit # = G,0,G,0,/Gs. Les fonctions de colo-
riage 1 et i’ sont choisies de maniére & ce que la couleur d’'un sommet soit le
triplet des couleurs qu’ont ses trois composantes dans G, G, et G3. Ainsi, le
graphe H est-il étiqueté par C' = [3] x [3] x [5].
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F1G. 6.5 — Graphes de la construction du théoreme 35.

Les opérateurs de retrait permettent alors de «creuser» a 'intérieur de H. La
figure 6.6 montre une partie du graphe que 1'on cherche a obtenir par retrait (a
partir d’un sommet qui n’est la racine ni de G, ni de Gy). En guise de retrait, il
est plus simple de préciser les arcs que 1’on entend conserver. Ce sont ceux qui
appartiennent a I’ensemble D, égale a

{((O’O’O)’ (]"O’O))’ ((1’0 O)’a’( 9 ’1))’ ((]"O’ ]‘)’.’ (O’O’]‘))’ ((O’O’]‘)’.’ (O’O’O))’
((0,0,0),&,(2 050))7 ((270 0)567( ? ))7 ((2507 2)7.’ (05072))’ ((05072)1.’ (05010))’
((0,0,0),b,(0,1,0)), ((0,1,0),b,(0,1,3)), ((0,1,3),e,(0,0,3)), ((0,0,3),e,(0,0,0)),
((0,0,0),b,(0,2,0)), ((0,2,0),b,(0,2,4)), ((0,2,4),e,(0,0,4)), ((0,0,4),e,(0,0,0))} .

Les quatre lignes correspondent aux quatre branches de la figure 6.6. Soit donc
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(1,0,0) (2,0,0) (0,1,0) (0,2,0)
af @ by by
(1,0,1) (2,0,2) (0,1,3) (0,2,4)
of e ey e
(0,0,1) (0,0,2) (0,0,3) (0,0,4)
of e ey e

(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)

mmmm

F1G. 6.6 — Construction du théoréme 35.

D = (C x Ax C)— D,. On considére le graphe H' = retrait[D|(H).

Lemme 6.36 Tous les sommets de H' de couleur appartenant a

Cl =C - {(Oa 07 O)’(]" 07 0)7 (17 01 1)7 (Oa 07 1)a
(2’ 0’ 0)’ (27 0’ 2)7 (0’ 0’ 2)’
(0,1,0),(0,1,3),(0,0,3),
(0,2,0),(0,2,4),(0,0,4) },
sont isolés (c.a.d. origine et destination d’aucun arc).
Preuve. Ces couleurs n’apparaissent pas dans D.. O

Lemme 6.37 Tous les sommets de H' de couleur dans C' sont destination d’au
plus un arc.

Preuve. Au cas par cas. O

Corollaire 6.38 Le graphe H' est de largeur arborescente bornée (et donc de
largeur de clique).
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Preuve. On peut montrer que tout graphe fini connexe tel que tout sommet
est destination d’au plus un arc est de I'une des deux formes suivantes:

— il s’agit d’un arbre,
— il s’agit d’un graphe tel que, si on lui enléve un arc approprié, il devient un
arbre.

Ces deux types de graphes ont une largeur arborescente inférieure & 2. L’union
disjointe de tels graphes a donc aussi une largeur arborescente inférieure & 2. 0O

Remarque 6.39 En fait, H' est une forét d’arbres (de largeur arborescente 1)
bien qu’il ne soit pas nécessaire de le montrer pour conclure.

On ne s’intéresse plus maintenant qu’aux chemins de longueur 4 reliant ses
sommets de couleur (0, 0,0). On suppose que 1’ensemble des sommets de couleur 0
de Gy (resp. Go) est N, et que ce codage est naturel, c.a.d. que le premier sommet
est numéroté 0 et que ’on passe de n & n+1 en empruntant un arc a (resp. b) puis
un arc e. De méme, on identifie les sommets de Gs de couleur 0 avec {a, b, @, b}*
de maniére naturelle.

Un sommet de H' de couleur (0,0, 0) est alors un triplet (nq, ny, u) ot ny, ny €
Net u € {a,b,a,b}*.

Lemme 6.40 Tout sommet (ny,ns,u) de couleur 0 de H' est origine d’un unique
chemin étiqueté par aa e ® (resp. bb e ®) et la destination de ce chemin est (ny +
1,n9,ua) (resp. (n1,ng + 1,ub)).

Tout sommet (ny,ng,u) de couleur 0 de H' est origine d’un arc étiqueté par
@ (resp. b) si et seulement siny > 0 (resp ng > 0) et dans ce cas la destination
de chemin est (ny —1,ng,ua) (resp. (ni,ng — 1,ub)).

Preuve. Au cas par cas, arcs par arcs. O

Lemme 6.41 [l existe une interprétation monadique T telle que Z(H') est le
dépliage de la grille avec retour.

Preuve. Appliquer d’abord la substitution finie inverse aa ® ® +— a, bb @ @ — b,
aa e e — @, bb @ — b puis restreindre par accessibilité a partir du sommet
(0,0,¢) (il s’identifie de maniére unique comme le seul sommet de couleur (0,0, 0)
destination d’aucun arc et origine d’aucun arc étiqueté par une lettre barrée).
La validité de cette construction repose bien siir sur le lemme 6.40 O

Corollaire 6.42 Le graphe H' a une théorie monadique indécidable.
Il ne reste plus qu’a conclure.
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Théoréme 35 [l existe un graphe G solution d’un VRA-systéme fini d’équations
tel que

— G est de largeur de clique bornée,

— G a une théorie monadique indécidable.

Preuve. Le graphe H' est de largeur de clique bornée et a une théorie mona-
dique indécidable. D’aprés le corollaire 6.35, il en est de méme pour arc[D](G; 0G,0Gs)
qui est solution d'un VRA-systéme fini d’équations. O
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

VRS

Fi1Gg. 7.1 — Familles de graphes solutions de systemes d’équations finis.

Notre étude a concerné les structures infinies admettants une description finie.

Nous avons montré que I’approche équationnelle, qui est classiquement utilisée
pour les opérateurs HR ou VR, pouvait étre étendue a d’autres opérateurs. En
particulier, ’ajout d’opérateurs de produit (synchrone ou asynchrone) permet de
décrire plusieurs classes de familles pour lesquelles aucune représentation de ce
type n’était jusqu’alors connue. Nous nous sommes également intéressés dans un
cas a étudier I’ajout d'un opérateur supplémentaire de fusion.

Nous avons étudié les différentes relations qu’entretiennent ces familles de
structures. La figure 7.1 récapitule une partie de ces résultats. Chaque zone Z
symbolise ’ensemble des graphes solutions de Z-systémes finis d’équations. Ces
inclusions sont aussi valables pour les systémes infinis sauf en ce qui concerne
le vide de l'intersection de la zone VRA et de la largeur arborescente bornée (cf.
conclusions du paragraphe 6.5.2).
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Nous nous sommes aussi attachés a établir les différentes représentation pos-
sibles pour ces structures. Celles-ci peuvent étre classées en trois catégories: les
représentations équationnelles, les représentations internes et les représentations
par transformations. Les familles de structures les plus «robustes» admettent ces
trois représentations (il s’agit des structures préfixes reconnaissables et des struc-
tures & présentation terme-automatique).

Enfin, nous avons montré comment certains résultats se généralisent naturel-
lement aux systémes infinis d’équations. En particulier, la preuve de Barthelmann
reliant les graphes préfixes reconnaissables aux graphes HR-équationnels reste va-
lide dans le contexte des systémes infinis d’équations. Il en est de méme pour la
décidabilité du premier ordre (avec modalité de comptage) pour les structures
admettant une présentation terme-automatique, ainsi que pour la décidabilité du
premier ordre avec accessibilité pour les graphes de récriture suffixe.

Pour mener a bien ces démonstrations, nous avons dii développer les trans-
ducteurs descendants déterministes avec anticipation. Nous pensons que 1’étude
des structures infinies illustre pleinement 'utilité de cet outil.

Problémes ouverts

Pour finir, voici une liste de problémes directement reliés au travail présenté
et qui sont pour 'instant sans réponses.

Aussi étonnant que cela puisse paraitre, on ne connait pas les inclusions respec-
tives de toutes les familles de graphes présentées jusqu’a présent. En particulier,
la question ci-dessous est ouverte.

Question 7.1 (C. Loding [L02b]) Les graphes VRA-equationnels admettent-
ils une présentation automatique ?

Loding conjecture que la réponse a cette question est négative. Un graphe solution
d’un VRA-systéme fini d’équations candidat & ne pas admettre une présentation
automatique se décrit par récriture suffixe de termes comme suit. L’ensemble de
sommets est l’ensemble des termes sur P’alphabet {c:0,p:2} et I'unique régle de
récriture remplace le sous-terme ¢ par p(c, ¢). Ce graphe est décomposé en couches
(correspondant au nombre de symboles ¢ contenus dans le terme), et tout arc issu
d’un sommet de la couche de niveau n a pour destination un sommet de la couche

: . 2
de niveau (n+1). Le nombre de sommets de la couche de niveau n est n%_l 7?

Ce nombre est connu sous le nom de nombre de Catalan, et pour cela, on appelle
ce graphe graphe de Catalan.

Plusieurs questions concernent ’opérateur fusion. La premiére correspond a
la remarque 4.19 page 110.

Question 7.2 La famille des structures solutions de VR' + fusion-systémes finis
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d’équations est-elle égale & la famille des structures solutions de VR -systémes
finis d’équations si l’opérateur fusion peut prendre comme parameétre n’importe
quel symbole unaire (contrairement au théoréme 16 page 115 dans lequel seules les
fusions de couleurs sont autorisées)? Si la réponse est positive, la transformation
du systéme d’équations peut-elle étre effectuée par un transducteur déterministe?
L’impact de l'opérateur de fusion reste & étudier pour les autres systémes
d’équations.
Question 7.3 Les structures solutions de VRS -systémes finis d’équations uti-
lisant des opérateurs fusion supplémentaires coincident-elles avec les structures
solutions de VRS'-systemes finis d’équations? Si la réponse est positive, la trans-
formation des systémes d’équations peut-elle étre effectuée par un transducteur
déterministe ?
A ces deux questions, il est probable que la réponse est positive et qu’il ne s’agit
que d’une adaptation de la preuve du théoréme 16 traitant le cas du produit
synchrone. Notons toutefois qu’il est nécessaire, pour donner un sens a cette
question, de modifier les opérateurs VRS’ afin qu’ils puissent gérer les couleurs.
Enfin, une derniére question concerne les graphes de récriture suffixe.
Question 7.4 Quelle est la nature de la famille de graphes solutions de VRA-
systemes finis d’équations augmentés de ’opérateur fusion ¢ Est-elle égale a la
famille des graphes solutions des VRA-systémes finis d’équations ?
La réponse a cette question est, d’aprés l'auteur, négative. Un candidat contre-
exemple est le graphe solution en z des équations sur les couleurs {0, 1} et 'unique
étiquette a ci-dessous.

x = fusion[0](sommet[0] @ (z0,A))
A = arc|0, a, 1](sommet[0] & sommet[1])

n(e,d) = {0 s%c:c’:(]
1 sinon

Il s’agit d’un hypercube de dimension dénombrable (dont tous les sommets sont
de couleur 1 sauf un de couleur 0).

Il est toutefois simple de montrer que la famille des graphes solutions des
VRA-systémes finis d’équations augmentés d’'un opérateur de fusion a une théorie
au premier ordre avec accessibilité décidable. Ceci rend cette famille attractive.
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Annexe A

Annexes

A.1 Complément sur les tranducteurs déterministes

Arbre d’exécution et états inévitables

Afin de pouvoir énoncer le lemme de correction dans toute sa généralité, il faut
pouvoir faire référence a I’exécution d’un transducteur lorsqu’il est appliqué a un
terme. Cette exécution est représentée comme un terme, appelé arbre d’exécution,
dont chaque symbole représente une transition du transducteur. La totalité du
terme représente la totalité de I'’exécution du transducteur sur un terme donné.
L’arbre d’éxécution permet alors de reconstruire par évaluation le résultat de ce
transducteur lors de cette exécution.

Il convient tout d’abord de préciser cette notion d’arbre d’exécution. Considé-
rons un transducteur déterministe t = (F, F', Q, Ginit, ¢)- Soit T' C é un ensemble
de transitions, on définit 'alphabet gradué < 7' > suivant :

<T>={<y> |yveT},

\fl siy=q(x) = f(ri(z),...,7p2)) ,

avec pour touty € T, |<ry>\:{1 -
sinon.

Soit % un F-terme. On construit par récurrence sur l’entier n et pour tout

188



état ¢ € @, le terme ezect [¢](t°) € T(< 6 >) comme suit.

execy[q] (")

(L sin=0,
<> (exect |[r1](t?),..., ea:ec;“zﬂ[nm](to)) siy=q(z) = g(ri(z),...,74(2)) €0,
<> (ezect |[r](9)) siy=q(f(zr,...,20)) = r(z;) €6,

= et 10 = f(#1,..., 1),
< v > (ezect [r](t?)) siy=q(z€L)—>r(x)€s
et € L
( non défini sinon.

Pour tout état g € Q, le < § >-terme ezect[q](t°) se définit alors par passage a la
limite : ezect[q](t°) = Upenezect[q](t?). Cette définition a bien un sens (cf. défini-
tion de I’évaluation d’un transducteur). Dans la pratique, on omet de préciser le
transducteur déterministe t de la notation ezec® quand il n’y a a pas d’ambiguité.

A partir d’un terme sur lalphabet < § >, on peut recomposer un F'-terme
en I'évaluant dans la < § >-algébre A* de domaine 7¥(F’) et dont ’application
sémantique est définie comme suit :

sem[A*](< g(z) = g(qi(z), ..., qg/(x)) >)(t1,... ) = g(sem[A*](t1),. .., sem[A*] () ,
sem[A*](< q(f(z1,...,2)5) >) = r(z;))(t) = sem[A*](¢) ,
sem[A%](< g(z € L) — 7(x) >)(t) = sem[AY](t) .

Enoncons un résultat bien naturel.

Lemme A.1 Soit t un transducteur déterministe des F-termes dans les F'-
termes, q un de ses états et t° un F-terme, alors t,(t°) est défini si et seulement
si exect[q](t°) est défini, et dans ce cas,

tq(to) = [ezect[q] (to)]]At )

On peut aussi remarquer que la définition de ezec est trés similaire & la défi-
nition de I'exécution d’un transducteur déterministe. Ce lien est explicité par le
lemme A.2.

Lemme A.2 Pourt un transducteur déterministe et ¢ un de ses états, il exriste

un transducteur déterministe t¢ des F-termes dans les Ft-termes tel que t° =
t

exec*[q).

Construction. Le transducteur t¢ s’obtient de t en:

— remplacant le symbole ¢ produit par une transition v par < v >,
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— faisant suivre chaque transition de consommation ou d’anticipation v par
une transition produisant < v > (cela nécessite d’insérer un état intermeé-
diaire).

O

Soit t = (F, F', Q, qinit, 0) un transducteur déterministe et 7 C § un ensemble
de ses transitions. On dit que T est inévitable (dans t) si pour tout F-terme ¢°
et tout état ¢ € Q tels que t,(t°) est défini, alors toutes les branches infinies
de ezec|q|(t®) contiennent une infinité d’occurrences d’un symbole < v >€< T >.
La définition s’étend aux états. Soit Q" C @ un ensemble d’états, Q' est inévitable
(dans t) si I’ensemble des transitions de 6 dont ’état de téte est dans Q' est lui-
méme inévitable.

Remarque A.3 Soit T C 6 un ensemble de transitions tel que tout «cycle» de t
contienne une transition de T, alors T est inévitable.

La réciproque est fausse, et ce en particulier car le transducteur déterministe
peut en utilisant une anticipation s’assurer qu’un état sera atteint au bout d’un
nombre (non borné mais) fini d’itérations. Considérons par exemple le transduc-
teur déterministe sur lalphabet {a : 1,b : 0} qui n’est défini que sur les termes
finis, et dans ce cas renvoie le terme lui méme :

q(z € (ny-a(y)H)[) = ¢,
¢'(a(x)) = alq(z)),
q(c) —>c.

Ce transducteur déterministe contient un cycle, et pourtant () est inévitable car
toute exécution de ce transducteur est finie.

Propriété A.4 Déterminer si un ensemble de transitions d’un transducteur dé-
terministe est inévitable est décidable.

Preuve. Soient t = (F,F', Q, ¢init, 6) un transducteur et 7 C § un ensemble de
transitions dont on cherche & déterminer I'inévitabilité. I’ensemble des < ¢ >-
termes possédant une branche ne contenant pas une infinité de symboles de < T' >
est reconnaissable. Son image inverse par t¢ (cf. lemme A.2) I’est aussi. Cet en-
semble est vide si et seulement si T' est inévitable, et le vide d’une partie recon-
naissable est décidable. O

Preuve du lemme 3.59

Preuve. La preuve consiste a évaluer le terme d’exécution associé a t° en utili-
sant les applications h comme sémantique. Le coeur de la preuve établit la correc-
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tion de cette approche. Formalisons tout d’abord ce que I’on entend par «évaluers
un terme d’exécution. On définit pour tout terme t° € T%(F), tout état ¢ et tout
terme fini ¢° C ezec[q|(t°) I'élément [t°], ,» € R[g,1°] par récurrence comme suit

~ sit® =1, alors [[te]]qto = L,p,

- sit®=y(us,. .., uf,) pour v = q(z) = g(ri(z),..., g (x)) € ¢ alors,

[[te]]q,to = h%to([[uﬂ]n,to’ T [[u\eg\]] )

Tig)t?

= si t° = y(u®) pour v = q(f(z1,...,2p)) = r(z:), et 1 = f(t1,...,t0y)
alors,

[[te]]q,tO = hv,to(ﬂueﬂr,tg) )

si t¢ = y(u®) pour v = ¢q(z € L) — r(z),
[t] g0 = oo ([T 10) -

La définition s’étend par par passage a la limite a ezec[q](¢°). Ainsi, il s’agit de la
définition standard dans une algébre si ce n’est que les information supplémen-
taires ¢ et t° sont maintenues simultanément.

Le reste de la preuve consiste & montrer que [ezec(q](t°)], 0 (t%, t(t°)), c.a.d. d’une
part p([ezec[q](t°)], o) = t° et d’autre part p'([ewec[q](t°)], ) = t(t°).

Preuve de p/([ezeclq](t°)], 0) = t(t°). D’aprés le lemme A.1 et par passage a
la limite, il est suffisant d’établir que ezec[q](t°) est limite d’une chaine de termes
finis (¢;)nen telle que pour tout n € N on a [tn] e = p'([tn], 0)- Pour cela, on
construit t¢ en coupant toutes les branches du terme exec[q|(t°) au niveau de la
n-iéme occurence d’un symbole de < 6, > ou 0, est ’ensemble des transitions
ayant leur état de téte dans ;. On remplace le sous-arbre coupé par L. D’apreés
I’hypotése 3 les termes ainsi construits sont bien finis. Ils ont aussi naturellement
t¢ pour limite. Les hypothéses 3, a, b et ¢ permettent alors par récurrence d’établir
que [12]xe = /([1] o).

Preuve de p([ezec[q](t°)],,0) = t°. Remarquons tout d’abord que par défini-
tion, p([ezec[q](t°)], o) C t°. T s’agit de montrer 1'autre inégalité.

Soit t¢ une terme d’exécution. On note prof .(t¢) la hauteur de ¢¢ aprés que
I’on a remplacé tous les sous-arbres ayant une transition de consommation a la
racine par L (avec par convention la hauteur de L égale a 0).

On montre par récurrence sur ¢ la propriété suivante.

(_
Hyp. réc.: pour tout terme t° € T%(F), tout terme fini ¢ € ° et tout état g, il
existe un terme t° C ezec[q](t°) tel que ¢ C p([t], o) -
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Remarquons tout d’abord qu’une fois cette hypothése établie, par passage a la
limite, on obtient t° C p([ezec|q](t°)]) et la preuve est terminée.

La récurrence s’effectue sur la hauteur de ¢ et prof .(exec[q](t?))).

— Supposons t = L, alors t* = | convient.

— Supposons t = f(t1,...,t) et prof (ezec[q](t®)) = 0. La deuxiéme hypo-
thése implique que le symbole a la racine de ezec[q](¢°) est une transition
de consommation 7. Soit t° = f (t‘l), et f‘) La transition v consomme un
symbole f car ezec|q](t°) est défini et que f est le symbole a la racine de #°.
Soit donc v = q(f(x1,...,2|5)) — 7(x;). Par hypothése de récurrence, il
existe un terme fini u¢ C ezec|r](t?) tel que ¢; C p([[ue]]r,t?). On a alors,

ECf(, ottty ) (car Vj. t; E 1))
C A8t [0, ) s -2y (hyp. rec.)
= p(hy0 ([, 40)) (hyp. b)
C p([< v > (u)]g0) (def [ ])

Donc t¢ =< v > (u®) satisfait I'hypothése de récurrence.

— Supposons t # L et prof.(ezec[q](t?)) > 0. Soit v la transition & la racine
de ezec|q|(t°). Cette transition ne peut pas étre une transition de consom-
mation par hypothése et donc seuls deux cas sont possibles.

L. siy=q(z) = g(ri(z),...,rq/(x)), alors pour tout ¢ € [|g|], par hypo-
thése de récurrence, pour tout ¢ € [|g|], il existe t¢ T exec|r;](t°) tel
que t = p([#7],. 0)- On a alors,

t £ p([t50,, 00)5 -5 oIt o)}

Tig)t?
E ol (lt5];, 0, - [tall, o)) (hyp. a)
= oll<y > (ts ety ) (def. [1)
Donc t¢ =< v > (t5,..., fg|) satisfait I’hypothése de récurrence.

2. siy=gq(z € L) — r(z) avec t° € L, alors par hypothése de récurrence
il existe u® C exec(r](t°) tel que ¢ C [u°], ,,. On a alors,

PRy o ([u], 10)) (hyp. ¢)
p([< v > (u)],0) (def. [])

Donc t¢ =< 7 > (u®) satisfait I’hypothése de récurrence.

I ||_|
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A.2 Complément sur le théoréme 16

Lemme A.5 (opérateur sommet) Soient E C C et ¢ € C. Il existe une struc-
ture VR'-définissable fom™meUdE telle que :

R[E](sommet]c], Fommetel)

Preuve. Sic € E, on pose f°mmetdf = T;(sommet[c]), sinon fommetef —
Zo(L). Dans tous les cas, S est finie et donc VR'-définissable et satisfait de plus
la relation R[E](sommet[c], fommetlc. &), 0

Lemme A.6 (opérateur interprétation) Soient E C C et Z une interpréta-
tion booléenne positive des Y-structures dans les Y-structures. Alors il existe une
application VR -définissable f5F telle que pour toute S-structure S et pour toute
Y -structure S', on a continuement

si R[E|(S,S") alors RIE|(Z(S), fH¥(S")) .

Preuve. On pose:

I =

<X,0,6>(X) : <X,g,¢6* > (X) ‘
c(x) o oc(x) '

Supposons R[E](S,S8’). On a alors:

<X,9,6>X : GAO*

To(Z(S))|e = ( o(2) - @) (8)) (lemme 4.21)
=I5 (Zo(S))| & (def Z7)
= THZo(S)|k) (lemme 4.26)
~ T; (T5(S") (car R[E](S, "))
Donc f5E(z) = TZ(Z}(x)) satisfait les conclusions du lemme. O

Lemme A.7 (opérateur ®) Soit E C C. Il existe une application binaire VR'-
définissable f&F telle que pour toutes L-structures Sy et Si et pour toutes X'-
structures Sjy et S, on a continuement

si R[E](Sy,S;) et R[E](S1,S]), alors RIE)(Sy @ 81, fPF(8},S))) .
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Preuve. On pose:

<X,9,0>(X) : V  <FV(h),glpvw) 1 > (FV (i)
I@ — (1111,1/12)6¢S’ AN

< FV(¢2)79‘FV(¢2)7¢2 > (FV(,(/JQ))

On pose alors f®F(8],85) = Z9(Z(S]) @ Z4(Sh)). Cette application satisfait les
conlusions du lemme. a

Lemme A.8 (opérateur fusion) Soient E C C et cq € C. 1l existe une applica-
tion VR'-définissable ffusionlol.E telle que pour toute S-structure S contenant un
sommet de couleur cy et pour toute X' -structure S', on a continuement

si RIE —{co}|(S,8") alors R[E](fusion[co](S), fiusionleol. B(S7)) |

Preuve. Supposons ¢y € E (le cas ¢y € E est similaire).

| < X965 (X) ¢ < X = Xo,glx—xor Boen > (X — Xo)
gfusion _ avec Xg = g (cp)
c(x) :oc(x)

On pose de plus

<X, 0,0>(X) : <X,9,0>(X) siglc)=
net =| <X,g,0>(X) : faux si g7 (o) #
c(x) :ocx)

<X,9,0>(X) : <X,9,0>(X)

et eq =| c(x) o ocx)

T~y cx e~y V() Acoy))
L’interprétation net élimine les hyperarcs impliquant un sommet de couleur cq et
I'interprétation eq effectue la fusion par ¢y sans pour autant modifier les autres
hyperarcs (cela ne conserve pas en général les structures avec quotient). L’inter-
prétation Z°" ne dépend pas des hyperarcs impliquant des sommets de cou-
leur ¢y,

0
0

Y

donc  Zo" o pet = Ziusion (A)
et Ifusion oeq=eq oZ—fusion ) (B)

On a aussi pour toute structure S contenant un sommet de couleur ¢y les équi-
valences suivantes :

net(S)|p & S|E—1co) ® net(Sli}) (®)
eq(S)|e = eq(S|e) , (D)
et eq(net(S)|ie})) ~ sommet[co] . (E)
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Supposons R[E —{cp}](S,S’) ou S contient un sommet de couleur ¢y. D’aprés
les lemmes A.7 et A.5, il existe une application VR’-définissable h telle que R[E —
{co}](S ® sommet, h(S')) (F). On a alors:

To(fusion[co](S)) |
<Xaga¢>(y) : §A¢Q,CO

_| @) Foolx)
=| 2y C aey (S)|e (lemme 4.22)
\% C()(I]?) VAN Co(y)
= (I (Zo(5)))s (def eq et Z°°")
= eq(Z"*"(Zo(S)) ) (D)
= eq(IfUSion (IO (S)|E)) (lemme 426)
= eq(Z"*°" (net(Zo(S)|r))) (A)
~ eq(Ifusion( net(I0(8)|E,{CO} (C)
@ net(Zo(S)l1e}))))
~ eq(T"( To(S)|p-ieo} (F)
® net(‘s‘{co})))
~ I eq( To(S)|pfeo) (B)
e welSi)
~ IO To(S)| B e
o a(nel(S i)
~ TSN (Z7(h(S')) @ sommet][co)) (E)

Donc ffusionicol.B(g) = Tfusion(T0 (h(z)) & sommet[co]) satisfait les conclusions du
lemme. a

Lemme A.9 (opérateur recol) Soient E C C et « une application de C dans
C. Il existe E' C C tel que pour toute Y-structure S et pour toute Y'-structure
S', on a continuement

si R[E'](S,8") alors R[E](recol[a](S), recol[a](Z;(S))) -

Preuve. Preuve similaire a celle du lemme A.6. O
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A.3 Complément sur le théoréme 26

Preuve du lemme 4.37

Preuve. On pose C' = C x [k] et Papplication [ est définie par 3((c,n)) = ¢
pour toute couleur ¢ € C et tout entier n € [k]. Notons o I’application recol[]. Le
transducteur que l’on construit attribue les couleurs respectives (¢, 1), ... ,(c,n)
aux sommets de couleur originale ¢ si ils sont en nombre inférieur a & (le choix de
leur numérotation étant arbitraire). Si ils sont en nombre supérieur a k, alors tous
les sommets se voient attribuer (par convention) la couleur (¢, 1). Les transitions
maintiennent ce codage.

Formellement, étant donné un graphe coloré G*°, la relation R[G*®](G, H) pour
G un graphe coloré par C' et H un graphe coloré par C’ est satisfaite si

- G Cg>,

- G =0(H),

— pour tout ¢ € C, si |G*®|, > k alors
— pour tout i € {2,...,k}, |H

— pour tout ¢ € C, si |G*|, <k,
— pour tout 7 € {1,...,|G®|}, [Hecn <1,
— pour tout ¢ € {|G®|.+1,...,k}, [H]|q) =0.

Si pour un graphe G, on construit un graphe #H tel que R[G*|(G,H), alors il

satisfait (x) et G = 0(H) ce qui conclut ce lemme.
Les constructions sont alors les suivantes.

(i) =0,

1. Pour toute couleur c,

R [sommet[c]|(sommet]c|, sommet[(c, 1)]) .
2. Supposons R[G®](c(H1), H1) et R[G°](0(H2), H2). Alors,

o(H1) ® o(Hz) = o(recol[y1](H1) @ recol[vs](Hs))
{(c, n)si |62 @Gl <k,

avec v1((c,n)) ¢, 1) sinon

(
et y2((c,n)) {EC,TL +1G5°|.) si |G @GRl <k,

¢, 1) sinon.

196



3. Soient ¢ et ¢y des couleurs de C' et supposons que R[G®]|(a(H),H). Alors
recol[c; — ¢2|(c(H)) = o(recol[y](H))

avec Y((c1,n)) = {

v((c2,m)) = {
’7((67 n)) = (Ca n) sic¢ {Cla C2} .

4. Soient c; et ¢y des couleurs de C' et supposons R[G®](c(H), H). Alors
arclcy, a, o) (0(H)) = o(arc[D|(H)) avec D = {(c1,i),a,(c2,5) | 1,5 € [k]} .

Ainsi, d’apreés le lemme 3.59, ces égalités peuvent étre vues comme les transitions
d’un transducteur déterministe t satisfaisant les conclusions du lemme. O

Récurrence

Les lemmes A.10, A.11, A.12, A.13 et A.14 correspondent aux transitions d’un
transducteur déterministe. Ces lemmes sont tous organisés de maniére identique
et mettent en évidence leur lien avec le transducteur. Ainsi, leurs conclusions se
divisent explicitement en quatre catégories:

[v] assure la validité, c.a.d. que les hypothéses (A-C) ou (A-E) sont bien satis-
faites,

[a] assure que les différents cas peuvent étre séparés par anticipation reconnais-
sable,

[d] garantit que la construction est bien HR-définissable,
[r] explicite I’étape de récurrence proprement dite.

Le premier lemme permet de se ramener de la relation R a la relation R'. Les
autres traitent un par un les opérateurs VR.

Lemme A.10 Pour tout G, E et D satisfaisant (A-C), il existe E' et D' et f
tels que :

[v] G, E' et D' satisfont (A-E)

[a] E', D' et f ne dépendent que de E, D et C1(G™),
[d] f est HR-définissable,

[r] et pour tout G et tout H,

si R'G® E',D'(G,H) alors R|G™,E,D|(G, f(H)) .
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Preuve. Soit C; = C1(Gw) et C = C(G*). Comme arc[D](G*) ne contient
pas de graphe biparti complet de taille £/2 (d’aprés (C)), on en déduit que DN
D(Cy,C1) =0 (a).

Soient Dy = DND(CUE,CiUE), D'=D— Dy et E' =C(D")—C(G). Par
construction et (a), E', D" et G* satisfont (A-E).

Supposons R'[G®, E', D'|(G,H). Alors,

arc[D](sommet[E]| ® G)

~ arc[Dy U D'|(fusion[E U C1](sommet[E U C}] @ sommet[E'] & G))
(car C1(G) = C et (A))

~ fusion[E U C1](arc[Do)(sommet[E U C1]) @ arc[D'|(sommet[E'] ® G))
(lemme 4.39 deux fois)

~ fusion[E U C1](arc[Do)(sommet[E U C1]) & H)
(car R'[G™,E', D'|(G,H))

Soit donc Hy = arc[Dy](sommet[E U (1)), alors on a

R[G®, B, D|(G, fusion[C1](Ho & H)) .

Lemme A.11 Pour tout, E et D satisfaisant (A-E) et toute couleur ¢ € C, il
existe un graphe fini Ho tel que

[d] Ho est fini (et donc HR-définissable),

[r] et R'[sommet[c], E, D](sommet|c], H,) -

Preuve. Il suffit de prendre Hy = arc[D](sommet[E U {c}]). O

Lemme A.12 Pour tout G, E, D, ¢, ¢ et a tels que arc[c,a,|(G®), E, D
satisfont (A-E), il existe D' et f tels que

[a] D' et f ne dépendent que de D, ¢, ¢ et a,

[v] G, E', D' satisfont (A-C),

[d] f est HR-définissable,

[r] pour tout graphes G et H, on a continuement

si R[G™,E',D'(G,H)
alors  R'[arc[e, a, d](G™), E, D](arc|c, a, 1(G), f(H)) -
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Preuve. Ilsuffit de prendre D' = DU{(c,a,d)} et f(H) = arc[{(c,a,d)}|(H). O

Lemme A.13 Pour tout G, E, D et « tels que recol[a](G®), E, D satisfont
(A-E), il existe D' et f tels que

[a] D' et f ne dépendent que de E, D et a,

[d] f est HR-définissable,

[r] pour tout graphes G et H, on a continuement

si RIG®,E,D'|(G,H) alors R'[recol[a](G*), E, D](recol[a](G), f(H)) .

Preuve.

a(c) siceC,
On étend @ en o/ sur EUC par  a'(¢) = { (c) _
c sinon.

et on pose D' ={(c,a,) | (d/(c),a,d'(d)) € D} .

On a alors la propriété suivante:
arc[D] o recol[a’] = recol[a'] o arc[D'] (#)
Supposons maintenant R[G*®, E, D'|(G,H), alors,

]
E] @ recol(a](G))
E] & recol[’](G))
g)

arc[D](sommet

.—|.—|

=arc[D](sommet

=arc|D](recol[a/](sommet[E] & G))
=recol[a/](arc[D'](sommet[E] & G)) (d’aprés (#))
=recol[a/](H) (car R[G®, E,D'|(G,H))

Donc f(#H) = recol[a'](H) satisfait les conclusions du lemme. O

Lemme A.14 Pour tous G°, G5°, E, D tels que G @& G3°, E et D satisfont
(A-E), il existe £y, Dy, Ey, Dy et f tels que

[a] Ei, Es, Dy, Dy et f ne dépendent que de E, D, C1(G5°), C1(G3),

[v] G5°, E1, D satisfont (A-C),

[v] G5°, Ea, Dy satisfont (A-C),

[d] f est HR-définissable,

[r] pour tous graphes Gi, Go, Hi et Hz, on a continuement

st ’R’[g?ovElaDl](glaHl) et R[ggovEQaDQ](g%H?)
alors R'GY° ® G3°, E,D)(G1 ® Ga, [(H1,H2)) -
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Preuve. Soit, pour i € [2], Ct = C1(G®) = C1(G;) et C* = C(G®) = C(G;). On
peut supposer (ce qui est le cas aprés normalisation pour k£ > 2) que C{ NC? = ()

et C2NC'=10.
Idée : 1’intention est alors de poser By = FUC? Ey, = EUC! et D =
D; = D, ce qui ne satisfait pas I’hypothése (A). Supposons néanmoins que

RIG®, Ev, D1)(G1, H1) et R[GS°, Ea, Ds](Ga, Ha) sauf en ce qui concerne I’hypo-
thése (A). On a alors,

arc[D](sommet[E] & G & Go)
~sarc| D] (fusion[E U C' U C?]((sommet[E U C? & G,) @ (sommet[E U C'] & Gy)))
~fusion[E U C' U C?](arc[D]((sommet[E U C?] & G;) & (sommet[E U C'] @ Gs)))
~fusion[E UC' UC?(  arc[D](sommet|E UC? @ G;)

@® arc[D](sommet/E U C] & G,))
(lemme 4.40)

~fusion[E U C' U C?|(H1 @ Ho)

(car R[G°, E1, D1](G1, H1) et R[G5, Eo, Ds)(Ga, H2))

Donc f(H1,Hz2) = fusion[E U C' U C?|(H, ® H,) conviendrait.

Il manque ’hypothése (A). La solution compléte combine donc cette technique
avec une duplication de C! et C? afin de les rendre disjoints de C. L’opération
de recoloriage permet alors d’obtenir la méme équivalence. O

200



Index

— Symboles —

p-définissabilité ........ ... .. ... 68
E, (cpo pointé) ................. 49
A; (demi-droite infinie) ......... 11
A, (arbre binaire complet) ...... 12
|R| (arité de R) ..........c..c.... 9
|f| (arité de f) ...t 13
e 85
1 (plus petit élément cpo) ...... 48
? (étiquettes chemin) ........... 11
tl,, (coupure profondeur n) ...... 53
o PP 9
% (arc étiqueté par a) .......... 10
~ (isomorphe) .................... 9
= (modéle) ......... ... 16
[ ] (morphisme canonique) ...... 55
O (produit asynchrone) .......... 32
®, (produit généralisé) .......... 32
® (produit synchrone) ........... 31
A 152
A e 152
U (borne supérieure) ............ 48
S/n 10
@ (union disjointe) ...... 29, 97, 104
L P 14
1 (plus grand élément treillis) ... 64
O (plus petit élément treillis) ....64
Autoly ... 131
AUtOd ........................... 90
Auto” ... 131
LB(t) (langage des branches) ....13
CUP) e 65
dest ..o 10

201

d, d*, d= (degrés) .............. 10
final ... . 11
fix (plus petit point fixe) ......... 50
FV (variables libres) ........ 16, 63
HR .. 96
LA (largeur arborescente) ....... 42
L (langage accepté) ............. 11
Lrp (trace) ..................... 11
0y 7/ P 10
RS (interprétation de R) ......... 9
TACIME ... viiii i, 11
sem[A](f) (sémantique de f dans A)
o4

Solution[A](S) (solution de S§) .. 56

sommet ...l 104
T¥(F) (cpo termes infinis) ...... 53
T“(F) (termes infinis) .......... 13
T(F) (termes finis) .............. 13
Us (universde §) ................ 9
Vg (sommets de G) .............. 10
VR 105
VRA 155
VRS 135
VR 103
AMC o 104
fusion ... ... 97
recol ...l 97, 104
A —

accessibilité

rationnelle ................... 18
additivité .......... ... ... ... 61
ajout fini ......... ..o ool 26
algébre ... ... ... 54



continue ..................... 55
continue sortée .............. 57
libre ... ... . 54
alphabet gradué ................. 13
arbre ...... ... . 12
binaire complet .............. 12
ATC o e it e 10
arité ... 9,13
automate ........................ 11
automate d’arbre ............... 130
complet .......... ... ... 130
déterministe ascendant ..... 130
déterministe descendant ....131

- B -
borne inférieure ................. 60
borne supérieure ............. 48, 60
boucle ........... ... ... 10
branche ......................... 12

_ C _
p-calcul ... o ool 63
chaine ascendante ............... 48
chemin .......................... 10
conjonction linéaire ............ 106
continuité ....................... 50
couleur .............. ..l 96
(6] 010 T 48
des applications ............. 49
des graphes .................. 53
des langages ................. 52
des parties .................. 49
des structures ............... 52
des structures avec quotient . 53
des termes infinis ............ 53
finl ..o 49
pointé ......... ... ... ... 49
produit ............... ... 49
croissante ....................... 61

_D-—
degré ... .. ... 10

202

demi-droite des entiers .......... 11
destination ...................... 10
_ E _
élimination des sommets isolés ...28
équation .............. i 56
escabeau ........................ 11
étiquette ...............olL. 10
expression
booléenne ................... 17
booléenne positive ........... 17
_ F _
feuille ....... ... .. ... ... ..., 12
formule
booléenne ................... 17
booléenne positive ........... 17
close .......... ... 16, 63
du premier ordre ............ 15
en forme linéaire [compléte| .106
existentielle ................. 17
monadique .................. 17
fusion ....... .. ...l 97
_ G _
graphe ....... ... ... il 10
HR-équationel ............... 97
VR-équationnel ............. 104
biparti complet .............. 45
co-déterministe .............. 10
coloré ....................... 96
déterministe ................. 10
de largeur arborescente bornée 44
de récriture suffixe ......... 154
enracing ..................... 11
préfixe ...l 91
préfixe reconnaissable ...... 116
uniformément creux ......... 44
—H-
hyperarc ........... ... . .....o.. 9
hypergraphe ...................... 8



inévitable ...................... 190
interprétation ................. 9, 26
monadique des parties finies 142
isomorphisme
de structure avec quotient ....9
— J —
jeu du voleur et des policiers .... 42
— L -
langage
accepté par un automate .... 11
de mots ..................... 52
de termes ............ ... ... .. 52
des branches ................. 13
rationnel (de termes) ....... 130
reconnaissable (de termes) ..130
largeur arborescente ............. 42
largeur de clique ............... 172
limite ......... ... ... ... ... 48
logique
du premier ordre ............ 15
du second-ordre gardée ...... 20
monadique .................. 17
- M -
marquage rationnel .............. 28
modéle ......... ... .. 16
modification finie ................ 26
morphisme
Canonique ................... 55
d’algébre ............ ... ... 54
d’algébre continue ........... 55
INVErSe .........ovviviiinnnn. 28
multiplicativité .................. 61
- N —
neeud ... 12
~0 -
opérateur ....................... 54
ordre partiel complet ............ 48

203

OTIINE .. ...ttt 10
— P -
PETE ot e 12
point fixe ........ ... .ol 61
(plus petit) point fixe ............ 50
présentation
automatique ................ 149
terme-automatique ......... 134
produit
asynchrone .................. 32
généralisé .................... 32
synchrone ................... 31
projection ........... ... 51
— R —
TACINE .. 11
recoloriage ........... ... . ... 97
récriture suffixe ................ 152
relation
continue ..................... 84
PR ... 119
terme-synchronisée ......... 133
TENOMMAZE ... ouvveeennenennn.. 27
restriction
par accessibilité ............. 28
rationnelle ................... 28
— S —
satisfaction ...................... 16
sémantique ...................... 54
signature ............. ... 9
solution (systéme d’équations) ...56
sommet ... i 10
accessible .............. ... 11
final .......... .. ... L. 11
principal .......... ... . ... 13
sous-terme ...................... 14
structure ......... ... ... 9
HR-équationnelle ............ 97
avec quotient ................. 9
colorée ........ ... .. ... 96



quotient .............. ... ..., 10
substitution

finie inverse ................. 28
rationnelle inverse ........... 28
symbole
fonctionnel .................. 13
relationnel .................... 9
systéme d’équations ............. 56
normalisé .................... Y
—T —
terme, F-terme .................. 13
théorie
au permier ordre ............ 16
trace (d’un graphe) .............. 11
transducteur déterministe ....... 72
transduction monadique ......... 35
treillis complet .................. 60
_ U _
union disjointe .................. 29
union disjointe explicite ......... 30
_ V _
valeur ......... ... ...l 55
valuation ................. 16, 56, 64
variable
(du second ordre) monadique 17
du p-calcul ...... ... L. 63
du premier ordre ............ 15
libre ... ... i 16

204



205









Résumé

Ce travail est dédié a ’étude de structures et de graphes infinis admettant
une représentation finie, aux équivalences entre ces représentations et aux pro-
priétés géométriques et de décidabilité les concernant. En suivant I’approche de
Courcelle, nous nous attachons a leur définition en terme de solution de systémes
d’équations.

Nous introduisons tout d’abord la notion de transducteur déterministe (des-
cendant avec anticipation de termes infinis). Cet outil permet de manipuler des
systémes infinis d’équations, et en cela, son usage permet d’étendre nombre de
résultats connus antérieurement, établis dans le cas de systémes finis.

Nous étudions ensuites les familles de structures a base de pile en nous concen-
trons sur les structures préfixes reconnaissables. Nous établissons diverses équi-
valences de représentations et étudions la restriction & une largeur arborescente
bornée. Nous considérons enfin ’ajout d’un opérateur supplémentaire de fusion
aux systémes d’équations.

La contribution suivante concerne les structures terme-automatiques. Nous
montrons qu’elles admettent aussi diverses représentations équivalentes.

Pour finir, nous étudions les graphes décrits par récriture suffixe de termes et
montrons diverses équivalences de représentations les concernant. Nous finissons
par ’étude de ces graphes quand restreints a une largeur arborescente ou une
largeur de clique bornée.

Summary

This work is dedicated to the study of infinite structures and graphs which
admit a finite representation, to their geometrical properties as well as decidability
properties concerning them. Following Courcelle’s work, we focus our study on
their representation as solution of equational systems.

We first introduce deterministic transducers (top-down with lookahead for
infinite trees). This tool allows us to deal with infinite equational systems, thus
extending some previous results, originally stated for finite equational systems.

We then study the stack based families of structures and concentrate ourselves
on prefix recognizable ones. We establish various equivalent representations for
them, and study their restriction to bounded tree-width. We finally consider the
enrichment of those equational systems by an extra operator of fusion.

We then study structures admitting term-automatic presentations. We show
once more that those structures admit various equivalent representations.

Finally, we study the family of graphs definable by ground term rewriting and
establish some equivalences of representations. We conclude by a study of the
nature of those graphs when restricted to bounded tree or clique width.



