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On conseille de faire les exercices au fur et & mesure de la lecture (parfois, la solution d’un exercice se
trouve plus loin dans le texte). Les exercices avec un astérisque sont & faire en priorité (ils sont simples, et
servent & vérifier que les notions ont été comprises).

Nos principaux ouvrages de référence, dont ce cours s’inspire d’ailleurs largement, sont | I, [ |
(épuisé, mais accessible sur la page Web d’Yves Lafont) et | ]

Notations et terminologie générales

Si I est un ensemble, P(I) est I’ensemble de ses parties et Pgy(I) est 'ensemble de ses parties finies et
Pin(I) est Vensemble des éléments non vides de Py (I). Si I est un ensemble, on note #I son cardinal.
Soient s C A x B et t C B x C des relations binaires. On note t s C A x C leur composée relationnelle,
donnée par
ts={(a,c) € AxC|3be Bla,b) € set (b,c) €t}.

Si R est une relation binaire sur un sensemble S, on note R* sa cloture transitive et reflexive, c’est-a-dire
la plus petite relation binaire sur S contenant R qui est réflexive et transitive. On voit facilement que a R* b
ssi on peut trouver une suite aq,...,a, € S telle que a1 = a, a, =bet a; Ra;41 pouri=1,...,n—1.

Un ensemble filtrant est un ensemble non vide partiellement ordonné I" tel que

Vy,¥ €T 35T ~,74 <6.

SiT et A sont des ensembles filtrants, alors I' x A (avec l'ordre produit) est aussi un ensemble filtrant. Une
famille filtrante est une famille indexée par un ensemble filtrant.
On note NT I’ensemble des entiers naturels non nuls.






Chapitre 1

Syntaxe de PCF

On définit un lambda-calcul étendu, qui ressemble plus & un langage de programmation que le lambda-
calcul pur : c’est le langage PCF (Programming with Computable Functions). Voir aussi | |, et | |
qui parle du systéme T de Godel, qui est similaire & PCF, avec un opérateur de “récursion primitive” moins
expressif que 'opérateur de point fixe.

1.1 Syntaxe

On définit d’abord les types : ¢ est un type (le type des entiers), et si A et B sont des types, alors A — B
est un type.

Les termes du langage PCF sont définis par la syntaxe suivante.

— Toute variable est un terme;

— si P et @ sont des termes, = une variable et A un type, alors Az P et (P)Q sont des termes;

— si P est un terme, alors fix(P) est un terme;

— si P, Q et R sont des termes et si z est une variable, alors if(P, @, z - R) est un terme;

— si n est un entier naturel, alors n est un terme;

— 81 P est un terme alors succ(P) est un terme.

Remarque 1.1.1 La conditionnelle appelle un commentaire car elle différe de celles habituellement consi-
dérée dans PCF, comme par exemple dans | |. Nous allons donner une sémantique opérationnelle en
appel par nom & cette version de PCF. La conditionnelle est habitellement donnée par une construction plus
simple if (M, P,Q) : on calcule M, si on obtient 0 on rend P et sinon on rend (. Mais en appel par nom,
la valeur de M est alors perdue. Bien sir P et (Q peuvent contenir d’autres copies de M mais chacune de
ces copies nécessitera un nouveau calcul (toujours le méme en fait) de la valeur de M. Dans la construction
if (M, P,z - Q) on calcule M, si on obtient 0 on rend P et si on obtient n 4+ 1 on rend @ [n/z]. Autrement
dit, on a mis en mémoire la valeur de M et on peut la réutiliser dans la suite sans avoir a réévaluer M
a chaque fois. Autrement dit encore, cette construction conditionnelle introduit une possibilité d’appel par
valeur, restreinte au seul type de base. On verra que ce choix a une jutification sémantique trés naturelle du
point de vue de la logique linéaire, voir Section ?7.

Dans le terme Az M, la variable z est liée. De méme, dans if (M, P, z - Q), la variable z est liée dans Q.
Les termes de PCF sont donc considérés & a-conversion prés, c’est-a-dire & renommage prés des variables
lices (attention, dans un tel renommage, il ne faut pas utiliser des variables libres dans le sous-terme associé
au lieur considéré). Ce sont des difficultés superficielles que 'on peut régler en remplacant les variables par
des pointeurs ou des indices de de Bruijn.

Soit M un terme, 1, ..., x; des variables deux & deux distinctes. Soient Pi, ..., P, des termes. On définit
la substitution paralléle M [P/, ..., P;/xz;] par récurrence sur M :

— Xy [Pl/:El, N .,Pl/itl} = Pi



— z[P1/z1,....P/x))=xsix ¢ {x1,..., 2}

— n[P/z1,...,P/z)=n

— succ(M) [Py/z1, ..., P/z)) = succ(M [P1/z1, ..., P/x)])

— the substituted term if (M, P,z - Q) [Py /x1,. .., P,/x;] is defined as the term

if(M [P1/21,..., P /], P[Pz, P/a), 2 Q [Pz, ..., Pr/ai)

and one has to assume that z is not free in the P;’s (otherwise, apply an a-conversion for z in
if(M,P,z-Q)

— (M2 P)[Py/x1,...,P/x)] = A\x? (P[P, /x1,...,P;/x)]) and one has to assume that x is not free in
the P;’s (otherwise, perform an a-conversion for the variable x)

— fix(P) [P1/z1, ..., P /x)) = fix((P [P1/x1, ..., P/x])).

1.2 Typage

Voici ensuite les régles de typage. Comme d’habitude, un contexte I' est une suite (x1 : Aq,..., 2 : A;)
ou les x; sont des variables deux & deux distinctes et ou les A; sont des types.

'-M:A— B I'EN:A

TFx:AFx: A I'-(M)N:B
I'x:A-M:B THFM:A— A
I'XzAM:A— B I'Hfix(M) : A
[ I'M:.
Ihne ['Fsucc(M) e

'EM:. 'P: A Dz:aFQ:A
FHif(M,P,z-Q): A

Remarque 1.2.1 Etant donnés un contexte de typage I' et un terme M, il existe au plus un type A tel
que I' F M : A. De plus la dérivation de typage qui meéne a la conclusion I' = M : A est unique et
totalement déterminée par M. C’est pour obtenir cet effet que nous avons indiqué le type de la variable dans
la construction Az? M.

1.2.1 TUsuAL CONDITIONAL. In the usual presentations of PCF, one uses another conditional if, (M, P, Q)
with the following typing rule :
'EM:. 'tP:A r-tFQ:A
PHify(M,P,Q): A

Of course this conditional can be defined using ours as follows :
|fu(M7P7Q) = If(M,P,Z : Q)

where z does not occur free in Q.

1.3 Reéduction.

On définit une relation de réduction (8 sur les termes de PCF, suivant le méme schéma que pour la
beta-réduction du lambda-calcul. On définit donc, par récurrence sur M, I’ensemble des termes M’ tels que
M 3 M.

(AzA M) N B M [N/z]

8



Remarque 1.3.1 Autrement dit, dans PCF, un redex est un terme de I’'une des formes suivantes :

Et

Exercice 1.3.1 Essayer de démontrer un théoréme de confluence pour (la cloture réflexive-transitive de)
cette réduction.

fix(M) B (M) fix(M)

if(0, P,z-Q) P if(n+1,P2-Q) B Q[n/z

suce(n) fn+1

M B M N BN’
(M)N B (M')N (M)N B (M)N'

MpBM
fix(M) B fix(M")

M B M
if(M,P,z-Q) Bif(M, P,z Q)

PBP QAQ

if(M,P,z-Q) Bif(M,P',z Q)

MB M
succ(M) 3 succ(M)

— (A2 R) Q qui se réduit en R[Q/x],

on

1.3.1
qu’on ne réduit jamais sous un \).

REDUCTION DE TETE (FAIBLE).

fix(P) qui se réduit en (P)fix(P),
if(n, P,z- Q) avec n € N, qui se réduit en Psin=0et en Q[n—1/z] sin >0,
succ(n) qui se réduit en n 4 1,
a M 8 M’ si on obtient M’ en choisissant dans M un redex (en une position quelconque) et en le
réduisant.

(AzA M) N Bun M [N/2]

fix(M) o (M) fix(M)

'f(Qv P,Z : Q) ﬁwh P

if(n+1,P,z Q) Bun Q[n/2]

succ(n) Bwh n+1

Mﬁwh M’
(M)N Byn (M"Y N

M Bwh M
if(M, P,z - Q) Bun if(M', P, 2- Q)

M ﬂwh M’
succ(M) Byn succ(M’)

9
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Remarque 1.3.2 On a B, C B. Observer que By, est une stratégie de réduction, c’est-a-dire que, étant
donné un terme de PCF M, ou bien M est en “forme normale de téte” (non réductible au sens de SByn), ou
bien M contient exactement un redex tel que M By, M'.

Lemme 1.3.3 Soit M un terme de PCF. I existe des variables x1,...,z,, un terme H et des termes
Py, ..., P (avec 1 >0) de PCF tels que

— M:A.’ElAl )\.’I,‘nA” (H)Plpl

— H n’est pas de la forme \z* R

— Si H=(Q)P, alors Q = \x* R
De plus, cette écriture de M est unique, on lappelle forme canonique de M. On appelle H le terme de téte
de M.

Démonstration. Simple récurrence sur M. a

Proposition 1.3.4 Si = M : 1 et M est Byn-normal, alors M = k pour un k € N.

Démonstration. Par le lemme 1.3.3, on peut écrire M = Az ... Az, (H) P, --- P,, la forme canonique
de M. Comme F M : ¢, on an =0 et les termes H, P, ..., P, sont tous clos. De plus, on peut trouver des
types Bq, ..., B; tels que

FHB1*> %Bl*)L et Vi FPZBZ

Or H ne peut pas étre une abstraction, puisque c’est un terme de téte. H ne peut pas étre de la forme fix(Q)
ou (Az R) P puisque M est Syn-normal. Et H ne peut pas étre une variable puisqu’il est clos. Donc H est
de 'une des formes suivantes :
— H =k, et dans ce cas on a [l = 0 et la preuve est terminée.
— H=if(P,Q,z-R)etona - P:.et P est Syn-normal. Par hypothése de récurrence, P = k pour un
k € N, ce qui contredit ’hypothése que M est S,n-normal.
— H =succ(P)etona F P: et Pest Byp-normal. Par hypothése de récurrence, P = k pour un k € N,
ce qui contredit ’hypothése que M est Syh-normal. O

Exercice 1.3.2 Ecrire un terme clos M tel que + M : ¢ — ¢ tel que, pour tout p € N, on ait (M) p 8%, 2p.
Ecrire un terme clos M tel que + M : 1 — ¢ — ¢ tel que ((M) p) q B p+aq.
Ecrire un terme clos M tel que = M : (¢ — ¢) — ¢ qui (intuitivement) prend une fonction f de type ¢ — ¢
et rend le plus petit entier n tel que f(n) =0, s’il en existe un (sinon, le programme peut boucler).

Soit f : N — N une fonction partielle et soit D C N son domaine de définition. Soit M un terme clos tel
que = M : ¢t — . On dit que M représente f si, pour tout n € N,

— sin € D alors (M)n 8%, f(n)

— sin ¢ D alors la Byn-réduction ne termine pas sur (M) n.

Théoréme 1.3.5 Une fonction partielle f : N — N est représentable par un terme clos de PCF de type 1 — ¢
si et seulement si f est une fonction récursive partielle.

La preuve n’est pa difficile mais supposerait d’introduire du matériel supplémentaire. On peut donc voir PCF
comme une extension de la notion de fonction récursive partielle & I’ordre supérieur.

1.3.2 EXEMPLES DE PROGRAMMES La fonction prédécesseur :
pred = \z'if(2,0,z-2) etona Fopred:t—.
L’addition :
add = A\z* fix(Aa" 7 Ay if (y, , 2 - succ((a) 2)))

etona Fadd:t— (1 —1¢)

10



La fonction exponentielle n — 2™ :
exp = fix(A\e' 7" Az' if (2,1, 2 - (add) (e) z (e) 2))
etona Fexp.t—¢
Une fonction pour comparer des entiers :
emp = fix( A7 Nt Ayt if (2,0, 2 - if (y, 1, 2" - (¢) 22)))
etona Fcmp:t— (L — 1)
Une fonction qui cherche le premier entier ol une fonction de type ¢ — ¢, passée en argument, s’annule :
Af(fix(Ag' T Aat i ((f) @, @, 2 - (g) suce(x)))) O

On peut introduire une construction “let” qui permet de mettre en mémoire des valeurs entiéres (mais
pas des valeurs quelconques, attention). Il fuffit de poser

let  be M in N =if(M,N[0/z],z- N [succ(z)/x])

et alors la régle de typage suivante est dérivable :

'EM:. T'z:tEFN:A
I'letzbeMinN:A

1.3.3 REDUCTION DU SUJET ET PROPRIETE FONDAMENTALE DE LA REDUCTION DE TETE.

Lemme 1.3.6 (substitution) Soient P,QQ € PCF. SiT',x : AFP:Betsil'FQ: A, alorsT'+ P[Q/x] :
B.

Proposition 1.3.7 (réduction du sujet) Soit M € PCF. SiTFM: A et M 8 M, alorsT - M': A.

Exercice 1.3.3 Démontrer le lemme de substitution puis la réduction du sujet.

1.3.4 EQUIVALENCES ENTRE TERMES Une question naturelle est de savoir quand deux termes clos sont
équivalents en tant que programmes. La §-réduction nous fournit une premiére réponse : on peut dire que
deux termes clos M et M’ sont équivalents si - M : Aet = M’ : A pour un type A (ils ont le méme type) et
si M ~g M’ ot ~g est la cloture réflexive, symétrique et transitive de § (modulo un théoréme de confluence
qu’il faudrait prouver, cela revient a dire que M et M’ ont un réduit commun pour ).

Cependant, cette notion d’équivalence est beaucoup trop faible. Par exemple, les deux termes suivants
sont manifestement identiques comme programmes, mais ne sont pas équivalent au sens de ~g :

G = Azt Ny if (z,if(y,0,2 - 1),z - 1) et D = Ay Az if («,if(y,0,z-1),2-1).

Soient M et N deux termes de PCF clos de type A. On écrira M C,ps N si, pour tout terme clos C de
type A — ¢, on a
VEeN (C)M Bun k= (C)N By k.

Clairement, C,ps est une relation de préordre sur les termes clos de type A. On note ~g,s la relation
d’équivalence associée. Autrement dit M ~gs M’ si M Egps M et M Cops M, cest-a-dire, pour tout terme
clos C de type A — ¢ et tout entier k, on a (C) M B, k si et seulement si (C') M’ 3%, k. Intuitivement, cela
signifie que M et M’ sont interchangeables en tant que sous-programme de n’importe quel programme C
qui produit un résultat observable (ici, un entier). Il n’est pas complétement trivial de prouver que G ~3 D,
mais c’est néanmoins vrai.

De fagon générale, il est trés difficile de prouver que deux programmes sont observationnellement équi-
valents, & cause de la quantification universelle sur tous les “contextes” C. On va voir que la sémantique
dénotationnelle donne un moyen puissant.

En utilisant la confluence de § on montrerait facilement que M ~g M’ = M ~.s M’ mais la sémantique
nous donnera aussi une preuve trés simple de ce fait.

11
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Chapitre 2

PCF with lazy integers

In PCF, integers are “strict” in the sense that they are either undefined or completely evaluated. It is
however possible to deal with integers in a lazy way, that is, to deal with partially defined integers. The
syntax of this variant LPCF of PCF is defined as follows.

M,N...:=x |0 | succ(M) | if(M,N,z-P)| (M)N | \e* M | fixz™- M.
The typing rules are exactly the same as those of PCF, we record them for completeness.

''-M:A— B 'EN:A

P,,T:A}—Z‘ZA Fl—(M)NB
FNz:AFM:B Te:AFM: A
I'Xe“M:A— B I'-fixed-M: A
'EM:.
I'EO:e ['Fsucc(M) e

'EM:. 'EP:A Dz:aFQ:A
FHif(M,P,z-Q): A

2.1 Reduction

Just as for PCF, we define a reduction relation by means of “deduction rules”

(AzA M) N B M [N/z]

fixed - M B M [fixz? - M/z]

if(0,P,z-Q) B P if(succ(M), P,z - Q) B Q[M/z]

MB M
succ(M) 3 succ(M’)

M B M N BN
(M)N B (M')N (M)N B (M) N’

M B M
fixad - M f fixx? - M’

13



M B M
if(M, P,z- Q) Bif(M',P,z-Q)

PSP QpQ
if(M,P,z-Q) Bif(M, P,z Q) if(M,P,z-Q) Bif(M,P,z-Q)

Remarque 2.1.1 In other words in LPCF, a redex si a term of one of the following shapes :

— (A2 R) Q which reduces to R[Q/x],

— fixz* - P which reduces to P [fixz? - P/x],

— if(0, P, z - Q) which reduces to P,

— if(succ(M), P, z - Q) which reduces to @ [M/z].
And M B M’ if one gets M’ by chosing anywhere in M a redex and replacing it with its reduced form. The
main difference wrt. PCF is that, in the conditional construct, the predecessor of an integer its passed to the
term in the right branch without being evaluated.

As usual we set Q4 = fixz? - 2 which is a closed term such that F QA4 : A, the ever-looping term of type
A.

2.1.1 WEAK HEAD REDUCTION. We define similarly a weak head reduction Bun (“weak” means that one
cannot reduce under As).

(AzA M) N Bun M [N/z]

fixzd - M Bun M [fixxA . M/x]

Mﬁwh M’
(M)N Byn (M')N

Mﬁwh M’
If(M,P,ZQ) Bwh |f(M/aP72Q)

Remarque 2.1.2 One has 8, C 5. Observe that S, is a reduction strategy, meaning that, given an LPCF
term M, either M is a “head normal form” (non reducible for Byn), or M contains exactly one redex such
that M Byn M’ for an LPCF term M’, which is uniquely determined.

In particular we cannot add the reduction rule

M Bwh M’
succ(M) Byn succ(M’)

as othewise a term like M = if(succ(2*), 0, z - succ(0)) would be reducible in two different ways. With our
definition of By, the only possible reduction is M Suh succ(0). This example illustrates the lazyness of the
language : we don’t need to know anything about the term P to say that the term succ(P) represents a
non-zero integer.

2.1.2 SUBJECT REDUCTION AND CONFLUENCE

Proposition 2.1.3 Assume that ' = M : A and the M 8 M'. Then '+ M’ : A.

This is proven by induction on the derivation of the fact that M 3 M’, using the following substitution
lemma.

Lemme 2.1.4 IfT,2: At M:B andTH M : A, then T+ M [N/z] : B.
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This is proven by induction on the typing derivation of M (that is, on M).
It is useful to know that the reduction g satisfies the Church-Rosser property :

Théoréme 2.1.5 If M B* M; for i = 1,2, there exists M’ such that M; * M’ for i = 1,2. That is : the
relation 5* satisfies the Diamond Property.

The Tait-Martin-Lof method consists in defining an auxiliary notion of parallel reduction p by the following
rules.

0p0 Tpx

M p M NpN' M p M

(AzA M) N p M’ [N'/x] Az M p Xz M’
Mp M

fixz?d - M p M’ [fixxA-M'/x]
PpP QpQ  MpM
If(QaPVZQ)pP/ If(LUCC(M),P,ZQ)pQ/ [M//Z]

Mp M

succ(M) p succ(M’)

Mp M NpN'
()N p (M) N

Mp M
fixz? - M p fixz? - M’

MpM  PpP  QpQ
if(M,P,z-Q) pif(M',P',z-Q")

If M p M’ then M’ is obtained from M by reducing an arbitrary number of redexes which are already
present in M. In other words, one is not allowed to reduce redexes which have have been created by a
[B-reduction in the same p reduction step.

Exercice 2.1.1 Give examples of two terms M and M’ such that M * M’ but not MpM’.
Exercice 2.1.2 Check that M p M for all term M. Prove that 8 C p C *. Conclude that p* = g*.

Exercice 2.1.3 Prove that, if a relation v satisfies the Diamond Property, then its reflexive-transitive closure
~* satisfies also the Diamond Property.

So it suffices to prove that the relation p satisfies the Diamond Property.

Exercice 2.1.4 Assume that I',z: A+ M : Band ' N : A and assume that M p M’ and N p N’. Prove
by induction on M that M [N/z] p M’ [N'/x].

Exercice 2.1.5 Prove that p satisfies the Diamond Property. That is : Assume that I' - M : A and that
M p M; for i = 1,2. Prove that there is a term R such that M; p R for ¢ = 1,2. The proof is by induction
on M. For each induction step, one has to consider all possible p-deduction rules which apply. For instance,
if M = (P) @, we have the following possibilities :

— P = )\IBH, H P Hi; Q P Qi, M1 = H1 [Ql/l‘] and MQ = (AIBHQ) QQ.

15



— A case symmetric to the previous one, swapping 1 and 2.

— P = )\IB_)AH, HpHZ', Q pQ“ ]\4z = Hz [Ql/l‘] for i = 1,2
In each case one applies the inductive hypothesis and the result of Exercise 2.1.4 in all cases but the first
one.

The other inductive steps are dealt with similarly, the most important being the following ones :

— M =if(N, P,z - Q) and then the main sub-case is when N = succ(H)

— M =fixz* - N.
The other ones are routine.

As usual one of the main consequences of confluence is that, when a term normalizes, it has a unique
normal form. Typically, if - M : ¢, then either M has no S-normal form, or there is a unique integer n such
that M B8* n.

Also, defining ~p as the least equivalence relation on terms which contains /5, we can deduce from
confluence that, f ' M : Aand '+ M’ : A, then M ~g M’ iff there exists a term N such that M g* N
and M’ B* N.

2.1.3 ExaMmpPLES For any type A, we have defined Q4 = fix z4-2 which satisfies F Q4 : A and Q4 B, Q4 :
it represents the ever-looping program of type A.

Given n € N and a term M such that I' = M : «, we define succ™(M) such that T' b succ™(M) : ¢ by
succ®(M) = M and succ™ (M) = succ(succ™(M)).

The integer n is represented by n = succ™(0). We have various ways of defining an addition function. A
first solution is

radd = Az* fixa* " - A\y" if (y, z, z - succ((a) 2))

then we have (radd) M n 8* succ™(M) for any term M such that I' - M : ¢, so that in particular (radd) mn g*
m + n. Observe that (radd) M (succ(Q")) 5* succ™(Q2) where Q is a term which does not S,,-normalize.
A different algorithm, which swaps its arguments at each recursive call is

add = fixa" 77" - Azt Myt if (y, , 2 - suce((a) 2 7))
Here is a function which computes the greatest lower bound of two integers

min = fix f*7*7" - Azt Ay if(z,0, 2" - if (y, 0,y - succ((f) =" v')))

Exercice 2.1.6 Prove that (min) msucc™(M) Byn™ m and (min) succ”™ (M) m Bun™ m as soon as m < n.
Exercice 2.1.7 Consider the term :

it =AfA7 AN fix A Ny if(y, 2,y (F) (F)Y)
Prove that Fit: (A — A) - A — ¢ — A and explain the beavior of it.

Let oo = fix2* - succ(z). Let M = AfA74 (it) f Q4 0o. Check that + M : (A — A) — A and that M
behaves exactly like A\fA=4 fixz? - (f) 2.
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Chapitre 3

A call-by-push-value programming
language

We introduce now a programming language, more general than PCF, and similar to Paul Levy’s call-by-
push-value lambda-calculus. We call this language App (for the time being) because it corresponds to a kind
of “half-polarized” linear logic.

3.1 Syntax and typing

Types are given by the following BNF syntax. We define by mutual induction two kinds of types : positive
types (denoted with letters o, v...) and general types (denoted with letters o, 7...), given type variables (,

&

P, =lo @ @y | (| FixC- e (3.1)
oT...:=p|lp—0c]|T (3.2)

We consider the types up to the equation Fix{ - ¢ = ¢ [Fix¢ - ¢/(].
Terms are given by the following BNF syntax, given variables z,y, . ...

M,N...:=x | M"| (M,N) |in M |ingM
| A& M | (M)N | case(M,x1 - N1,z - No)
| pryM | proM | der(M) | fixz' M

This calculus can be seen as a special case of Levy’s CBPV | ] in which the type constructor F is the
identity (and U is “!”).

The notion of substitution is defined as usual. We give now the typing rules for these terms. A typing
context is an expression P = (21 : ©1,...,2, : ) where all types are positive and the ;s are pairwise
distinct variables.

PHM:o PEM o PEM;: g PEM:p;
PrEM :lo PE (M, M) : o1 @ o PrEingM : o1 ® @
Px:pbFM:o PEM:p—oo0o PEN:p
Poxiobzie  "pPrig@Mip —oo Pr (M)N : o
PEM:lo Px:lob-M:o

Ptder(M):o Phrfixz M : o
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PFMZ(pl@QDQ P,‘TlingFMlZO' 'P,.TQZQOQFMQICT
Ptcase(M,z1 - My, 29 M) : 0

PEM:p1®po
Plpr,M: @,

Remarque 3.1.1 It might seem strange to the reader acquainted with LL that the rules introducing the
® connective and eliminating the — connective have an “additive” handling of typing contexts (the same
typing context P occurs in both premises). The reason for this becomes clear in Section 4.6 where positive
types are interpreted as !-coalgebras, which are equipped with morphisms allowing to interpret the structural
rules of weakening and contraction. This is why typing contexts involve positive types only.

The next lemma is a simple observation.

Lemme 3.1.2 Let P be a typing context and M be a term. There is at most one type o and one typing
derivation of the judgment P+ M : o.

One says that typing is syntaz driven. Concretely this means that when a term M is typeable, the corres-
ponding typing derivation is isomorphic to M.

Proposition 3.1.3 (Substitution Lemma for types) Assume that P,x : o - M : 0 and P+ N : ¢.
Then P+ M [N/x]: 0.

Exercice 3.1.1 Prove this lemma (simple induction on M).

3.2 Weak reduction

We define now a weak reduction relation on terms, meaning that we never reduce within a “box” M' or
under a A\. We first define the notion of value as follows :

— any variable z is a value

— for any term M, the term M’ is a value

— if M is a value then in; M is a value for : = 1,2

— if M, and M5 are values then (M7, Ms) is a value.

Remarque 3.2.1 A closed value is simply a tree whose leaves are “boxes” or “thunks” M' (where the M’s
are arbitrary well typed closed terms) and whose internal nodes are either unary nodes bearing an index 1
or 2, or ordered binary nodes.

We use letters V', W... to denote values. Our reduction relation is defined as follows.

der(M') = M (Aa? M)V =, M [V/a]  pry(Vi,Va) = Vi
— — M —,, M’
fixx' @ M —w M [(lelL" M)/ZE] der(M) S der(M')
M —, M’ N —,, N’
(MYN —, (M")N (MYN —, (M)N'
M —, M’ My — M My —, M}
pr M v pr MMy, Mo) < (M{.Mz)  (My, My) —», (M, M)
- M —, M’
case(in;V,xy - My, xo - My) —w M; [V/x;] M —o in M
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M —,, M’
case(M,a:l . Ml,IQ . Mg) —w case(M’,o:l . Ml,IQ . Mg)

Proposition 3.2.2 (Subject reduction) Assume that P+ M : o and that M —,, M'. Then P+ M’ : 0.

Démonstration. By induction on the deduction that M —,, M’.

Assume that M = der(N') and M’ = N. Since P = M : 0 we must have P = N' : lo and hence P - N : 0.

Assume that M = (Az¥ N)V and M’ = N [z/V]. Since P + M : o there must be a positive type ¢ such
that P F Ax® N : ¢ —o o. Therefore we must have 1) = p and P,z : o = N : 0. By Proposition 3.1.3 we have
PE N|[V/x]: o as required.

Assume that M = pr;(V1,V,) and M’ = V;. Since P + M : o, there must be two positive types ¢1 and g
such that P F (V1,V2) : ¢1 ® @2, and we have 0 = ;. For j = 1,2 we must have P F V; : ¢; and therefore
PE N :o (taking j = 1i).

Assume that M = fix2'" N and M’ = N [M'/z]. We know that P + fixz' N : ¢ and therefore we
must have P,z : lo - N : 0. We also know that P = M' : lo and therefore, by Proposition 3.1.3 we have
Pt N [M'/z] : o as required.

Assume that M = case(in;N,x; - Ry,29 - Rp) and M’ = R;[N/z;]. Since P = M : o, there must be
positive types (1 and @2 such that P = in;N : @1 ® ¢ and also P,x; : ¢; & R; : o for j = 1,2. We must
have P F N : ¢; and hence, by Proposition 3.1.3 we have P - R; [N/z] : ¢ as required.

Assume that M = der(N) and M’ = der(N’) with N —,, N’. We have P+ M : o hence P+ N : lo. By
inductive hypothesis we have P = N’ : lo (remember that our proof is on the height of the derivation of the
considered weak reduction step) and hence P+ M’ : o as required.

Assume that M = (N)R and M’ = (N’)R with N —,, N’. Since P - M : o there is a positive type ¢
such that P+ N : ¢ —o o and P+ R : ¢. By inductive hypothesis P+ N’ : ¢ —o o and hence P+ M’ : o as
required.

The remaining cases are similar and left to the reader. ]

Proposition 3.2.3 Any value is —y-normal. If ¢ is a positive type, = M : ¢ and M is —-normal, then
M s a value.

This is easy. In the second statement M has to be closed (the term (der(x))V is normal, is not a value and
can be given a positive type).

Proposition 3.2.4 The relation —, has the diamond property : if M —,, M; for i = 1,2, then there is a
term M’ such that M; —,, M’ fori=1,2.

Exercice 3.2.1 Prove this proposition by induction on the structure of M. Observe that, in the case where
M = (Az¥ N)V, the only possible reduction from M is M —,, N [V/x] because V and A\z¥ N are —,-normal.

3.2.1 ExAMPLES Given any type o, we define Q7 = fix #'” der(z) which satisfies - Q7 : o. It is clear that
Q7 —,, der((Q9)") —. Q7 so that we can consider Q7 as the ever-looping program of type o.

UNIT TYPE AND NATURAL NUMBERS. We define a unit type 1 by 1 =T, and we set x = (Q7)". We define
the type ¢ of unary natural numbers by « = 1@ (by this we mean that ¢ = Fix(- (1®()). We define 0 = iny
and n + 1 = ingn so that we have P - n : ¢ for each n € N.

Then, given a term M, we define the term suc(M) = ing M, so that we have

PEM:.
PEsuc(M):¢
Last, given terms M, N; and N and a variable z, we define an “ifz” conditional by if(M, Ny,z - N3) =
case(M, z - N1,z - No) where z is not free in Ny, so that
PEM:. PEN;:o P,x:t-Ny:o
PF if(M,Nl,.’L' NQ) e
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STREAMS. Let ¢ be a positive type and S, be the positive type defined by S, = ¢ ® IS, that is S, =
Fix{ - (¢ ®!¢). We can define a term M such that - M : S, —o + — ¢ which computes the nth element of a
stream :

M = fix f'Get=®) xgSe Ay if (y, pryx, z - (der(f))der(pryz) 2)
Conversely, we can define a term N such that - N : [(¢ — ¢) — S, which turns a function into a stream.
N = fix FUCCo9)52) ) £10=) ((der( £))0, ({der(F)) (Aa* (der(f))suc(z))))
Observe that the recursive call of F' is encapsulated into a box, which makes the construction lazy.

LisTs. There are various possibilities for defining a type of lists of elements of a positive type . The
simplest definition is Ag = 1 ® (p ® A\p). This corresponds to the ordinary ML “strict” type of lists. But we
can also define A\; = 1® (¢ ® A1) and then we have a type of lazy lists where the tail of the list is computed
only when required (this type contains also streams).

We could also consider Ay = 1@ (lo ® Ay) which allows to manipulate lists of objects of type o (which
can be a general type) without accessing their elements.
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Chapitre 4

Catégories

4.1 Concepts de base

Une catégorie C est la donnée :

— d’une classe d’objets ObjC

— pour chaque X,Y € ObjC, d’une classe de morphismes de X vers Y, notée C(X,Y)

— pour chaque X € ObjC, d’un élément particuler Idx de C(X, X) appelé morphisme identité en X
— et, pour chaque triplet (XY, Z) € C3, d’une opération de composition

o:C(X,Y)xC(Y,Z) — C(X,Z2)
(f.g) = gof

tels que les équations suivantes soient satisfaites (pour f € C(X,Y), g€ C(Y,Z) et h € C(Z,V)) :

foldx=f Wyof=f holgof)=(hog)of

Voici quelques exemples fondamentaux.
Set. C’est la catégorie dont les objets sont les ensembles et les morphisms sont les fonctions. Elle est sous-
jacente & la plupart des catégories qu’on rencontre en mathématiques dont les objets sont des ensembles avec
structure et les morphismes, les fonctions préservant ces structures un un certain sens. Exemple :

— la catégorie des monoides et homomorphismes de monoides

— la catégorie des groupes et homomorphismes de groupes

— étant donné un corps, la catégorie des espaces vectoriels sur ce corps, et des fonctions linéaires entre

ces espaces

— la catégorie des espaces topologiques et des fonctions continues
Rel. C’est une catégorie beaucoup moins habituelle, mais trés importante pour nous. Ses objets sont les
ensembles, mais Rel(X,Y") est P(X x Y), vu comme ’ensemble des relations de X vers Y. Le morphisme
identité Idx est la relation diagonale : ldx = {(a,a) | @ € X} et la composition est défine de fagon relation-
nelle : si s € Rel(X,Y) et ¢t € Rel(Y, Z), alors

tos={(a,c) | EY (a,b) €set(bc)eEt}.

On notera trés souvent cette composition ¢ s comme un produit, et identité idx . Les catégories construites
sur ce modeéle sont moins fréquentes en mathématiques. Comme exemple, on peut mentionner que les matrices
sur un corps peuvent étre vues comme les morphismes d’une catégorie de ce genre.

Un isomorphisme est un morphisme f € C(X,Y) tel qu'il existe un morphisme g € C(Y, X) tel que
go f=ldx et fog=Idy.Siget g vérifient cette condition,ona g=goldy =go (fog')=(go f)o
g =ldx o ¢ = ¢’ en vertu des équations ci-dessus, donc g est complétement déterminé par f et on le note

I
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La catégorie opposée de la catégorie C est la catégorie C°P donnée par Obj(C°®) = ObjC et C°P(X,Y) =
C(Y, X). Les identités sont les mémes, et la composition est définie de fagcon évidente (en inversant 'ordre
des facteurs).

4.1.1 FONCTEURS Soient C et D deux catégories. Un foncteur F' de C vers D est une opération qui
— & tout objet X de C associe un objet F'(X) de D
— et & tout morphisme f € C(X,Y) associe un morphisme F(f) € C(F(X), F(Y)

et qui veérifie, pour tous X,Y,Z € ObjC et tout f € C(X,Y) et g€ C(Y,Z):

Fldx) =ldpx)y  F(go f)=F(g) o F(f)

Un foncteur contravariant de C vers D est un foncteur de C°" vers D (ou, ce qui revient au méme, un
foncteur de C vers D).

Un foncteur F : C — D est plein si, pour tous X,Y € ObjC, la fonction C(X,Y) — D(F(X), F(Y)) qui
envoie f sur F(f) est surjective. Il est fidéle si cette fonction est injective.

Par exemple, 'opération P de Rel vers Set qui envoie un ensemble X sur 'ensemble P(X) et une relation
s € Rel(X,Y) sur la fonction P(s): P(X) — P(Y) donnée par P(s)(u) ={b€Y |Ja € u (a,b) € s} est un
foncteur de la catégorie Rel vers la catégorie Set.

Exercice 4.1.1 Montrer que ce foncteur P est fidéle, mais pas plein.

4.1.2 TRANSFORMATIONS NATURELLES Soient )G : C — D deux foncteurs. Une transformation natu-
relle de F' vers G est une famille T' = (T'x)xcobjc de morphisms telle que, pour tout X € ObjC on ait
Tx € D(F(X),G(X)) et telle que, pour tout f € C(X,Y), on ait G(f) o Tx = Ty o F(f). On exprime cette
condition en disant que le diagramme suivant commute

F(X) G(X)
F(f)l G(f)
F(Y) ——a(Y)

ce qui signifie que la composition des morphismes situés sur ses deux faces sont égales. On écrit alors
S:F 2 G. Soient F,G,H : C — D trois foncteurs. Si S: F 3 Get T: G > H, on définit T o S : F > H
par (T o S)x = Tx o Sx. On définit ainsi la catégorie D¢ des foncteurs et transformations naturelles. Cette
composition est souvent appelée composition verticale.

Exercice 4.1.2 Soient F, F' : C — D et G,G' : D — £ deux foncteurs. Soient S : F > ' et T : G > G’
deux transformations naturelles. Soient X € ObjC. Montrer que G'(Sx) o Tr(x) = Tr:(x) © G(Sx). On note
(T x S)x € E(G(F(X)),G'(F'(X))) le morphisme ainsi défini. Montrer que T' * S est une transformation
naturelle G o F % G’ o F’. Vérifier que cette opération est associative et donner son élément neutre;
on appelle composition horizontale des transformations naturelles. Soient F”/ : C — D et G” : D — &
deux autres foncteurs et S’ : F/ 5 F” et T' : G’ > G deux autres transformations naturelles. Montrer
que (T o T) % (8" 0 S) = (T" %+ 5") o (T % 5). Cette propriété est appelée loi d’échange. La catégorie
des catégories, avec pour morphismes les foncteurs, et morphismes entre morphismes les transformations
naturelles (munies de ces deux lois de compositions) est une 2-catégorie.

4.2 Monades

Soit C une catégorie. Une monade sur C est un triplet (T, e, ) ott T : C — C est un foncteur, € : lde = T
et p:T? =T o T > T sont des transformations naturelles. On demande en plus que les diagrammes suivants
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commutent.

(X)L (X)) T(X) — 2 72(X) T3(x) ) 72(x)
T(X) T(X) T2(X) —2 5 T(X)

On définit alors deux catégories. La catégorie des T-algébres C*, ou catégorie d’Eilenberg-Moore. Les objets
de C* sont les couples (X,h) ot X € ObjC et h € C(T(X), X) tel que les diagrammes suivants commutent.

T(h)

X —X > 7(X) T?(X) T(X)
N
X T(X) —2 X

T(X)—lt—s X
T(f)l lf
TY)—t vy

Exercice 4.2.1 Justifier qu’on a bien défini une catégorie C .

On définit ensuite la catégorie des T-algébres libres, ou catégorie de Kleisli, notée Cr. Tout d’abord,
on pose ObjCr = ObjC. Puis on pose Cr(X,Y) = C(X,T(Y)). Dans cette catégorie, l'identité en X est
Id = ex et on définit la composition de la facon suivante. Soient f € Cp(X,Y) = C(X,T(Y)) et g €
Cr(Y,Z)=C(Y,T(Z)). On pose

g f=puzoT(g)of.

Exercice 4.2.2 Montrer qu’on a bien défini ainsi une catégorie Cr.

Exercice 4.2.3 Si X est un objet de C, vérifier que (T(X), ux) est une T-algébre. On I’appelle la T-algébre
libre engendrée par X et on la note ici FI(X). Soit f € Cr(X,Y). On pose F(f) = py o T(f). Montrer qu’on
a ainsi défini un foncteur F : Cr — CT. Montrer que F est plein et fidéle.

Exercice 4.2.4 Soit M : Set — Set le foncteur qui, & un ensemble X, associe ’ensemble M (X) des suites
(a1,...,an) et & une fonction f : X — Y associe la fonction M(f) : M(X) - M(Y) qui & {a1,...,an)

associe (f(a1),..., f(an)). Si X est un ensemble, on définit ex : X — M(X) comme la fonction qui a a
associe (a), et px : M(M(X)) = M(X) comme la fonction qui & une suite (my,...,m,) de suites d’éléments
de X associe la concaténation mq --- m, de ces suites.

— Montrer que € et p sont des transformations naturelles.
— Montrer que (M, ¢, 1) est une monade.
— Montrer que Set™ est la catégorie des monoides et des morphismes de monoides.

Exercice 4.2.5 En renversant le sens des fléeches, expliquer ce qu’est une comonade, décrire les catégories
d’Eilenberg-Moore et de Kleisli d’une comonade.
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4.3 Limites projectives.

4.3.1 OBJET TERMINAL. Un objet T d’une catégorie C est terminal si, pour tout objet X de C, ’ensemble
C(X,T) a exactement un élément. Soient T' et 7" deux objets terminaux de C. Soit f l'unique élément de
C(T'",T) et f' I'unique élément de C(T,T"). Comme nécessairement C(7,7T) = {ldr}, on doit avoir f o f' =
Idr et de méme f’ o f = Idy. Autrement dit, il n’y a qu’un morphisme de T vers T’ et ce morphisme est
un isomorphisme. C’est une fagon trés forte de dire que, si une catégorie a un objet terminal, alors cet objet
est unique a unique isomorphisme.

4.3.2 CAS GENERAL. Soit C une catégorie et I une petite catégorie (c’est-a-dire une catégorie dont la
classe des objets est un ensemble). Il y a un foncteur évident A : C — ¢! qui envoie un objet X de C sur
le foncteur constant A(X)(i) = X et A(X)(u) = ldx. Soit D : I — C un foncteur (un tel “petit” foncteur
est parfois appelé un diagramme). Un céne projectif appuyé sur D est un couple (X, f) ou X € ObjC et
f i AX) 2 D. Autrement dit, c’est la donnée de 'objet X, et, pour tout i € ObjI, d’un morphisme
fi € C(X,D(1)) tel que, pour chaque ¢ € I(i,5), on ait D(p) o f; = f;.

Soient (X, f) et (Y, g) deux cone projectifs appuyés sur D. Un morphisme de cones de (X, f) vers (Y, g)
est, par définition, la donnée d’un h € C(X,Y) tel que, pour chaque i € I, on ait g; o h = f;. On définit ainsi
une catégorie Cp. Par définition, un cone projectif limite sur D est un objet terminal dans la catégorie Cp.

Autrement dit, un cone projectif limite sur D est un cone (L,l) appuyé sur D tel que, pour tout autre
cone (X, f) appuyé sur D, il existe un unique h € C(L, X) tel que Vi € I [; o h = f;.

Proposition 4.3.1 Soient (Y, (fi)icr) et (Y, (f)icr) deuz limites projectives du diagramme D. Alors il

7

existe un unique morphisme g € C(Y,Y") tel que Vi € I f! o g = f;. De plus, g est un isomorphisme.

Cela résulte directement de la caractérisation du cone limite comme objet terminal dans la catégorie Cp.
Quand elle existe, la limite projective est donc unique & unique isomorphisme pres.

Voici quelques exemples de limites projectives.

Si I est une catégorie discréte, c’est-a-dire que les seuls morphismes de I sont les identités, alors D est juste
une famille d’objets et sa limite projective, si elle existe, est appelée produit cartésien de cette famille. Cas
particuliers : si I = (3, la limite projective consiste simplement en un objet T caractérisé par le fait que, pour
tout objet X de C, 'ensemble C(X, T) est un singleton, dont 'unique élément est noté tx. Autrement dit,
T est un objet terminal. Si I = {1, 2}, un diagramme est un couple d’objets (X7, X5) et sa limite projective
est notée (X & Xa,prq,pry). Si f; € C(Y, X;) pour ¢ = 1,2, 'unique morphisme g € C(Y, X; & X») tel que
pr, o g = f; pour i = 1,2 est noté (f1, f2).

Supposons que le produit cartésien binaire existe pour toute paire d’objets. L’opération (X1, X5) — X3 &
X, peut étre étendue en un foncteur C2 — C : soient f; € C(X;,Y;) pour i = 1,2. On a f; o pr; € C(X1 &
Xs, X;) et donc il existe un unique morphisme f; & fo € C(X; & X»,Y;) tel que pr; o (f1 & f2) = fi o pr;.

Soit I la catégorie dont ’ensemble des objets est {1,2} et I(1,2) = {«, 8}. Un diagramme est la donnée
de deux objets X et Y de C et de deux morphismes f,g € C(X,Y). Une limite projective de ce diagramme
est la donnée d’un objet F et d’'un morphisme e € C(F, X) tel que f o e = g o e et tel que, pour tout objet
Z de C et tout morphisme h € C(Z,X) tel que f o h = g o h, il existe un unique morphisme hy € C(Z, E)
tel que h = e o hg. Une telle limite est appelée égaliseur de f et g.

Exercice 4.3.1 Montrer que Set a tous les égaliseurs. Qu’en est-il de Rel?

Exercice 4.3.2 Examiner le cas ou I a {1,2,3} pour ensembles d’objets, et I(1,3) = {a}, I1(2,3) = {5} et
I(i,5) = 0 pour i # j et (4,5) ¢ {(1,3),(2,3)}. Une telle limite est appelée produit fibré.

Exercice 4.3.3 En renversant le sens des fleches, expliciter la notion duale de colimite (ou limite inductive).
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4.3.3 CATEGORIE CARTESIENNE. On donne une description directe de cette notion importante, indépen-
dante de la notion générale de limite projective introduite ci-dessus.

Soit C une catégorie et (X;);cs; une famille d’objets de C. Un produit cartésien de (X;);cs est un couple
(Y, (m;)icr) ou Y € ObjC et m; € C(Y, X;) pour i € I qui vérifie la propriété universelle suivante : pour tout
Z € ObjC et toute famille (f;);cs telle que f; € C(Z, X;), il existe un unique g € C(Z,Y") tel que, pour tout
i€ 1,onait m; 0 9= f;.

Théoréme 4.3.2 Soient (Y, (7;)icr) et (Y, (7))icr) deuzx produits cartésiens de la famille (X;)icr. 1l existe
un unique h € C(Y,Y") tel que w, o h = m; pour tout i € I, et h est un isomorphisme.

Démonstration. L’existence et I'unicité de h résultent de la propriété universelle de (Y, (7});cr) et de Dexis-
tance des m; € C(Y, X;). De la méme fagon, on définit un unique b’ € C(Y’,Y) tel que m; o A’ = 7} pour tout
i€l. Alors b’ o h € C(Y,Y) veérifie m; o b’ o h = m; pour tout ¢ € I, or Idy vérifie également ces égalités, et
donc b/ o h = Idy par 'unicité dans la propriété universelle. De méme on voit que h o A’ = Idy-. O

Donc le produit cartésien, quand il existe, est unique & unique isomorphisme prés : c’est typique des
constructions définies par une propriété universelle. On peut & chaque fois démontrer une propriété similaire
a celle énoncée par ce théoréme (on ne les redémontrera pas par la suite pour les autres constructions
universelles).

On dit que C est cartésienne si toutes les familles finies (X;);e; d’objets de C ont un produit cartésien.
On en choisit un, que l'on note (&;c; X, (7;)icr). Soit I un ensemble fini fixé. On peut définir un foncteur
“produit cartésien” P; de C! vers C en posant P;((X;)ier) =&ier Xi, et, pour une famille (fi);e; (avec
Vi el f; € C(X;,Y;)), en définissant g = Pr((f;)icr) comme I'unique morphisme g € C(&;er X, &icr Y;)
tel que Vi € I m; o g = f; o m; pour ¢ = 1,2. La fonctorialité dit que ldx, & ldx, = ldx,¢x, et que, si
fi € C(X;,Y;) et g; € C(Yi, Z;) pour i = 1,2, alors

(91 & g2) o (f1 & f2) = (910 f1) & (g2 0 f2).

Elle se démontre en utilisant la propriété universelle du produit cartésien : par exemple, les morphismes
ci-dessus sont tous les deux des morphismes h € C(X; & X3, 21 & Zs) tels que h o pr, = g; o f; o pr, pour
i =1,2, ils sont donc égaux puisqu’il n’y a qu’un seul tel morphisme.

On suppose toujours C cartésienne. On démontre de la méme facon que le produit cartésien admet T
comme “élément neutre” & gauche et & droite, c’est-a-dire qu’il existe des isomorphismes naturels Ax :
T & X - Xet px : X & T — X. 1l est associatif au sens ou il existe des isomorphismes naturesl
ax, X, xs 0 (X1 & Xo) & X3 — X1 & (X2 & X3) et il est symétrique au sens ou il existe des isomorphismes
naturels ox, x, : X1 & Xo — Xy & X;. Ces morphismes satisfont des commutations sur lesquelles on
reviendra quand on parlera de catégories monoidales.

On peut encore axiomatiser les catégories cartésiennes de facon équationnelles : la catégorie C est carté-
sienne si elle a un objet terminal et les opérations suivantes :

— une opération qui & X7, X2 € ObjC associe X; & X3 et pr; € C(X1 & Xo, X;) pour i = 1,2;

— et une opération qui (f; € C(Y, X;))i=1,2 associe (f1, f2) € C(Y, X1 & X>
qui vérifient les équations suivantes :

pr o (f1,fo) = fi pouri=1,2
(fifo)og=(fiog,faoyg)

(pry,pro) = ldx, & x,

Pour prouver qu’une catégorie est cartésienne, il peut étre plus facile de démontrer ces équations plutot
que de prouver directement la propriété universelle. On laisse la vérification de ’équivalence entre ces deux
présentations comme un exercice.

Exemples : les produits dans Set et dans Rel. Dans Set, ’objet terminal est n’importe quel ensemble
a 1 élément. Le produit cartésien de X; et X5 est le produit habituel X; x X5 et les projections sont, elles
aussi, les fonctions de projection usuelle. Si f; € Set(Y, X;), la fonction (fi, f2) est donnée par (f1, f2)(a) =

(f1(a), f2(a))-
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Dans Rel, 'objet terminal est I’ensemble vide puisque Rel(X, () = P(X x ) = P(0) = {0} est bien un
singleton. Le produit cartésien d’une famille d’objets (X;);cr est 'ensemble &;c; X; = U, {1} x X; (c'est
une union disjointe). Les projections sont données par

pr, ={((¢,a),a) |i €T et a € X,}.
Soit s; € Rel(Y, X;), pour chaque i € I. On définit (s;);cr € Rel(Y, &;c; X;) par
<3i>i€I = {(b7 (i,a)) | 1€1et (b, a) € Si}

et on vérifie facilement que (s;);cs est I'unique élément de pr; tel que pr; (s;)jer = s; pour chaque i € I.

4.4 Catégorie cartésiennes fermées

Soit C une catégorie cartésienne. Soient X,Y € ObjC. Un objet des morphismes de X vers Y est la donnée
d’un couple (E,e) o E est un objet de C et e € C(F & X,Y) sont tels que, pour tout f € C(Z & X,Y)
il existe un unique f’ € C(Z, F) tel que e o (f' & ldx) = f. Cette notion est de nouveau définie par une
propriété universelle, et donc de fagon unique & unique isomorphisme prés comme on va le voir.

Soit (E',¢’) un autre objet des morphismes de X vers Y. Comme ¢’ € C(E’ & X,Y) et donc il existe
un unique h' € C(E', F) tel que e o (h & ldx) = ¢’ et de méme il existe un unique b’ € C(E, E’) tel que
e o(h&ldx)=e. Onadonceo ((hoh')&Idx)=e, et comme eo (ldg & ldx) =e,ona hoh’ =Idg et
de méme h' o h = Idg/, donc h est un isomorphisme dont h’ est 'inverse.

Il a donc un sens d’introduire des notations : I’objet des morphismes F sera noté X = Y, le morphisme e
dit d’évaluation sera noté Evy y ou simplement Ev et si f € C(Z & X,Y"), 'unique morphisme h : C(Z, X =
Y) tel que Ev o (h & Idx) sera noté Cur(f) (curryfication de f, en 'honneur de Haskell Curry, pére du
A-calcul).

Tout comme le produit cartésien, ces constructions peuvent étre caractérisées par un systéme de trois
équations :

Ev o (Cur(f) & ldx) = f
Cur(f)og=_Cur(fo(g&Idyx)) ougeC(Z,2)
Cur(Ev) = ldx=y .

Encore une fois, il peut étre plus facile de vérifier ces équations que de prouver directement la propriété
universelle.

Exercice 4.4.1 Soient X,Y € ObjC. Soit Cx vy la catégorie suivante : un objet de Cx y est un couple (Z, f)
o Z € ObjCet f € C(Z & X,Y). L’ensemble Cx y((Z, f),(Z', ")) est I'ensemble des g € C(Z,Z’) tels que
o (g & Ildx) = f. Vérifier qu’on a bien défini ainsi une catégorie, et quun objet des morphismes de X vers
Y est exactement un objet terminal dans cette catégorie.

Enoncer la propriété d’unicité des objets des morphismes qui en résulte.

Exercice 4.4.2 Vérifier que Set est cartésienne fermée et que Rel ne 'est pas.

4.5 Qu’est-ce qu’un modéle de la logique linéaire ?
Il y a plusieurs facons différentes de présenter catégoriquement les modéles de la logique linéaire. Nous

suivons l'approche proposée par Seely et corrigée par Bierman, nous parlerons simplement de catégories de
Seely. Notre principale référence est le long et trés détaillé article de Melliés | I
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4.5.1 CATEGORIES MONOIDALES. Alors qu’une catégorie cartésienne est une catégorie ayant une certaine
propriété (existence de limites sur les diagrammes discrets finis), une catégorie monoidale n’est pas qu’une
catégorie, c’est une structure (£,1,®, A, p, @) ou L est une catégorie, 1 est un objet de £, ® est un foncteur
L2 =L (noté de facon infixe) et les autres éléments du sextuplet sont des isomorphismes naturels.

Dans une telle catégorie £ (dont les morphismes sont intuitivement des fonctions linéaires), la composition
est notée par simple juxtaposition. Si s € L(X,Y) et t € L(Y, Z), la composition de ces deux morphismes
est notée ts € L(X, Z).

— Ax :1® X — X est un iso naturel exprimant que 1 est élément neutre & gauche pour ®, et de méme

px : X ®1 — X est un iso naturel exprimant que 1 est neutre & droite.

— ax,,x,,xs | (X1 © X2)®X3 — X7 ® (X2 ® X3) est un isomorphisme naturel exprimant que le produit

tensoriel est une opération associative.

Ces isomorphismes doivent satisfaire entre eux des conditions de cohérence qui permettent de donner une
valeur unique a tous les isomorphismes que 1’on peut avoir envie d’écrire de fagon générique. Par exemple,
on doit avoir la commutation suivante :

Ax, RX:
(1®X)®Xs 22 X; ® X,

a1,Xq, X,
AX1®Xo

1® (X1 ® Xs)

qui expriment que les deux fagons canoniques de passer de (1 ® X1) ® X5 & X; ® Xo sont équivalentes. On
a un diagramme similaire pour p, et le fameux pentagone de McLane :

AX1®Xg,X3,Xy

(X1 ® Xo) ® X3) ® X4 (X1 ®X2) ® (X3 ® Xy)

axy,Xq,x30X4
(Xl & (XQ ® X3)> ® X4 XX1,X2,X30Xy

AX1,Xo®X3,Xy

X1®ax,,x3,X,

X1 ® (X2 ® X3) ® Xy) X1 ® (X2 ® (X3 ® Xy))

Une catégorie monoidale symétrique est une structure (£,1,®, A, p, a, o) telle que (£,1,®, A, p, ) soit
une catégorie symétrique, et ox, Xo : X1 ® Xo — Xo ® X; soit un isomorphisme naturel; il exprime que le
produit tensoriel est “commutatif”. Cet isomorphisme doit satisfaire la propriété fondamentale suivante :

0X5,X1 0X1,Xy = IdX1®X2 .

Il existe une notion de catégorie monoidale tressée dans laquelle il y a un isomorphisme naturel o, qui ne
satisfait pas cette condition, mais une condition plus faible liée aux groupes de tresses.

Dans une catégorie monoidale symétrique, il faut aussi que d’autres diagrammes de cohérence commutent,
a savoir

AX1,X9,X3 0X1,X2®X3

(X1 ©X2) ® X3 X1 ® (X ® X3) (Xo® X3)® X,

0xq,X9QX3 XX9,X3,X1
QAXy,X1,X3 X2®0x), x5

(X2@X1) @0 Xsg———=Xo® (X1 0 X3) ———> Xo ® (X3 @ X1)
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ainsi que

Ax

1 X ——X

L /
01,X

X®1

4.5.2 FERMETURE MONOIDALE. On dit qu’une catégorie monoidale symétrique (£,1,®,\, p,a,0) est
fermée si, pour tout objet X de L, le foncteur £ — £ qui envoie Z sur Z ® X admet un adjoint & droite. Ce
foncteur adjoint & droite est noté X — . Autrement dit, pour chaque paire d’objet X et Y de £, on a un
couple (X — Y,ev) ot X — Y est un objet de L et ev e L((X —Y) ® X,Y), et pour chaque morphisme
f€L(Z®X,Y), on aun morphisme cur(f) € L(Z, X — Y) tel que les conditions suivantes soient satisfaites.

— ev(cur(f) @ X) = f

— sige L(Z',Z), alors cur (f) g=cur(f(g® X))

— et cur(ev) =ldx_oy.

L’existence d’'un adjoint est une propriété universelle : quand I’adjoint existe, il est unique & unique
isomorphisme prés. Pour une catégorie monoidale symétrique, étre fermée est donc une propriété, et non une
structure supplémentaire. On utilisera toujours les notations ci-dessus (_ — _, ev etc) pour les opérations
associées a cette propriété.

Soit Z un objet de £. On peut construire un morphisme naturel

Nx € L(X, (X —Z) — Z)

Onaeneffet ev: (X =2Z2)@ X - Zetdoncevo: X ®(X —Z) — Z, et on pose nx =cur(evo): X —
(X - 2) — Z.

4.5.3 *-AUTONOMIE. On appelle catégorie x-autonome une structure
(‘C7 1a ®7 )\7 P&, 0, J~>

ou (£,1,®, A, p,a, o) est une catégorie monoidale symétrique fermée (pour laquelle on utilise les notations
introduites ci-dessus), et L est un objet de L, dit objet dualisant, qui posséde la propriété suivante : le
morphisme naturel associé nx € L(X,(X — 1) — 1) est un isomorphisme, pour tout objet X.

L’«-autonomie d’une catégorie monoidale symétrique fermée n’est pas une propriété, mais une structure
(a savoir la donnée de ).

On note X+ = (X —o 1) en sorte que les objets X et X1 sont canoniquement isomorphes par l'iso-
morphisme nx associé & L.

On peut alors définir une nouvelle opération : X 3Y = (X+ @ Y1) .
Exercice 4.5.1 Exhiber des isomorphismes naturels X', p’, o/, o’ tels que la structure (£, %, L, X, o/, o/, 0’)
soit une catégorie monoidale symétrique. Exhiber un isomorphisme naturel entre X — Y et X+ 3 Y.

4.5.4 PRODUIT CARTESIEN. Ce que nous avons présenté correspond au fragment multiplicatif de la
logique linéaire. Pour interpréter le fragment additif, il suffit de demander que la catégorie *-autonome
(L,1,®, A\, p,a,0,L) soit telle que £ soit cartésienne. Quand c’est le cas, on note T 'objet terminal et & le
produit cartésien binaire.

Exercice 4.5.2 Exhiber des isomorphismes naturels entre X % T et T et entre (X; & X3) ® Y et
(X1 BY)& (X2 BY).

Exercice 4.5.3 Montrer que £ est co-cartesienne, avec 0 = T comme objet initial, et X®Y = (X & Y1)"
comme co-produit binaire.
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If (Xi)ier is a family of objects of £ which has a coproduct in £, this coproduct is denoted @, ; X;
and the injections are denoted as in; € L(X;, P, ; X;) for each j € I. If (f;)icr is a family of morphisms
fi € L(X;,Y) then we denote as [f;];er the unique morphism in f € L(P,.; X;,Y) such that fin; = f; for
each i € I.

Given g € L(Y, Z), we have g [fi]ic1 = [g fi]ier. In the special case where Y = @, ; X; and f; = in;, we
have [fi]ie[ = |dy

More generally, let X be an object of £ and assume now that (f;);es is a family of morphisms such that
fi € L(X; ® X,Y). Using monoidal closedness, we can similarly show that there is an unique morphism
f € L(B,e; Xi) ® X,Y) such that f (in; ® X) = f; for each i € I.

iel

Exercice 4.5.4 Complete the proof of this last fact.

4.5.5 EXPONENTIELLES. Une ezponentielle sur une catégorie x-autonome cartésienne (£, 1, ®, A\, p, a, 0, 1)
est la donnée d’un foncteur ! : £ — L, d’une structure de comonade sur ce foncteur et d’un isomorphisme
naturel dit isomorphisme de Seely.

Plus précisément, et pour fixer les notations, une exponentielle est une structure (!_, der, dig, m?, m°) otl
! L — L est un foncteur, derxy € L(!X,X) et digy € L(!X,!!X) sont des transformations naturelles,
mY : 1 — IT est un isomorphisme et m%QY IX @Y — (X &T) est un isomorphisme naturel (ces deux
derniers isomorphismes sont appelés isomorphismes de Seely alors qu’ils sont plutdt dis a Girard!). Ces
morphismes doivent satisfaire les diagrammes suivants. Les 3 premiers expriment que (! ,der, dig) est une
comonade.

Y < gx M gy X T x
X nx — %y
Les deux suivants concernent les isomorphismes de Seely.
19X — 2> 1X IX@l—"—>1X
m°®IXL NtX’X)l !X®mOL !<X,tx>t
UE m%(‘T
ITe!X — (T & X) XIT——=I(X&T)

ou on rappelle que tx est 'unique élément de £(X, T); par conséquent (tx,X) est un isomorphisme (qui
dit que T est neutre a gauche pour &).

QIX1,1X0,1X3

(!X1 & !XQ) R 1X3 X1 ® (!XQ ® 1X3)

m%,,x, ®! X3 XM, xg
(X & Xo) ®1X;3 X, @ (X & Xs3)
mg(l&xz,Xg) mgcl,xz&xg

(X1 & X3) & X3)

(X1 & (X2 & X3))

(pry pri,{pra pro,pra))

O1X1,1X,

!Xl X 'XQ 'X2 X 'Xl
2 2
MmXx1, X9 MXxy, X1
{pry,pr
(X1 & X5) Prabi) (X, & X))
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On dit que (! _, m°, m2) est une foncteur monoidal symétrigue de la catégorie monoidale symétrique (£, &, T)
vers la catégorie monoidale symétrique (£, ®, 1) (on omet les isomorphismes naturels de structure monoidale
symétrique). C’est la bonne fagon catégorique de dire que “!  envoie le produit cartésien sur le produit
tensoriel”, ce qui justifie d’ailleurs la terminologie “exponentielle” : le produit cartésien est additif, le produit
tensoriel est multiplicatif, & rapprocher de e® 1Y = e%eY.

Finalement, il faut encore qu’une condition technique soit satisfaite, qui se traduit par la commutation
du diagramme suivant. Ces conditions relient le digging aux isomorphismes de Seely.

m%{.y
IX @Y — Y L (X &Y)
digx ¢y
dig x ®digy X &Y)

tpry,tpry)

ml2 |
X @Iy — 5 1(1X & 1Y)

4.5.6 DERIVED STRUCTURES Given f € £(!X,Y), we can define f' € L(!X,!Y) by f' =!f digy. This is
the unary promotion of f.

Given more generally f € L(!1X; ®---®!X,,,Y) we want now to define an n-ary promotion f' € £(!X; ®
e ®1X,, 1Y),

For this we define 10 € £(1,!1) and p% y € L(IX ®!Y,!(X ®Y)). The first of these morphisms is defined
as the following composition of morphisms in £

m° dig+ I(m%)~!

1 IT nT 1

The second morphism is defined as the following composition in £

X @Y (X ®Y)

2
lmx,y

(X &Y)

, T!(derx ® dery)
I(m y~t
NX &Y) — S 11X ® 1Y)

digx gy
_—

It results straightforwardly from the definition that ,u?x’y is natural in X and Y. These two morphisms
equip the functor ! with a lax! symmetric monoidal structure, from the monoidal category (£, 1, ®) to itself.
This means that the following diagrams commute

O@1x 1X @ ud
1®1X — Nelx 1X®1 L ixen
l#?,x l“gﬂl
| |
. (1® X) s (X®1)
l!)\x l’ﬂx
X 1X
#%{,Y ®1Z #%{@Y,Z
(X ®!Y)®!Z (X0Y)®!Z (X®Y)® 2Z)
azx,zy,!zi l!ax,y,z
!X®N§az Mi,y@z
X @ (1Y ©12) X @ (Y ® Z) (X @ (Y ®Z2))

1. “lax” means that the associated natural transformations are not isos in general.
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2
Hx vy

X ®1Y (X ®Y)

U!X,!Yl ) lIUY,X
My,

Y 01X —2 (Y ® X)

Exercice 4.5.5 Prove that the three diagrams above commute.

If we consider the isomorphisms « as identities (that is, if we identify the objects (X ® V) ® Z and X ®
(Y ® Z)), then it makes sense to write an n-ary tensor as X1 ®- - -® X,,, without parentheses. This is of course
an abuse of notation which can be suitably corrected by inserting parentheses and explicit isomorphisms.
The property above of p? means precisely that, independently of these choices of representations of n-ary
tensors, we can canonical morphism

preLIX @ @1X (X1 @ ® X,))

by combining freely occurrences of ,u?, the order in which we use them does not matter thanks to the
coherence diagrams commutations satisfied by the monoidality isomorphisms associated with ® (we can
actually even insert 1’s and permute factors).

Thanks to these morphisms, we can generalize promotion as follows.

FAUX, A CORRIGER! Let f € L(IX; ® --- ® 1X,,,Y), we have (fu”)I e L(IX1® - ®1X,,1Y). We
simply denote this morphism again as f' (the only case where this choice can introduce an ambiguity is
n = 1, and in that case, both notions coincide). Observe that this definition also makes sense when n = 0,
in which case we have f € £(1,Y) and f' € £(1,!Y).

Let fe L(1X; ®---®!X,,Y). The two following diagrams commute.

!Xl@"'@!Xni»!Y !X1®...®[Xni,!y
\ ldew \ ldigy
f N
y (f) ny

Exercice 4.5.6 Prove these commutations.

Exercice 4.5.7 Let g € L(! X1 ®---®!X,®!Y,Z) and f € L(!1Xp41®---®!X,,Y). Prove that the following
diagram commutes

IX1®- - ®!X, ® f
X ® - ® X, Loixieeix, 0w

:
(g(!X1®m 17

We define now morphisms corresponding to the structural rules of Linear Logic, weakening and contrac-
tion. Let X be an object of £. We define wfx € L(!1X,1) as the following composition of morphisms in
L:

ltx G

X —IT

1

where tx is the unique element of L£(X,T) (since T is the terminal object of £). Similarly, we define
cfx € L(1X,!X ®!X) as the following composition of morphisms
2 -1

Kpry, pra) ' (mx,x)
R |

(X & X)

X !X
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Then one proves easily (exercise) that (!X, wfx,cfx) is a symmetric comonoid in the SMC (£, 1, ®) meaning
that the following diagrams commute. The first two commutations mean that wf x is the “neutral element”
of this comonoid.

x X xeix x Xxeix
lwfx ®1X l!X@wa
L\ 1@1X X el
l,\x lpx
LY X

The next diagram expresses the associativity of the comultiplication cf x.

c c !
X PBix ey TN 1x e 1x)e1x
IXl QIxX XX
| 1X ® (cfx) i
IX ©1X X ® (1X @ !X)

The last diagram expresses commutativity of comultiplication.

X 51X 91X

OIX,1X
cf x

X®!lX

Exercice 4.5.8 Prove these commutations. Given f € L(1X; ® --- ® 1X,,,Y), prove that the following
diagrams commute, where ¢ and v are isos that you will give explicitly.

!X1®~--®!XnL!Y

fol®"'®Wanl lwfy
1991 ——s1
X, ®- 01X, ' Y
Cfx1®-“®Canl lcfy

»

4.5.7 CATEGORIE DE KLEISLI. Il est alors possible de définir une catégorie cartésienne fermée. C’est la
catégorie de Kleisli associée & la comonade ! que I’on note £, (la construction de cette catégorie n’utilise que
le fait que ! est une comonade). Les objets de £, sont ceux de £, et on a £i(X,Y) = L(!X,Y). L’identité
est derx € £,(X, X). Etant donnés f € Li(X,Y) et g € £,(Y, Z), la composition est donnée par

gof=g(f) digy =gf".

Exercice 4.5.9 Vérifier que £, est bien une catégorie : associativité de la composition, neutralité de derx
pour la composition.

Le reste de la structure permet d’obtenir le résultat suivant.
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Proposition 4.5.1 La catégorie L, est cartésienne fermeée.

Démonstration. L’objet terminal est T et le produit cartésien de X; et Xo est (X1 & Xo, pry deryx, & x,), Pra der!(Xl&XQ)).
En effet, si on se donne f; € £,(Z,X;) on a (f1, fa) € Li1(Z, X1 & X5) et on peut vérifier que les équations
voulues sont satisfaites.

L’objet des morphismes de X vers Y est (!X —o Y, Ev) ou Ev est défini comme la composition suivante

(X —o¥) & X) Ty vy e ix S 1y vy g ix
ev
Y
Soit f € Li(Z & X,Y), alors f m227X € L(IZ®!X,Y) et donc
Cur(f) =cur (f m%x) € Li(Z,!X —Y).
On laisse au lecteur le soin de vérifier que les équations voulues sont satisfaites. o

4.5.8 CATEGORIES DES COALGEBRES. Une !-colagébre est un couple P = (P,hp) ou P est un objet de
L et hp € L(P,!P) vérifie les commutations suivantes

h
24”,

N

Etant donnés deux coalgébres P et (), un morphisme de P vers () est un morphisme f € L(P,hg) tel
que le diagramme suivant commute

:

-—

derp hp ldigp

s
&
=

f

—_—

>
Q

— 1O

1y

—_— .

id
hpl
P

IS

Exercice 4.5.10 Vérifier qu’on a ainsi défini une catégorie ('identité et la composition sont celles de L).

This category is denoted as £ and is called the Eilenberg-Moore category of ! (or, simply, the category
of coalgebras of !).

L’objet 1 de £ a une structure de coalgébre canonique qui est donnée par u° € £(1,!1), see Section 4.5.6.
On notera encore 1 cette !-coalgébre.

Exercice 4.5.11 Vérifier qu’il s’agit bien d’une structure de colagébre. Pour le second diagramme, il vaut
mieux commencer en calculant la composée 'hy hy.

4.5.9 COPRODUCTS AND PRODUCTS OF COALGEBRAS. Soit (P;);c; une famille dénombrable de cola-
gebres. Sur X = @, ; P, on définit une structure de colagebre en définissant un morphisme h € L£(X,!X).
Pour chaque i € I, on observe d’abord que lin; hp, € L(P;,!X) et donc on pose h = [lin; hp,|;cr. Autrement

dit, h est 'unique morphisme de £(X,!X) tel que hin; = lin; hp, pour tout ¢ € I.
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Let us check that we have defined a coalgebra. We have
derX h = [derX 'Inl hpi]iej
= [in; derp,, hp lier
= [inilier = ldx
and 'hh = 'h'lnl hPi]iEI

[

[(hini) hp,Jier
['(Nin; hp,) hp,licr
[

[

”Inz 'hp1 hPi}iGI

in; dig,hPi hp,Jicr
= [dIgX '|nZ hpi]iel
digy h

We use P, ; P to denote this coalgebra.
Let P and @ be coalgebras. We endow X = P ® @ with a structure of caolgebra which is defined as the
following composition of morphisms in £, that we denote as hpgg :

hp®hQ

“22,@
P®Q PR!1Q —S(PRQ)

Given any object X of £, we can define an object E(X) of £' as follows : E(X) = (!X, digy ). This is the
free !-coalgebra generated by X. This operation can be extended into a functor : given f € £(X,Y) then it
results from the naturality of dig that E(f) = !f € £'(E(X), E(Y)).

Exercice 4.5.12 Let X and Y be objects of L. Prove that the coalgebras E(X & Y) and E(X) ® E(Y) are
isomorphic in the category L.

Exercice 4.5.13 Given objects X and Y of £, prove that there is a (natural) bijective correspondence
between £1(X,Y) and £'(E(X),E(Y)). In other words £, can be considered as the category of free coalgebras
(this is its intended meaning).

Lemme 4.5.2 Let R and R’ be coalgebras. Let f € E!(R, R’) be such that f is an iso in L. Then f is an
iso in L'
Exercice 4.5.14 Prove this lemma.

So to prove that a morphism of coalgebras is an iso of coalgebras, it suffices to prove that it is an iso in L.

Proposition 4.5.3 Let (P;);cr be a countable family of coalgebras and Q be a coalgebra. Then the coalgebras
(Pic; Pi) @ Q and P, ;(P; ® Q) are isomorphic (naturally) in c.

Démonstration. To define a (natural) morphism f € ‘C!(@iel(Pi ®Q), (B;c; Pi) ® Q), it suffices to define
fi € E!(PZ-(X)Q, (EBJEI P;)®Q) for each i € I. We set f; = in; ® Q. To prove that f is an iso in L' it suffices to
prove that it has an inverse in £ by Lemma 4.5.2. So we define a morphism g € L((P,c; P;) ® Q,Y) where
Y =@, (P®Q). For this, by monoidal closeness, it suffices to define a morphism g’ € L(,; P;,Q — Y).
By the universal property of the coproduct, it suffices to define, for each i € I, amorphism g; € £(P;,Q — Y),

that is, by monoidal closeness again, a morphism f; € L (P; ® Q,Y), we take of course f; = in; (the i-th
injection into the coproduct @, ;(P; ® Q)). O

Exercice 4.5.15 Complete the proof by showing that g is the (left and right) inverse of f.
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4.5.10 STRUCTURAL STRUCTURE OF COALGEBRAS Let P be a coalgebra. We can endow P with a struc-
ture of commutative ®-comonoid in £'. This means that we can define a morphism wp € E!(P, 1) and a
morphism cp € £'(P, P® P). These morphisms are defined as the following composition of morphisms in £ :

hp derp ® derp
P—1P

PP PoP

where the morphisms wfip and cf p are those defined in Section 4.5.6.

Exercice 4.5.16 Prove that wp and cp are morphisms of £', and that the following diagrams commute,
meaning that (P,wp,cp) is a commutative ®-comonoid, meaning that the following diagrams commute :

Eige@z P pep
iw PRwp
1@3 P®l
P P
[ A [om
P P
P
P pop-—ToC  (PoP) oP P Pap
l poe Jo X l"
PoP - P®(P®P) PoP

Proposition 4.5.4 Let f € E!(P,Q) be a coalgebra morphism. Then f is a morphism from the comonoid
associated with P to the comonoid associated with Q.

This means that the following two diagrams commute :

f P !
@ L

P Q
-

I

Exercice 4.5.17 Prove the two commutations above.

Exercice 4.5.18 Prove that, for any object X of £, one has wg(x) = wfix and cg(x) = cfix.

Exercice 4.5.19 Prove that P ® @ is the cartesian product of P and @ in the category c (warning : the
proof of this statement is rather painful). Prove also that 1 (equiped with h; defined above) is the terminal
object of £', which is therefore a cartesian category.

Given an object P of £ and an object X of L, we define now the generalized promotion of a morphism
f € L(P,X) :it is the morphism f' =!fhp € L(P,!X).

Exercice 4.5.20 Prove that f' € £'(P,E(X)) and that the operation f — f'is a bijection £(P, X) —
L'(P,E(X)) (define its inverse).
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Let U : £ — £ be the forgetful functor defined on objects by U(P) = P and U(f) = f. We have seen
essentially that the functor E is right adjoint to the functor U. Observe that the functor ! is U o E : this a
general phenomenon that any comonad can be described by means of an adjunction (actually by means of
many adjunctions : such a decomposition of ! is called a factorization). Some people prefer to present models
of LL as such adjunctions. The “linear/non linear” presentation of LL categorical semantics is a typical
example of this. We prefer the comonadic presentation because it is agnostic on this choice of factorization
which reflects a particular veiwpoint on LL.

4.5.11 SUBOBJECTS AND EMBEDDING RETRACTION PAIRS Remember that a partially ordered set I' is
directed if ' # 0 and V1,72 € T3y €T v <y and 72 <.

Exercice 4.5.21 Prove that a partially ordered set is directed iff for any n € N and any family ~1,...,7,
of elements of T, there is an element ~ of I" such that v; <~ fori=1,...,n.

Given a class M equiped with a partial order C, a directed family of elements of M is an indexed family
(X4)~er where T is a directed set, X, € M for each y € ' and v < ' = X, C X,.

We describe now the categorical structure required for an LL categorical model £ to allow the interpre-
tation of recursive types.

We assume to be given an order relation T on the class of objects of £ ; we denote as L the corresponding
partially ordered class. This class is also considered as a category with £ (X,Y) = {*x,y} (a singleton set
whose unique elements is denoted as *xy) if X C Y and L (X,Y’) = 0 otherwise, identities and composition
defined in the obvious way. We also make the following assumptions :

— 0 (the initial object of £) is also the initial object of L£r, that is, its least element for the partial order

C.

— Any countable directed family (X, ) er of Lc has a least upper bound denoted as Uwer X,.

We say that the partially ordered class Lc is directed-cocomplete or is a complete partially ordered class
(cpoc).

To make the connection between the partially ordered class L and the category L, we assume to be
given a functor Z : L — L°® x L such that Z(X) = (X, X) for each object X of £. Given objects X
and Y such that X C Y we use the notations iy, € £(Y,X) and it , € £(X,Y) for the first and second
component of the pair of morphisms Z(xx vy ). 7 7

So we know that

iy = ldx
ixx = Idx
XCYCZ= i;r(’Z = i;r,’Zi}’Y
XCYLZ=ix,,=ixyiyy
We assume moreover that

XCV =iyyiky =ldx

This latter property reflects the intuition that X is a subobject of Y, that i}’y is an embedding morphism
of X into Y and that iy - is a kind of retraction of Y onto X.

We assume moreover that 7 preserves the “directed colimits” that we have assumed to exist in Lc.
This means that the following property holds. Let (X,),cr be a countable directed family of Lc. For each
v € T, assume that we are given a morphism f, € £(X,,Y) such that, for each v,§ € T, if v < ¢ then
fs i}w,Xs = fy (such a family (f,),er is called a cocone to Y based on (X,)yecr). Then there is exactly one
f € L(U,er Xy, Y) such that

-+ _
VyeTl fIX77U55FX5 = fy.
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Observe that, conversely, if we are given g € L(],cp X4,Y), then we can define g, = giy for

’Y’UéEF Xs
each v € I'. Then, assuming that v <+, we have

i+ = F
9vx,x, = 9vp'xy
_ .— .— .+
=9'xp'xy'xy

So our assumption means that there is a bijection between £(| |
based on (X)yer-

ver X Y’) and the sets on all cocones to Y

Exercice 4.5.22 Let I'; be directed partially ordered sets for i = 1,2. Prove that I'y x I's, equipped with
the product order, is directed. Let (X; -,),,er; be directed families of £ for ¢ = 1,2. Prove that (X, %
X2.75) (y1,72)€D, xT; 18 directed in CZE and that

|_| (X130 X Xoyp) = |_| Xo |_| X))

(71,72)€l1 Xy y1€l vy2€l2

We assume next that all the operations of linear logic are Scott-continuous in the following sense. The
next exercise is a useful preliminary observation.

Exercice 4.5.23 Let I'; be directed partially ordered sets for i = 1,2. Prove that I'y x I's, equipped with
the product order, is directed. Let (X, -,),,er; be directed families of £¢ for ¢ = 1,2. Prove that (X, ,, x
X2.45) (71 72)eTy x5 18 directed in CQE and that

|_| (X1 X Xoy,) = |_| X |_| X))

(v1,72)€ET1XT2 meEry v2€T2
We make the following additional hypotheses on L.
P o+ _ it o — _

— IfX; CY;fori=1,2then X1 ® Xo C Y] ®Y5, N ex,viey, = v @1, and X, 0Xa Vi0Ys =

P eRY ® X5,V

Moreover, given directed families (X -, ), er; of Lc for i = 1,2, one has

|_| Xy ® Xy, = |_| Xy ® |_| Xy
(71,72)€T1 X2 1€l Y26l

. .+ _ .+ .+ [ _
— If X, CY;fori=1,2then X;®Xo C Y, ®Ys, Xex. ey, = x v Dix,y, and X, 0Xs iy, —

X1,y ® 'X5,Ys
Moreover, given directed families (X +,)+,er, of Lc for i = 1,2, one has

|_| X’Yl@X’m: |_| X’Yl@ |_| X"/z

(v1,72)€T1 X2 y1€ v2€l

— If X CY then X+ C Y (warning : linear negation is covariant), it XJ- yi = (i)_(’y)l and iy, . =
(i} Y)L Moreover, given a directed family (X.,)er, we have | (X, ) = (L er XW)

— If X T Y then !X C Y, |,X e ( }Y) and iy, = ixy)- Moreover, given a directed family

(X5)yer, we have | |(1X,) = (I_l'yEFX ).
It follows If X; C Y; for i = 1,2 then X; — X5 C Y] —o Y5, i}l_OXZ’,Yl_OY’z = i?_(17Y1 —o i}z,YQ and

.— _ -+ .—
Xi—oXa Yi—oYs T X1y O IXe vee
Moreover, given directed families (X ~, )~ er; of L¢ for i = 1,2, one has

|_| (Xy — Xy,) = |_| Xy, —o |_| Xqs

(71,72)€T1 xT2 y1€l1 v2€l1
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We need to extend this notion of embedding-retraction pair to !-coalgebras because we want to define
fix-points of positive types. Let £!; be the partially ordered class whose elements are those of £' and where
PCQif PCEQ (in L of course) and igg € £!(P7 Q). In this definition, it is important not to require EQ

to be a coalgebra morphism. We still use U for the obvious forgetful functor £'c — £r. Observe that ® and
@ define functors (£'c)? — £'c and that | defines a functor Lo — £'c.

Let (Py)~yer be a directed family in £!E. Let X = |_|7€F P,. We want to equip X with a structure of

I-coalgebra, so we need to define a morphism h € £(X,!X). For this, it suffices to define, for each v € T', a
morphism h(y) € L(P,,!X) in such a way that

v<A = MY)ib p, = h(). (4.1)

Ty

For v € T, we set h(y) = !i;SWX hp,. Condition (4.1) holds thanks to to the fact that if P C @ in ,C!E
then iE,Q is a coalgebra morphism. We know that there is exactly one morphism h € £(X,!X) such that
7+ N+
Yy el h'&,x = !(IPA“) hp, .

To prove that d;rx h = Idx, it suffices to prove that Vy € I' derx hig’x = iE,X' We have Vy €

S i+ — i — it
I derx hI&7X =derx !(I&’X)hp,y =ip, x derp, hp, = P x

Exercice 4.5.24 Prove similarly that digx h = lh h.

So (X, h) is a !-coalgebra, that we denote as | |, . P,. Therefore L't is a cpoc, with least element 0.

Given cpoc’s M and M’, a functional (this means “function”, but acting on a class rather than on a set)
is continuous if its is monotone and commute with countable directed lubs.

Proposition 4.5.5 ® and @ are continuous functionals from ([I!E)Z to L!E. “”4s a continuous functional
| : Lo — L'c. The functional — : (Lc)? — L is continuous.

Exercice 4.5.25 Prove this proposition.

Théoréme 4.5.6 Let @ : (ﬁ!g)”+1 — E!E be a continuous functional. There is a continuous functional
Fix(®) : (LIE)LA L'c which is equal to the functional U : (L'c)" — L'c defined by U(Py,...,P,) =
(P, ..., Py, Fix(®)(Pr,...,Pp)).

Démonstration. Let P = (Py,...,P,) be a tuple of objects of £'. Consider the funciolan D5 EI; — E!;
defined by ®5(P) = <I>(13, P). Consider the set of natural numbers equipped with the usual order relation
as a directed set. We define a directed family (P;);ey in £'c as follows. First, we set P; = <I>§3(0). Since P

is monotone, we have P; C P;;, for all i € N. We set Fix(®)(P) = ||,cyy Pi- Then the announced equality of
objects holds by continuity of ®. O

Exercice 4.5.26 Complete the proof above by showing that the functional Fix(®) is monotone and conti-
nuous.

4.5.12 FIXPOINTS. Let X be an object of £. We want to define a morphism fix € £;(X — X,X) =
L(1(!X — X)), X) which will be used for interpreting the fixpoint operator of PCF. This means that, given
feLi(Y,X — X), the following diagram should commute in £, :

f

Y XX
o) |-
X>X)&X — o x
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For this purpose, we define an operator
V:L(X - X, X) - Li(X = X, X)

as follows : given F' € L(X — X, X) we define Y(F) € £L(X — X,X) as the following composition in £
(not in L, take care!) :

(id, F)
X=X

(X5 X)&X 2 x

In £ now, this morphism ) can be written equivalently as the following composition of morphisms

CIX—oX '('X s X) ® '('X R X) derx ox ® F°

11X —o X) (IX - X)®!X 3 X

Then fix will be chosen as a morphism such that J (fix) = fix, if available (often, there is an order relation
around and fix can be defined as least fixpoint). Indeed, if this equation hold, we have

fixo f = Y(fix) o f
= Ev o (Id, fix) o f
=Evo (f fixo f)

which is exactly the expected commutation.

The trick is to define fix as a fixpoint of a higher type operator : this garantees that fix is a morphism in
the category L.

This ends the presentation of the categorical material needed to interpret the CBPV language of Chap-
ter 3.

4.6 Semantics of CBPV in a model of LL

We explain now how types and programs of the programming language presented in Chapter 3 can be
interpreted in any model of LL.

4.6.1 INTERPRETING TYPES. First, we interpret types. With any positive type ¢ and any list f =

(1,...,Ck) of type variables containing all the free variables of ¢, we associate a continuous functional
1k

[gp]'g L — E!E. Simultaneously, with any general type o and any list 5 = (¢1,.-.,Ck) of type variables

. . . k
containing all the free variables of o, we associate a continuous functional [o] & E!E — Lc.
We set

GILAP) = P,

[o]=(P) = !([o]e(P))
[p1 ® @2](P) = [p1]-(P) ® ] «( P)
(018 2] AP) = [p1]L(P) @ [a].(P)

- k
Let ¢ be a positive type and ¢ not occurring in ¢, then [¢]'. is a continuous functional LIE x L't — L'c. So

s

<
by Theorem 4.5.6 we have a continuous functional Fix([p]% ) : E!E — L' and we set [Fix(~g0]!E = m([go]'fc)
We define now the interpretation of general types : ’




Lemme 4.6.1 With the notations above, [Fix¢ - gp}'z = [p[Fix¢ - gp/d]%

Démonstration. One applies Theorem 4.5.6, showing that if ¢ and 1 are positive types and f is repetition-
free and contains all the free variables of ¢, and if ¢ is not in ¢ and is such that (,( contains all the free

—

variables of ¢, then one has [p [¢/¢]]'(P) = [cp]%g(ﬁ, WJ]E(P)) This is obtained by a simple induction on ¢.
' O

If ¢ is closed, then [¢]' is an object of £' and if o is closed then [o] is an object of £. Notice that [¢] = [¢]".

! ! !

Let P = (21 : ¢1,...,%k : ¢k) be a typing context. Then we set [P]' = [¢1] ® -+ ® [pk]', which is an
object of c.

4.6.2 INTERPRETING TERMS. Given a term M and a typing context P such that there is a type o with
P E M : o, observe that there is only one such type o and that the typinge derivation of P - M : o is
uniquely determined : on says that typing is syntaz-driven.

If P+ M : o, we define [M]p € L([P], [0]). The definition is by induction on the typing derivation, that
is, by induction on M.

If M = x; then 0 = ¢; and [M]p is defined as the following composition of morphisms in £ :

(] @ @pia]@lpil @[pita] @ @ [pp] — 1@ @18 [p]01®--- 1

|

[pi]

where the first morphism is obtained by tensoring weakening morphisms wp, for j # i with the identity at
[¢;] and a the second one is a monoidal isomorphism. So [M]p is the i-th projection in the cartesian category
L' (whose cartesian product is ®). Observe that [M]p € £ ([P]', [¢i]").

We denote this projection prz®.

If M = N' with P+ N : 7 and ¢ = !7 then we know by inductive hypothesis that [N]p € L([P],[r])
and therefore [N ]7:! e L'([P),![7]) (we use the fact that [P] = [P]' and the generalized promotion operation

defined in Section 4.5.10). So we set [M]p = [N]p' € £'([P]", [I7]").
If M = (My, M) with P M; : ¢, for i = 1,2 and 0 = 1 ® g2, then we have [M;]p € L([P], [¢:]). Then
we define [M|]p as the following composition of morphisms :

Crpp [Mi]p ® [Ma]
] — [P]® [P] ——5 [p1] @ [p2]

So that [M]p € L([P],[0]). Observe that if [M;]p are !-coalgebra morphisms, that is, if [M;]p € £'([P]", [¢:]")
for i = 1,2, then that [M]p € L'([P]", [p1]' @ [p2]').

If M =in;N with P+ N : p; fori =1ori=2, and 0 = ¢p; ® @y then by inductive hypothesis we have
[M]p = in; [N]p € L([P], [p1]@[p2]). Observe that, if [N]p € L ([P]', [¢i]'), then [M]p € L ([P]}, [¢1]'®[w2]")-

If M = X\x¥ N with P,z : ¢+ N : 7 and 0 = ¢ —o 7 so that, we have [N]p .., € L([P] ® [¢],[7]) and we
set [M]p = cur ([N]p .y) € L([P], [¢] — []).

If M = (N)R with P+ N : ¢ — o and P - R : ¢ then we have [N]p € L([P],[¢] — [7]) and
[B}p € L([PL,[4]) then we set [Mp = ev ([Nlp & [Rlp) cipy € L(P. o))

If M = der(N) with P = N : lo then we have [N]p € L([P],![0]) and we set [M]p = der, [N]p €
L([P], [o])-

IfM=pr,Nwithi=1ori=2 PFN:p ®psand c = ¢; so that [N]p € L([P], 1] ® [¢2]) and
we set [M]p = prY [N]p (remember that pr{ is the i-th projection of the cartesian product ® of L', the
definition is recorded above).

If M = case(N,z1 - Ri,x2 - Ro) with P+ N : o1 & o and P,z; : p; = R; : 0 for i = 1,2, then we have
[N]p € L([P], [e1] ®[p2]) and [R;]p € L([P]®[pi], [o]) for i = 1, 2. By Proposition 4.5.3, we have a canonical
and natural iso

x € L([P] @ (lpa] @ [p2)), ([P @ [1]) @ (IP] © [p2])
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We set [M]p = [[Ri]p,[Ra]p] x(P ® [N]p) cp; (remember that [[Ri]p, [R2]p] is the “cotupling” of [Ri]p
and [Ra]p, see Section 4.5.9).

Last, if M = fixz'" N with P,z : lo = N : o then we have [N]p .., € L([P] ® ![o],[0]) so that
cur ([N]p z10) € L([P],![o] —o [o]) and hence

(cur ([N]p,2:10))" € L([P),!(![o] — [0]))

using that fact that [P] = [P]'. We set [M]p = fix (cur ([N]p z10)) -
This ends the definition of the interpretation of types and terms.
The first crucial observation is the following.

Proposition 4.6.2 If P+V : ¢ and V is a value, then [V]p € L'([P], [¢]').

The proof is by simple inspection of the definition of the interpretation of terms above, four first cases which
corresponds to the value constructors.

Proposition 4.6.3 (Substitution Lemma) If P,x: b M :0 and P+ V : @, then
M [V/allp = Mlp s (P ® [V]p) iy
Exercice 4.6.1 Prove this proposition, by induction on M. The proof uses in an essential way Proposi-

tion 4.6.2 which allow [V]p to commute with the structural rules and promotion boxes which appear in the
interpretation of M.

An easy consequence of this lemma, is the invariance of this interpretation under reduction.
Théoréme 4.6.4 If P+ M : 0 and M —,, M' the [M]p = [M']p.

Exercice 4.6.2 Prove the theorem, by induction on the derivation of the reduction M —, M’ in the
definition of weak reduction in Section 3.2.
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Chapitre 5

Un peu de théorie des domaines

Ce chapitre n’est pas essentiel pour la suite; il est surtout 14 pour la culture générale. Il présente des
notions plus générales que celles sur lesquelles nous concentrerons notre attention & partir de la section 5.3,
a laquelle on peut sauter directement. On trouvera plus de détails sur ce sujet dans | ]

5.1 Domaines de Scott

Si X est un ensemble partiellement ordonné (la relation d’ordre sera toujours notée <), un sous-ensemble
D de X est dit filtrant s’il est filtrant pour l'ordre de X restreint & D. Autrement dit : D est non vide, et
Ve,ye DdzeDax<zety<z.

Si une partie C' de X a un sup, ce sup sera toujours noté \/ C. Le sup de deux éléments z,y € X, s'il
existe, sera noté x V y.

Un cpo (ordre partiel complet) est un ordre partiel dans lequel toutes les parties filtrantes ont un sup.
Autrement dit, toute famille filtrante (z.),cr croissante d’éléments de X doit avoir un sup v'yGG zy € X.

Un élément g d’un cpo X est dit isolé (on dit souvent compact mais ce n’est pas une trés bonne
terminologie) si, pour toute partie filtrante D de X, on a

xog\/Déﬂxerogx

(la réciproque étant toujours vraie). L’intuition est qu’un élément isolé est «finiy. Par exemple, si X = P(N),
ordonné par l'inclusion, les isolés de D sont les parties finies de N.

Lemme 5.1.1 Soit X un cpo et B C X un ensemble fini d’éléments isolés de X. Si B a un sup, alors \/ B
est isolé.

Démonstration. Soient x1,..., 2, les éléments de B. Soit D C X une partie filtrante telle que \/ B < \/ D,

c’est-a-dire que pour tout i € {1,...,n}, z; <\/ D. Comme z; est isolé et D est filtrant, il existe y; € D tel

que x; < y;. Comme D est filtrant, il existe y € D tel que y; <y pour tout . On a \/ B < y. O
Un domaine de Scott est un cpo X tel que

1. toute partie bornée de X a un sup (en particulier la partie vide a un sup, donc X a un élément
minimal, qu’on note 1);

2. I’ensemble des éléments isolés de X est dénombrable ;
3. tout élément de x est le sup de ensemble de ses minorants isolés (on dit que X est algébrique).

La condition correspondant & la conjonction des deux derniéres conditions est souvent appelée w-algébricité.
Observer que, par la condition (1), et par le lemme 5.1.1, Pensemble des minorants isolés d’un élément est
filtrant.
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Lemme 5.1.2 Soit X un domaine de Scott et soient x,y € X. On a x < y si et seulement si, pour tout
élément isolé xo de X, si zg < x, alors xg < y.

Exercice 5.1.1 Prouver ce lemme.

Exercice 5.1.2 Soit X ’ensemble des fonctions partielles de N vers N, ordonnées par I'inclusion des graphes
(autrement dit, f < g si le domaine de f est contenu dans celui de g et f et g coincident sur le domaine de
f). Montrer que X est un domaine de Scott.

Soient X et Y deux ensembles partiellement ordonnés. Soit f : X — Y une fonction croissante. Si D C X
est filtrant dans X, alors f(X) est filtrant dans Y. Supposons que X et Y sont des cpo. Alors f : X — Y
est continue si

— f est croissante (et donc 'image par f de toute partie filtrante de X est filtrante dans Y))

— et pour tout D C X filtrant, on a f(\/ D) =\ f(D).

Observer que, dés que f est croissante, on a \/ f(D) < f(\/ D). Donc, pour montrer qu’une fonction croissante
f est continue, il suffit de montrer que, pour toute partie filtrante D, on a f(\/ D) </ f(D).

L’exercice suivant est essentiel pour comprendre l'intuition derriére cette définition, dans le cas des
domaines de Scott : une fonction est continue si, pour obtenir une information finie sur le résultat, il suffit
d’une information finie sur I’argument.

Exercice 5.1.3 Soient X et Y des domaines de Scott et soit f: X — Y une fonction. Alors f est continue
si et seulement si
— f est croissante
— et, pour tout € X et tout élément isolé yo de Y, si yo < f(x), il existe un élément isolé g de X tel
que 79 < w et yo < f(wo).

Exercice 5.1.4 Soient X et Y des domaines de Scott et soit f : X — Y une fonction croissante. Montrer
que f est continue si et seulement si, pour toute suite croissante (z,,)nen d’éléments de X, on a f(\/,—,zn) =
Vol o f(zn). | Indication: utiliser le fait que X a un nombre au plus dénombrable d’élements isolés. |

Soit O le domaine de Scott @ = {L < T}. Soit X un domaine de Scott. On dit que U C X est un ouvert
de Scott si la «fonction caractéristique» de U, de X vers O, qui envoie x sur T si € U et sur L sinon, est
continue. Autrement dit, U C X est un ouvert de Scott si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

—sizeUetz<y,alorsyeU;

— pour toute partie filtrante D de X, si \/ D € U, alors U N D # ().

Exercice 5.1.5 Soit X un domaine de Scott. Montrer que les ouverts de Scott définissent une topologie sur
X, et que cette topologie est séparée au sens Tp : si x,y € X sont distincts, alors il existe un ouvert U tel
que z € U et y ¢ U, ou un ouvert U tel que y € U et = ¢ U. C’est la notion la plus faible de séparation on
topologie.

Exercice 5.1.6 Soient X et Y des domaines de Scott. Montrer qu’une fonction f : X — Y est continue (au

sens ci-dessus) si et seulement si f est continue au sens de la topologie de Scott qu’on vient de définir sur X
et sur Y.

5.2 La catégorie des domaines de Scott.

Soit Scott la catégorie dont les objets sont les domaines de Scott et les morphismes sont les fonctions
continues (il est clair que I'identité est continue et que la composée de deux fonctions continues et continue,
donc il s’agit bien d’une catégorie).

Proposition 5.2.1 La catégorie Scott est cartésienne.
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Démonstration. L’objet terminal est {L}. Le produit cartésien de deux domaines de Scott X7 et Xy est
Pensemble X; x X3, avec Pordre produit ((x1,z2) < (y1,y2) si 1 < y1 et z2 < yz). On notera aussi ce
produit X; & Xs. Les projections sont définies de fagon standard.

Exercice 5.2.1 Vérifier que X; & X3 est bien un domaine de Scott. Il faudra vérifier en particulier que
(z,y) est isolé si et seulement si z et y le sont.

La remarque suivante nous sera utile dans la suite.

Lemme 5.2.2 Soient X, Y et Z des domaines de Scott et soit f : X & Y — Z une fonction croissante.
Alors [ est continue si et seulement si, pour toutes D C X et E CY filtrantes, on a

f\/D,\/E)=\/f(DxE).

Démonstration. On suppose d’abord f continue est on prend D et E comme dans I’énoncé du lemme. Alors
D x E est une partie filtrante de X & Y, dont le sup est clairement (\/ D,\/ E). Donc on a bien ’égalité
voulue.

Pour la réciproque, soit F C X & Y une partie filtrante. Soit D = pry(F) et E = pry(F), ce sont des
parties filtrantes de X et Y respectivement. On a \/ F' = (\/ D, \/ E), car les projections sont continues. On
doit montrer que f(\/ F) <\ f(F). Or, par hypotheése,

TN E)Y=r\/ D\ E)=\/ /(D x E)

et il s’agit donc de vérifier que \/ f(D x E) < f(F). Pour cela, il suffit de montrer que tout élément de D x E
est majoré par un élément de F dans X & Y. Si (z,y) € D x E, on peut trouver 2’ € X et 3y € Y tels que
(z,y), (2',y) € F, et comme F est filtrant, on peut trouver (x”,y"”) € F tel que (z”,y") > (z,vy'), (2',y), et
donc (2”,y") > (x,y). O

Exercice 5.2.2 Déduire de ce lemme qu’une fonction f: X & Y — Z est continue si et seulement si elle
est séparément continue (i.e. pour chaque x € X, la fonction y — f(x,y) et continue, et pour tout y € Y, la
fonction = — f(x,y) est continue). Cette propriété est-elle vraie des fonctions R x R — R?

Exercice 5.2.3 Soient X et Y deux domaines de Scott et f, g : X — Y deux fonctions continues. L’ensemble
Z ={x € X | f(z) = g(x)}, muni de la relation d’ordre induite par celle de X, est-il un domaine de Scott ?

Théoréme 5.2.3 La catégorie Scott est cartésienne fermeée.

Démonstration. Soient X et Y des domaines de Scott. Soit X = Y D’ensemble des fonctions continues de X
vers Y, muni de la relation d’ordre dite ordre extensionnel :

f<g si VeeX f(z) <gla).

On va vérifier que X = Y, avec cette relation d’ordre, est un domaine de Scott.

Soit D C X =Y un ensemble filtrant. Pour tout z € X, ensemble {f(x) | f € D} C Y est filtrant. Soit
h: X —Y deéfinie par h(z) =\ ;cp f(z). Alors h est croissante (le vérifier). Soit D une partie filtrante de
X. On doit montrer que h(\/ D) <\/,.p h(z).

Comme chaque f € D est continue, on a

VD) =\ V).
feDzeD

Il suffit donc de voir que, pour tout f € D,ona \/, .p f(z) <V, cph(z), ce qui est clair car Vo € X f(z) <

h(z). Par suite, h est continue. D’autre part, soit g € X = Y tel que g > f pour tout f € D. Soit € X. On

a g(x) > f(x) pour tout f € D, et donc g(x) > h(x). Donc g > h. Par suite h est le sup de D dans X = Y.
Donc X = Y est un cpo.
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Exercice 5.2.4 Montrer que X = Y est borné-complet (toute partie bornée a un sup) et que le sup d’une
partie bornée B de X = Y est donné par

(V/B)@)=\/ f(z).

feB

Le raisonnement est similaire & celui qu’on vient de faire.

Soient xg € X et yg € Y isolés. Soit [zg, yo| la fonction de seuil [xg,yo] : X — Y définie par

Yo Six>xg
[20, yo](z) = .
1  sinon.

Comme zg est isolé, cette fonction est continue. Soit f € X =Y. On a

[z0, 0] < f < yo < f(wo) -

Soit D C X = Y un ensemble filtrant, et supposons que [zg, yo] < \/ D. Cela signifie que

Yo < \/ f(zo)

feD

et donc, comme yo est isolé, il existe f € D tel que yo < f(xo), c’est-a-dire [xg,yo] < f. Donc les fonctions
de seuil sont isolées dans X = Y.
SifeX=1Y,soit s(f) ensemble des fonctions de seuil majorées par f, autrement dit

s(f) = {[wo,v0] | w0 €1(X), yo €i(Y) et yo < f(z0)},

ol i(X) est I'ensemble des éléments isolés de X.

On montre que f = \/s(f) (ce sup existe, puisque X = Y est borné-complet). Il suffit de montrer que
[ < Vs(f), Vautre inégalité étant évidente. Soit « € X, on montre que f(z) <V o4 fo(x). Soit y1 un
élément isolé de Y'; par le lemme 5.1.2, il suffit de montrer que, si y; < f(z), alors y; < VfOEs(f) fo(z). On
suppose donc que y; < f(x). Comme f est continue, il existe x1, isolé dans X, tel que x; < z et y1 < f(x1).
Donc f1 = [z1,y1] € s(f) et comme f(x) = y1, on en déduit que y; < VfOEs(f) fo(x).

Soit alors f € X = Y et soit B ’ensemble des minorants de f qui sont isolés dans X = Y. On a bien
stir \/ B < f. Mais s(f) C B (toute fonction de seuil est isolée) et on vient de voir que \/ s(f) = f, donc
VB = f. On a ainsi montré que X = Y est algébrique. Pour conclure que c’est un domaine de Scott, il
suffit de montrer qu’il n’a qu’un nombre dénombrable d’éléments isolés.

Soit donc fy € X = Y isolé. Pour toute partie finie B de s(f), \/ B est un élément isolé de X = Y qui
est majoré par fy. De plus, si B, B’ € Pgn(s(f)), ona BC B = \/B <\/B. Donc I'ensemble

D ={\/B| B € Pen(s(f0))}

est une partie filtrante de X = Y, bornée par fj et contenant s(f), ces deux derniéres propriétés impliquant
que fo =\/D. Donc comme f; est isolé, il existe une partie finie B de s(fy) telle que fo =\ B.

On a ainsi montré que tout élément isolé de X = Y est le sup d’une famille finie de fonctions de
seuil. Or, comme X et Y sont w-algébriques, ’ensemble des fonctions de seuil est au plus dénombrable, et
par conséquent, I’ensemble des fonctions isolées est au plus dénombrable (I’ensemble des parties finies d’un
ensemble dénombrable est dénombrable).

Soit Ev: (X =Y) & X — Y définie par Ev(f,z) = f(z). Cette fonction est clairement croissante. Pour
montrer qu’elle est continue, on applique le lemme 5.2.2. Soient D C X = Y et D C X filtrantes. On a

VoD =\ r\/D

feD

V V 1@

feD zeD

= \/Ev(DxD)
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et on conclut.

Soient X, Y et Z des domaines de Scott et soit f : Z & X — Y une fonction continue. Pour chaque
z € Z, la fonction f, : X — Y définie par f,(x) = f(z,z) est continue, et on définit Cur(f): Z - (X =Y)
par Cur(f)(z) = f-.

Exercice 5.2.5 Vérifier que Cur(f) est continue. Vérifier que les trois équations de cloture cartésienne sont
satisfaites.

On a ainsi prouvé que Scott est une catégorie cartésienne fermée. O

5.3 Treillis complets premier-algébriques

On va travailler avec des domaines de Scott trés particuliers, qui sont les treillis complets premier-
algébriques. Ils ont d’excellentes propriétés de symétrie (un peu comme les espaces de cohérence), que les
domaines de Scott généraux ne possédent pas.

Un treillis complet est un ensemble partiellement ordonné dont tout sous-ensemble a un sup. Soit £ un
treillis complet. Si A C E, on note \/ A le sup de A dans E. On note L g le plus petit élément de E (qui
existe, c’est \/ 0) et Tg le plus grand, qui est \/ E.

Un élément p de E est premier si, pour tout A C E, si p < \/ A, alors il existe z € A tel que p < z. On
dit que E est premier-algébrigue si tout élément de F est le sup de ses minorants premiers. On dénote par
Pr E ensemble des éléménts premiers de E, considéré comme ordre partiel (avec la restriction de ’ordre de

5.3.1 REPRESENTATION DES TREILLIS COMPLETS PREMIER-ALGEBRIQUES. Soit S = (|S],<g) un en-
semble préordonné (|S] est la trame de S et <g est une relation binaire, transitive et réflexive sur |S|). La
relation sur |S| définie par a ~g b si a <g b et b <g a est alors une relation d’équivalence, sur les classes
d’équivalence de laquelle <g induit une relation d’ordre.

On note Z(S) 'ensemble des segments initiauz de |S|, c’est-a-dire, des sous-ensembles u de |S] tels que
Va € u, Vb € |S| b < a=be u Noter que si a € u € Z(5) et si b ~g a (~g étant la relation d’équivalence
définie ci-dessus), alors b € wu : les éléments de Z(S) sont clos pour la relation d’équivalence associée au
préordre de S.

Muni de linclusion comme relation d’ordre, Z(.S) est un treillis complet : une réunion quelconque d’élé-
ments de Z(S) est un élément de Z(S). Si v C |S], on note | u le plus petit élément de Z(.S) contenant u, on
a donc

lu={be|S||Facub<a}.

Sia €S|, on note L a = | {a}.

Lemme 5.3.1 (Z(S), Q) est un treillis complet premier-algébrique dont les éléments premiers sont les | a,
pour a € |S|.

Exercice 5.3.1 Prouver ce lemme.

Proposition 5.3.2 Soit E un treillis complet premier-algébrique. La fonction ¢ qui envoie x € E sur
{p € PrE | p < x} est un isomorphisme entre E et Z(Pr E).

Démonstration. 11 suffit de montrer que ¢ est une bijection croissante dont la récipoque est aussi croissante.
La fonction ¢ est croissante car si p < x < y, alors p < y et donc ¢(x) C ¢(y).

Soit ¢ : Z(Pr E) — E définie par ¢¥(u) = Vu. Si z € E, alors ¢¥(p(z)) = V{p e PrE |p<z} ==z
car E est premier-algébrique. Soit v € Z(PrE). Sip € u, on a p < \/u = 9(u), donc p € p(¢(u)), et donc
u C p(1p(u)). Réciproquement, soit p € Pr E tel que p € o(1(u)), c’est-a-dire p < \/ u. Comme p est premier,
il existe g € u tel que p < ¢, et comme u € Z(Pr E) (u est un segment initial), on a p € u.
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Donc ) est 'inverse de ¢, ce qui montre que ¢ est une bijection, et comme 1) est clairement croissante,
¢ est un isomorphisme d’ordres partiels entre E et Z(Pr E). ]

Donc tout treillis complet premier-algébrique E est de la forme Z(.S), pour un préordre S. La proposition
ci-dessus montre qu’on peut prendre pour S un ordre partiel (’ordre induit sur les premiers de E). Mais la

construction des exponentielles qu’on va voir en section 6.4 montre qu’il est plus commode de considérer des
préordres quelconques.

Exercice 5.3.2 Décrire Z(.5) dans les cas suivants :
1. |S| = N avec l'ordre discret (n <g m si n =m)
2. |S| = N avec lordre usuel sur les entiers (n <g m si n < m)

3. |S| = N avec l'opposé de I'ordre usuel sur les entiers (n <g m si m < n.)

5.3.2 MORPHISMES LINEAIRES. Soient F et F' deux treillis complets. Une fonction f : £ — F est linéaire
si, pour toute partie A de F, on a f(\/ A) =/ f(A) (ou, comme d’habitude, f(A) est 'image directe de A
par f, c’est-a-dire 'ensemble {f(x) | x € A}). Il est clair que la composée de deux fonctions linéaires est
linéaire et que I'identité est une fonction linéaire, donc les treillis complets et les fonctions linéaires forment
une catégorie.

Remarquer que si f : E — F est linéaire, alors f(Lg) = Lp, mais par contre on n’a pas forcément
f(Tg) = Tp. Remarquer aussi que f est croissante, car si + < y dans F, on a y = z V y et donc

fly)=flzVvy) = flx)V f(y)

48



Chapitre 6

Modéle de Scott et modéle relationnel

Dans ce chapitre, on présente deux modéles fondamentaux de la logique linéaire : le modéle de Scott
et le modéle relationnel. On les décrit dans un cadre commun : la catégorie des ordres partiels PoLR. La
catégorie des ensembles et des relations est juste la sous-catégorie de PoLR formée des préordres “discrets”
(la relation de préordre est juste la diagonale). Si on n’est intéressé que par cette catégorie, on peut sauter
directement & a Section 6.6.

Un ensemble préordonné (ou préordre) est une structure S = (|S],<g) ot |S| est un ensemble (qu’il est
raisonnable de supposer au plus dénombrable, méme si ce n’est pas techniquement indispensable) et <g est
une relation binaire, réflexive et transitive sur |S|. On définit alors

Z(S)={uC|S||VacuVa €S| d <sa=d €u}.

Autrement dit, Z(S) est I’ensemble des sous-ensembles de |S| qui sont “clos vers le bas” pour la relation <g.
Ces sous-ensembles de |S| sont parfois appelés segments initiauz.
Siw C|S|, on définit

lu={a€|S||3d €ua<sa}

et on a bien sir | u € Z(S) (c’est le plus petit élément de Z(S) qui contient u). Si a € |S|, on écrire souvent
la aulieu de | {a}. Donc }a = {a’ €|S| | a’ <5 a}.

Muni de 'inclusion, Z(S) est un treillis complet, ce qui signifie simplement que si (u;);ecs est une famille
quelconque d’éléments de Z(S), on a |J;c; us € Z(S). En particulier, il y a un plus petit éléments qui est 0
et un plus grand élément qui est |S|.

Soient S et T des ensembles préordonnés. Une fonction f : Z(S) — Z(T) est linéaire si elle commute &
toutes les unions, autrement dit, pour toute famille (u;);c; déléments de Z(S), on a

FUJw) = ).

il iel
Une telle fonction est forcément croissante par rapport & C. En effet, si uy, us € Z(S) vérifient u; C usg, on a
up Uug = ug et done f(ug) = f(ug Uug) = f(u1)U f(ug) et donc f(u1) C f(ug). Observe also that f(0) = 0,
but of course it is not true that necessarily f(|S|) = |T|!

6.1 La catégorie PoL

C’est la catégorie dont les objets sont les ensembles préordonnés, et les morphismes sont les fonctions
linéaires entre treillis complets associés. Plus précisément, un objet de PoL est un ensemble préordonné S
et un morphisme f € PoL(S,T) est une fonction linéaire Z(S) — Z(T).

Si S et T sont des préordres, S°P désigne le préordre opposé (autrement dit [S°P| = |S|, a <gor a’ si
a' <g a) et S x T deésigne le préordre produit, avec |S x T'| = |S| x |T|, avec (a,b) <gxr (a/,') si a <g o
et b ST b
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6.1.1 TRACE LINEAIRE ASSOCIEE A UNE FONCTION LINEAIRE. Soient S et T des péordres et soit f €
PoL(S,T). On définit la trace linéaire de f

tr(f) = {(a,0) € [S| [T | b e f(la)}.

On vérifie que tr(f) € Z(S°P x T). Soit (a,b) € tr(f) et soit (a’,b’) € SxT tel que (a',b") <gorxr (a,b), c’est-
a-direa<ga et <rb. OnalaCla donc f(la)C f({a') et par suite b € f(] a’), donc (a’,b") € tr(f)
puisque f({ a’) est un segment initial.

On a en particulier tr(lds) = {(a,a’) € |S| x |S] | ' <g a}.

Let s C E x F and t C F' x GG be relations. Their composition ts C E x G is defined as

ts={(a,c) e ExG|3beF (a,b)€sand (bc) €t}.

Lemme 6.1.1 Soient f € PoL(S,T) et g € PoL(T,U). On a tr(g o f) = tr(g) tr(f).

Démonstration. Soit (a,c) € tr(g o f), c’est-a-dire ¢ € g(y) ot y = f({ a). Comme g est linéaire et comme
Y =Upe, +byonag(y) = Uy, 9(1 ), donc il existe b € y tel que ¢ € g(].b), c’est-a-dire (b, ) € tr(g). Comme
be f(la),ona (a,b) e€tr(f). Donc (a,c) € tr(g) tr(f). Réciproquement, soit (a,c) € tr(g) tr(f). Soit b € |T|
tel que (a,b) € tr(f) et (b,c) € tr(g). On a b € f(la), donc L b C f(la) et donc g(I b) C g(f({a)) par
croissance de g. Or ¢ € g(] b), ce qui montre que ¢ € g(f({ a)), c’est-a-dire ¢ € tr(g o f). O

6.1.2 FONCTION LINEAIRE ASSOCIEE A UNE RELATION. Soit ¢t € Z(S°P x T'). On définit la fonction

fun(t) : Z(S) — P(T)
u +— {b|Jacuabd)et}.

Soit b € fun(t)(x) et soit &’ € |T| tel que ' < b. Soit a € |S| tel que (a,b) € ¢. On a (a,V’) <gerxr (a,b),
donc (a,b’) € t. Par suite b’ € fun(t)(x), et donc fun(t) prend ses valeurs dans Z(T'). De plus, cette fonction
est linéaire, car si A C Z(S) et si b € |T], on a b € fun(t)(|JA) si et seulement ’il existe a € |J A tel que
(a,b) € t, ce qui est équivalent & dire qu'’il existe u € A tel que a € u et (a,b) € ¢, et cette derniére propriété
est équivalente & dire que b € [J{fun(t)(u) | u € A}.

6.1.3 UN ISOMORPHISME D’ORDRE. Donc fun(t) € PoL(S,T). On considére PoL(S,T) comme un en-
semble partiellement ordonné, par l’ordre ponctuel (dit parfois aussi ordre extensionnel) : f < g si Vu €

Z(S) f(u) € g(u).

Proposition 6.1.2 Les fonctions tr et fun sont inverses l'une de l'autre et définissent un isomorphisme
d’ordre entre PoL(S,T) et Z(S°? x T).

Démonstration. Soit f € PoL(S,T). On montre que fun(tr(f)) = f. Soit donc u € Z(S). Soit b € f(u).
Comme u = (J,, {a et comme f est linéaire, on a f(u) = (J,c, f({ a). Donc, il existe a € u tel que
be f(la),cest-a-dire (a,b) € tr(f). Par suite b € fun(tr(f))(u). Réciproquement, soit b € fun(tr(f))(u). Soit
donc a € u tel que (a,b) € tr(f). Cela signifie que b € f(] a), et comme | a C u et comme f est croissante,
onabe f(u).

Soit maintenant ¢ € Z(S°P x T'), montrons que tr(fun(t)) = ¢. Soit donc (a,b) € |S| x |T|. Supposons que
(a,b) € t et montrons que (a,b) € tr(fun(t)). Comme a € | a, on a b € fun(¢)({ a) et donc (a,b) € tr(fun(t)).
Réciproquement, supposons (a,b) € tr(fun(t)). Cela signifie que b € fun(t)({ a), c’est-d-dire qu’il existe
a’ € latel que (a’,b) €t. On a a’ < a et donc (a,b) <sorxr (a’,b) et comme t € Z(S°® x T), on a (a,b) € t.

Les fonctions fun et tr sont donc inverses I'une de 'autre. Montrons que fun est croissante. Soient donc
s,t € Z(S°P x T) tels que s C ¢, on montre que fun(s) < fun(¢). Soit donc u € Z(S) et soit b € fun(s)(u).
Cela signifie qu'il existe a € u tel que (a,b) € s tel que a € u. Comme s C ¢, on a (a,b) € t et par
suite b € fun(t)(u), ce qui montre que fun(s) < fun(¢). Réciproquement, soient f,g € PoL(S,T) tels que
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f < g et montrons que tr(f) C tr(g). Soit (a,b) € tr(f). Cela signifie que b € f({ a). Comme f < g, on a
f(la) Cg({a) et donc b € g(] a), c’est-a-dire que (a,b) € tr(g). Donc tr(f) C tr(g).
On a montré que fun et tr définissent un isomorphisme entre ensembles partiellement ordonnés. O

11 découle de ce qui précéde que PoL(S,T') est un treillis complet.

Exercice 6.1.1 Montrer que, si F C PoL(S,T), alors f = \/ F (le sup dans ce treillis complet) est donné
pa‘r f(u) = Ug€]: g(u>

Remarque 6.1.3 On peut donc, au choix, considérer un morphisme de S vers T' dans PoL soit comme une
fonction linéaire de Z(S) vers Z(T'), soit comme un élément de Z(S°P x T'). On passera d’un point de vue &
I’autre selon le contexte. On pose S —o T = S°P x T.

6.1.4 ISOMORPHISMES FORTS. Par définition, un isomorphisme de S vers T est une fonction linéaire
f:+Z(S) — IZ(T) qui est bijective, croissante, et dont la réciproque est aussi croissante. Deux ensembles
préordonnés peuvent étre isomorphes tout en étant trés différents. Par exemple, si S a un seul élément, et si
|T| = N (I’ensemble des entiers naturels), avec le préordre tel que n < m pour tous n,m € N, alors Z(95) et
Z(T) sont isomorphes (et isomorphes & l'ordre partiel {L, T} avec L < T). Toutefois, dans la suite, on aura
souvent affaire a des isomorphismes beaucoup plus restrictifs.

On appelle isomorphisme fort de S vers T une application 6 : |S| — |T'| qui est une bijection telle que,
pour tous a,a’ € |S|, on ait a < @’ si et seulement si 6(a) < §(a’). Autrement dit, un isomorphisme fort est
un isomorphisme de préordres. On écrit S ~ T s’il existe un isomorphisme fort de S vers T'.

Un tel isomorphisme fort 6 : S — T' induit un isomorphisme de S vers T dans la catégorie PoL, a savoir
la fonction 6 : Z(S) — Z(T) défine par 6(z) = {6(a) | a € z}.

Exercice 6.1.2 Vérifier que, si 6 : S — T est un isomorphisme fort, alors § est bien 4 valeur dans (T),
que c’est un isomorphisme d’ordres partiels et que §—1 = §~1. Vérifier également que tr(6) = | gop, 1 Gr(6)

~

(ou Gr(0) C |S]| x |T| est le graphe de la fonction ), c’est-a-dire, tr(6) = {(a,b) € |S| x |T| | b < 0(a)}.

6.2 Structure monoidale

A partir de maintenant, nous verrons les morphismes de S vers T comme les éléments de Z(S — T).
Pour éviter les confusions, nous noterons PoLR la catégorie dont les objets sont les préordres et telle que
PoLR(S,T) = Z(S — T), l'identité Idg sur S étant donné par Ilds = {(a,a’) € S — S | @’ < a} et la
composition étant définie de fagon relationnelle : si s € Z(S — T) et t € Z(T — U), la composition de s et
t est

ts={(a,c) e S—-U|Ie|T| (a,b) € set (bc)ct}.

Si s € POLR(S,T) et u € Z(S), Papplication de s (vue comme fonction linéaire) a x est notée su. On a
donc
su="fun(s)(u) ={be|T||3a €u (a,b) €|5]}.

Exercice 6.2.1 Vérifier directement que Id ainsi défini est bien I’élément neutre de la composition, & gauche
et & droite. Vérifier aussi que (ts)u =t (su).

On a montré a la section 6.1 que les catégories PoL et PoLR sont isomorphes.

6.2.1 LE FONCTEUR PRODUIT TENSORIEL. On note 1 le préordre qui n’a qu’un élément (que I’on notera
). Si S et Sy sont des préordres, on définit S; ® S = S7 X Sy, muni du préordre produit. Si u; € Z(S;), on
pose u; ® us = u1 X ug, et il est clair que w1 @ us € S1 ® Ss.

Soient s; € PoLR(S;,T;) pour i = 1,2. On définit

81 & 89 = {((a17a2)7 (bl,bQ)) | (a,-,bi) € s; pour 1= 1,2} g (Sl X SQ) —0 (Tl ®T2) .
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Exercice 6.2.2 Montrer que s1 ® s3 € POLR(S] ® S5, T ® T3).
Proposition 6.2.1 Soient s; € PoLR(S;,T;) et t; € PoLR(T;,U;) pour i =1,2. On a
(t1 ®t2) (51 ® s2) = (t1 1) ® (t2 s2) .
On a aussi Ids, ® Ids, = lds,gs,- Si u; € Z(S;) (pouri=1,2), on a (s1 ® s2) (u; @ ug) = (s1u1) @ (s2us).

Démonstration. On montre la derniére équation, les deux autres sont laissées au lecteur. Soit (by,bs) €
(81 ® 52) (U1 ® ug). Il existe (a1, as) € ug ® us tel que ((a1,a2), (b1,b2)) € s1 ® so. Cela signifie que a; € u;
et (a;,b;) € s; pour i = 1,2. On a donc b; € s;u; pour ¢ = 1,2, et donc (b1, b2) € (s1u1) ® (82 us2).

Réciproquement, si (b1,bs) € (s1u1) ® (s2uz), il existe a; € u; tel que (a;,b;) € s; pour i = 1,2. On a
((11, (LQ) € uy ug et ((al,a2)7 (b17 bg)) € s1 ® s9. Donc (bl, bQ) € (81 & 82) (u1 & ’LLQ). O

Donc ® est un foncteur PoLR? — PoLR. On définit facilement des isomorphismes forts A\ : 1 ® S — S,
p:S®1L—=S,a:(51®85)®S5;3 > 51®(S2®S5) et 0:5,®S2 — S2® S, et on vérifie facilement que ces
isomorphismes forts satisfont les commutations de diagrammes voulues pour faire de (PoLR, ®,1,\, p, «, 0)
une catégorie monoidale symétrique.

Comme tout foncteur, ® envoie les isomorphismes sur des isomorphismes. On a mieux.

Lemme 6.2.2 S1 S~ 5 etT ~T, alors ST ~S" @T".

La vérification est immeédiate. En toute rigueur, sin: S — S et 8 : T — T’ sont des 1som0rphlsmes fort,

il faut vérifier que I'isomorphisme fort S ® T'— S’ ® T" associés (notons-le n ® 6) vérifie n ® 1@ 0 = ne 9. La
aussi, la vérification est immédiate.

6.2.2 PROPRIETE UNIVERSELLE DU PRODUIT TENSORIEL. Soit S, T et U des préordres. Une fonction
f:Z(S) x Z(T) — Z(U) est dite bilinéaire si elle est croissante et vérifie

VACI(X)WweZ(Y) f(JAv) =] fluv)
u€EA

et
Vue Z(X)VBCZ(Y) f(u,|JB)= ] f(u.v).
veEB
Comme d’habitude, & cause de la croissance de f, ces égalités sont équivalentes & des inclusions, & savoir

f(UA,’U) g UuEA f(u7v) et f(U,UB) g UUeB f(u7v)‘
Soit 7: Z(S) x Z(T) — Z(S ® T') la fonction définie par 7(u,v) =u X v =u® v.

Lemme 6.2.3 La fonction 7 est bilinéaire.
Démonstration. On a (a,b) € ((JA) x v si et seulement s’il existe u € A tel que (a,b) € u x v. O

On peut maintenant exprimer la propriété universelle du produit tensoriel.

Proposition 6.2.4 Soit f : Z(S) x Z(T) — Z(U) une fonction bilinéaire. Il existe une et une seule fonction
linéaire g : Z(S®T) — Z(U) telle que f =goT.

Démonstration. On définit une notion de trace pour une fonction bilinéaire :

tro(f) = {((a,0), ¢) € (S| x |T]) x |U[ | c € f(gaaib)}-

Par croissance de f,on atr,(f) € Z((SP x T°P) x U) =Z((S ® T) —o U). Soit g = fun(try(f)) : Z(S®T) —
Z(U), c’est une fonction linéaire.
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Pour toute fonction bilinéaire h : Z(S) x Z(T) — Z(U), on a
hu,v)= | J h(la,|b)
(a,b)euxv s T

car u = (J e, dsa et v =", {7 b pour tous u € Z(S) et v € Z(T'). Donc la fonction h est connue dés qu’on
connait ses valeurs sur les éléments (J.ga,l,b) de Z(S) x Z(T).
Or g o 7 est bilinéaire car g est linéaire. On a

(gom)(la,lb) = g(lax|b)
S T S T

= g( | (a,0))
ST
= {c|3(d,V) <sxr (a,b) ((a',V'),c) € trp(f)}
{c]3(d,0") < (a,b) ¢ f(ia ib’)}
= falb)
S T

donc g o 7 = f. Il reste & voir que g est caractérisée de facon unique par cette propriété. Or g est linéaire sur
S ®T et est donc caractérisée par sa valeur sur les | g7 (a,b), et on a g(lger (a,0)) = f(lga,lrb) comme
on vient de le voir. a

Remarque 6.2.5 Méme si on a caractérisé ® par une propriété universelle, on n’a pas pour autant ramené
son existence & une simple propriété de PoL (comme pour le produit cartésien). En effet, cette propriété
universelle fait référence a la notion de fonction bilinéaire qui ne fait pas partie de la définition de PoL.
On pourrait la prendre comme définition des morphismes de cette catégorie, mais il faudrait alors quitter le
monde des catégories pour passer dans celui des multicatégories (ot les morphismes ont plusieurs sources et
un but) qui ont une axiomatique plus compliquée dans laquelle les isos de cohérence apparaissent sous une
autre forme. Il n’y a pas de miracle!

Exercice 6.2.3 Une fonction bilinéaire f : Z(S) x Z(S) — Z(T) est symétrique si f(z1,22) = f(z2,21)
pour tous z1,x2 € Z(S). Trouver un préordre U et une fonction bilinéaire symétrique v : Z(S) x Z(S) —
Z(U) avec la propriété universelle suivante : pour tout préordre T et toute fonction bilinéaire symétrique
f:Z(S) x I(S) — Z(T), il existe exactement une fonction linéaire h : Z(U) — Z(T) telle que f = h o 7.

6.2.3 CLOTURE MONOIDALE. Soient S,T et U des préordres.
Soit ev C |((S — T') ® S) —o T'| défini par
ev={(((d',b),a),t)) | ad <saetd <rb}.

On vérifie que ev € PoLR((S — T) ® S,T). Soit donc (((a’,b),a),t’) € ev et soit (((a},b1),a1),b]) €
((S—oT)®S)—T tel que

(((allﬁ bl)’ (11), bll) S((S—OT)@S’)—OT (((a/’ b)7 CL), b/) :

Cela signifie que ) <V, a < aj, b < by et a] <a'. Comme o’ <aetd <b onaada <a etd] <b;. Par
suite, (((a},b1),a1),b}) €ev, et donceve Z(((S —-T)®S) —=T) =PoLR((S = T)® S,T).

Lemme 6.2.6 Soient s€ Z(S — T) et u € Z(S). On a ev(s ® u) = su.

Démonstration. Soit b’ € ev (s ® u). On peut trouver (a’,b) € s et a € u tels que @’ < a et V' < b. Comme
x €Z(S),onad €xetcommeseZ(S—oT), ona(ab)es,doncd € su. Réciproquement, si b € su, on
peut trouver a € u tel que (a,b) € s. On a (((a,b),a),b) € evet ((a,b),a) € s@u.Doncbecev(s®u). O

Soit s € POLR(U ® S,T). Soit
curs = {((c, (a,b)) € U — (S — T) | ((c,a),b) € s}.
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Exercice 6.2.4 Montrer que curs € PoLR(U,S — T), que ev(curs®ldg) = s et que curs est le seul
élément de POLR(U, S — T') qui vérifie cette équation.

On a montré que PoLR, avec la structure monoidale symétrique définie ci-dessus, est monoidale fermée.

Soit L =1 (on utilise deux noms différents pour le méme objet car, en logique linéaire, il représente deux
formules distinctes).

Soit S un préordre. La bijection |S| — |S — L| qui envoie a sur (a,*) définit un isomorphisme fort de
S vers S —o L.

On aev e POLR((S — L)® S, L) et donc evo € PoLR(S ® (S — 1), 1), et donc

curevo € POLR(S, (S — 1) — 1).

On a ev = {(((d,%),a),%) | a’ <g a}, et donc cureveg = {(a,((a’,*),%)) | @’ < a}. Donc curevo = 7 o
n:S— ((S — L) — 1) est I'isomorphisme fort évident.

On a vu que la catégorie monoidale PoLR est x-autonome, avec 1 comme objet dualisant. Le dual
St =S — 1 sera assimilé 4 S°P. En particulier, on peut définir un cotenseur (appelé par), en posant
ST =(S*® TL)L ; il se trouve qu’ici, on a S ¥ T = S ®T (mais on rappelle que ce n’est pas le cas dans
la catégorie des espaces cohérents, par exemple).

Lemme 6.2.7 Si S~ 5, alors S+ ~ ($')*.

Vérification immeédiate.

6.3 Structure additive

Soit (S;)icr une famille de préordres. On définit S = &,.; Si, le avec des S;, de la fagon suivante :
|S| = U;er{i} x |Si], avec la relation de préordre selon laquelle (i,a) < (j,b) si i = j et a <g, b. On définit
également, pour chaque i € I :

pr; = {((i,a),d’) | d’ <s, a}.

On voit facilement que pr, € PoLR(S,.S;). Soit T' un préordre et soient s; € PoLR(T, S;). Soit
s={(b,(i,a)) |i € et (ba)eEs}.

On vérifie que s € PoLR(T, &,c; Si)- Soit i € I et (b,a) € s;. Soit (V,(j,a')) € T — &pes Sk tel que
¥, (4,a")) STﬂ,&kEISk (b, ( a)). Cela s1gniﬁe que b <T b,i=jetad <g, a,et donc (V,a') € s;. Par suite,
on a bien (V',(j,a’)) € s et donc s € PoLR(T, &
tout ¢ € I. On note s = (s;)ier-

Soit maintenant s € PoLR(T, &7,.; Si) tel qu’on ait pr; s = s; pour tout i € I. Soit (b, (i,a)) € T —o
& rer Sk tel que (b, (i,a)) € s. Comme ((4, ) a) € pr;, on a (a,b) € pr; s = s;. Cela montre que s C (8;)icy.
Réciproquement, soit i € I et soit (b,a) € s;. Comme s; = pr; s, il existe a’ € |S]; tel que ((i,a’),a) € pr; et
(b,(i,a")) € s. On a donc a < d, et par suite (b, (i,a)) € s, ce qui montre que (s;);cr C s.

On a donc montré que &ie ; Si, avec les projections pr;, est le produit cartésien de la famille (.S;)ie;s.
Dans le cas particulier ott I = (3, le produit cartésien est ’objet terminal de PoLR, qui est le préordre {,
que 'on note T.

se1 ). De plus, on vérifie facilement que pr; s = s; pour

Lemme 6.3.1 Si S; ~ S} pour tout i € I, alors £, Si ~ & icr Si

Vérification immeédiate.

Noter qu’on a un isomorphisme d’ordre entre [[,.; Z(S;) (muni de 'ordre produit) et Z(&z;c; Si), qui
envoie la famille (u;);er sur U;er{i} x u;. On peut voir cela comme le cas particulier de la construction
ci-dessus ou T est le préordre & un point.
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6.3.1 FONCTEUR PRODUIT CARTESIEN. Si S est un préordre, on note S’ le produit cartésien &icr Si
dans lequel S; = S pour chaque i € I. Autrement dit, S’ = I x S, en mettant sur I le préordre discret
(i < jiff i = j). Cette opération est fonctorielle : si s € PoLR(S,T), alors s’ = (spr;);c; € POLR(S!,T1)
est donné par

st ={((i,a), (i,b)) | i € I et (a,b) €|S|}.

1L
6.3.2 CoPRODUIT On a aussi un coproduit, défini par ,.; S; = (&ie[ SZ-J‘) . On voit facilement que

@ief Si= &ie] Si.

6.4 Exponentielles de Scott

On définit |1sS| = Pan(|S]), 'ensemble des parties finies de |S|. On munit cet ensemble du préordre
suivant : si u!,u? € |1sS|, on dira que u' < u? si, pour tout a € u!, il existe a’ € u? tel que a < a’. Observer
que cette relation est transitive et réflexive (c’est un préordre), et qu’elle n’est pas antisymétrique en général,
méme quand <g l'est. Observer aussi que u' <, g u? si et seulement si | u* C | u?.

Exercice 6.4.1 Trouver un ensemble partiellement ordonné S tel que !sS ne soit pas un ordre partiel.

Le treillis complet Z(S) est en particulier un cpo.

Lemme 6.4.1 Un élément u de I(S) est isolé (voir Section 5.1) si et seulement si u = | u® o u® € 1sS.

Démonstration. Soit u € Z(S) isolé. Soit D = {Ju® | u’ € Pgn(u)}. L’ensemble D est filtrant et on a
u=|JD. Comme u est isol¢, il existe u® € Pgan(u) tel que u C L u°, et donc u = | u® (puisque u® C u).
Réciproquement, soit u = | u° avec u’ € |lsS|. Soit D une partie filtrante de Z(S) et supposons que
u C |JD. Comme u° C |JD et comme D est filtrant, il existe v € D tel que u® C v. Mais comme v € Z(.9),
on a aussi u C v, ce qui prove que u est isolé. O

6.4.1 TRACE D’UNE FONCTION CONTINUE. Soit f : Z(S) — Z(T') une fonction Scott-continue. Cela

signifie que f est croissante et commute aux unions des familles filtrantes. Autrement dit, pour toute partie

filtrante D de Z(S), on a f(UD) C U f(D) (lautre inclusion résulte simplement du fait que f est croissante).
On définit

Tr(f) = {(u,b) € 'S| x |T| | be fF(Lul)}.
On voit facilement que Tr(f) € Z(!sS — T'). Réciproquement, soit t € Z(!s.S — T'). On définit une fonction

Fun(t) : Z(S) — P(T)
u = {b| I Cu (u’0b) et}

On vérifie facilement que Fun(¢) prend ses valeurs dans Z(7T') et est croissante. On montre que f = Fun(t) est
continue. Soit donc D C Z(S) un ensemble filtrant, il faut montrer que f(|J D) C |J f(D). Soit b € f(J D),
il existe u¥ € |1sS| tel que u® C |JD et (u%b) € t. Comme u® est fini et D filtrant, il existe u € D tel que
u® Cu. Donc b € f(u) CJf(D) (vu que u € D).

Soit PoC la catégorie dont les objets sont les préordres, et telle que PoC(S,T) soit ’ensemble des
fonctions continues de Z(S) vers Z(T'). On munit cet ensemble de morphismes de I'ordre ponctuel déja vu :
f < g si et seulement si f(u) C g(u) pour tout u € Z(.5).

Exercice 6.4.2 Montrer que PoL(S,T) C PoC(S,T), et que cette inclusion est stricte en général (donner
un contre-exemple).

Proposition 6.4.2 Les fonctions Tr et Fun définissent un isomorphisme d’ordre entre PoC(S,T) et Z(1S — T).
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Démonstration. Soit f € PoC(S,T') et montrons que Fun(Tr(f)) = f. Soit donc u € Z(S), on montre que
Fun(Tr(f))(u) = f(u). Soit b € |T'|. Supposons d’abord que b € f(u). Soit D = {J u® | u’ € Pgu(u)}. On
alUD = u, et D est filtrant. Donc f(u) = f(IUD) C U f(D), et par suite il existe u’ € Pg,(u) tel que
be f(luY), cest-a-dire (u’,b) € Tr(f). Comme u’ C u, on a b € Fun(Tr(f))(u). Supposons maintenant que
b € Fun(Tr(f))(u). Soit donc u® € |1sS| tel que (u®,b) € Tr(f) et u® Cu. Onab e f(| u°), et comme [ u’ Cu
et comme f est croissante, on a b € f(u).

Soit t € Z(!sS — T). On montre que t = Tr(Fun(t)). Soient u® € |\sS| et b € |T'|. On suppose d’abord
(u,b) € t.Ona b € Fun(t)(} u"), puisque u® C | u°, et donc (u°,b) € Tr(Fun(t)). Réciproquement, supposons
(u®,b) € Tr(Fun(t)). Cela signifie que b € Fun(¢)(] u°), et donc il existe u! € |!sS| tel que u! C [ u et
(u',b) € t. On a ut <, g u® et donc (u°,b) € t puisque t € Z(1sS — T)).

On montre ensuite que Tr est croissante. Soient donc f, f € PoC(S,T) telles que f < f’ et soit (u°,b) €
Tr(f). Cest que b € f( u?), or f(Ju®) C (] %u) et donc (u®,b) € Tr(f’), ce qui montre que Tr(f) C Tr(f').

Soient t,t' € PoC(S,T) tels que t C t' et soit u € Z(S). Soit b € Fun(t)(u). Soit u° tel que (u°,b) € t et
u® C u. Comme t C #', on a (u’,b) € t' et donc b € Fun(t')(u), ce qui montre que Fun(t) < Fun(t'). O

6.4.2 L’EXPONENTIELLE COMME FONCTEUR. Siu € Z(S), on définit u* € Z(!sS) en posant
u* = Ppn(u) .

1l faut remarquer qu’on a bien u'* € Z(!,S). Soit en effet u® € u's et u' € |1s5| tel que u' < s u°. Soit a’ € u*,

il existe a € u° tel que @’ <g a, or a € u et donc a’ € u puisque u € Z(5). Il en résulte que u' C u et donc
1o,

que u' € u*.

Lemme 6.4.3 Soit t € PoL(!S,T). On a Fun(t)(u) = tu'.

Démonstration. Soit b € Fun(t)(u). Soit u® € |!sS| tel que u® C wet (u’,b) € t. Onau® € u* et donc b € tu'.
Réciproquement, soit b € tu's. Soit u® € u's tel que (u°,b) € t. On a u® C u et donc b € Fun(t)(u). O

Ce lemme trés simple est important car il a la conséquence suivante, qui donne un critére suffisant pour

que deux éléments de PoL(!S,T) soient égaux.

Lemme 6.4.4 Soient t,t' € PoL(!S,T). Si on a tu's =t'u" pour tout u € Z(S), alors t =t'.

Démonstration. En effet, on a alors Fun(t) = Fun(t'), et donc ¢t = ¢’ par la proposition 6.4.2. O

Soit t € PoL(S,T). Soit
It = {(u®,2°) € |'S| x |'T| | Vb € v° 3a € u° (a,b) € t}.

Lemme 6.4.5 Sit € PoL(S,T), alors |st € PoL(!S,T).

Démonstration. Soit (u®,v?) € Ist est soit (ul,vl) € 1S x T tel que (ul,v!) <507 (u¥,v°), il faut voir que
(ul,vt) € Ist. Soit b’ € v'. Comme v! <) 7 00, il existe b € v¥ tel que ' <7 b. Comme (u°, %) € I, il existe
a € u® tel que (a,b) € t. Comme u° <, g ul, il existe a’ € u' tel que a <g a’. Ona (a/,b') <s_or (a,b), et donc
(a’, V') € t puisque t € Z(S —o T'). Puisque @’ € u', on a montré que (u!,v!) € i, et donc st € PoL(!sS, !sT).

a

Lemme 6.4.6 Sit € PoL(S,T) et u € Z(S), alors |stu" = (tu)!s.

Démonstration. Soit v° € It u's, montrons que v° € (tu)". Il existe u® € u’* tel que (u®,v°) € lst. Soit b € v°,
il existe a € u° tel que (a,b) € t. Comme u® C u, on a a € u et donc b € tu, et donc v° € (¢ u)ls.
Réciproquement, soit v° € (tu)", c’est-a-dire que v° € [1sS| et v0 C tu. Pour chaque b € v°, on choisit
ap € u tel que (ap,b) € t. Soit u® € 14S qui contient tous les ap (pour b € v°). On a (u®,v°) € Iit et u® € u's
et donc v0 € It uks. O
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Proposition 6.4.7 L’opération t — st est fonctorielle. Autrement dit, \slds = Id. s et, si s € PoL(S,T) et
t € PoL(T,U), on a ls(ts) = lstlss.

Démonstration. Soit u € Z(S). On a !lds u's = u's par le lemme 6.4.6, donc lslds = Id,s par le lemme 6.4.4.
Et on a (ts)u" = ((ts) u)ls par le lemme 6.4.6, donc ! (ts)u" = (¢ (su))!s = It (su)ls = (Ist!ss) u’s en
appliquant deux fois le lemme 6.4.6, et on conclut grace au lemme 6.4.4. a

Lemme 6.4.8 Si S ~ 5, alors 1S ~ 15"

La vérification est immédiate.

6.4.3 STRUCTURE DE COMONADE DE L'EXPONENTIELLE. Soit dery C |!S —o S| donné par
dery = {(u’,a) | 30’ € v’ a <5 d'}.

Lemme 6.4.9 On a dery € PoL(!S,S) et, pour tout u € Z(S), on a deryu's = u. De plus dery est naturel
en S ; autrement dit, si s € POLR(S,T), on a dery \ss = s dery.

Démonstration. Soit (u°,a) € dery et soit (ul,al) € [1sS —o S| tel que (ul,al) < s o5 (u°,a). Soit a® € u°
tel que a < a?. Comme u® <, g u!, il existe a® € u! tel que a® < a®. Comme a' < a, on a a' < a® € u!, ce
qui montre que (u!,a') € derg, et donc dery, € PoL(!S, S).

Soit u € Z(S). Soit a € u. On a ({a},a) € derg, donc a € dery u's puisque {a} € u*. Si a € dery u', soit
u® € u's tel que (u°,a) € dery. Soit a' € u° tel que a < a'. Comme a' € u° C u et comme u € Z(S), on a
a € u. Donc dery u's = u.

La naturalité en résulte : on a (derllss)u = dery (su)® = su = (sdery)u. On conclut par le
lemme 6.4.4. O

On définit ensuite digy C [!sS —o L!sS| par
digh, = {(u°,U%) | Vu' € U° ! < gu’}.

Lemme 6.4.10 On a digy € PoL(!S,\sS) et, pour tout u € Z(S), on a digy u's = u's*. De plus, digy est
naturel en S ; autrement dit, si s € PoL(S,T), on a digy !ss = lslss digy.

Démonstration. Soit (u®,U°) € digy et soit

(u', U € |18 —o LS|

tel que (ub,U') <5 o5 (u°,U°), on montre que (u!,U') € digy. Soit v! € U' on doit montrer que

vt <g ul. Soit a! € vl. Comme U! <, s U, on peut trouver v° € U° tel que v! <, g v°. Comme a* € v!,
il existe a € v° tel que a! < a. Or v¥ <) g u® puisque (u°,U°) € digy. Comme v’ <, g u! on peut trouver
a? € u' tel que a' < a?. On a montré que v* <, g u', ce quon voulait.

Soit u € Z(S). On montre que digy u's = u's's. Soit donc U € L!S. On suppose d’abord que U° € digy u*,
et donc qu’il existe u® € u's tel que (u®,U°) € dig’%. Soit u' € U°. Par definition de dig, on a u! <|_g u°.
Comme u® € u's et u € Z(S), on a u' € u's et donc UY € u's*. Supposons réciproquement que U® € u's*. Soit
u® € U° on a u’ € ub et (u°,U°) € digy ce qui montre que U° € dig u'. La naturalité découle de ce qui
précéde et du lemme 6.4.4. a

Proposition 6.4.11 Le foncteur s, équipé des transformations naturelles der’ et dig®, est une comonade.

Démonstration. 11 s’agit de prouver les trois équations suivantes :

der] g digsy = ldis
!sderfg digfg = |dgss
digi s digy = !digs digy
La vérification de ces équations est immédiate, en utilisant les lemmes 6.4.9, 6.4.10 et 6.4.4. a
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6.4.4 ISOMORPHISME FONDAMENTAL (ISOMORPHISME DE SEELY). Soient S et T' des préordres. On ob-
serve qu'un élément u® de |!s(S & T')| est de la forme

u® ={(1,a1),...,(1,a),(2,b1),...,(2,b.)}

avec ay,...,a; € |S| et by,...,b. € |T|. On peut donc associer & u° le couple (u',u?) € |lS ® \T| ot u! =
{a1,...,a;} et u? = {by,...,b.}. Cela définit une bijection 0 : |'s(S & T)| — [\sS ® \sT| par 0(u®) = (ut, u?).

Exercice 6.4.3 Montrer que 6 est un isomorphisme fort de s(S & T) vers 'S ® I T

Bien siir cet isomorphisme fort se généralise en arité quelconque : on a un isomorphisme fort 6 de
(51 & -+ & Si) vers 151 ® -+ - ® ISk (voir 4.5.6 pour un traitement catégorique systématique de ces ques-
tions, qui s’applique bien siir ici). Quand k = 0, ¢’est I’isomorphism entre deux préordres & 1 élément () et
* respectivement).

Si s € PoLR(!sS,T), on rappelle que la promotion de s est s' € PoLR(!sS,!sT) qui est défini par

s = lgs digh .
On vérifie facilement que
s = {(u°,0°) € 148 —o IT|) | Vb € v° (u®,b) € s}.

Soit s € PoLR(!S] ® -+ ® ISk, T). En utilisant l'isomorphisme de Seely et l'opération de promotion
définie ci-dessus, on définit une version généralisée de la promotion s* € PoLR(iS1 ® -+ ® 1sSk, T) qui
vérifie

s = {((ut, ..., uF),00) € 1481 @ - @ Sk —o LT|) | Vb € 00 ((ul,...,uF),b) € s}.

Enfin, observer qu'un morphisme s € PoLR(sS1 ® - -- ® sSk, T') est complétement caractérisé par son
comportement sur les arguments de la forme Ul ® - @ ug'. Autrement dit, si s et s’ sont deux tels
morphismes et si

Vup € Z(S1) .. . Vur € T(S) s(u1* @ @up™) = 8 (u1" @ - @ ug™)
alors s = s'. Cela résulte de cet isomorphisme fort et du lemme 6.4.4.
Par exemple, la promotion généralisée ci-dessus est complétement caractérisée par I’équation
| !

SIS (u1~s R ® Uk!s) = (S (ulls Q- ukls))'s .

6.4.5 CATEGORIE DE KLEISLI. C’est la “catégorie des coalgebres libres” de la comonade (!s_,der®, dig®).
On la notera PoLR,, et elle est définie comme suit.

Ses objets sont ceux de PoLR, et PoLR,, (S, T) = PoLR(!sS, T). L’identité est IdX = dery; € PoLR(!S, S).
Etant donnés s € PoOLR(1S,T) et t € PoLR(!,T,U), la composition ¢ o s est définie par

tos=tlsdig;.
Exercice 6.4.4 En utilsant les équations de comonade, montrer qu’on a bien défini ainsi une catégorie.

Exercice 6.4.5 Soient s € PoLR,(S,T) et PoLR, (T,U). Montrer que
tos={(uc)|Iy,...,bp €|T| {b1,...,br},c) €tetVi(ul,b;) € s}

Lemme 6.4.12 On a Fun (IdX) = Id et Fun (¢ o s) = Fun(t) o Fun(s), autrement dit, la correspondance qui
envoie ’objet S de POLR., sur le méme objet S de PoC et le morphisme s € PoLR, (S,T') sur le morphisme
Fun(s) € PoC(S,T) est un foncteur de PoLR,, vers PoC, que l’on note encore Fun. Réciproquement, si
f€PoC(S,T) et g€ PoC(T,U), on a Tr(go f) = Tr(g) o Tr(f) et Tr(ld) = Id", ¢’est-a-dire que Tr définit
un foncteur de la catégorie PoC vers la catégorie POLR., (qui est l'identité sur les objets). Ces foncteurs
sont inverses l'un de l'autre et définissent donc un isomorphisme entre les catégories POLR,, et PoC.
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Exercice 6.4.6 Vérifier la fonctorialité des opérations Fun et Tr.

Lemme 6.4.13 La catégorie POLR,  est cartésienne. Le produit cartésien de la famille (S;)ic; est S =
&sicr Si- La i-éme projection est 7! = pr; ders € PoLR,,(S, S;).

Démonstration. Si t; € PoLR,(T, S;) pour i € I, alors t = (t;);e; € PoLRy(T, S) et vérifie 7 o t = ¢;, et
est caractérisé par cette propriété, comme on le voit facilement. |

Remarque 6.4.14 On a déja observé que Z(&;c; Si) ~ [;c; Z(S:). Modulo cet isomorphisme d’ordre, on
a ¢ (u;)jer = u;, et siles fi : Z(T) — Z(S;) sont des fonctions continues, la fonction continue associée

[ Z(T) = [l;e; Z(S;) est donnée par f(u) = (fi(u))icr-

Proposition 6.4.15 La catégorie PoLR, est cartésienne fermée. L’objet des morphismes de S vers T dans
PoLR, est S = T =S — T. Le morphisme d’évaluation Ev € PoLR((S = T) & S,T) est

Ev=ev(ders—r ® Idis) 0 (6.1)

0uf:1((S=T)& S) = (S = T)®!S est lisomorphisme fondamental®. De plus, modulo cet isomorphisme,
on a

Ev={((°u°),b) € ((S=>T)®!S) =T |
J(ut,v') €0 (u0,b) <s=r (01, 0Y)} (6.2)

C’est juste une instance de la Proposition 4.5.1. De plus, étant donné s € PoLR(U & S,T), le curryfié
Curs € PoLR(U, S = T) est donné (toujours modulo I'isomorphisme fondamental) par

Curs = {(w?, (u*,b)) | (w®,u’),b) € s}.

6.4.6 FIXPOINT OPERATORS. Let S be a preorder and let s € PoLR(S,S). We know that f = Funs
is a Scott continuous function Z(S) — Z(S). Since f is monotonic, we have § C f(0) C f2(0) C --- (by
induction). Let v = |,y f"(#), we have u € Z(S) and moreover f(u) = u (by Scott continuity), that is u
is a fixpoint of f (it is actually the least fixpoint of f).

Exercice 6.4.7 Prove that this set is the least set u such that for all u® € Pg,(u) and a € |S|, if (u°, a) € s,
then a € w.

We want now to prove that the function which maps s to its least fixpoint is itself Scott continuous from
Z(S = S) to Z(S). It would be rather easy to prove it directly, but we prefer to present a more elaborate
approach which uses the cartesian closeness of PoLR, (and the fact that, in that category, any morphism
from an object to itself has a least fixpoint). The benefit is that this method can be applied in many other
models where a direct proof that the operator mapping a morphism to its least fixpoint is a morphism would
be much more painful (we think in particular of game models).

Exercice 6.4.8 Prove directly that the function Z(S = S) — Z(S) which maps s to (J,cy(Funs)™(0) is
Scott continuous.

Given a preorder S, we define a morphism
ZePoLR((S=8)=5,(5=9)=29)

using the cartesian closeness of PoLR, (the same definition makes sense in any cartesian closed category).
Setting T' = (S = S) = 5, we define Z = Cur £y where Z9 € PoLR(T & (S = S),S5) is given by the
following composition of morphisms in PoLR; :

1. On rappelle que 0e PoL(I((S=T) & 5),!(S = T)®!S) est I'isomorphisme, dans PoL, associé a ’isomorphisme fort 6,
voir le paragraphe 6.1.4)
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T & (Id, Id) Ev & Id
—_—

T&(S=9) T&(S=95)&(S=S9)

S&(S=S)
l(PrzaPH)
S (§=9) &S

The same morphism Z can also be defined as Z = cur Z; (curryfication in the symmetric monoidal closed
category PoLR now) where Z; the following composition in PoLR

LT ©14(1,5 —0 8) “LE5 1T @ 1(1,5 —o ) @ 1415 —o S)

l e15—05,5 ® der
S < (18 = 8) @15 T 1.5 (1.5 — 5)

!

where, for any preorders U, V', we set ey = (ev (derny_oy @ IU)) : [(IU — V) @ U — V. This morphism is
characterized by

evy (wh ®u*) = (wu*)"
for all w € Z(IU — V') and u € Z(U). Therefore Z; is characterized by
2 (Yo @t) = (V)"

for all Y € Z(T) (intuitively, Y is a candidate for being a fixpoint operator) and ¢ € Z(!sS — S). Setting
F = Fun Z, the element F(Y') of Z(T) is characterized by

VteZ(1S — S) Fun(F(Y))(t) = Fun(t)(Fun(Y)(t))
We define our fixpoint operator Vg € Z(T') as the least fixpoint of F' : Yg = |, F"™(0). Therefore, by the

property above, it maps any ¢t € Z(1S — S) to a fixpoint of the Scott continuous function Fun(¢) : Z(S) —
Z(S).

Exercice 6.4.9 With the notations above, prove that Fun(Yg)(¢) is the least fixpoint of f = Fun(t), that is
Fun(Vs)(t) = Unzo /"(0).

Exercice 6.4.10 Prove that ) is the least element of Z(T) = Z(!s(!sS —o S) — S) such that, if (U°a) €
Vs, then there exists (v, b) € U such that a <g b and Ve € v° (U, ¢) € Vs. For instance ({(0,a)},a) € Vs
and ({({b}v a)’ ((Z)’ b)}> a) €Vs.

6.4.7 VARIABLE TYPES AND TYPE FIXPOINTS Given two preorders S and T, we say that S is a sub-
preorder of T and write S C T if |S| C |T| and

Va,a' €S| a<gd & a<rd.

We denote as PoLRc the partially ordered class? of all preorders equiped with the C partial order relation
(it is clear that this relation is an order relation).

Exercice 6.4.11 Prove that any directed subset D of POLRc has a least upper bound in PoLRc, for the
C order relation.

2. It is not a set in the sense of ZF set theory.
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This least upper bound will be denoted as | J D, and it is characterized by
Joi=U I8l
SeD
Va,a' € |UD| a<ypd & 35e€Da<gd.

A k-ary variable type is a function ® : PoLR]& — PoLR¢ which is monotonic and Scott continuous (for
the product order in PoLR’é).

Lemme 6.4.16 The functions S + S+ and S +— \sS are variable types or arity 1. The functions (Sy, S2) —
S1 ® S and (S1,S52) — S1 & S are variable types of arity 2.

Exercice 6.4.12 Prove this lemma.

Remember that all connectives of linear are definable in terms of the connectives mentioned in this lemma,
for instance S — T = (S ® TL)L, and hence are variable types.
Then, given a k + l-ary variable type ®, we define Rec ® : PoLR’é — PoLRc by

Rec®(Sy,...,5%) = [ ¥"(0)
n=0

where 0 is the preorder such that [0 = @ (it is the least element of PoOLRc) and U is the variable type of
arity 1 defined by ¥(S) = ®(S54,..., Sk, S). Observe indeed that we have

0C ¥(0)Cw*0)C---

so that this preorder Rec ®(S51, ..., Sk) is well defined.
One proves easily that Rec ® is a variable type (of arity k). By Scott continuity of ®, we have

®(Sq,...,S:, Rec®(Sy,...,S5k)) = Rec®(Sy,...,S5k) .

As an example, consider ®, the variable type of arity 1 defined by ®(S) = (Is(N — S)) where N is the
preorder such that [N| = N and <y is equality (that is s <y m if n = m). Then, since N ~ 1 & N (by the
strong isomorphism which maps 0 to (1,%) and n + 1 to (2,n)) we have, setting D, = Rec® :

Dy = ®(Dy)
= (1s(N — D)™
~ (1(1 ®N) — D))"
~ (14(Dos & (N — Doo))) ™
~ Dy = D by Seely iso and the definition of D,

which means that we have built a model of the pure A-calculus (which is actually isomorphic to Dana Scott’s
D, historically the first model of the pure A-calculus).

A simpler example is obtained by taking ®(S) = 1 @®!S. Then L = Rec® will be the interpretation of
the type of lazy integers of the language LPCF of Chapter 2. We have [L| = |, |®"(0)| and hence for any
a € |L| we can define ht(a), the height of a, as the least n € N such that a € |®"(0)|. Of course we have
ht(a) > 1 for each a.

Any a € |L| is of shape either (1, ) (where * is the unique element of |1]) and then ht(a) = 1, or of shape
(2,{a1,...,a}) where a; € |L| and then ht(a) = 1 + max?_, (ht(a;)).
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We use the following more suggestive notations :

¢ = (1, %) which represents 0
sucu’ = (2,u°)

0 0

where u” is a finite subset of |L| whose all element’s heights are < than ht(a). This sucu’ is a kind of
“successor” of u’, but observe that u® is not really an integer, but should rather be understood as a finite
set of potential values for an integer.

Then the preorder relation of L is characterized by the following clauses :

(<pLaiffa=¢
1

sucu’ <, a iff @ = sucu® with «° <iLu.

6.5 Scott semantics of LPCF as an intersection typing system.

We are now interested in investigating the properties of the Scott semantics of our language LPCF (see
Chapter 2). Given a type A of this language, we define [A] as an object of PoOLR as follows :

L]=L
[A— B] = [A] = [B] = L[A] — [B]

For any type A and any element a of |A|, we define ht4(a) € N by induction on A as follows :

— if A= then ht,(a) = ht(a)

— andif A= (B — C) and a = ({b1,...,bx}, ) then hta(a) = 1 + max(ht(c), ht(b1), ..., ht(bg)).
Also, if u® € |\s[A]|, we define ht4(u") as the max of all ht(a) for a € u® (so that ht(0)) = 0).

Given a typing context I' = (21 : Ay,...,xp : Ag), a type A and a term M such that T - M : A, we
define

[M]r € PoLR(L[A] @ - - ® L[A], [A])

that is, equivalently, [M]r is an element of POLRy([A41] & --- & [A], [A]) or a Scott continuous function

k

[Iz(AD — z(A).

=1

We do not give the details of this categorical interpretation which follows a standard pattern which
can be found elsewhere in this document. We prefer to give directly a “type theoretic” presentation of this
interpretation and take for granted that it coincides with this denotational semantics.

A semantic context is an expression ® = (z1 :ul 1 Ay, ..., 7p uk, Ay) where the z;’s are pairwise distinct
variables, the A;’s are types and u’ € |Is[A;]| for i = 1,..., k. We use ® for the “underlying typing context”
(x1: A1,y Ay). _

Given a typing context I' = (z1 : A1, ...,k : Ag) and u’ € |j[A;]| for i = 1,...,k and a € |A|, we write

zpiut i Ay, o U Ay EMia A

instead of (u',...,u* a) € [M]r.
More precisely, we admit the following result (whose proof is a simple but boring verification).

Proposition 6.5.1 One has (ul,... ,u¥ a) € [M|r iff the judgment vy : u' : Ay, ... ¢ :ub Ay - M a: A
is derivable in the following typing system.
Ela’euoag[,q}a’ O+ M: ({ay,...,a,},0): A— B dFN:q;:Afori=1,....,n
S rx:ul:AFz:a: A O-(M)N:b:B
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Ix:uw:A+M:b: B
O eAM:(u0,b): A— B

O x:{ay,...,an} : AFM:a: A O Ffixzd-M:a;: Afori=1,....n
O Ffixxd - M:a: A

P-M:a;:cfori=1,...,n
O+ succ(M) :suc{ay,...,an}:t

dFO0:C:e

PFM:(:t dFP:a: A bz FQ:A
OHIf(M,P,z-Q):a: A

O M:sucul e d-P:A bz:u: it FQ:a: A
OHIf(M,P,z-Q):a: A

As a consequence of Proposition 6.5.1, this typing system enjoys the following properties.

Proposition 6.5.2 Assume that ® = M : a : A where ® = (2 : u' : Ay, ... x5 : uF : Ap).
— Ife-M :Aand M' ~3 M then @+ M':a: A.
— If v' € |[A;]] satisfy u' <ija,) 0" for i =1,....k, and if b € |[A]| satisfy b <(a] a, then we have
z1 v Ay, xR A M b A

Therefore, if = M : ¢ (so M is a closed term) satisfy M ~g 0, we have = M : ( : . We want to prove
something which is stronger than the converse property, namely : if = M : ¢ : ¢ then M Bun* 0.

For this purpose we introduce an auxiliary notion. Given any type A and any a € |[A]|, we define a set
la|* of closed terms M such that + M : A. And if u° € |![A]|, we define a set |u|{* of closed terms M such
that F M : A. The definition is by induction on ht4(a) :

— Kl*={M| - M:.and M By" 0}

— |sucu’|* ={M | F M :vand 3N € |u|f M Bun" succ(N)}.

— W, 0))A?B={M| FM:A— Band VN € |[u°| (M) N € [b|B}.

— If u® € |\§[A]] then [u°| = {M | - M : A and Va € u’ M € |a|*}.

Observe that |0|{* is the set of all closed terms M such that + M : A. So for instance [suc{)|* is the set of
all closed terms M such that + M : 1 and M Buhn" succ(N) for some term N (with = N : ). Typically
succ(Q') € [sucf]* where Q' = fixz* - x is an everlooping term of type ¢.

Lemme 6.5.3 Let M and M’ be closed terms such that = M : A for some type A and M B.n° M'. Let
a € |[A]| and u® € |\([A]|. If M’ € |a|? then M € |a]?* and if M’ € [u°|# then M € |u°|{*.

Démonstration. The proof is by induction on the height of ¢ and u°. We use the notations of the statement
of the lemma.

Assume first that A = ¢ and a = ¢. If M’ € |]*, then we know that M’ B,,* 0, and hence M By,* 0 since
M Bup™ M.

Assume now that A = ¢ and a = sucu’. If M’ € |a|*, then we know that M’ Byn* succ(N) for some
N € [ul]t, and hence M Byp™ succ(N) since M Byn™ M’ so that M € |al".

Assume next that A = (B — O) and a = (v°,¢) € |A| and that M’ € |a|*. We must prove that
M € |a]? so let N € [v°|P, we have to prove that (M) N € |c|. But we know that (M') N € |c|® and
since M Byp™ M', we have (M) N Bun* (M') N by definition of B,,. Therefore we have (M) N € |¢|® by the
inductive hypothesis applied to c. O

Lemme 6.5.4 Let a,a’ € |[A]| with a <{4 . Then |a'|* C |a|*. Let u®, u' € |\ [A]| with u® <, 4 u'. Then
ul i <l
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Démonstration. We use the notation of the statement of the lemma. The proof is by induction on ht4(a) +
hta(a’) (and hta(u®) + hta(ul)).
Assume first that A = ¢. The following cases can arise :
— a = a’ = ( : there is nothing to prove.
— a=sucu’ and o’ = sucu! with u® <, ul. Let M € |a’|*, we must prove that M € |a|*. There exists N
such that = N : ¢, N € |ul|f and M Bun* succ(N). For each b € u® there is an element m(b) € u' such
that b <; m(b) so that, by inductive hpothesis, [b]* 2 |m(b)|*. It follows that [u’|f D (,c,0 [m(b)]* 2
|ul|t. Therefore N € |u’|f and hence M € |a|* as expected.
Assume now that A = (B — C). Then we have a = (v°,¢) and o’ = (v!,¢) with ¢ <j¢) ¢ and v <)) 0°.
Let M € |a/|* and let us prove that M € |a|?. So let N € [v°|B, we must prove that (M) N € |c|°. By
inductive hypothesis we have N € |[v!|P and hence (M) N € |¢|° by the assumption that M € |a’|* and it
follows that (M) N € |c|® by inductive hypothesis again, applied to ¢ and ¢'. O

i

Now we can prove the main property of this interpretation of the points of the model as sets of terms.

Proposition 6.5.5 (Interpretation Lemma) Assume that® = M : b: B where ® = (21 : u' : Ay,... 25 :
u® : Ay,) is a semantic typing context. Then, for any terms Ny € \u1|!‘41,. .,Ny € |uk|lA’“, one has

M [Ny /z1,...Ni/zi] € |b|E .

Démonstration. The proof is by induction on the height of the derivation of the judgment ® - M : b: B in
our semantic typing sytem.

It is essential to notice that the statement that we prove by induction is the following universally quantified
statement : for any terms N; € |u! !Al,. LN, € |uk|!Ak, one has M [Ny /x1,... Ni/xi] € |b|B. This universal
quantification will be used in a crucial way in the inductive hypothesis.

In the sequel, we set P’ = P [Ny/x1,... Ni/xi] for any term P such that ® - P : C for a type C, so that
we have - P’ : C.

The first two cases are the axioms of our deduction system, corresponding to the cases where M is a
variable or the constant 0.

Assume that M = x; for some i € {1,...,k}, so that B = A; and that there is a € u’ such that b <[4, @
Then M’ = N; (using the notational convention above) so that M’ € |u’|{*" = Norcuo [[@]]4 C a4
By Lemma 6.5.5 (it is the only place of the proof where this lemma is used, but it is crucial) we have
|[a]|** C |[b]|** and hence M’ € |[b]|P as expected.

Assume that M = 0, so that B = ¢ and b = (. Then M’ = 0 so that M’ Byx* 0 (in 0 reduction steps
actually) and hence M’ € |(]* as required.

Assume that M = succ(P), so that B = ¢ and there are by,...,b, € |[¢]| such that b = suc{by,...,b,}
with ® = P : bj : ¢ for j = 1,...,n. By inductive hypothesis we have P’ € |b;|* for j = 1,...,n, that is
P’ e |{b1,...,b,}|{- We have M’ Bun" succ(P’) (in 0 steps actually) and hence M’ € |b|* as expected, by
definition of |b]* in that case.

Assume that M = (P)Q and that, for some type C' and some w® = {c1,...,c,} € |§|[C]| we have ® I
P:(w’b):C— Band ®FQ:¢:C for j =1,...,n. By inductive hypothesis we have P’ € |(w°,b)|°—F
and Q' € [w°|¢ = N1 |c;|€. By definition of |(w®,b)|°?F we have M’ = (P') Q' € |b|B.

Assume that B = (A — C), M = Az P and b = (u°,¢) with ®,z:u°: A+ P : c:C. We must prove
that Az P’ € |(u®,¢)|47¢. So let N € |u’[{!, we must prove that (Az P') N € |¢|. By Lemma 6.5.4 and
by the definition of B, it suffices to prove that P’ [N/z] € |¢|¢ which in turn results from the inductive
hypothesis applied to the derivation of ®,z : u’, A P : ¢: C, with substituted terms Ny,..., Ny, N (since
P’'[N/x] = P[Ny/z1,...,Ni/xk, N/x]). Here we have used in a crucial way the fact that the inductive
hypothesis is universally quantified.

Assume that M = fixz? - P so that, for some v* = {by,...,b,}, we have ®,2:9°: B+ P : b: B and
® = M:bj:Bfor j=1,...,n. We must prove that M’ = fixz? - P’ € |b|B. Since M’ Bun™ P'[M’/x], it
suffices to prove that P’ [M’/xz] € |b|® (by Lemma 6.5.4). By inductive hypothesis we know that M’ € |b;|Z for
j=1,...,n,thatis M’ € |[v°|P. Therefore, by inductive hypothesis again (applied now to the semantic typing
derivation of ®,z: v : Bl P :b: B), we have P[Ny/z1,...,Ny/xr, M'/z] € |b|B, that is P’ [M'/z] € |b|P
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as expected. Again we have used in a crucial way the fact that the inductive hypothesis is universally
quantified.

Last assume that M = if(P,Q, z - R) and that we have a derivation of the semantic typing judgment
®F M :b: B in our semantic typing system. There are two possibilities as to the last deduction rule of this
typing derivation.

In the first case, we know that we have a derivation of the judgments ® - P : (:¢, & - Q : b: B
and @,z ::. F R : B. By inductive hypothesis we have P’ € |(|*, which means that P’ S,," 0 and hence
M' =if(P,Q",z- R) Bun" if(0,Q, 2 - R') Bun Q. By inductive hypothesis we have Q' € |b|Z, and hence by
Lemma 6.5.4 we have M’ € |b|5.

In the second case we have derivations of the judgments ® - P :sucu’: ¢, ®F Q: Band ®,z:u’: 1+
R :b: B. Then we know by inductive hypothesis that there is a term N € |[u°|¢ such that P’ Bun™ succ(N).
Therefore M’ Bun™ if (P, Q' 2-R') Bun™ if (succ(N), Q’, 2 R) Bun R’ [N/z]. By inductive hypothesis applied to
the typing derivation of R (using the fact that N € |u°|}), we get R’ [N/z] € |b|P. Therefore, by Lemma 6.5.4
we have M’ € |b|Z. Here agin we have used crucially the universal quantification in our inductive hypothesis.

This ends the proof of the proposition. O

6.5.1 ADEQUACY AND OBSERVATIONAL EQUIVALENCE FOR LPCF, DEFINITION OF FULL ABSTRACTION.

Théoréme 6.5.6 (Adequacy) Let M be a term such that & M : . If ( € [M], that is & M : (: ¢ is
derivable, then M Bun* 0.

Démonstration. By Proposition 6.5.5, if = M : ¢ : ¢ is derivable we have M € |¢|*, which means exactly that
M Bwh* 0. O

From this we can deduce a purely syntact result, sometimes called “standardisation”.

Théoréme 6.5.7 (Completeness of S,,) Assume that = M : v and M ~g 0. Then M Byn" 0.

Démonstration. Since M ~g 0 we have [M]| = [0] = {¢} by Proposition 6.5.2, and hence + M : (: ..
Therefore M Byn™ 0 by Theorem 6.5.6. O

This means that the reduction strategy Sup is sufficiently powerful for checking that a closed term of type
¢ is equal to 0.

However, notice that if M ~z succ(0), it is not true that M SByp* succ(0). What is true in that case is
that M Bun™ succ(N) for some term N such that N ~3 0, and hence N Sun" 0.

Let now M; and Ms be two terms such that + M; : A for i = 1,2. We say that M; and M, are
observationally equivalent and write M, ~g,s Mo if, for any term P such that + P : A — 1, we have
(P) Ml 5wh* Q A4 (P) M2 ﬂwh* Q

Exercice 6.5.1 Given M; and M> two terms such that F M; : A for ¢ = 1,2, prove that M; ~g My =
Ml obs M2-

Exercice 6.5.2 Let us say that a term M such that + M : ¢ converges, and write M|y, if M Bun™ 0 or
M Byn™ succ(N) for some term N. Given M; and M two terms such that + M; : A for i = 1,2, prove that
My ~ops My iff for any term P such that = P: A — ¢, we have (P) M1lwh < (P) Malwh-

Théoréme 6.5.8 Let My and My be two terms such that & M; : A for i = 1,2. If [M1] = [Ma] then
My ~ops M.

Démonstration. Let P be a term such that + P : A — . and assume that (P) M; Bwn" 0. Then we have
¢ € [(P) M;] by Lemma 6.5.2 and hence ¢ € [(P) Mz] by our assumption that [M;] = [Ms] which implies
that [(P) M) = [(P) M3] 3. Therefore by Theorem 6.5.6 we have (P) Ma By 0. O

3. Actually, one crucial property of denotational semantics is that it is modular in the sense that the semantics of a term
can be computed when one knows the semantics of its immediate subterms.
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So the model provides a way for proving that two terms are observationally equivalent : it suffices to
prove that they have the same interpretation in the model. This is usually easier than proving directly that
they are observationally equivalent, this condition involving a painful universal quantification on the term
P. This method is however not complete (there are terms which are observationally equivalent but have not
the same semantics).

One says that a model is fully abstract if observational equivalence implies equality in the model, that is,
if this semantical method for proving observational equivalence is complete.

6.5.2 UNE AUTRE PRESENTATION DE LA MEME EXPONENTIELLE. On préfére utiliser une autre facon de
décrire le méme foncteur exponentiel. On pose |lsmS| = Mg, (|S|) muni du préordre suivant : m < m/ si, pour
tout a € supp(m) il existe a’ € supp(m’) tel que a <g a’. On rappelle que supp(m) = {a € |S| | m(a) # 0}.
Si s € PoLR(S,T), on pose

lsms = {(m,p) € |IS| x [!'T'| | Vb € supp(p) Ja € supp(m) (a,b) € s}.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’un foncteur PoLR — PoLR. De plus, si z € Z(S) on pose z'm = Mg, ()

et on voit facilement que lgms z'm = (s x)!““.
On définit eg C |'smS| x || par

es = {(m,u) € [lsmS| X ['sS] [ u <15 supp(m)}.

Par définition, il est clair que e € PoLR(!s, S, 1s5).

Proposition 6.5.9 e est un isomorphisme naturel du foncteur sy, vers le foncteur s .

Démonstration. On prouve d’abord la naturalité. Soit s € PoLR(S,T), on doit montrer que le diagramme
suivant commute :

es
IS —————= S

!smsl Issl

7T
Soient m € |lsmS| et v € |IT|. Supposons d’abord que (m,v) € lsseg et montrons que (m,v) € ey lgms. Il
existe u € [IsS] tel que u <,.g supp(m) et (u,v) € lss. Soit p € |lsnT’| quelconque tel que supp(p) = v. On
a (m,p) € lsms et (p,v) € er, donc (m,v) € er lsms. Supposons réciproquement que (m,v) € er lsms. Soit
p tel que (m,p) € lsms et (p,v) € er, cest-a-dire v <i_sr supp(p). Soit u = supp(m), on a (m,u) € eg et
(u,v) € lss et donc (m,v) € lsseg.
Reste & voir que eg est un isomorphisme. Soit

es = {(u,m) € |sS] X |'smS| | supp(m) <15 u} € POLR(sS, smS) -
On vérifie facilement que e est I'inverse de es dans PoLR. a

C’est un trés bon exemple d’isomorphisme entre préordres qui ne vient pas d’un isomorphisme fort. A
cause de l'existence de cet isomorphisme, on considére & partir de maintenant la version multiensembliste
du foncteur (lgm ) plutot que sa version ensembliste. On peut toujours revenir a la version ensembliste
en remplacant partout les opérations multiensemblistes par les opérations ensemblistes correspondantes.
Comme ces deux foncteurs sont essentiellement les mémes, on utilisera désormais la seule notations I pour
la version multiensembliste (ainsi que 2' pour Mg, () quand = € Z(S5)).

6.6 Sémantique relationnelle

Un préordre S = (|S], <g) est discret si a <g o’ < a = a’. Un préodre discret est donc juste un ensemble.
La sous-catégorie de PoLR dont les objets sont les préordres discrets coincide avec la catégorie Rel des
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ensembles et des relations. Les opérations multiplicatives et additives préservent le caractére discret des
préordres, autrement dit, ce sont des opérations (trés simples) sur les ensembles. On les explicite ici.
L’identité et la composition sont définis de fagon relationnelle.

ldx = {(a,a) | a € X}
et, si s € Rel(X,Y) et t € Rel(Y, Z), alors
ts={(a,c) e X xZ|3beY(a,b) €set(bc)et}.

Si on voit s et ¢t comme des matrices (d’incidence) a coefficients dans {0,1} (avec 1+ 1 =1 x 1 = 1), cette
composition peut étre vue comme un simple produit de matrices, généralement infinies.

6.6.1 STRUCTURE MONOIDALE. Le produit tensoriel de deux ensembles X et Y dans Rel est leur produit
cartésien au sens ensembliste habituel : X ® Y = X x Y. Le produit tensoriel des morphismes est défini
comme dans la catégorie PoLR. Si s; € Rel(X;,Y;) pour i = 1,2, alors s1 ® s2 € Rel(X; ® Xo,Y; ® Y2) est
donné par

$1 & 89 = {((al,ag), (bl,bg)) | (ai7bi) € s; pour ¢ = 1,2} .

On voit facilement que c’est une opération fonctorielle, et que les isomorphismes d’associativité et de symétrie
(et d’élémément neutre) du produit cartésien sont des isomorphismes dans la catégorie Rel qui satisfont les
axiomes de catégorie monoidale symétrique. L’objet neutre du produit tensoriel est bien sir le singleton

1= {x}.
Exercice 6.6.1 Montrer que les isomorphismes dans Rel sont les bijections.

On définit également X — Y = X x Y, et alors il est facile de voir que (X —o Y,ev) est l'objet des
morphismes de X vers Y, Pévaluation linéaire ev € Rel((X —Y) ® X,Y") étant donnée par

ev={(((a,b),a),b) | (a,b) € X xY}.

On vérifie facilement que Rel, muni de ce produit tensoriel est symétrique monoidale fermée. C’est une
catégorie *-autonome : on prend 1 = 1 comme objet dualisant. On vérifie que nx € Rel(X, (X — 1) — 1)
est donné par nx = {(a,((a,%),%)) | @ € X} et est donc un isomorphisme dans Rel. Noter que X et
X+ = X —o 1 sont isomorphes, ce qui est trés spécifique a I’absence de structure des objets du modéle. On
identifie X+ et X.

Si s € Rel(X,Y), le morphisme transposé s € Rel(Y+, X1) = P(Y x X) est

st ={(b,a) €Y x X | (a,b) € s}.

6.6.2 PRODUITS ET COPRODUITS. Soit (X;)ies une famille d’ensembles. Soit &7,.; Xi = ;o ({7} x X5).
Cet ensemble est le produit des X; dans la catégorie Rel, avec les projections

pr, = {((¢,a),a) | a € X;} € Rel (&Xj,Xi>
jel
Si s; € Rel(Y, X;) est une famille de morphismes dans Rel, le morphisme (s;);e; € Rel (Y, &, Xi) est
donné par
(siyier ={(b,(i,a)) | i € I et (b,a) € 5;} .
Puisque la négation linéaire X > X~ est I’identité sur les objets, &z’el X; est aussi le coproduit des X;
dans la catégorie Rel.

Exercice 6.6.2 Vérifier que la propriété universelle du produit cartésien est bien satisfaite. Autrment dit,

(s;Yicr est 'unique élément t de Rel (Y, &icr Xi) tel que pr; t = s; pour tout i € I.
Expliquer pourquoi le produit de X et Y n’est pas X X Y (avec les projections habituelles).
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6.6.3 EXPONENTIELLES. Soit X un ensemble. On pose !X = Mg, (X), ensemble des multi-ensembles
finis d’éléments de X. Un élément de Mg, (X) est donc une fonction m : X — N telle que m(a) = 0 pour tous
les éléments de X sauf un nombre fini d’entre eux. On note 0 le multi-ensemble vide (tel que 0(a) = 0 pour
tout a € X). On note m+m’ la somme des multi-ensembles m et m’, définie par (m+m’)(a) = m(a)+m’(a).
Enfin, supp(m) dénote ’ensemble des a € X tels que m(a) # 0, on appel cet ensemble le support de m, il est
fini. On appelle cardinal de m le nombre d’éléments #m de m, en tenant compte des multiplicités. Autrement
dit, #m =3 .y m(a) € N.
Soit z C X. On note z' 'ensemble Man(z) C1X; cest le promu de z. Si s € Rel(X,Y), on pose

Is ={([a1,...,an],[b1,-..,bs]) | n € Net (a;,b;) € s pour tout i} .
Autrement dit, un couple (m,p) € !X x Y appartient a !s si les deux multi-ensembles m et p ont méme
cardinal n, et peuvent s’écrire m = [a1,...,a,] et p = [b1,...,b,] avec (a;,b;) € s pour tout i. Attention :

on ne demande pas que (a;, b;) € s pour chaque couple d’indices (4, j).

!

Lemme 6.6.1 L’opération |  est un foncteur. De plus, si s € Rel(X,Y) etz C X, on a sz’ = (sx).

Exercice 6.6.3 Rédiger la preuve.
La déréliction et le digging sont définis par

derx {(la],a) | a € X} € Rel(!X, X)
digy = {(mi+--+mu,[m,....,mp]) | my,...,m, €'X} €Rel(!X,!!X).

Lemme 6.6.2 Ces deur morphismes sont des transformations naturelles, et font de! wune comonade. On
rappelle que ¢a signifie que les trois équations suivantes sont satisfaites :

der;X digX = IdIX
!derX dIgX = Id[X

Exercice 6.6.4 Prouver ces deux lemmes.
Soient X et Y deux ensembles. La fonction

Xy — (X&Y)
([a1, ... ap), [b1,-- -5 bg]) = [(L,a1),...,(1,ap),(2,b1),...,(2,b4)]

définit une bijection, et donc un isomorphisme m% ;- € Rel(!IX ®!Y,!(X & Y)). On a également un isomor-
phisme (trivial) m® € Rel(1,!T) donné par m® = {(x,[])}. Ces deux isomorphismes vérifient les conditions
des isomorphismes de Seely énoncées en section 4.5.5.

Exercice 6.6.5 Vérifier que les diagrammes des isomorphismes de Seely sont bien satisfaits (voir sec-
tion 4.5.5).

Exercice 6.6.6 Expliciter les morphismes p°, /J%(’Y et leur généralisation p”. Pour s € Rel(lX; ® -+ ®
1X,,,Y), expliciter la valeur de s' € Rel(!X; ® - -- ® ! X,,,!Y). Voir les définitions en Section 4.5.6.
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6.6.4 CATEGORIE DE KLEISLI. Elle est défine de facon générale en section 4.5.7, on la note Rel,. Un objet
de Rel, est un ensemble, et Reli(X,Y) = Rel(!X,Y). Il n’est pas possible de voir les éléments de Rel;(X,Y)
comme des fonctions (du moins, pas directement). On rappelle que l'identité en X est derx € Rel,(X, X) et
que la composition de s € Rel|(X,Y) et de t € Rel|(Y, Z) est

tos=tlsdigy.

Exercice 6.6.7 Soient m € !X et ¢ € Z. Montrer que (m,c) € t o s si et seulement si on peut trouver
(m1,b1),...,(Mmp,by) € s tels que my + -+ +my, =m et ([by,...,b,],c) €.

Exercice 6.6.8 Montrer que la fonction Reli(X,Y) x Rel|(Y, Z) — Rel|(X, Z) qui envoie (s,t) sur t o s
est croissante (par rapport a Iinclusion) et Scott-continue. On rappelle ce que cela signifie :
— Monotonicité : si s,s'" € Rel)(X,Y) vérifient s C s’ et ¢,t' € Reli(Y, Z) vérifient ¢t C ', alors on a
tosCt os'.
— Continuité : si D C Reli(X,Y) et E C Reli(Y, Z) sont filtrants pour l'inclusion (D filtrant signifie :
D # (et Vsy,s9 € DIse€ D s; Cset sy Cs)alorsona (UE)o (UD) CUDoE)ouDoFE={to
s|se€ Dette E}. Lautre inclusion (UE) o (UD) D U(D o E) est conséquence de la monotonicité.

On a vu en 4.5.7, que Rel, est cartésienne fermée. Le produit cartésien d’une famille (X;);c; d’ensembles

est X = &, Xi, avec les projections

pr;, derx € Relg(& X, X;).
iel

L’objet des morphismes de X vers Y est X = Y = !X — Y avec comme morphisme d’évaluation Ev €
Rel(!(X = Y) ®!X,Y) (identifiant |((X = V) & X) et (X = Y) ® |X) est donné par

Ev={(([(m,b)],m),b) [me !X et beY}.

Si s € Reli(Z & X,Y), c’est-a-dire, s € Rel(!Z ® | X,Y), alors Cur(s) = {(p, (m,d)) | ((p,m),b) € s} €
Rel(Z, X = Y) vérifie les conditions de cloture cartésienne.

Exercice 6.6.9 Vérifier les 3 équations correspondantes.

6.6.5 FIXPOINT OPERATORS. We define a morphism
ZelLi((X=X)=X,(X=X)=X)

using the cartesian closeness of Rel, (the same definition makes sense in any cartesian closed category),
setting Y = (X = X) = X. We set £ = Cur Zy where Z; € Rel|(Y & (X = X), X) is defined as the
following composition of morphisms in Relj, where Y = (X = X) = X :

Y & (1d, 1d) Ev & Id
R ——

Y & (X = X) Y & (X = X)& (X = X)

X & (X = X)
l (pra, pry)
XE(X=X)&X

The morphism Z can also be defined as Z = cur Z; where Z; the following composition in L.

!
Y @ 1(1X —o X) -2

lezxﬂax,x ® der

X< (X -2X)o!X < 1X® (X — X)
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where, for any object Z,T, we set ez = (ev(dernz_or @ T)) : (1Z = T)®!Z =T
Exercice 6.6.10 Prove first that

€z T = {(([(mlvdl)a'"a(mkvdk)]vml ++mk)7[d177dk]) ‘ ke Nv
mi,..., Mg G'Z and dl,...7dk ET}

Using this result, prove that

Z1 ={(([(m1,a1),..., (mg,ax)l,m1 + - -+ +mg + [([a1, ..., ax],a)]),a) |
keN, a,a1,...,ar € X and mq,...,my € (!X — X)}

We know that any f € Rel(!Z,T) induces a function f : P(Z) — P(T) defined by f(w) = {d € T | Im €
Mn(Z) (m,d) € f} and that this function is Scott continuous.

Exercice 6.6.11 Defining J € P(!/(!X — X) —o X) as the least fixpoint of Z, prove that ) is the least set
such that

Y=A{(m +--+mp+[(la1,...,ax],a))],a) | k € N and Vi (m;,a;) € V}

6.6.6 THE EILENBERG-MOORE CATEGORY. We recall that the general category of coalgebras is defined
in Section 4.5.8. An object is a pair P = (P, hp) where hp € Rel(P,!P) satisfies two commutations.

Exercice 6.6.12 Prove that (X, k) is a coalgebra iff h € Rel(X,!X) satisfies :
— Va,be X (a,b)) eh=a=b
— For all a € X and mq,...,my € !X, one has (a,my + --- +my) € h iff there are a4,...,a; € X such
that (a, [a1,...,ax]) € h and (a;,m;) € hforalli=1,... k.

Exercice 6.6.13 Let P and @ be coalgebras. Prove that f € Rel(P,Q) belongs to RelI(P, Q) iff forall

a € X and by,...,b;y € Y, there is b € Y such that (a,b) € f and (b, [b1,...,bx]) € hg iff there are
ai,...,ax € X such that (a,[a1,...,ax]) € hg and (a;,b;) € fforeach i =1,... k.

Exercice 6.6.14 Let X be aset and P be a coalgebra. Let f € Rel(P, X). Prove that f' = {(b,[a1,...,ax]) |
E'bl, e, by (b, [bl, . ,ka € hp and Vi (ai,bi) S f}

Exercice 6.6.15 Prove that hy = {(x, k[+]) | k € N}. Given two coalgebras P and @, prove that

hpeg = {((a,b),[(a1,01), ..., (ak, bk)]) | (a,[a1,...,ax]) € hp
and (b, [b1,...,bk]) € hg}
hP@Q = {((l,a)7 [(170'1)7 SRR (17ak)]) ‘ (a= [ah s 7ak]) € hP}
U{((2’b)v [(27b1)7"'a(27bk)]) ‘ (ba [blv"'abk]) € hQ}

6.6.7 EMEBDDING AND RETRACTIONS. The cpoc of sets Relc is simply the class of all sets, equiped with
the order relation C. It has () as least element and has lubs of all countable directed families : if (X, ) er is
such a family, its lub is its union Uver X, (actually, all unions exist, but only countable directed ones are
used here).
Let X,Y be such that X C Y, then we set
ity ={(a,a) e X xY |a € X} € Rel(X,Y)
ixy =1(a,a) €Y x X |a € X} € Rel(Y, X)

Exercice 6.6.16 Prove that all the conditions of Section 4.5.11 are satisfied by these definition.
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As explained in Section 4.5.11, it is important to extend this notion of subobject to the category Rel'.
Remember that we define P C @ as meaning that P C @ and iEQ € Rel (P,Q), that is, iff hg iE,Q =

!(igg) hp.

Exercice 6.6.17 Prove that P C @ holds iff, for all a € P and by,...,b; € Q one has (a,[by,...,bx]) € hg
iff by,...,b, € P and (a,[by,...,b]) € hp.
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Chapitre 7

Sémantique relationnelle de CBPYV et de
PCF

7.1 Semantics of CBPV in Rel

We have seen in Section 4.6 how to interpret the language CBPV of Chapter 3. We want here to describe
this interpretation in the particular case where the model of LL under consideration is Rel.

There is nothing to say about types : each closed type o is interpreted as a set [o], and if o is a positive
type ¢, this set [p] is equipped with a coalgebra structure simply denoted as h, € Rel([¢],![¢]). We have
seen above how the various connectives of LL are interpreted in Rel. All the point of the use of continuous
functionals for interpreting types is to make this interpretation compatible with the equation on types induced
by the recursive types construction.

For instance, if this equation tells us that a closed positive type ¢ satisfies ¢ = 1 ® o (where @1 and o
are positive types) then we know the [¢] = [¢1] X [p2] and that ((a1,a2),[(a1,1,021),..., (a1, a2%)]) € hy
iff (CI,i7 [am, Ce ,ai,k]) S hWi for i = 1,2.

Here are some examples of types.

— [T]=0

— 1=1Tso [1] = {[]} with hy = {([],%[[]]) | ¥ € N} (remember that if m is a multiset and k € N then

km =m+---+m (k times)).

— The type of flat of natural numbers . = 1@ ¢ (that is ¢ = Fix¢- (1 ©)). Then [¢] = {(1,[])} U{(2,a) |

a € []}, this set being defined as a least fixpoint. In other words, an element of [¢] is a sequence

(2,...,2,1,]]) that we denote as @ (where n is the number of 2’s in this sequence). Then we have
h, = {(7, k[7]) | k,n € N},
— The type of streams of natural numbers p = «®!p. Then [p] = {(@, [a1,...,ak]) | n,k € Nand ay,...,a €

[p]}, again it is a definition as lest fixpoint. And we have

h, = (@, mi+ - +mg), [(7,m1),...,[@,mg)]) | n,k eN
and mq,...,mi € Msan([p])} -

To describe simply the interpretation of terms, we introduce a non-idempotent intersection typing system.

A semantic typing judgment is an expression ® = (21 : aq : p1,...,& : a : @) where the variables z;
are pairwise distinct, the ¢;’s are positive types and a; € [p;]. Given such a semantic judgment ®, we define
its underlying typing judgment ® = (21 : ¢1,..., 2 : @x) and the tuple of points = (a1,...,ar) € [®].

A semantic judgment is then an expression of shape ® = M : a : o where ® is a semantic judgment, M
is a term, o is a type and a € [o]. We give now the rules of the semantic typing system.

Warning : in each of the following rules, it is assumed that all the semantic contexts which appear have
the same underlying typing context. Given a typing context P, we use hp for hip):.
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(2,])) €ha
S r:a:pkFxia:p

O, FM:a;:0fori=1,...,k (@[@,...,@])Ehg
M :lay,...,a]: o

Remember that we assume that ® = ®; for each i.
O - M iar e Oy =My :as : 2 @,[i,@})ehg
(D }_ <M1,M2> . (al,ag) N 901 ®Q02

OFM:a:yp; S r:a:9oF-M:b:o
D Fin; M : (i,a) : o1 D w2 O M?M:(a,b): ¢ —o0

Oy FM:(a,b):p—o0 PoFN:a:p (&),[@hég])ehg
O (MYN:b:0o

O M:d:lo O M: (ar,a2) : o1 ® @2 (as,[]) € hy,

OrHder(M):a:0 OFpryM:ay: e

OFM: (ar,a2) : p1 ® o (a1,[]) € hy,
D proM :ag o

QoM :(1l,a1) : p1 D@2 Pr,x:a;p1FNiib:o D, 29 1 o2 - No: o (‘Ba[‘f’\o,(f’\l])ehg
(I)l_CBSG(M,ml'N17$2~N2)ZbZU

Do b M:(2,a5): 01 @y ®p,xianoab Noibio  Bai:iobNiigr (DB, 0]) € hg
O+ case(M,x1 - Ny,xo-No):b: 0o

Do,z : [ag,...,ax]:loF-M:a:0o Vi ®; Ffixz'" M :a; ;o (@,[@,...,@])Ehg
OFfixx'"M:a:o0
This typing system is motivated by the following result.

Théoréme 7.1.1 Assume that P+ M : 0. Let @ € [P] and b € [o]. Let ® be the semantic context characte-
rized by ® =P and ® = a. Then (d,b) € [M]p holds iff the typing judgment @+ M : b: o is derivable.

Exercice 7.1.1 Prove this theorem. This not particularly interesting, it is a good way though to review the
definition of the semantics.

7.1.1 AbpEQUACY. Our goal is to prove that, if F M : ¢ and [M] # 0, then the reduction —,, terminates
on M, that is : there is no infinite sequence (M;);en such that My = M and M; —, M;1; for each i € N.

For this pupose, we use a realizability method. Given a type o and a point a € [o], we define a set |a|”
of closed terms M such that - M : o and, if o is a positive type ¢, we define moreover a set |a|? of closed
values V such that -V : . The definition is by induction on the structure of a.

k
a1, ai]l" = {!M |- M : 0 and M € ) ]ai|"}
i=1
(a1, a2) |72 = {{V1,V2) | Vi € |as[¢" for i = 1,2}
|GG, )7 %2 = {iniV | V € [al¢"}
la| ={M |F M :¢and 3V € |a|f M =, V}
[(a,0)|*" ={M |FM:p—oocand VV € |a|? (M)V € |b|°}.
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Lemme 7.1.2 If- M :0, a € [0], M = M' and M' € |a|?, then M € |a|®.

Démonstration. By induction on the structure of a. If ¢ is a positive type ¢, the property results immediately
from the definition. If 0 = ¢ — 7 and a = (b, ¢), then let V' € |b|?, we have to prove that (M)V € |c|?. This
results from the inductive hypothesis and from the fact that, by definition of —,, we have (M)V —% (M')V.

a

Lemme 7.1.3 Let ¢ be a positive type and let (a, [a1,...,ax]) € hy. Then for all i one has |al? C |a;|¢.

Démonstration. By induction on the structure of a. If ¢ =lo and a = [by,...,by,] then a1,...,a; € [lo] are
finite multisets such that a = a; + - - - 4+ ax. So we have |a|}? = ﬂle la;|i and hence |a|)? C |a;|.” for each i.
O

Exercice 7.1.2 Complete the proof.

Then we can state and prove the main result.

Théoréme 7.1.4 Assume that 1 : 1,01, , Ty : Gp,pn = M :b: o and that V; € |a;|¢7 fori=1,...,n.
Then M [Vi/x1,...,Vi/xy] € |b]°.

Démonstration. By induction on the semantic typing derivation of x1 : a1,p1,...,Zn @, 0n W M b : 0.
We denote as M’ the term M [Vy/x1, ..., Vi/xg].
Assume that M = z; for somme 7 € {1,...,n} so that the derivation consists of the axiom ® -z : a; : @;

with (®,[]) € hg so that b = a; and 0 = ¢;. Then M’ =V, € |a;|?* C |a;|¥* by definition of this latter set.

Assume that M = N', 0 = !7, a = [by,...,b] and that we have ®; - N : b; : 7 for i = 1,...,k with
((f), [(f)\l, .. ,fi)\k]) € hg. For each i = 1,...,n, we have assumed that V; € |a;|?* but if we write explicitely
O; = (z1:0a51:Q1,-..,21 1 Ajpn : Pn), we know for each i = 1,...,n one has (a;, [a1,...,ar;]) € hy, from
which we deduce by Lemma 7.1.3 that V; € |a;;|¥¢ for each j = 1,..., k. Therefore by inductive hypothesis
we have that N’ € |b;|” for j = 1,...,k. Hence M’ = (N’)! € |a|\? by definition of this latter set. Therefore
M’ € |a|'” as contended.

Assume that M = (M, Ms), 0 = ¢1 ® 2, a = (a1,a2) and that we have ®; - M; : a; : p; for j = 1,2
with (:IS7 [6\1, (i)\g]) € he. As above, applying Lemma 7.1.3 and using the fact that (&), [‘5\1, ‘i)\g]) € he, we get
by inductive hypothesis that M € |a;[” for j = 1,2 and hence M’ = (M{, M3) € |alg C |a|°.

The case M = in;N is completely similar.

Assume that M = (N)R and that we have &1 - N : (b,a) : ¢ — o and P53 - R : b : ¢ with
(@, [&)\1, @}) € hg. Therefore, by inductive hypothesis (using Lemma 7.1.3 as usual), we get N’ € |(b,a)|? ™
and R’ € |b|*. This latter property means that R' —Z% V for some V € |b|#. By definition of |(b,a)|¥
we have (N')V € |a|?. By definition of —,, for CBPV, we get M’ —J (N')V and hence M’ € |a|” by
Lemma 7.1.2.

Assume that M = der(N) and that we have ® - N : [a] : 0. By inductive hypothesis we have N’ € |[a]|'*,
which means that there is V € |[a]|'” such that N’ —% V. By definition of |[a]|\? there exists R € |a|” such
that V = R'. By definition of —,, we have M’ = der(N’) — der(R') —,, R and hence M’ € |a|” by
Lemma 7.1.2.

Assume that M = Aa¥ N, 0 = ¢ — 7, a = (b,c) and that we have ®,z: b: o+ N :c: 7. Let V € |b|?, we
have (M"\V—M'[V/x] = M [V1/z1,...,Vs/xn, V/z] and we know that this latter term belongs to |¢|™ by
inductive hypothesis. Therefore we have (M’)V € |¢|” by Lemma 7.1.2. Hence M’ € |(b, ¢)|*~°" as contended.

Assume that M = pr;N for some j € {1,2}, 0 = ¢j, a = a; and ® = N : (a1,a2) : ¢1 ® 2 (and also
(az—j,[]) € hg though we do not use this fact here; this property is crucial in the proof of soundness of
the semantics wrt. reduction). By inductive hypothesis we have N’ € |(ay,aq)|?*®¥2. So there are values
V; € |aj|v<pj for j = 1,2 such that N’ = (V1,Vs). By definition of —,, we have prjM’ = prj<V1,V2> —w Vj
from which we deduce that M’ = pr; N’ € |a;|#/ by definition of |a;|?.
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Assume that M = case(N,z1 - Ri, 22 - Ro) with &g - N : (4, 05) : o1 D2, P1,25:bj: ;- Rjta:o
and ®,z2_; : pa_; - Ro_; : o for some j € {1,2}, with ((f), [&)B,&);]) € he. Applying Lemma 7.1.3 we get, by
inductive hypothesis, N’ € |(j, b;)|?*®?2, which means that there exists V € |a;|v’ such that N’ —7 in;V,
and hence, by definition of —, we have M’ —J case(in;V,z; - R, 22 - Ry) —w R} [V/x;], and this latter
term belongs to |a|” by inductive hypothesis. So by Lemma 7.1.2 we have M’ € |a|”.

Assume last that M = fixz'" N with ®g,2 : [a1,...,a;] : lo - N :a: 0 and ®; - M : a; : o for
j=1,...,k, and (3), [&)B,,(f);}) € hg. As usual, we get M’ € |a;|° for j = 1,...,k and hence (M')' €
|la1, ..., a]|?. By inductive hypothesis again (applied now to N) we get therefore N’ [(M')"/z] € |a|”. By
definition of —,, (and of substitution) we have M’ —, N’ [(M’)!/z] and hence M’ € |a|” by Lemma 7.1.2.

O

7.1.2 OBSERVATIONAL EQUIVALENCE FOR CBPV. We can say that two closed terms M; and M are
observationally equivalent if, whenever plugged in any context, the resulting processes behave in the same
way. This context can use the plugged term various times, and therefore a promotion will be applied before
plugging the term in the context.

More precisely, assume that = M; : ¢ for i = 1,2. Then we say that M; and M, are observationally
equivalent (written M ~ns My) if, for any term C such that - C : lo —o 1, the term (C)M] is —,-
normalizable iff (C') M} is —,-normalizable. Remember that 1 =!T.

The main drawback of this notion is that a priori it is not compositional. For instance, it is not clear
from the definition, whether My ~ups Ma, Ny ~ops No = (M1) N1 ~ops (M2)No. This makes it difficult to
prove that two terms are equivalent.

Fortunately, one can prove that two terms are observationally equivalent by proving that they are deno-
tationally equivalent in some model of CBPV (that is, they have the same interpretation in this model) as
soon as (an analogue of) Theorem 7.1.4 holds.

Lemme 7.1.5 Assume that = M : \o. Then [| € [M] iff there is N such that+ N : o and M —,, N*.

Démonstration. If M —, N' then [M] = [N'] by Theorem 4.6.4. We have [| € [N'] by definition of the
interpretation (see the semantic typing rule above for N' with k& = 0). Conversely, if [| € [M] then M € |[]|'”
by Theorem 7.1.4 which means that M — N' for some term N such that - N : 0. O

Théoréme 7.1.6 Assume that = M; : o fori=1,2. If [My] = [Ms] then M; ~qns Mo.

Démonstration. Assume that = M; : o for i = 1,2 and that [M;] = [Mz]. Let C' be a term such that
FC :lo —o 1. We have [(C)M]] = [(C)M}] and therefore (C)M] —,-normalizes iff (C') M} —,-normalizes
by Lemma 7.1.5. O

The converse implication does not hold simply because there are other models of CBPV which equate
more terms than Rel and satisfy an analogue of 7.1.4. Such a model can be defined using the Scott semantics
of LL.

When the converse implication holds, one says that the model is fully abstract.

7.2 Sémantique de PCF dans Rel,

On va définir une interprétation de PCF dans la CCC Rel,. Pour cela on commence par repérer les
ingrédients de base de 'interprétation.

7.2.1 NATURAL NUMBERS. We know that the category Rel has arbitrary countable coproducts, and
therefore, it has an object of natural numbers N in the sense of Section ??. One has N = N and for each
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n € N, one has m = {(*,n)}. Applying the general definition of Suc given in that section, on checks easily
that suc € Rel(N, N) is given by

suc = {(n,n+1) | n € N}.

The canonical coalgebra structure of 1 is the morphism h; = p® defined as the following composition of
morphisms in Rel :

m?® dig+ I(m%)~*

1 IT nT 1

It results from this definition that
hi = {(x k[*]) | k € N}

which is an infinite set. It follows that the canonical coalgebra structure of N is given by the following
morphism hy € Rel(N,IN) :

hn = {(n,k[n]) | n,k € N}

since An = [T b1 ]nen- _
Let X be an object of Rel, that is, a set. Using the notations of Section ??, we see that ify € Rel(1 ®
X ®!(IN — X), X) is given by

ifo = {(x[a],[l,a) | a € X}
and that ify € L(N® !X ®!(IN — X), X) is given by
if. ={(n,[,[(k[n],a)],a) | k,n e Nand a € X}.
It follows that if € L(N® !X ® [(IN — X), X) is given by
i ={(0,[a],,a) |a € X}U{(n+1,[,[(k[n],a)],a) | k,n e Nand a € X}.

7.2.2 FIXpoINTS. Consider the operator J : Reli(X — X, X) — Reli(X — X, X) as defined in sec-
tion 4.5.12. Considered as a function P(Mg,(X — X) x X) — P(Mgn(X — X) x X), this function is
Scott continuous. Therefore, it has a least fixpoint

= 30

that is fix = (J;—, fix, where fixg = () and

ﬁn+l = y(ﬂn)

= Evo (ldx_x, fix,)
=ev(denx .x ® ﬁn!) CIX—oX

and this sequence of morphisms is monotone with respect to inclusion. -
Applying the last equation, we get that an element (m,a) of (X — X) — X belongs to fix, 41 iff m can
be written

m=[([a1,...,ag],a)] +m1+ -+ my

with (mg, a;) € fix, for i = 1,... k. So fixo = 0, fixy = {([([l,a)], @) | a € X} etc.
In other words, fix is inductively defined as

fix = {([([a1,- .-, ak],a)] + m1 + -+ +mp,a) | k €N, a € X and Vi (m;,a;) € fix}.

7



7.2.3 DEFINITION AND INVARIANCE OF THE INTERPRETATION. With any type A, we associate an object
[A] of Rel;, by the obvious inductive definition :

[t(]=N and [A— B]=[A] = [B]=14] — [B]
Given a typing context T' = (z1 : Ay,...,2;: A;), we set
[[]=[A] & - & [A)]

Given a typing context I' = (a1 : A1,...,2; : A;), a type A and a term M such that ' F M : A, we
define a morphism [M]r € Reli([T], [A]) by induction on M. This definition makes sense actually in any
Kleisli category £, with the required structure; we present it first in the most abstract and general way,
using purely categorical notations.

If M = x; for some i € {1,...,1}, then [M]r = pr,.

If M =n for n € N then [M]r =7 o tjp}, considering 7 as an element of £,(T,N) by identifying !T with
1.

If M = succ(P) with '+ P : ¢, then we have [P]r € £i([T'], N) and we set

[M]p = suc[P]r € Li([T'],N)

M =ifPQz RwithI'F P:y, I'FQ:AandT,z:0F R: A then we have [P]r € Li([T],N),
(@I € £((T). [4]) and [Rlr ... € £i([T] & N, [4]) so that Cur ((R]r.».,) € £i([T], IN — [4]). Therefore we have
(@' € £([T).[A]) and Cur ([R]r,z.)" € L[] /(N — [4])). So we set

[M]p =i ([Plr ® [Q]r' ® Cur ([Rlr....)") ¢ € L(![TT, [A])

where ¢ € L(I[T'],!['] ® /[I'] ® ![I']) is a ternary version of contraction (uniquely defined up to « isos, for
instance ¢ = (![I'] ® ¢iry) cjry)-

If M =XeBPwithT,z:BF P:C (and A= B — C) then we have [P]r .5 € L£i([['] & [B],[C]) and
we set [M]F = CUI’([P]F@;B) S ﬁl([FL [B} = [C])

IfM=P)Qwithl' FP:B—-Aand T - Q : B then we have [P|r € Li([I'],[B] = [4]) and
[Q]r € Li([T],[B]) and we set

[M]r = Ev o ([Plr, [Q]r)

The following result is a tool for proving that the semantics is invariant under term reduction. It is also
interesting per se as it means that the semantics is modular : the interepretation of a term is known as soon
as one knows the interpretation of its subterms. This is an essential feature of denotational semantics.

Théoréme 7.2.1 (Substitution Lemma) Assume that ',z : A+ M : B and that '+ P : A. Then

[M [P/x]]r = [Plrz.a o (ldiry, [Q]r)

= [Plre:a (T @ [PIr) ¢
The proof is a simple induction on M (or, equivalently, on the derivation that I';z : A+ M : B).

Théoréme 7.2.2 Assume that T,z : A+ M : B and that M 8 M'. Then [M'lr = [M]r.
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The proof is a straightforward induction on the derivation of the fact that M 8 M’ in the deduction system
presented in Section 1.3. We deal here with three cases.
Assume first that M = (Az® P) Q with ',z : BF P: Aand '+ Q : B, and that M’ = P [Q/z]. We have

[M]p = Ev o (Cur [P]p..:5, [Q]r)
= [Plr,2: o (ldir}, [Q]r) by cartesian closedness of L,

= [M']r by Theorem 7.2.1.

Assume now that M = if(n+1,P,z- Q) withT'F P: Aand T',z: ¢ F Q : A, and that M’ = Q[n/z].
Then we have [P|r' € £(![[],![A]) and Cur [Q]r....' € L(![T],!(!N — [A])). Remember also that [n + 1] =
n+ 1 wr. We have

[M]r =i ([n+1]r @ [Plr' @ Cur[Q]r»..}) ¢
if (n+ 1@ !0 @ (N —o [A])) (wiry ® [Pl ® Cur [Qlr,z..) ¢

= ev 1/1 (ﬁ! ® W[F] ®der!N_(,[A]) (W[F] ®[Ph" ® Cur [Q]F,Z:L!) C

by Diagram (?7), using the notations of that diagram. Therefore we have

[M]F =e€v (CUF [Q]F,Z:L ® [ﬂ]l—“) C[F]
= [Qlr,z. (I ® [Q][‘I) ¢y by cartesian closedness of L,
=[Q[n/z]lr = [M']r by Theorem 7.2.1

Assume last that M = fix(P) with ' - P : A — A and that M’ = (P)M. Then we have [P|r €
L([I'], [A] = [A]) and

o [Plr

fix o
Ev o ([P]r,fix o [P]r) as seen in Section 4.5.12

[(P) M]p

7.2.4 RELATIONAL INTERPRETATION AS A TYPING SYSTEM. We provide now a more concrete presenta-
tion of that interpretation, in the relational model.

A semantic context is a sequence ® = (x1 : my : Ay,...,x; : my : A;) where the z;s are pairwise
distinct variable and m; € [4;] for i« = 1,...,l. We use I for the underlying typing context I’ = (z; :
Aq,...,x; : Ap). Given a typing context I' = (21 : Ay,...,2; : A;), we use Or for the semantic context
Op = (x1 : [] : A1,...,2; : [] : A;). Observe that Op = I'. More generally, given a finite family (®;);c; of
semantic contexts such that Vi ®; = I' for some given typing context I' = (z1 : Ay,...,x; : A;) (so that
Q; = (z1:my 5, Ay, imp Ay)), we define @ =) Dy = (210 ) o my s A w Y my Ay,

A semantic judgment is a statement of shape ® - M : a : A where ® is a semantic context, M is a term,
A is a type and a € [A].

We give now a deduction system for these judgments.

OPHM:n:
Op,z:la]: AFz:a: A OrkFn:n:. & Fsucc(M) :n+1:e

Py-M:0: O FP:a: A Iz:tFQ:Awhere ' = &y = &,
Oy + O HIf(M,P,2-Q) :a

Qo M:n+1:y Do,z kn]:eFQ:a: A I'EP:Awhere' = &y = Py
(PO—F(bgl_if(M,P,Z'Q)ZCL

In that rule, k£ and n are arbitrary elements of N.
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dr:m:A-M:b: B
O eAM:(m,b): A— B

Do+ M : ([ar,...,a,],0): A— B ®;-P:a;: Aand ®; =P fori=1,...,n
St ®iF(M)P:b: B

Do - M : ([a1,...,an],a) : A— A O; Ffix(M):a;: Aand ®; = Pp fori=1,...,n
Yoo Efix(M):a: A

The proofs of the two next statements are simple inductions of semantic derivations.
Proposition 7.2.3 If - M :a: A then @+ M : A.

Théoréme 7.2.4 Assume that ' M : A withT = (x1 : Ay,...,2;: A;). Let a € [A] and let m; € ![A;] for
i=1,...,1. The two following statements are equivalent :

T (mla"'vml,a) € [M}F

— the judgment (x1:mq : Ay,...,x;:my: A))F M :a: A is derivable.

7.2.5 THE ADEQUACY THEOREM. Let M be a term such that + M : ., that is, M is closed and of base
type. Then if we apply the S, reduction strategy (see Section 1.3.1) to M, there are two possibilities :

— either M B, n for a uniquely determined n € N

— or the computation does not terminate.

In the first case, we know by Theorem 7.2.2 that [M] = 7, but what can we say in the second case?
The answer is that, in the second case, [M] = (). This result can be proved under rather general hypotheses
about the model (basically, one needs a CCC with an “object of natural numbers”, and where each hom-set
is a cpo with a least element).

We give here a proof in this particular model, which is more direct than the general one and can be
adapted to many similar contexts.

For any type A we define a relation I- 4 between closed terms of type A and elements of [A]. The definition
is by induction on A.

If A=, M such that - M : ¢ and n € N, we say that M I, n if M 5}, n.

If A=B — C, M such that - M : B— C, by,...,b, € [B] and ¢ € [C], we say that M IFp_,¢o
([b1,--.,bn],c) if, for any P such that - P: B and Pl b; for i =1,...,n, one has (M) P IF¢ c.

The next lemma states the main property of the relation I 4 for the proof of Theorem 7.2.6.

Lemme 7.2.5 Assume that = M : A, M fun M’ and a € [A]. If M' Ik 4 a then M IF4 a.

Démonstration. By induction on A.

Assume that A = 1. The assumption M’ I, n means that M’ Bun n. If M B, M’, we have M Buhn n,
that is M Ik, n.

Assume that A = B — C, a = ([b1,...,bn],¢) and M’ is such that M’ IFp_,c a. We assume that
M Bun M' and we want to prove M IFp_,c a. So let P be such that - P: B and Plkg b; for i =1,...,n.
Since M Bun M', we have (M) P Byn (M') P (see the definition of Byn in Section 1.3.1). But (M') P IF¢ ¢
because M’ IFg_,¢ ([b1,...,bn],c) and hence (M) P k¢ ¢ by inductive hypothesis. O

We write M k4 [a1,...,a,] if MIFga; fori=1,...,n.

Théoréme 7.2.6 (Adequacy) Assume that (z1:mq: Ay,...,xp:my:A;)) F M : a: A. For any clo-
sed terms Py,..., P, such that &= P; : A, fori = 1,...,1, if P, Fa, m; for i = 1,...,1, then we have
M[Pi/x1,....,P/z]lFaa.
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Démonstration. By induction on the derivation that (z1 :my : A1,...,2;:my: A))F M :a: A, we prove the
following universally quantified statement :

For any closed terms P, ..., P, such that - P;: A; fori=1,...,1,if P;IF4, m; fori=1,...,[, then we
have M [Py/x1,...,P/x] IFa a.

We use @ for the semantic context (x1 :mq : Ay, ..., 2 my: Ap).

Assume that M = x; for some ¢ € {1,...,l}. Then we have m; = [] for j # ¢ and m; = [a]. We have
M [Py /x1,...,P/x;] = P; and hence M [Py /x1,..., Pi/x;] -4, a by our assumption about the P;s.

Assume that M [P1/x1,...,P/x)] = n so that M [P1/z1,...,P//x;] Ik, n because n 8%, n and by the
definition of I+,.

Assume that M = succ(P), A =1 and a = n+ 1 for some n € N, so that we have ® - P : n : v and we
know that P [Py/x1,..., P;/x] Ik, n by inductive hypothesis. This means that P [Py /x1, ..., P/x;] 8%, n. By
definition of By, it follows that succ(P [Py/z1,..., P /zi]) BL, n+1, that is M [Py/z1,..., P /z] F, n+1
as required.

Assume that M = if(P,Q, z-R), that ® = &g+ P, with P P:0:¢, P11 FQ:a: Aand &,z: 1+ R: A.
The contexts @, (for p = 0,1) can be written ®, = (z1 : m} : Ay,..., 2 : m} : 4;) with m; = m{ + m} for
1=1,...,1. For each ¢, we have assumed that P; IF4, m; so that we have P; Il 4, mf for p =0, 1, and for each
i = 1,...,l. By inductive hypothesis, it follows that P [Pi/x1,...,P//x;] Ik, 0 and Q [P1/x1,...,Pi/x] k4
a. Therefore P[Py/x1,...,P/x] BL, 0. Hence, by definition of Bn, we have M [Py/z1,...,P/x)] BL,
P[Pi/xy,...,B/x]. Since Q[P1/x1,...,P//x;] k4 a we have M [Py /x1,..., P;/x;] k4 a by Lemma 7.2.5.

Assume that M = if(P,Q,z - R), that ® = &y + ®o, with Do F P:n+1:¢, g, z:k[n]:tFR:a: A
and ® F @ : A, for some k,n € N. The contexts ®, (for p = 0,2) can be written &, = (z1 : m} :
Ay,.oomomb s Ay) with my = m) +m? for @ = 1,...,1. For each i, we have assumed that P; IFa, m;
so that we have P; IF4, m? for p = 0,2, and for each ¢ = 1,...,l. By inductive hypothesis, it follows
that P[Py/x1,...,P/x;] Ik, n+ 1 and R[P1/x1,...,P/x;,n/z] ka4 a (because n Ik, n by definition of
IF,, and hence n Ik, k[n]). Therefore we have P[P /x1,...,P/x;] B%, n+ 1. Hence, coming back to the

Wi

definition of Buh, we see that M [Py/x1,..., P /z] BL, R[Pi/z1,...,P/z,n/z]. But we have seen that
R[Pi/x1,...,P/x;,n/z] IF4 a and hence we have M [Py/x1,...,P;/x;] IF4 a by Lemma 7.2.5.

Assume that A = B — C, M = A\z® P, that a = (m, ¢), and that we have ®, 2 : m: B+ P:c: C. Given
Py, ..., P, as in the statement of the theorem, we must prove that Az” P[Py /x1,..., P,/ IFg_c (m,c). So

let @ be a term such that Q IFg m, we must prove that

(AP P[Py /21,...,P /7)) Q ¢ c.

Since (Az? P[Py/x1,...,P/x)]) Q Bun P[Pi/x1,...,P/x;,Q/x], by Lemma 7.2.5, it suffices to prove that
P[Py /xy,...,P/x;,Q/x] k¢ ¢ which is a direct consequence of our inductive hypothesis (observe here that
it is very important to write this inductive hypothesis as a statement universally quantified over the P;’s).

Assume that M = (P)Q, that we have ®y - P : (m,a) : B — A with m = [by,...,b,], that ®, - Q :
bp : Bfor p=1,...,nand & = Z;:oq)p- For p = 0,...,n we can write ®, = (21 : m{ : Ay,... 2y :
mY : A;) and we have m; = Z;;o m? for i = 1,...,l. Since we know that P; IF4, m;, for i = 1,...,1, we
have P; IF4, m? for each i = 1,...,1 and each p = 0,...,n. By inductive hypothesis, we have therefore
P[Pi/z1,...,P/x)) kg4 (m,a) and Q [Py/x1,..., P /z) IFp b, for p = 1,...,n. By definition of IFp_, 4,
it follows that

M[Py/xy,..., Bz = (P[P /z1,...,P/x)]) Q[P1/x1,..., P /x)]lFaa

as required.
Assume last that M = fix(P), that we have o - P : (m,a): A = A with m = [a1, ..., a,], D, F fix(P) :

ap : Aforp=1,...,nand ® = Y1 (®;. For p = 0,...,n we can write &, = (z1 : m{ : Ay,... 2 :
my : A;) and we have m; = ZZ:O m? for ¢ = 1,...,1. Since we know that P; |4, m;, for i = 1,...,1, we
have P; IF4, m? for each i = 1,...,1 and each p = 0,...,n. By inductive hypothesis, we have therefore

P[P /z1,...,P/x;)] Fasa (m,a) and fix(P) [P1/z1,...,P/z;] kg ap for p = 1,...,n. By definition of
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IF A4, it follows that

(P[Pi/x1,...,P/x)]) fix(P) [P1/x1,...,P /x| IFaa

We have
M[Py/x1,...,P/x)] = fix(P[P1/z1,..., P /xi])
Bwh (P[P1/x1,...,P/z)) fix(P[P1/z1,...,P/x)])
= (P[P1/x1,...,P/x)])fix(P) [Py/x1,..., B/x]
and hence M [Py /x1,..., P;/x;] k4 a by Lemma 7.2.5, as required. O

In particular, when M is closed, we have
FM:a:A= MIlkga
and in the particular case where A =, we get the announced answer to our initial question :
FM:n:v=MByn

so that conversely, if the reduction of M in the By strategy does not terminate, we must have [M] = (.
In section 1.3.4, for any type A, we have defined an observational preorder on closed terms of type A. Let
M and N be closed terms of type A. We write M Cg,s N if, for any closed term C of type A — ¢, one has

VneN (C)M Sy n= (C)N Ly n.

Théoréme 7.2.7 Let M and N be closed terms such that = M : A and = N : A. If [M] C [N] (as subsets
of [A]) then M Cops N.

Démonstration. Assume that [M] C [N] and let C be a closed term such that = C : A — . Assume that
(C) M g%, n for some n € N. Then we have [(C') M] = {n} by Theorem 7.2.2, that is

Ev o {[C], [M]) = {n}

Since [M] C [N], we have Ev o ([C],[M]) C Ev o ([C],[N]) = [(C)N] and hence + (C)N : n : .
(by monotonicity of the interpretation in the relational model, see for instance Exercice 6.6.8). Therefore
(C)N B, n by Theorem 7.2.6. This shows that M Cgps N. O

In particular, if [M] = [N], then M ~.,s N, that is, two terms which have the same interpretation in
the model are observationally equivalent. When the converse implication is also true (which is not the case
in Rel, but could be the case in some other model), one says that the model is (equationally) fully abstract.
If the model is equiped with an order relation < (as here the inclusion relation) on morphisms “compatible
with the CCC structure” and if [M] < [N] = M C,us NN, one says that the model is inequationally fully
abstract, which is of course a stronger condition than being fully abstract.

As an exemple of application, it is easy to see (exercise) that the two terms G and D of Section 1.3.4
satisfy

[G] = [D] = {([0], 0], 0)} U {([n], [n'], 1) [ n. 4 n' # 0)}

and hence G ~,s D.
It is also easy to see that Rel, is not fully abstract. First, for each type A, we set Q4 = fix(Az? ) which
satisfies F Q4 : A.

Exercice 7.2.1 Prove that [Q4] = 0.
Let My = Ax*if(z,0,z-9,) and My = Az*if(z,if(2,0,2z-Q,),2z-,) so that = M; :¢— ¢fori=1,2.

Exercice 7.2.2 Prove that [M;] = {([0],0)} for ¢ = 1,2, so that [M;] # [Ms]. Prove that My ~qus Ms (by
a syntactic analysis of a context C, or using the Adequacy Theorem for the Scott model of PCF).
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