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1) (Utile pour la suite.) Soit ¢ € Rel(E, F).
1.1) Soient (m;,n;) € 1t pour i = 1,...,k, montrer que (my + -+ +mg,ny + -+~ +nyg) € !t

1.2) Soit (m,n) € t. Montrer que si nq,...,n, € !F sont tels que n = ny + --- + ny alors il existe
my,...,my € E tels que m =mq + -+ + my et (m;,n;) pour i =1,...,k.

Et de méme si (m,n) € !t et si my,...,my € !E sont tels que m = my + --- + my, alors il existe
ny,...,ng € F telsque n =nq + -+ ng et (my,n;) pour i =1,... k.

2) Dans Rel prouver que le diagramme de naturalité de la déréliction commute:

derE

'E E
!tl lt
derp
\F F
Soit m = [a1,...,ax] € !E et b € F, observer que si (m,b) € derg It alors il existe n € !F tel que

(m,n) € !t et (n,b) € derp. Cette derniére condition signifie que n = [b]. Mais alors la définition de !¢
implique que k = 1 et que (ay,b) € t. Donc (m,a;) € derg et par suite (m,b) € ¢ derg, on a prouvé que
derF It Q t derE.

Réciproquement on suppose que (m,b) € t derg. Soit a € E tel que (m,a) € derg et (a,b) € t.
Par deéfinition de derg on a k = 1 et a; = a. Soit n = [b], on a (m,n) € !t et (n,b) € derp et donc
(m,b) € derp 1t. On a prouvé que t derg C derp t.

3) De méme pour la naturalité du digging.

di
\E L R
!tl l!!t
di
P L p

Soit m € \E et N € 'F.

Supposer d’abord que (m, N) € digp 't. Soit n € !F tel que (m,n) € !t et (n, N) € digr. On écrit
N = [nq,...,ni], alors on a n =ny + -+ + ng. Par 'exercice 1 on peut écrire m = my + -+ - + my, avec
(my,n;) €t pouri=1,...,k Soit M =[mq,...,mg] € !E, on a (m, M) € digg et (M, N) € llt, ce qui
prouve que digp !t C It digg.

Réciproquement on suppose (m, N) € llt digy. Soit M € !IE tel que (m, M) € digy et (M, N) € llt.
On peut écrire M = [mq,...,mg] e¢ N = [ny,...,nx] avec (m;,n;) € ¢ pour ¢ = 1,...,k. De plus
comme (m, M) € digg on a my +---+my =m. Soit n =ny +---+ng, on a (m,n) € It par 'exercice 1.

4) Prouver les deux commutations suivantes:

B e 'E

dergE h !derE ’
digg
Id Id

\E




5) Si N =[n1,...,n,] € !F, on pose X(N) =n1 + -+ ng € |F. Prouver la commutation

B2 g

digEl l!digE
dig, 7

"W — IE

Soit m € |E et M € IE.

On suppose d’abord (m, M) € dig,p digg. Cela signifie que 3(3(M)) = m (noter que X(M) € IIE).
On écrit M = [My, ..., My]. Soit m; = X(M;) € !E pour i = 1,...,k. Soit M = [mq,...,mg]. Comme
S mi = S(M) = (3, M) = m, on a (m, M) € dig. Par définition (m, M;) € digy pour
i=1,...,k, donc (M, M) € \digy. Donc dig,; digy C digy digy.

Réciproquement on suppose (m, M) € !digy digy. Soit M € !'E tel que (m, M) € digg et (M, M) €
ldigp. Par lexercice 1 on a (X(M),X(M)) € digg (détailler) c’est-a-dire X(X(M)) = B(M) = m, et
donc (m, M) € dig, digg.

6) Pour éviter toute confusion, on utilise la notation suivante: si s € Rel(E,F) et u € P(E), on
pose s-u = {b€ F|3Ja € FE (a,b) € s} (c’est application linéaire de s & u). Si u € P(FE), on pose
u) = Mgn(u) € P('E). On rappelle que 1 = {}.

6.1) Verifier que derp - u") = u, digg - v = uOO wp - u® =1, cp-u® =u® @ u® =u® x u() ¢
PIE®'E) et !s-ul) = (s- u)(!) si s € Rel(E, F).

Soit s € Rel(!E, F'). On définit une fonction
5:P(E)— P(F)
uw— {be F|3me Paa(u) (m,b) € s} =s-ul)

6.2) Montrer que § est une fonction Scott-continue, c’est-a-dire qu’elle est croissante et que, pour
toute partie filtrante D de P(E) (ce qui signifie que D est non vide et Yuy,us € D3u € D uy Uug C u),

on a 5(|JD) = U,ep 5(u).

6.3) Veérifier que derg est la fonction identité.

6.4) (Promotion et composition dans la catégorie de Kleisli.) Si s € Rel(!E, F) on définit s' ¢
Rel(!E,!F) comme la composition suivante de morphismes:

di
E——f s np—" p

Si u € P(E), vérifier que s' - ul) = §(u)(!).
Sit € Rel(lF,G), on définit ¢t o s € Rel(!E, G) par

tos=ts =tls digy .

Vérifier que (m,c) € t o s si et seulement si on peut trouver k € N et (m;,b;) € s (pouri=1,...,k) tels
que m=mq+---+my et ([by,...,bg],c) €.

6.5) (Promotion généralisée.) Plus généralement si s € Rel(!E; ® ---®!E,, F) on définit s' €
Rel(lE; ® --- ® |E,,|F) comme la composition suivante de morphismes de Rel (utilisant la structure
lax-monoidale du tenseur vue en cours):

digp, ® - @ digg,, m .
By ® - ® B, NE @ @UE, —> (IE1® - @ E,) —> |F

Décrire s'. Noter quesiu; € P(E;)pouri=1,...,nalors s*(u1 V@ -@u,) = (s - (1 ®@---® un(!))(!).

6.6) Avec les notations de la question 6.4, montrer que £ o s(u) = ¢(5(u)) pour tout u € P(E).



6.7) Soit s € Rel(!E, E) et f =5, soit ug = U, _, f"(0). Montrer que f(ug) = uo et que ug est le
plus petit élément u de P(E) tel que f(u) = u (ug est plus petit point fixe de f). On posera fix(s) = ug.

6.8) Montrer que ug est le plus petit pré-point fixe de f, c’est-a-dire le plus petit u € P(E) tel que
f(u) € u. Noter que cette propriété f(u) C u peut se comprendre comme une propriété de “cloture par
déduction” de u: si ay,...,ar € u et ([a1,...,ax),a) € s, alors a € u.

On suppose maintenant que F = (I(!F' — F') — F') pour un ensemble F'. On définit Z € Rel(!E, E)
par Z =curZ’ ot Z' € Rel(!lE® (IF — F), F) est la composition suivante de morphismes de Rel (en
gardant les isos monoidaux implicites):

IE®Cp_or e®dernp _op
et LN

IEQ(IF — F) IEQI(IF — F)@I(IF — F) IFQ(IF — F)

levo

F

oil e = h' (promotion généralisée) avec h = ev (derp ® |(!F — F)) € Rel(!lE® |(!F — F), F).
6.9) Montrer que

zZ = {([(mlval)w-w(mkaak)}v(ml +oe+my + [([ala"'7ak]va)]va)) ‘
keN, my,...,mp €(!F — F) et a,aq,...,ax € F}

Il résulte de cette définition que si Yy € P(E) = Rel(!(IF — F), F) est un “candidat opérateur de

o~

pont fixe” alors Y; = Z(Y)) € Rel(!(IF — F), F) vérifie que, pour tout t € P(1F — F)

En effet

=z (Yo" etY)
= (ev o (e @ denp_op)) - (Yol @ t") @tM)
= (evo)- (Y% -t w1).

6.10) Soit Y = fix(Z) € Rel(!(!F — F), F). C’est donc le plus petit élément Y de Rel(!(!F — F), F)
tel que, si (my,a1),...,(mg,ax) €Y et a € F, alors (my + -+ my + [([a1,...,ax],a)],a) €Y.
Soit s € Rel(IF, F) = P(IF — F).
Soit ® = Z, on pose Y, = ®"(()). Montrer par récurrence sur n que l//;(s) = f™(@) (ou f =3) en
utilisant 6.9. En déduire que Y(s) = fix(s) = Uo—y f™(0).



