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Résumé

Les CW-complexes globulaires et les flots sont deux modélisations géométriques des automates parallèles qui per
formaliser la notion de dihomotopie. La dihomotopie est une relation d’équivalence sur les automates parallèles qui pré
propriétés informatiques comme la présence ou non de deadlock. On construit un plongement des CW-complexes g
dans les flots et on démontre que deux CW-complexes globulaires sont dihomotopes si et seulement si les flots ass
dihomotopes.Pour citer cet article : P. Gaucher, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Globular CW-complexes and flows are both geometric models of concurrent processes which allow to model in a
way the notion of dihomotopy. Dihomotopy is an equivalence relation which preserves computer-scientific proper
the presence or not of deadlock. One constructs an embedding from globular CW-complexes to flows and one prove
globular CW-complexes are dihomotopic if and only if the corresponding flows are dihomotopic.To cite this article: P. Gaucher,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Rappels sur les CW-complexes globulaires

Cette Note est la première de deux Notes présentant quelques résultats de [3]. Tous les espaces top
sont supposés faiblement séparés et compactement engendrés, c’est-à-dire dans ce cas homéomorphe
inductive de leurs sous-espaces compacts (cf. l’appendice de [6] pour un survol des propriétés de ces esp
travaille ainsi dans une catégorie d’espaces topologiques (notéeTop) qui est non seulement complète et cocomp
mais en plus cartésiennement fermée [8]. En d’autres termes, le foncteur−×X : Top→ Top a un adjoint à droite
TOP(X,−). Dans la suite, pourn � 1, Dn est le disque fermé de dimensionn etSn−1 est le bord deDn, à savoir
la sphère de dimensionn− 1. En particulier la sphère de dimension 0 est la paire{−1,+1}.

SiZ est un espace topologique non vide, on noteGlobtop(Z) l’espace topologique obtenu en partant deZ×[0,1]
et en quotientant par les relations(z,0)= (z′,0) et(z,1)= (z′,1) pour toutz, z′ ∈Z. Cet espace est muni de l’ord

Adresse e-mail :gaucher@math.u-strasbg.fr (P. Gaucher).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00118-3
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Fig. 1. Représentation symbolique deGlobtop(X) pour un espace topologiqueX.

partiel suivant :(z, t) � (z′, t ′) si et seulement siz = z′ et t � t ′. La classe d’équivalence de(z,0) (resp.(z,1))
est inférieure (resp. supérieure) à tous les points deGlobtop(Z). Le 0-squelette Globtop(Z)0 deGlobtop(Z) sera la
paire constituée de la classe de(z,0) et de celle de(z,1). On pose�I = Globtop({∗}) qui a donc pour 0-squelett
{(∗,0), (∗,1)}.

Un CW-complexe globulaireX est, par définition, obtenu comme limite inductive lim−→n
X1

n d’espaces

topologiques de la façon suivante. On part d’un espace discretX0 appelé le 0-squeletteet on commence pa
lui attacher des�I pour obtenir un premier espace topologiqueX1

0. Puis on supposeX1
n construit pourn � 0. On

obtient alorsX1
n+1 en attachant àX1

n desGlobtop(Dn+1) le long deGlobtop(Sn). Tout cela de telle façon que le

attachements des�I et les morphismes d’attachementGlobtop(Sn)→X1
n soient des morphismes de CW-comple

globulaires (cf. ci-dessous).
Un chemin d’exécutionγ : �I → X est une application continue localement croissante pour l’ordre p

défini sur chaque globe deX et telle queγ ( �I0) ⊂ X0. L’ensemble de cesγ non-constantsest notéPtop(X). Un
morphisme de CW-complexes globulairesf :X→ Y pourX et Y quelconques est une application continue t
quef (X0) ⊂ Y 0 et telle queγ �→ f ◦ γ induise une application dePtop(X) dansP

top(Y ). L’hypothèse de non
contractibilité des chemins d’exécution parf , qui peut paraître étrange en première lecture, est en fait esse
pour pouvoir faire certaines constructions homologiques : cf. par exemple le chapitre « why non-con
maps ? » de [4] ou bien [2].

Définition 1.1 [4]. Deux morphismes de CW-complexes globulairesf et g de X dansY sont S-homotopes s’
existe une application continueH :X × [0,1] → Y telle que (1)H(−, u) est un morphisme de CW-complex
globulaires deX dansY pour toutu ∈ [0,1]. (2) H(−,0)= f etH(−,1)= g. On écritf ∼S g.

En particulier deux morphismes de CW-complexes globulaires S-homotopes coïncident sur le 0-sque
là on définit la notion de CW-complexes globulaires S-homotopes :

Définition 1.2 [4]. Deux CW-complexes globulairesX et Y sont S-homotopes s’il existe un morphisme de C
complexes globulairesf :X→ Y et un morphisme de CW-complexes globulairesg :Y →X telle quef ◦g ∼S IdY

etg ◦ f ∼S IdX .

Définition 1.3 [4]. Une T-homotopief :X→ Y est un morphisme de CW-complexes globulaires qui indui
homéomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents. On dit alors queX etY sont T-homotopes.

On peut alors démontrer le

Théorème 1.4[4]. La localisationHo(glCW) de la catégorieglCW des CW-complexes globulaires par rapp
aux S-homotopies et aux T-homotopies existe.

La forme de globe suffit pour modéliser les automates parallèles [7]. De plus la S-homotopie et la T-hom
ne modifient pas des propriétés informatiques comme la présence ou non de deadlock [4]. La catégorieHo(glCW)

est donc un cadre possible pour l’étude des automates parallèles à homotopie près.
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2. Flot

Définition 2.1 [3]. Un flot X consiste en la donnée d’un ensembleX0 appelé 0-squelette, d’un espace topologi
PX appelé espace des chemins d’exécution (non-constants), de deux applications continuess :PX → X0 et
t :PX→X0 (X0 étant muni de la topologie discrète) et d’une application continue∗ : {(x, y) ∈ PX× PX, t (x)=
s(y)} → PX satisfaisant les axiomess(x ∗ y)= s(x), t (x ∗ y)= t (y) et enfinx ∗ (y ∗ z)= (x ∗ y) ∗ z pour tout
x, y, z ∈ PX. Un morphisme de flotsf deX versY est une application continue deX0 � PX versY 0 � PY tels
quef (X0) ⊂ Y 0, f (PX) ⊂ PY , s(f (x)) = f (s(x)), t (f (x)) = f (t (x)), f (x ∗ y) = f (x) ∗ f (y). La catégorie
correspondante est notéeFlow.

Si Z est un espace topologique, le flotGlob(Z) est défini comme suit :PGlob(Z)= Z, Glob(Z)0 = {0,1}, et
enfins = 0 et t = 1 (il n’y a pas de chemins d’exécution composables).

Définition 2.2 [3]. Deux morphismes de flotsf et g de X dansY sont S-homotopes s’il existe une applicati
continueH :X× [0,1]→ Y telle que (1)H(−, u) est un morphisme de flots deX dansY pour toutu ∈ [0,1]. (2)
H(−,0)= f etH(−,1)= g. On écritf ∼S g.

On remarque que deux morphismes de flots S-homotopes coïncident sur le 0-squelette.

Définition 2.3 [3]. Deux flots X et Y sont S-homotopes s’il existe un morphisme de flotsf :X→ Y et un
morphisme de flotsg :Y →X tels quef ◦ g ∼S IdY etg ◦ f ∼S IdX .

Définition 2.4 [3]. Soit X un flot et soitY un sous-ensemble deX0. La restrictionX�Y deX à Y est le flot défini
par (1) le 0-squelette deX�Y estY ; (2) P(X�Y )=⊔

(α,β)∈Y×Y Pα,βX avec une définition évidente des source,
et loi de composition.

Si X est un flot, l’ensembleP−α X (resp.P+α X) est, dans la définition qui suit, l’ensemble desγ ∈ PX tels que
s(γ ) = α (resp.t (γ ) = α) quotienté par la relation d’équivalence identifiantγ avecγ ∗ γ ′ (resp.γ ′ ∗ γ et γ ).
C’est-à-dire queP−α X (resp.P+α X) est l’ensemble des classes d’équivalence de chemins d’exécution non-co
commençant (resp. terminant) de la même façon enα.

Définition 2.5 [3]. Un morphisme de flotsf : X→ Y est une T-dihomotopie quand (1) Le morphisme de fl
X→ X �f (X0) est un isomorphisme de flots ; (2) pourα ∈ Y 0\f (X0), P

−
α Y et P

+
α Y sont des singletons ; (3

pour tout γ ∈ Y\f (X), il existe u,v ∈ Y tels queu ∗ γ ∗ v soit dans l’imagef (X) (avec les convention
s(x) ∗ x = x ∗ t (x)= x). On dit alors que les flotsX etY sont T-dihomotopes.

3. Comparaison entre CW-complexe globulaire et flot

Théorème 3.1[3]. Il existe un et un seul foncteur cat(appelé réalisation catégorique) de glCW dansFlow tel
que cat(X0)= cat(X)0, cat(Globtop(Z))=Glob(Z), et cat(X) = lim−→Z

Glob(Z) où Z parcourt la décomposition
cellulaire du CW-complexe globulaireX.

Si X est un espace discret, on pose naturellementcat(X) := X. Si Z est un compact, on pose naturellem
cat(Globtop(Z)) :=Glob(Z). Puis on définit le plongement sur les objets en posantcat(X) := lim−→Z

Glob(Z) oùZ

parcourt la décomposition cellulaire deX. Le plongement sur les morphismes est obtenu comme suit. On con
d’abord explicitement pour tout morphisme de CW-complexes globulairesf : Globtop(Z)→ U le morphisme de
flots cat(f ) : Glob(Z)→ cat(U). Puis on pose pourf :X→ U un morphisme de CW-complexes globulair
quelconquecat(f ) := lim−→Z

cat(f �Globtop(Z)) où Z parcourt la décomposition cellulaire deX. On a donc par
construction la bijectionFlow(cat(X),cat(U))∼= lim Flow(cat(X1),cat(U)).
←−n n
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Théorème 3.2 [3]. Soit glTOP(X,U) (resp. FLOW (cat(X),cat(U))) l’espace des morphismes de CW
complexes globulaires deX vers U (resp. de flots de cat(X) vers cat(U)) muni de la Kelleyfication de
la topologie induite par celle deTOP(X,U) (resp. TOP(cat(X),cat(U))). Alors cat induit une homoto
pie faible cat∗ : glTOP(X,U) → FLOW (cat(X),cat(U)). De plus il existe une application continuer de
FLOW (cat(X),cat(U)) dansglTOP(X,U) telle que cat∗ ◦ r = IdFLOW (cat(X),cat(U)).

Considérons d’abord le casX =Globtop(Z). La construction der se fait alors explicitement et on démontre q
c’est un inverse homotopique decat∗. Cela est essentiellement dû au fait que par un point donné deGlobtop(Z)

autre que les deux points du 0-squelette, il ne passe qu’un et un seul chemin d’exécution non-con
reparamétrisation près).

On obtient alorsr par itération sur la décomposition cellulaire deX. De plus avec [1] ou [5], on en déduit qu
holim←−−n

glTOP(X1
n,U) est faiblement homotope à holim←−−n

FLOW (cat(X1
n),cat(U)).

On montre ensuite que les deux tours d’espaces donnant les deux limites projectives homo
sont des tours fibrantes, à savoir que toutes les applications apparaissant dans ces tours sont
tions d’espaces topologiques. Cela est essentiellement dû au fait que les inclusionsSn−1 ↪→ Dn et donc
Globtop(Sn−1) ↪→ Globtop(Dn) sont des cofibrations [9]. On en déduit donc, encore grâce à [1] ou [5
équivalences d’homotopie faible lim←−n

glTOP(X1
n,U)∼= holim←−−n

glTOP(X1
n,U) et lim←−n

FLOW (cat(X1
n),cat(U))∼=

holim←−−n
FLOW (cat(X1

n),cat(U)). Le résultat découle alors des homéomorphismesglTOP(X,U) ∼= lim←−n
glTOP

(X1
n,U) et FLOW (cat(X),cat(U))∼= lim←−n

FLOW (cat (X1
n),cat(U)).

Théorème 3.3[3]. Deux CW-complexes globulairesX etY sont S-homotopes si et seulement si les flots cat(X) et
cat(Y ) sont S-homotopes.

Les espaces topologiquesglTOP(X,U) et FLOW (cat(X),cat(U)) sont faiblement homotopes, et ont do
les mêmes composantes connexes par arc. Comme on travaille dans une catégorie d’espaces topologiq
cartésiennement fermée, une composante connexe par arc deglTOP(X,U) (resp.FLOW (cat(X),cat(U))) est une
classe de S-homotopie de morphismes de CW-complexes globulaires (resp. de flots). Le résultat découl
la surjectivité de l’applicationcat∗.

Enfin on a aussi :

Théorème 3.4[3]. Deux CW-complexes globulairesX etY sontT -homotopes si et seulement si les flots cat(X) et
cat(Y ) sontT -homotopes.
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