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Résumé

Les CW-complexes globulaires et les flots sont deux modélisations géométriques des automates paralléles qui permettent d
formaliser la notion de dihomotopie. La dihomotopie est une relation d’équivalence sur les automates paralléles qui préserve de:
propriétés informatiques comme la présence ou non de deadlock. On construit un plongement des CW-complexes globulaire
dans les flots et on démontre que deux CW-complexes globulaires sont dihomotopes si et seulement si les flots associés so
dihomotopesPour citer cet article: P. Gaucher, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

Globular CW-complexes and flows are both geometric models of concurrent processes which allow to model in a precise
way the notion of dihomotopy. Dihomotopy is an equivalence relation which preserves computer-scientific properties like
the presence or not of deadlock. One constructs an embedding from globular CW-complexes to flows and one proves that twc
globular CW-complexes are dihomotopic if and only if the corresponding flows are dihomdfopitethisarticle: P. Gaucher,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Rappels sur les CW-complexes globulaires

Cette Note est la premiere de deux Notes présentant quelques résultats de [3]. Tous les espaces topologiqu
sont supposés faiblement séparés et compactement engendrés, c’est-a-dire dans ce cas homéomorphes a la lin
inductive de leurs sous-espaces compacts (cf. I'appendice de [6] pour un survol des propriétés de ces espaces). (
travaille ainsi dans une catégorie d’espaces topologiques (hopdejui est non seulement compléte et cocompléte
mais en plus cartésiennement fermée [8]. En d’autres termes, le forcteuf : Top — Top a un adjoint a droite
TOP(X, —). Dans la suite, pout > 1, D" est le disque fermé de dimensioret "~ est le bord deD”, & savoir
la sphére de dimension— 1. En particulier la sphére de dimension 0 est la pgirg, +1}.

Si Z est un espace topologique non vide, on r@iel’°P(Z) I'espace topologique obtenu en partan#ie [0, 1]
et en quotientant par les relatiofzs 0) = (z/, 0) et(z, 1) = (¢, 1) pourtoutz, z € Z. Cet espace est munide I'ordre
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TEMPS

Fig. 1. Représentation symbolique Gé&b™P(X) pour un espace topologique.

partiel suivant i(z, ) < (z/, ') si et seulement si =7’ etr < ¢'. La classe d’équivalence de, 0) (resp.(z, 1))
est inférieure (resp. supérieure) a tous les pointSldd°P(Z). Le O-squelette GloBP(2)° de Glob°P(Z) sera la
paire constituée de la classe @e0) et de celle d&z, 1). On posel = Glob°P({x}) qui a donc pour 0-squelette
{(x,0), (x, D}

Un CW-complexe globulaireX est, par définition, obtenu comme limite inductive Iim1 d’'espaces
topologiques de la fagon suivante. On part d’'un espace disttetppelé le Osqueletteet on commence par
|ui attacher ded pour obtenir un premier espace topolog@(ﬁa Puis on supposﬁ’1 construit poum > 0. On
obtient alorsx?, ; en attachant & desGlol°P(D"*1) le long deGloli°P(s"). Tout cela de telle fagon que les

attachements ddset les morphismes d’attachemeibb©P(s") — X,} soient des morphismes de CW-complexes
globulaires (cf. ci-dessous). _

Un chemin d'exécutiory : 1 — X est une application continue localement croissante pour l'ordre partiel
défini sur chaque globe d& et telle quey (1% c X9. L'ensemble de ceg non-constantgst notéP°P(X). Un
morphisme de CW-complexes globulairésX — Y pour X etY quelconques est une application continue telle
que f (X% c Y0 et telle quey — f o y induise une application d&°P(X) dansP™P(Y). L’hypothése de non-
contractibilité des chemins d’exécution pérqui peut paraitre étrange en premiére lecture, est en fait essentielle
pour pouvoir faire certaines constructions homologiques : cf. par exemple le chapitre «why non-contracting
maps ?» de [4] ou bien [2].

Définition 1.1 [4]. Deux morphismes de CW-complexes globulaifest ¢ de X dansY sont S-homotopes s'il
existe une application continug : X x [0, 1] — Y telle que (1)H (—, u) est un morphisme de CW-complexes
globulaires dex dansY pour toutu € [0,1]. (2) H(—,0)= f et H(—,1)=g. On écritf ~5 g

En particulier deux morphismes de CW-complexes globulaires S-homotopes coincident sur le 0-squelette. De
Ia on définit la notion de CW-complexes globulaires S-homotopes :

Définition 1.2 [4]. Deux CW-complexes globulaire® et Y sont S-homotopes s'il existe un morphisme de CW-
complexes globulaireg : X — Y et un morphisme de CW-complexes globulage¥ — X telle quef og ~s Idy

etgo f ~gldy.

Définition 1.3 [4]. Une T-homotopief : X — Y est un morphisme de CW-complexes globulaires qui induit un
homéomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents. On dit al&rstgusont T-homotopes.

On peut alors démontrer le

Théoréme 1.4[4]. La localisationHo(gICW) de la catégorieglCW des CW-complexes globulaires par rapport
aux S-homotopies et aux T-homotopies existe.

La forme de globe suffit pour modéliser les automates paralléles [7]. De plus la S-homotopie et la T-homotopie
ne modifient pas des propriétés informatiques comme la présence ou non de deadlock [4]. La ¢abégiiey)
est donc un cadre possible pour I'étude des automates paralléles a homotopie prés.
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2. Flot

Définition 2.1[3]. Un flot X consiste en la donnée d’un ensemkiftappelé 0-squelette, d’un espace topologique
PX appelé espace des chemins d’exécution (non-constants), de deux applications canfitXies X° et
t:PX — X9 (X9 étant muni de la topologie discréte) et d’'une application contingéx, y) € PX x PX, r(x) =
s(y)} — PX satisfaisant les axiomasx x y) = s(x), t(x * y) =1(y) et enfinx x (y x z) = (x x y) x z pour tout
x,y,z € PX. Un morphisme de flotg de X versY est une application continue d&® LPX versY? L PY tels
que f(X%) C YO, f(PX) CPY, s(f(x)) = f(s(x)), 1(f(x)) = f(t(x)), f(x *xy) = f(x) % f(y). La catégorie
correspondante est notEow.

Si Z est un espace topologique, le fdtob(Z) est défini comme suitPGlob(Z) = Z, Glob(Z)° = {0, 1}, et
enfins =0 etr = 1 (il n'y a pas de chemins d’exécution composables).

Définition 2.2 [3]. Deux morphismes de flotg et ¢ de X dansY sont S-homotopes s'il existe une application
continueH : X x [0, 1] — Y telle que (1)H (—, u) est un morphisme de flots dédansY pour toutu € [0, 1]. (2)
H(—,0)=fetH(—,1)=g.Onécritf ~s g.

On remarque que deux morphismes de flots S-homotopes coincident sur le 0-squelette.

Définition 2.3 [3]. Deux flots X et Y sont S-homotopes s'il existe un morphisme de flftsX — Y et un
morphisme de flotg: Y — X telsquef o g ~sldy etgo f ~s Idy.

Définition 2.4 [3]. Soit X un flot et soitY un sous-ensemble d¢°. La restrictionX [y de X &Y est le flot défini
par (1) le O-squelette d€ |y estY ; Q) P(X [y) = Ll(a,ﬁ)erY P, X avec une définition évidente des source, but
et loi de composition.

Si X est un flot, 'ensembl&;, X (resp.P} X) est, dans la définition qui suit, 'ensemble des PX tels que
s(y) = a (resp.t(y) = «) quotienté par la relation d’équivalence identifianivecy x y’ (resp.y’ * y et y).
C’est-a-dire qué, X (resp.P} X) est I'ensemble des classes d’équivalence de chemins d’exécution non-constants
commengant (resp. terminant) de la méme facowm.en

Définition 2.5 [3]. Un morphisme de floty : X — Y est une T-dihomotopie quand (1) Le morphisme de flots
X — X [;xo, est un isomorphisme de flots; (2) poure YO\ £(X0), P, Y et PFY sont des singletons; (3)
pour touty € Y\ f(X), il existeu,v € Y tels queu * y * v soit dans I'imagef(X) (avec les conventions
s(x)xx =x*xt(x) =x). Ondit alors que les flotX etY sont T-dihomotopes.

3. Comparaison entre CW-complexe globulaire et flot

Théoreme 3.1[3]. Il existe un et un seul foncteur cédppelé réalisation catégoriqlige gICW dansFlow tel
que catX?) = cat(X)?, cat(Glob°P(Z)) = Glob(Z), et catX) = lim , Glob(Z) ou Z parcourt la décomposition
cellulaire du CW-complexe globulaigé.

Si X est un espace discret, on pose naturellematiX) := X. Si Z est un compact, on pose naturellement
cat(Glob°P(Z)) := Glob(Z). Puis on définit le plongement sur les objets en posatiX) ::Ii_)mz Glob(Z) ou zZ
parcourt la décomposition cellulaire & Le plongement sur les morphismes est obtenu comme suit. On construit
d’abord explicitement pour tout morphisme de CW-complexes globulgit&@lob®P(Z) — U le morphisme de
flots cat(f): Glob(Z) — cat(U). Puis on pose pouf:X — U un morphisme de CW-complexes globulaires
quelconquecat(f) := lim , cat(f [gjoyorz)) OU Z parcourt la décomposition cellulaire dé. On a donc par

construction la bijectiofrlow(cat(X), cat(U)) = Limn FIow(cat(X,%), cat(l)).
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Théoreme 3.2[3]. Soit gITOP(X,U) (resp. FLOW (cat(X), cat(U))) I'espace des morphismes de CW-
complexes globulaires d& vers U (resp. de flots de céX) vers catU)) muni de la Kelleyfication de
la topologie induite par celle deTOP(X, U) (resp. TOP(cat(X), cat(U))). Alors cat induit une homoto-
pie faible cat:gITOP(X,U) — FLOW (cat(X), cat(U)). De plus il existe une application continue de
FLOW (cat(X), cat(U)) dansgITOP(X, U) telle que caf o r = ldrLow (cat(x),catv))-

Considérons d’abord le cas= Glob'°P(Z). La construction de se fait alors explicitement et on démontre que
c’est un inverse homotopique dat,. Cela est essentiellement di au fait que par un point donr@ai#’P(Z)
autre que les deux points du 0-squelette, il ne passe qu'un et un seul chemin d’exécution non-constant (
reparamétrisation pres).

On obtient alors par itération sur la décomposition cellulaire BeDe plus avec [1] ou [5], on en déduit que
Qoinn gITOP(X,}, U) est faiblement homotope@lyilrﬁLOW (cat(X,}), cat(l)).

On montre ensuite que les deux tours d'espaces donnant les deux limites projectives homotopiques
sont des tours fibrantes, a savoir que toutes les applications apparaissant dans ces tours sont des fibr
tions d’espaces topologiques. Cela est essentiellement di au fait que les incl§fsidns> D" et donc
Glob°P(s"—1) < Glob®P(D") sont des cofibrations [9]. On en déduit donc, encore grace a [1] ou [5], les
équivalences d’homotopiefaib(Ie_ILrgITOP(X%, U) = holim gITOP(XL, U) etlim FLOW (cat(X}), cat(U)) =
Qoinn FLOW (cat(X,}), cat(U)). Le résultat découle alors des homéomorphisgi€®P (X, U) = ann gITOP
(X3, U) etFLOW (cat(X), cat(U)) = lim FLOW (cat (Xy), cat(l)).

Théoreme 3.33]. Deux CW-complexes globulairéset Y sont S-homotopes si et seulement si les flotsQatt
cat(Y) sont S-homotopes.

Les espaces topologiqugblOP (X, U) et FLOW (cat(X), cat(U)) sont faiblement homotopes, et ont donc
les mémes composantes connexes par arc. Comme on travaille dans une catégorie d’espaces topologiques qui
cartésiennement fermée, une composante connexe parglfid@ie(X, U) (resp.FLOW (cat(X), cat(U))) estune
classe de S-homotopie de morphismes de CW-complexes globulaires (resp. de flots). Le résultat découle alors o
la surjectivité de I'applicatiocat,.

Enfin on a aussi :

Théoreme 3.4[3]. Deux CW-complexes globulairéset Y sontT-homotopes si et seulement si les flotg atet
cat(Y) sontT-homotopes.
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