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Résumé

On démontre que la catégorie des CW-complexes globulaires à dihomotopie près est équivalente à la catégorie
à dihomotopie faible près. Ce théorème est une généralisation du théorème classique disant que la catégorie
complexes modulo homotopie est équivalente à la catégorie des espaces topologiques modulo homotopie faible.Pour citer
cet article : P. Gaucher, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

One proves that the category of globular CW-complexes up to dihomotopy is equivalent to the category of flows up
dihomotopy. This theorem generalizes the classical theorem which states that the category of CW-complexes up to ho
equivalent to the category of topological spaces up to weak homotopy.To cite this article: P. Gaucher, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Rappels sur les flots

Cette Note est la deuxième de deux Notes présentant quelques résultats de [1]. Tous les espaces top
sont supposés faiblement séparés et compactement engendrés, c’est-à-dire dans ce cas homéomorphe
inductive de leurs sous-espaces compacts (cf. l’appendice de [5] pour un survol des propriétés de ces
La catégorie correspondante est notéeTop. On travaille ainsi dans une catégorie d’espaces topologiques q
non seulement complète et cocomplète mais en plus cartésiennement fermée [6]. En d’autres termes, le
− × X : Top → Top a un adjoint à droiteTOP(X,−). Dans la suite,Dn est le disque fermé de dimensionn et
Sn−1 est le bord deDn, à savoir la sphère de dimensionn − 1. En particulier la sphère de dimension 0 est la p
{−1,+1}.
Définition 1.1 [1]. Un flot X consiste en la donnée d’un ensembleX0 appelé 0-squelette, d’un espace topologi
PX appelé espace des chemins, de deux applications continuess :PX → X0 et t :PX → X0 (X0 étant muni de
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doi:10.1016/S1631-073X(03)00119-5
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la topologie discrète) et d’une application continue∗ : {(x, y) ∈ PX × PX, t (x) = s(y)} → PX satisfaisant les
axiomess(x ∗ y) = s(x), t (x ∗ y) = t (y) et enfinx ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z pour toutx, y, z ∈ PX. Un morphisme de
flots f deX versY est une application continue deX0 
 PX versY 0 
 PY telle quef (X0) ⊂ Y 0, f (PX) ⊂ PY ,
s(f (x)) = f (s(x)), t (f (x)) = f (t (x)), f (x ∗ y) = f (x) ∗ f (y). La catégorie correspondante est notéeFlow.

Les éléments dePX sont appelés les chemins d’exécution (non-constants) et ceux deX0 les états deX (ou
encore les chemins d’exécution constants).

Si Z est un espace topologique, le flotGlob(Z) est défini comme suit :PGlob(Z) = Z, Glob(Z)0 = {0,1}, et
enfin s = 0 et t = 1 (il n’y a pas de chemins d’exécution composables). SiZ est un singleton, on obtient le flot�I
correspondant au segment dirigé.

Définition 1.2 [1]. Deux morphismes de flotsf et g de X dansY sont S-homotopes s’il existe une applicati
continueH :X × [0,1] → Y telle que (1)H(−, u) est un morphisme de flots deX dansY . (2) H(−,0) = f et
H(−,1) = g. On écritf ∼S g.

De là on définit la notion de flots S-homotopes :

Définition 1.3 [1]. Deux flots X et Y sont S-homotopes s’il existe un morphisme de flotsf :X → Y et un
morphisme de flotsg :Y → X tels quef ◦g ∼S IdY etg ◦f ∼S IdX . On dit alors quef etg sont deux équivalence
de S-homotopie réciproques.

Il existe une deuxième classe de morphismes de flots appelés T-homotopie qui permet d’identifier d
ayant les mêmes propriétés informatiques sous-jacentes [2,1]. Nous n’en dirons rien de nouveau ici par
la précédente note. Il est donc inutile de rappeler la définition précise de cette classe de morphismes.

2. Flot S-cofibrant

Un flot S-cofibrantest obtenu par définition comme suit. On part d’un espace discretX0 et on considère le flo
correspondant ayantX0 comme 0-squelette et l’ensemble vide∅ comme espace de chemins. On lui attache ens
des�I pour obtenir un premier flotX1

0. On passe ensuite deX1
n à X1

n+1 pourn � 0 en attachant desGlob(Dn+1) le
long de morphismes d’attachementGlob(Sn) → X1

n. En d’autres termes, on choisit une famille de morphisme
flots fi : Glob(Sn) → X1

n pour i ∈ I et X1
n+1 est alors obtenu par le diagramme cocartésien dans la catégor

flots (qui se trouve être cocomplète)

⊔
i∈I Glob(Sn)

⊔
i∈I fi

X1
n

−−−
⊔

i∈I Glob(Dn+1)

∣
∣
∣

X1
n+1

Si Z est un CW-complexe, alorsGlob(Z) est un exemple de flot S-cofibrant. Vu la similitude entre
construction des CW-complexes globulaires introduits dans [3,2] et celle des flots S-cofibrants, on n’aur
mal à se convaincre du :

Théorème 2.1 [1]. Le plongement des CW-complexes globulaires dans les flots induit une équivale
catégories entre les CW-complexes globulaires à S-homotopie et T-homotopie près et les flots S-cofi
S-homotopie et T-homotopie près.

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur le fait que deux CW-complexes globulai
S-homotopes (resp. T-homotopes) si et seulement si les flots correspondants sont S-homotopes (resp. T-h
(cf. [2]).
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3. Dihomotopie faible

Définition 3.1 [1]. Un morphisme de flotsf :X → Y est une S-homotopie faible sif induit une bijection entreX0

etY 0 et une équivalence d’homotopie faible dePX versPY . On dit alors queX etY sont faiblement S-homotope

Théorème 3.2[1]. Un morphisme de flotsf :X → Y entre deux flots S-cofibrantsX et Y est une équivalence d
S-homotopie faible si et seulement si c’est une équivalence de S-homotopie.

Si les deux flots S-cofibrants sont de la formeGlob(Z) et Glob(T ) où Z et T sont deux CW-complexes, c
énoncé correspond au théorème classique de Whitehead.

Pour le démontrer, on commence par introduire pour tout espace topologiqueU et tout flotX un flotU � X de
telle façon que l’on ait la bijection naturelleFlow([0,1] � X,Y ) � Top([0,1],FLOW (X,Y )) où FLOW (X,Y )

est l’ensemble des morphismes de flots deX à Y muni de la Kelleyfication de la topologie induite par ce
de TOP(X,Y ). Mais le foncteurFLOW (X,−) : Flow → Top ne commute pas avec les limites projectives.
effet, si X est un singleton, alorsFLOW (X,Y ) = Y 0 est toujours discret mais la limite projective d’espa
topologiques discrets peut être totalement discontinue sans être discrète. On doit donc procéder autrem
définir correctementU � X. Mais dès queU est connexe, la bijection naturelle ci-dessus est vraie etU � X

est alors le flot libre engendré parX0 
 (U × X) quotienté par les relationss(u, x) = s(x), t (u, x) = t (x) et
(u, x) ∗ (u, y) = (u, x ∗ y) dès quet (x) = s(y) pour toutu ∈ U et toutx, y ∈ PX.

Puis on adapte à la catégorie des flots la théorie des paires NDR et DR d’espaces topologiques [6] de
suivante. La notion de paire NDR d’espaces topologiques devient la notion deS-cofibrationdéfinie comme suit :

Définition 3.3 [1]. Un morphisme de flotsi :X → Y est une S-cofibration sii vérifie la propriété de relèvement d
S-homotopies, i.e. pour tous morphismes de flotsg :Y → Z etH : [0,1] � X → Z tels queH(0� x) = g(i(x)), il
existe un morphisme de flots�H : [0,1] � Y → Z tel que �H(u � i(x)) = H(u � x) et �H(0 � y) = g(y) pour tout
u ∈ [0,1], x ∈ X et y ∈ Y .

La notion de paire DR d’espaces topologiques devient la notion deS-cofibration acycliquedéfinie comme suit

Définition 3.4 [1]. Une S-cofibrationi :X → Y est acyclique si elle est une équivalence de S-homotopie.

Avec ces objets, on démontre alors (entre autre) le théorème suivant :

Théorème 3.5[1]. Soit(Y,B) une paire NDR d’espaces topologiques et soiti :A → X une S-cofibration. Alors le
morphisme de flots canonique(Y,B) � i :Y � A 
B�A B � X → Y � X est une S-cofibration. Si de plus(Y,B)

est une paire DR ou sii est une S-cofibration acyclique, alors la S-cofibration(Y,B) � i est acyclique.

On a enfin besoin, comme dans le cas classique, de prouver que tout morphisme de flots est S-homot
inclusion de flots. Cela se fait en introduisant le « mapping cylindre » d’un morphisme de flots comme suit

Définition 3.6 [1]. Soit f :X → Y un morphisme de flots. Le mapping cylindre def est le flotIf obtenu par le
diagramme cocartésien deFlow suivant :

{1} � X

1�x �→f (x)

[0,1] � X

−−−
Y

∣
∣
∣

If

Muni de ces outils, on suit alors pas-à-pas la démonstration du théorème de Whitehead telle que expo
le livre [7] en adaptant aux flots les théorèmes de compression ainsi que les différents théorèmes d’exte
morphismes ou d’homotopies. On obtient même gratuitement le théorème suivant :

Théorème 3.7[1]. Soit f :X → Y un morphisme de flots oùX et Y sont deux flots S-cofibrants. Alorsf est
S-homotope à un morphisme de flotsg :X → Y tel que pour toutn � 0, g(X1

n) ⊂ Y 1
n .
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Enfin on a :

Théorème 3.8[1]. Tout flot est faiblement S-homotope à un flot S-cofibrant. Ce CW-complexe globula
nécessairement unique à S-homotopie près d’après le théorème précédent.

Si X est un espace topologique, on sait qu’il existe une procédure pour construire une famille de CW-co
(Yn)n�0 où pour touti � 0 et tout point base, l’application canoniqueπi(Yn) → πi(X) est surjective et pou
tout 0� i � n et tout point base, l’application canoniqueπi(Yn) → πi(X) est injective. Dans cette procédure,
passe deYn à Yn+1 en attachant des disquesDn+1 à Yn. La notationπi désigne évidemment lei-ième groupe
d’homotopie.

Une procédure exactement similaire fonctionne pour les flots. On part d’un flotX et on commence par assoc
à PX un espaceY0 et une application continueY0 → PX vérifiant les mêmes conditions que ci-dessus. On pr
alors le flot libreT0 engendré parX0 et Y0, ce qui ne change évidemment rien à la situation pour les gro
d’homotopie. Puis on attache àT0 des cellulesGlob(D1) le long de morphismes d’attachementGlob(S0) → T0
de façon à obtenir un morphisme de flotsT1 → X induisant des bijections pourπ0 et π1. L’unique différence
avec ce qui se passe pour les espaces topologiques est qu’attacher une cellule à un flot peut engendrer, d
composition des chemins, un attachement de plusieurs cellules à l’espace des chemins sous-jacents. Cela
rien pour les groupes d’homotopie. D’où le résultat en itérant le procédé. Et comme corollaire, on obtient l

Théorème 3.9[1]. Le foncteur réalisation catégorique induit une équivalence de catégories entre la catégo
CW-complexes globulaires à S-homotopie et à T-homotopie près et la catégorie des flots à S-homotopie f
T-homotopie près.

Nous avons donc obtenu après [3] une deuxième façon de décrire les automates parallèles à dihomot
L’immense avantage de cette seconde façon est que la catégorie des flots est complète et cocomplète, con
à la catégorie des CW-complexes globulaires. De plus on a le

Théorème 3.10[1]. Il existe une structure modèle sur la catégorie des flots dont les équivalences faible
exactement les S-homotopies faibles.

Question 3.11. Existe-t-il une structure modèle sur la catégorie des flots dont les équivalences
contiendraient aussi les T-homotopies ? Cette structure modèle pourrait être obtenue éventuellem
localisation à gauche ou à droite au sens de [4] de la structure modèle du Théorème 3.10.

Il y a deux obstacles à surmonter pour répondre à cette question : (1) prouver l’existence d’une ou d
localisations, (2) vérifier que la ou les nouvelles structures modèle n’identifient pas des automates parallè
des propriétés différentes.

Pour terminer, la catégorie des flots n’est pas cartésiennement fermée mais elle possède quand m
structure monoïdale fermée qui a une signification informatique intéressante [1].
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