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Je travaille principalement sur I’approche géométrique du parallélisme. Cela m’a conduit
a introduire des objets et des idées qui sont les prémisses d’une théorie des flots de che-
mins continus a homotopie pres. Cette relation d’équivalence sur les flots appelée homotopie
dirigée ou dihomotopie préserve rigoureusement les propriétés informatiques de l'automate
parallele correspondant au flot. Cette démarche peut donc non seulement aboutir a des ap-
plications concretes mais elle aboutit aussi a conjecturer I'existence d’une théorie générale
des flots de chemins a homotopie pres dont la topologie algébrique classique serait un cas
particulier.

Ce domaine de recherche est a U'intersection des deux domaines suivants :

1. La modélisation de phénomenes concrets (en particulier le parallélisme mais d’autres
applications sont envisagées) qui sont étroitement liés a I’écoulement du temps, plus

particulierement a son irréversibilité.

2. La topologie algébrique, et plus particulierement les w-catégorie et les problemes com-
binatoires associés, ainsi que ’algebre homologique et ses généralisations non-additives.



2 Vers une théorie homotopique des flots

Je présente dans cette section I'article [Gau00b] de fagon synthétique. Dans [Gou95], une
modélisation des automates paralleles (Higher Dimensional Automata en anglais ou HDA)
par des ensembles précubiques ! est introduite. L’origine de cette idée semble étre [Pra91].

Définition 2.1. Un ensemble précubique est une famille (K,)n,>0 d’ensembles munie d’o-
pérateurs face 0F : K, — K, 1 pour tout n > 1, 1 < i < n et a« € {—,+} vérifiant
81-0‘3]@ = (33-6718? pour i < j.

Dans ce modele, un cube de dimension n [0, 1]" représente I’exécution en parallele de
n transitions ? de dimension 1. Chaque coordonnée représente 1'état d’avancement d’une
des n 1-transitions et les chemins d’exécution possibles sont tous les chemins continus crois-
sants par rapport a chaque axe de coordonnées de (0,0,...,0) a (1,1,...,1). Un HDA est
alors un collage de n-cubes. Cette idée a été implémentée plus tard par Cridlig sous forme
d'un programme CaML traduisant un programme écrit en Concurrent Pascal en un fichier
texte contenant le codage d’un ensemble précubique [Cri96]. Dans ce modele, une exécution
séquentielle (i.e. quand rien n’a lieu en parallele) correspond & un mot fabriqué avec les
éléments de K et réciproquement.

Goubault a alors 'idée d’associer dans [Gou95] deux théories homologiques & un tel objet
de la fagon suivante : si ZK, est le groupe abélien libre engendré par K,,, alors I'application
linéaire 9 pour a € {—,+} de ZK,, dans ZK,_, définie par 9 = 3 1=7(—1)""19® vérifie
0%00% = 0; on peut alors considérer les deux théories homologiques engendrées par les deux
différentielle ; notons les H_ et H. Alors il remarque que pour n > 1, H,, (resp. H,") permet
de voir les zones de branchement (resp. les zones de confluence) de chemins d’exécution et
que pour n = 0, Hy (resp. Hy ) permet de voir les états finaux (resp. initiaux) de 'automate
parallele modélisé.

Considérons en effet pour illustrer cette idée le cas du HDA (ou ensemble précubique) de
dimension 1 de la figure 1. Alors u—w est un cycle qui induit sur H; une classe d’homologie
non-triviale. L’idée se généralise aisément en dimension supérieure. La figure 2 représente
un automate parallele avec un branchement de dimension 2 : ici (A) — (F') 4 (I) est un cycle
induisant une classe d’homologie non triviale dans H, .

Dans [Gou95], un chemin de dimension 1 dans K allant de o € Ky a § € K; est
formalisé par un élément v € ZK; tel que (9] — 0;)(y) = a — . Par exemple dans le
cas de la figure 1, (9; — 0)(u 4+ v) = 9y u — 9] v. Cette astuce permet de ne pas avoir
a considérer des compositions de cube pour parler des chemins de dimension 1. Mais ce

'La terminologie ensemble précubique m’a été suggérée par Ronald Brown.
20n appelle cela une n-transition. Par convention, une O-transition est un autre terme pour état du HDA.



Fi1c. 1 — HDA avec branchement de dimension 1

Fi1G. 2 — HDA avec branchement de dimension 2



formalisme linéaire (proche des bicomplexes) ne permet pas d’aller plus loin : on ne peut
pas en effet formaliser les chemins de dimension supérieure a 1 (donc des que des actions
simultanées ont lieu). De plus, comme on le verra plus loin, si on ajoute des compositions
de cubes, les théories homologiques introduites par Goubault ne sont plus invariantes par
cubification : plus la description est détaillée, plus il y a de classes d’homologie non-triviales
différentes associées aux mémes zones de branchement et de confluence. Cette approche s’est
donc rapidement avérée étre une impasse. La solution 2 était de considérer les w-catégories
strictes globulaires, comme proposée d’ailleurs déja dans [Pra91].

Définition 2.2. [BHS81a] [Str87] [Ste91] Une w-catégorie globulaire est un ensemble A muni
de deux familles d’applications (d, = Sn)n>0 €t (df = t,)n>0 de A dans A et d’une famille
d’opérations 2-aires partiellement définies (%,)n>0 0U pour tout n = 0, *,, est une application
de {(a,b) € A x A t,(a) = s,(b)} dans A ((a,b) étant envoyé sur a *, b) qui vérifient les
axiomes suivants (avec o et 3 éléments de {—,+}) :

dx sim<n
1. dPdex = (égalités globulaires)
d>x sim>=n

2. SpT kT =Tk, b,k =2

3. 51T %,y existe, alors $,(x %, y) = $px, tn(x %, y) =ty et pour m # n, d(z *, y) =
Aoz %, dy
4. des que les deux membres de l’égalité suivante existent, alors (T +,Yy)*, 2z = T %, (Y*, 2)

5. si m # n et si les deur membres de 'égalité existent, alors (x %, y) *m (2 %, w) =
(@ % 2) % (Y % w) (loi d’interchange ou axiome de Godement)

6. pour tout x dans A, il existe un entier naturel n tel que s,x = t,x = x (le plus
petit de ces nombres est appelé la dimension de x et est noté dim(z)). L’ensemble des
morphismes de dimension n d’une w-catégorie C sera noté C,.

Pour x € A, s, A est appelé la n-source de x et t,x le n-but de x.

La figure 3 est une illustration de la définition de w-catégorie avec

o = 5081 A = sot1 A = s951B = sot1 B

0 =tos1A =togt1 A = tgs1 B = tot1 B

tA=s1B, t1C = s1D

(A% B) % (Cx1 D) = (Ao C) %1 (Bxg D)
t1(Axo C) =t1 A% t1C = 51B %9 51D = s1(B % D)

3Tout au moins une premiere solution.



F1G. 4 — Une 2-transition

L’idée de base de ce formalisme est la suivante. Supposons que nous nous intéressons au
HDA correspondant a deux exécutions en parallele comme dans la figure 4 de u et v. On
peut voir ce HDA comme une w-catégorie globulaire C avec pour ensemble de 1-morphismes
C1 = {u,v, 0/, v, u %9 V', v %9 v’} et un 2-morphisme A allant de v *¢ v’ & u % v'. Dans un
tel formalisme, les O-morphismes représentent les états du HDA, les 1-morphismes et leurs
composées les chemins d’exécution de dimension 1, les 2-morphismes les homotopies entre
les chemins de dimension 1, etc... En pratique, on suppose aussi tous les morphismes de
dimension supérieure ou égale a 2 inversibles, comme on I’évoquera par la suite.

Pour retrouver une homologie des branchements et des confluences, on introduit alors la
w-catégorie libre engendrée par les faces du n-cube I™ et toutes leurs composées. En effet,
si on peut associer un nerf cubique wCat(I*,C) a une w-catégorie C représentant un HDA,
alors on peut réutiliser les idées de Goubault.

Cette construction de I"™ est due a Aitchison dans [Ait86] et est rappelée dans [Gau00b,
GauOla, Gau02] en utilisant le langage de [Ste98]. Disons simplement que les faces sont
étiquetées par des mots de longueur n dans 'alphabet {—,0, +}, un mot correspondant au
barycentre d’une face : cf. la figure 5 pour une représentation de I? et la figure 6 pour une
représentation de I2. Et 13, coup de théatre :

Proposition 2.3. [Gau00b] Si C est une w-catégorie globulaire, alors les complezes de
chaines (ZwCat(I™,C),07) et (ZwCat(I™,C),0") sont acycliques!

Il faudra attendre juin 2001 [GGO1] pour que je comprenne vraiment la raison profonde
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FI1G. 6 — La w-catégorie I®

de cette acyclicité. La cause algébrique de I'acyclicité de 9~ * est I'identité 0~ ¢, +€,0~ = Id,
ou € est le premier opérateur de dégénérescence du nerf cubique wCat(I*,C) de C. Je me suis
donc arrangé pour ne garder dans le nerf cubique que les éléments x tels que 0 .. .81-; x ne
soient jamais dans 'image de €;. C’est comme cela que j’ai introduit dans [Gau00b] les sous-
complexes non acycliques (ZwCat(I*,C)~,07) et (ZwCat(I*,C)*,0") de respectivement
(ZwCat(I™,C),07) et (ZwCat(I™,C),0%) :

Définition 2.4. [Gau00b] Soit C la w-catégorie globulaire librement engendrée par un en-
semble précubique ®. Alors on pose pour toutn >0 :

wCat(I",C)” == {z € wCat(I",C),¥Yp > 0,¥ir,..., iy, 0; ...0; x & Im(e1)}

wCat(I",C)* :={x € wCat(I",C),Yp = 0,Viy, ..., Yiy, 0 ... 0; v ¢ Im(e1)}

On pose alors H, (C) := H,(ZwCat(I",C)~,07) et on lappelle ’homologie (semi-cubique ©)
des branchements et HF (C) := H,(ZwCat(I™,C)*,0") que l'on appelle I’homologie (semi-
cubique) des confluences.

4Conventionnellement, & chaque fois quune explication sera identique pour le cas des branchements et
des confluences, je n’expliquerai dans ce texte en détail que le cas des branchements.

5Pour une w-catégorie globulaire quelconque, la définition change treés légérement pour des raisons
techniques assez subtiles mais coincide avec celle donnée ici pour les w-catégories provenant d’ensembles
précubiques. On peut trouver la définition correcte dans [Gau02, GauOla).

6Je parlais d’homologie des coins dans [GauOOb]. J'ai essayé d’homogénéiser la terminologie plus tard
dans [GauOlc].



Le théoreme 8.7 de [GauOOb] qui donne un lien précis entre la notion de 1-morphismes
homotopes dans une w-catégorie vue comme un HDA et ces nouvelles théories homologiques
me confirmait que j’étais sur une bonne voie.

Les deux ensembles wCat(I*,C)~ et wCat(I*,C)" ne sont pas fonctoriels par rapport a C.
Pour contourner le probleme et récupérer la fonctorialité, j’ai du introduire la catégorie wC'aty
des w-catégories non-contractantes avec comme morphisme les w-foncteurs non-contractants.
Je reviendrai sur l'interprétation algébrique et géométrique de cette définition plus loin.

Définition 2.5. Une w-catégorie C est dite non-contractante si et seulement si pour tout
morphisme x de C de dimension supérieure ou égale a 1, la 1-source syx et le 1-but tyx sont
de dimension 1 7. Un w-foncteur d’une w-catégorie non-contractante C & une w-catégorie
non-contractante D est dit non-contractant si pour tout x de C de dimension supérieure ou
égale a 1, f(x) est de dimension supérieure ou égale a 1. La catégorie correspondante est
notée wCat;.

Lors de mes fréquentes discussions avec Eric Goubault, la recherche de 'analogue du
morphisme d’Hurewicz dans la théorie naissante des HDA revenait de fagon récurrente.
Partant du principe (qui se révelera plus tard faux) que les deux homologies H, et H,
pouvaient jouer le role joué par I'homologie singuliere en topologie algébrique classique,
je me suis demandé alors si je pouvais trouver une théorie homologique H? avec deux
morphismes h® : HY — H®. C’est comme cela que jai eu l'idée d’introduire I’homologie
globulaire. L’idée géométrique sous-jacente est la suivante :

Un globe orienté (imaginer un ballon de rugby avec un flot de chemins d’exécution a
la surface partant d’une pointe et arrivant & une autre) se sépare canoniquement en deux
zones 8, a savoir la zone ot les chemins s’écartent (la zone de branchement) et la zone ot
ils se retrouvent (la zone de confluence), ce qui doit donner deux morphismes h™ et h™.

C’est ainsi que dans [Gau00b], j’introduis ’homologie globulaire, du moins une premiere
tentative de construction. Car malgré une tentative de justification de la définition par un
argument de foncteur dérivé, je tombe sur différents problémes comme par exemple la non-
annulation des groupes d’homologie globulaire pour la w-catégorie engendrée par les faces
d’un n-cube plein. Ce qui est plutdt génant car si ’homologie globulaire doit détecter des
globes orientés creux comme celui de la figure 7, on ne voit pas bien ou se trouvent de tels
globes dans un n-cube plein...

Les principaux résultats de [Gau0Ob] sont alors :

1. La premiere tentative de construction de I’homologie globulaire.

2. La construction des morphismes h™ et ht.

TA priori, s1x et t1x sont de dimension 0 ou 1.
811 est vivement déconseillé de faire la méme chose sur un vrai ballon de rugby.
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F1G. 7 — Un globe orienté creux de dimension 3

3. La mise en évidence du lien entre le noyau de i et la recherche des deadlocks dans les
progress graphs. Une explication succinte de ce qu’est un progress graphs est donnée
plus loin.

4. La mise en évidence du lien entre le noyau de h,; et la recherche des n-deadlocks dans
les progress graphs pour n > 2.

5. Le premier résultat reliant les théories homologiques H_ et HI & ’homotopie dirigée
des chemins dans les HDA.

6. Un certain nombre de conjectures techniques sur H_ et H qui ne sont toujours pas
résolues.

7. La mention du lien entre les HDA & homotopie pres et le probleme de confidentialité.
8. La mise en évidence du caracteére simplicial des théories homologiques H_ et H.

Ce dernier point mérite d’étre expliqué. Le caractere présimplicial de I’homologie des bran-
chements (et de celle des confluences) était déja apparent dans la construction de Goubault,
I'interprétation géométrique étant que l'intersection d’un n-cube par un hyperplan pres d’'un
coin est un (n — 1)-simplexe (cf. la figure 8). En fait I'homologie des branchements est une
vraie homologie simpliciale :

Proposition 2.6. [Gau00b] Posons N, (C) = wCat(I"*',C)~, dix = 04, et ¢, =7, ot
I'7:wCat(I™, =) — wCat(I™*', =) est pour 1 < j < n lunique transformation naturelle
telle que

F;(I‘)(k’l Ce kn—i—l) = [L’(k’l e maﬁ(k‘j, kj-‘rl) e kn—i—l)

ot ki ... knp1 est une face du (n + 1)-cube avec lordre — < 0 < +. Alors ces opérations
définissent sur l’ensemble gradué N (C) un ensemble simplicial augmenté avec l'augmenta-



F1G. 8 — Intersection d’un plan et d’un cube

tion 0_1 : Ny (C) — Co =: NZ1(C) définie par O_1x = sox. Il est appelé le nerf semi-cubique
des branchements.

Les opérations I'; ne sont pas nouvelles et apparaissent déja dans plusieurs travaux
[BHS81b, AA89] mais c’est semble-t-il la premiere fois que cette structure simpliciale ? était
remarquée. Le lecteur attentif pourra remarquer la position du simplexe dans la figure 8 : il
est en position achronale, ou, si I'on préfere, transversale au flot temporel. Cette structure
simpliciale fut donc le premier indice qui m’amena a comprendre I'importance des simplexes
en position achronale dans cette théorie.

Comme convention pour la suite, si X est un ensemble simplicial augmenté, on pose
H,1(X) := Hy(ZX,,0) pour n > —1 ou 0 est la différentielle simpliciale. Remarquons
que Ho(X) = ZX_1/Im(0-;). En appliquant cette construction au nerf semi-cubique des
branchements, on retrouve évidemment 1’homologie des branchements puisque il y a deux
décalages d’indices dans deux sens opposés.

3 La combinatoire des branchements

L’article [GauOla] prouve que les nouvelles constructions introduites dans [Gau00Ob] de
I’homologie des branchements et des confluences sont bien insensibles aux subdivisions, ce
qui n’est pas le cas du tout de la construction introduite par Goubault dans sa these.

Le probleme est en effet le suivant. On voudrait pouvoir dire que les automates de la
figure 1 et de la figure 9 sont isomorphes dans une catégorie convenable. Dans la catégorie
des ensembles précubiques, il n’existe aucun morphisme de I'un vers I'autre préservant 1’état
initial et les états finaux (qui sont des invariants pour I’homotopie dirigée). La premiere
idée est alors de travailler dans la catégorie des ensembles précubiques K munis de lois de

9En fait il y en a deux, une pour les branchements, une pour les confluences, mais comme dit
précédemment, quand la situation est symétrique, je ne détaille que le cas des branchements.
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Fi1Gc. 9 — HDA avec branchement de dimension 1

v v v
u = u A B = u A + B
X u v u v

F1G. 10 — Identification de v +; v et de v par des 2-cubes minces

composition. Ce sont des ensembles précubiques munis de n lois de composition +1, ..., 4+,
en dimension n satisfaisant les axiomes suivants :

1. siz,y € K, et si 1 <1< n,alors x +; y existe si et seulement si (9;% =0 y.

2. Les +; sont associatives.

3. 0; (x+iy) = 0; w et O (x +;y) = 0}y.

4. sii < g, 08z +,y) = 0fr 4,1 Oy.

5. sl > 7, 8;"(x+jy):8?x+j@?y.
Ces axiomes apparaissent déja dans [BH81b]. Les lois +; axiomatisent la concaténation des
n-cubes dans les n directions possibles. Dans cette nouvelle catégorie de HDA, il existe un
morphisme allant du HDA de la figure 9 vers celui de la figure 1 préservant I’état initial et les
états finaux, a savoir I'unique morphisme vérifiant v +— u+1v := X et w — w412 := Y. Mais
alors X —Y et u — v sont deux cycles non-homologues représentant le méme branchement.

Pour pouvoir identifier X —Y et u — v, il faudrait pouvoir rajouter des éléments dans Ky
qui ne génerent pas de nouvelles classes d’homologie. C’est précisément le type d’éléments
minces représentés a la figure 10 qui manque car 0~ (A +2 B) = u+, v — u et donc u +q v
et u deviennent égaux en homologie. Plus précisément :

Définition 3.1. Soit x € wCat(I™,C) ou C est une w-catégorie quelconque. L’élément x est
dit mince si Uétiquette x(0,,) de lintérieur 00...0 = 0,, de I™ est un morphisme de C de
dimension strictement inférieure a n.

10



Les résultats principaux de [GauOla] sont alors les suivants. On part d’un ensemble
précubique K et on considere la w-catégorie libre engendrée II(K'). Alors dans le complexe
des branchements (ZwCat(I*,11(K))~,07), on a que :

1. Le sous-complexe de chaines engendré par les éléments minces est conjecturalement
acyclique pour des w-catégories du type II(K). Cette conjecture est la conjecture dite
des éléments minces. Sa démonstration semble impossible sans idée nouvelle sur le
sujet.

2. Modulo ce sous-complexe, les regles de calculs dans ZwCat(I*,II(K))~ sont les sui-

vantes (0, étant le n-morphisme de I"™ correspondant a l'intérieur du n-cube) :

- Siz,z€wCat(I*II(K))” et y € wCat(I*,II(K))~ tels que z(0,) *, y(0,) = 2(0,)
dans TI(K) pour un p > 1, alors x + y = z.

— Six,z € wCat(I*,II(K))” et y € wCat(I*,II(K)) tels que z(0,) *o y(0,) = 2(0,)
dans II(K), alors o = 2.

~ Six et x4;y sont des éléments de wCat(I*,II(K))~, alors + = x +; y modulo
le sous-complexe engendré par les éléments minces. C’est exactement la traduction
mathématique de I'invariance par subdivision des homologies des branchements et
des confluences.

3. Les preuves font intervenir de facon décisive des opérateurs du nerf cubique appelés les
mouvements élémentaires. Le choix de la terminologie vient du fait que je conjecture
qu’ils permettent par composition d’engendrer toutes les transformations naturelles
du nerf cubique dans lui-méme. Une description complete et conjecturale des transfor-
mations naturelles du nerf des branchements dans lui-méme est également donnée.

4. Ces mouvements élémentaires permettent également par composition de retrouver des
opérateurs apparaissant dans les travaux de Brown, Higgins, Al-Agl etc... [BH81b,
Ait86] comme des cas particuliers de mes opérateurs.

Cet article ne donne pas la solution aux conjectures énoncées dans [Gau0OOb| concernant
I’homologie des branchements. En particulier, je ne sais toujours pas comment prouver que
I’homologie des branchements de I™ est nulle en dimension strictement positive. La combi-
natoire de la w-catégorie I"™ est donc tres riche et reste a explorer. Il y a notamment des
rapports entre ce sujet et les ordres de Bruhat supérieurs [MS89] et aussi avec le groupe
des tresses. En effet, comme dans [AABS00], un des ingrédients essentiels de [GauOla] est
le phénomene suivant :

Proposition 3.2. Soient fi,..., f, n opérateurs d’un ensemble dans lui-méme qui sont des
idempotents (f;f; = fi pour tout i) qui satisfont les relations du groupe des tresses Byi1,
5aV01T :

1 sili—j| =2, alors fif; = fifi

11



2. pour tout i tel que 1 < i <n, fifiq1fi = fiv1fifivr-
Posons alors F' = (f1)(faf1) - (fafn-1... f1). Alors pour touti tel que 1 <i < n, f;[F=F.

En d’autre terme, le tressage des opérateurs f; permet d’appliquer les f; un nombre maximal
de fois.

4 Le nerf globulaire

C’est dans [Gau02] que je corrige la construction de 'homologie globulaire introduite
dans [Gau0Ob]. Le principe de cette nouvelle construction est le suivant.

Proposition 4.1. [Gau02] Soit C une w-catégorie. Soit PC [’ensemble N-gradué ou (PC),,
est exzactement l’ensemble des morphismes de dimension n+1 de C. Alors les opérateurs sy,
tp et x, pour p = 1 induisent une structure de w-catégorie sur PC si et seulement si C est
non-contractante.

Définition 4.2. La w-catégorie PC associée a une w-catégorie non-contractante C est appelée
la w-catégorie des chemins de C. L’application C +— PC induit un foncteur de la catégorie des
w-catégories non-contractantes wCaty vers la catégorie des w-catégories (globulaires strictes)
wCat.

Cette proposition est une justification a posteriori de la définition 2.5 car PC, absolument
essentielle pour la suite, n’existe que si et seulement si C est non-contractante. On est en
plus obligé de travailler avec des w-foncteurs non-contractants pour que ’application C +— PC
soit fonctorielle. On va alors considérer le nerf simplicial de PC : pour cela, on a besoin de
travailler avec la w-catégorie libre engendrée par les faces du simplexe de dimension n A"
(la w-catégorie engendrée sera notée de la méme fagon). La définition exacte est rappelée
dans [Gau00b, GauOla, Gau02]. Elle est due originellement a Street dans [Str87] mais la
présentation s’inspire de [Ste98]. Disons simplement que les faces de A™ sont étiquetées
par les suites strictement croissantes d’éléments de {0,1,...,n}. La figure 4 donne une
représentation de la w-catégorie engendrée par le 2-simplexe. On a alors la

Définition 4.3. Soit C une w-catégorie non-contractante. Le nerf simplicial N9(C) =
wCat(A*,PC) muni de l'augmentation d_y : NI (C) = C; — Co x Co =: N9.(C) définie par
0,x = (sox, tox) est appelé le nerf globulaire de C.

Les éléments du nerf simplicial wCat(A*,PC) de PC sont intuitivement des formes géo-
métriques comme celle dessinée a la figure 12. Il y a également une notion d’élément mince
dans ce nerf simplicial et modulo le sous-complexe engendré par les éléments minces (qui
est également conjecturalement acyclique pour les w-catégories librement engendrées par
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F1G. 11 — La w-catégorie A2
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Fic. 12 — Simplexe globulaire de dimension 2

des ensembles précubiques), on a la regle de calcul suivante : pour x € wCat(A", PC), on
note ev(z) 'étiquette du n-morphisme correspondant a U'intérieur de A™, alors : si z,y, 2 €
wCat(A™, PC) tels que ew(z) *, ew(y) = ev(z) pour un p > 1 alors z +y = z. Il se trouve
que c’est exactement les relations qui manquaient dans la construction de [GauOOb] de
I’homologie globulaire pour pouvoir garantir ’annulation de ’homologie globulaire des n-
cubes en dimension strictement positive.

Les résultats principaux de [Gau02] sont alors les suivants :

1. La nature simpliciale de I'homologie globulaire est mise en évidence.

2. Il y a maintenant trois nerfs simpliciaux (en fait augmentés) N9 N~ et N'T et les
morphismes h* : N9 — AN* sont maintenant des transformations naturelles entre
ensembles simpliciaux augmentés.

3. La conjecture des éléments minces est étendue a un nouveau nerf, ce qui montre son
caractere tres général.

4. Un début d’axiomatisation de ces trois nerfs simpliciaux est proposé. Et quelques
conjectures reliées a la conjecture des éléments minces sont proposées.
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5. On prouve que I’homologie globulaire de I™ s’annule pour tout n en dimension stric-
tement positive. Le principe de la preuve ne peut pas étre réutilisé pour prouver ’an-
nulation de 'homologie des branchements de I pour tout n en dimension strictement
positive. Ce dernier énoncé reste donc une conjecture.

6. Est conjecturé que I’homologie globulaire de toute w-catégorie provenant d'un compo-
sable pasting scheme s’annule en dimension strictement positive. Cette derniere conjec-
ture est étroitement reliée a ce que Kapranov et Voevodsky dans [KV91] appelle le
probleme de la recherche du pasting scheme dérivé d'un pasting scheme donné.

7. Un nerf bisimplicial (le nerf biglobulaire, contraction de bisimplicial et globulaire) est
introduit : il est construit a partir du nerf globulaire. Ce nouveau foncteur jouera
probablement un role tres important car il contient “moralement” toute 'information
géométrique du HDA [GauOlb].

5 Les deux articles a ENTCS

Les articles [Gau00a] et [GauOlb] publiés a FElectronic Notes in Theoretical Computer
Science sont des textes informels qui ont permis de prendre du recul par rapport aux résultats
techniques précédemment exposés. Rédiger ces articles, avec la contrainte de la limite du
nombre de pages, m’a été tres profitable et m’a permis de prendre une photographie aérienne
du sujet dans lequel je suis lancé. Et ce sont les articles que je conseille de lire en premier
pour comprendre mon travail.

L’idée principale de [Gau00a] est la découverte empirique des deux types de déformation
d’un HDA formalisé par une w-catégorie qui laissent invariantes les propriétés informatiques
de l'automate sous-jacent. Cela aboutira un an plus tard dans [GGO1] a une formalisation
complete de la dihomotopie sur une catégorie qui devrait jouer en homotopie dirigée le
role que jouent les CW-complexes en topologie algébrique classique (cf. la section 7). C’est
I"unique exemple connu a ce jour de formalisation globale de la dihomotopie sur une catégorie.

Expliquons un peu 'exemple du “drapeau suisse” (figure 13) pour comprendre de quoi
il s’agit. C’est un exemple de progress graph (on utilise les notations P et V' de Dijkstra
[Dij68]). D’autres exemples de progress graph sont commentés par exemple dans [Gou95,
FGR99, GGO1]. 1l y a deux ressources a et b qui ne peuvent étre utilisées que par un seul
processeur a la fois et il y a deux programmes T} et T, qui fonctionnent en parallele. Chaque
programme correspond a un axe de coordonnées. Prendre la ressource a (resp. b) est sym-
bolisé par I'instruction Pa (resp. Pb). Libérer la ressource a (resp. b) est symbolisé par la
ressource Va (resp. Vb). On suppose alors que les programmes T; et T, sont les suivants :
Ty = Pa.Pb.Vb.Va and T; = Pb.Pa.Va.Vb. Chaque axe de coordonnées correspond a l'état
d’avancement d’un des programmes : 0 pour rien d’effectué et 1 pour mission accomplie.
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F1c. 13 — Le drapeau suisse

Les chemins d’exécution possibles sont tous les chemins croissants par rapport a chaque
axe de coordonnées qui vont de (0,0) a (1,1) et évitant la zone en croix du milieu ap-
pelée zone d’exclusion mutuelle. Un point de cette zone représente un état impossible car
il correspondrait a au moins une des deux ressources prises par les deux processeurs T} et
T, simultanément. Deux régions particulieres apparaissent : la région “Unsafe” qui amene
a un blocage inévitable : on atteint alors ce qu’on appelle un deadlock du systeme : des
qu'un chemin pénetre dans la zone Unsafe, il ne pourra plus atteindre ’état final (1,1) et
donc le systeme sera bloqué. De facon symétrique, la zone Unreachable est une zone par
laquelle aucun chemin d’exécution partant de (0,0) ne peut passer. Cette zone représente
un codage qui ne servira jamais a rien, ce qui n’est pas tres économique. On peut observer
que le probleme de la détection des deadlocks et celui de la détection des états inaccessibles
sont symétriques 'un de 'autre : en renversant le sens du temps, on transforme I'un des
problemes en 'autre.

Ce sont les deux principaux types de propriétés qui intéressent les gens travaillant sur
les automates paralleles car d’autres types de vérification se ramenent en dernier ressort
a rechercher des propriétés type deadlock [GW91]. Beaucoup de problémes intéressants
(séquentialisation, ordonnancement d’actions, etc...) s’y rameénent en effet de fagon non tri-
viale et donc sont liés au probleme de classification des chemins a homotopie dirigée pres
(cf par exemple [Gun94)).

L’exemple de la figure 14 est une situation ou il n’y a ni deadlock, ni état inaccessible.

On voit qu’a élasticité pres, 'automate parallele de la figure 13 peut se transformer en
la partie de droite de la figure 15. On peut intuitement déformer un automate de beaucoup
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FiG. 14 — Représentation symbolique d'un sémaphore et de deux chemins d’exécutions non
équivalents (et non dihomotopes)
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F1G. 15 — Le drapeau suisse a élasticité pres
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(a) Le globe de dimension 1

(b) Le globe de dimension 2

Fi1G. 16 — Exemple de déformation spatiale

de facon : l'essentiel pour ne pas transformer ses propriétés informatiques est de ne pas
contracter les chemins orientés sur des points. Ainsi en homotopie dirigée, un segment orienté
ne doit pas étre homotope a un point : on dira qu’'un segment dirigé n’est pas dihomotope a
un point. Donc il s’agit bien d’homotopie, mais avec quelques subtilités.

Dans [Gau0Oal, I'observation fondamentale suivante est faite (on travaille avec une w-
catégorie C modélisant un HDA) :

Philosophie 5.1. Il y a deux types de déformation laissant invariantes les propriétés de
l’automate sous-jacent : les déformations spatiales et les déformations temporelles. Les dé-
formations spatiales correspondent intuitivement a des déformations de p-morphismes de C
avec p = 2. Les déformations temporelles correspondent intuitivement a la concaténation de
deux 1-morphismes, ce qui fait disparaitre [’état du milieu, ou bien a la subdivision en deux
parties d’un 1-morphisme, ce qui fait apparaitre un nouvel état.

La figure 16 donne un exemple tres simple de déformation spatiale : le passage d'un HDA
a 'autre est obtenu par écrasement ou dilatation du 2-morphisme. La figure 17 donne un
exemple tres simple de déformation temporelle : le passage d’'un HDA a l'autre est obtenu
par suppression ou addition de I’état au milieu de u = u; *q us.

Le reste de [Gau00a] ainsi que l'article [GauOlb] proposent une ligne de recherche qui
s’articule autour de la notion de dihomotopie précédemment définie.
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Fi1G. 17 — Exemple de déformation temporelle

zone de branchement zone de coniluence

TEMPS

FiG. 18 — 2-simplexe semi-globulaire négatif et positif

6 Les nerfs semi-globulaires

L’article [GauOlc] est consacré a une correction du nerf des branchements, dans le but
d’avoir un nerf simplicial de Kan (ce n’était pas le cas de 'ancien) tout en gardant bien
entendu la méme théorie homologique. Le nouveau nerf des branchements contient intuiti-
vement des formes géométriques comme dans la figure 18.

Les principaux résultats de cet article sont les suivants :

1. A partir de la w-catégorie des chemins PC de C, on fabrique une nouvelle w-catégorie
P~C intuitivement obtenue a partir de PC en prenant son quotient par la relation
d’équivalence engendrée par les relations x ~ x %¢ y pour tout z,y,x xqy € PC. C’est
une w-catégorie dont les n-morphismes sont les classes d’équivalence de n-morphismes
de PC commencant de la méme facon. Pour employer un vocabulaire plus géométrique,
ce sont des germes de n-morphismes commencant de la méme fagon.

2. Le nerf simplicial de P~C contient alors des éléments comme la partie gauche de la
figure 18. La théorie homologique correspondante HY' est appelée I'homologie semi-
globulaire des branchements (ou homologie semi-globulaire négative).

3. Une transformation naturelle N~ — N9 est construite et il est démontré que la
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transformation induite H- — HY"" est un isomorphisme pour toute w-catégorie libre-
ment engendrée par un ensemble précubique si on admet la conjecture des éléments
minces.

4. Deux nouvelles transformations N9 — N9 et N9 — N9 sont introduites.

5. On vérifie que P~C (et P*TC) sont des w-groupoides strictes des que PC est un w-
groupoide.

Cette derniere remarque mérite d’étre commentée.

Définition 6.1. [BH81b] Soit D une w-catégorie globulaire stricte. Alors D est un w-
groupoide stricte si et seulement si pour tout morphisme x € D, et pour tout n = 0, il
existe un =’ qui dépend a priori de n tel que T *, ¥’ = s,x(=t,2') et 2’ %, x = s,2' (= t,x).

Pour une w-catégorie non-contractante C, PC est un w-groupoide si et seulement si pour
tout morphisme x de PC et pour tout n > 1, il existe un x’ qui dépend a priori de n tel
que T *, &' = s,x(= t,2') et 2’ *, v = s,2'(= t,x) 1°. 1l est absolument hors de question de
supposer 'existence d’inverses par rapport a g car la loi de composition *q indique ’orien-
tation du temps. L’existence d’un inverse par rapport a %, pour n > 1 signifie intuitivement
que s’il y a une homotopie dans un sens, alors il doit y avoir une homotopie dans 'autre
sens. D’ou la définition :

Définition 6.2. Une w-catégorie non-contractante C est dite de Kan si PC est un w-
groupoide. La catégorie des w-catégories non-contractantes de Kan avec comme morphismes
les w-foncteurs non-contractants sera notée wCati.

En travaillant dans wCatfe" le nerf globulaire et les deux nerfs semi-globulaires sont
de Kan et donc on peut considérer leurs groupes d’homotopie, les points base étant des
O-morphismes de resp. PC (resp. P~C, P*C), donc des 1-morphismes de C (resp. des germes
de 1-morphismes de PC commengcant ou finissant de la méme fagon).

7 Les CW-complexes globulaires

L’article [GGO1] écrit en collaboration avec Eric Goubault va introduire la notion de
CW-compleze globulaire.

Définition 7.1. [Nac65, Joh82] Un po-espace global est une paire (X, <) ou X est un espace
topologique et < une relation d’ordre partielle sur X dont le graphe est un fermé de X x X.

10Pour les 1-morphismes, on prend = = 2.
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Les CW-complexes globulaires sont des recollements de po-espaces globaux de la forme
Glob(X) (cf. la figure 19) qui sont a la fois assez expressifs pour exprimer tous les automates
paralleles, suffisamment rigides pour éviter les phénomenes mathématiques pathologiques
liés au recollement d’espaces globaux, et enfin parfaitement adaptés pour pouvoir formaliser
les notions de déformation spatiale et temporelle. La terminologie de C'W-complezxe globulaire
vient du fait que les définitions sont des copies directes de ce qui se passe avec la catégorie
wCaty des w-catégories globulaires non-contractantes avec comme morphisme les w-foncteurs
non-contractants. En fait, en forme de boutade, on peut dire que les w-catégories globulaires
strictes sont le troisieme auteur de [GGO1].

Les principaux résultats de [GGO1] sont les suivants :

1. Les notions d’équivalence de S-dihomotopie (S pour spatial) et d’équivalence de T-
dihomotopie (T pour temporel) sont introduites. Elles font exactement ce qui était
conjecturé dans [Gau0Oa] : a savoir deux CW-complexes globulaires S-dihomotopes ne
different que par des écrasements ou des dilatations de cellule de dimension supérieure
ou égale a 2 et deux CW-complexes globulaires T-dihomotopes ne different entre eux
que par 'apparition ou la disparition d’éléments du O-squelette.

2. L’existence de la localisation de glCW par les équivalences de S-dihomotopie (resp.
de T-dihomotopie) est prouvée.

3. Il est prouvé que tout CW-complexe globulaire peut étre muni d’une fagon canonique
et fonctorielle d’une structure de po-espace local. De plus un foncteur réalisation de la
catégorie des ensembles précubiques vers la catégorie des CW-complexes globulaires
est construit.

4. On introduit un foncteur Globe (figure 19) qui non seulement induit un foncteur de la
catégorie des CW-complexes vers celle des CW-complexes globulaires, mais en plus qui
passe au quotient apres localisation par les équivalences d’homotopie, a droite par les
équivalences de dihomotopie, pour donner un plongement Ho(CW) — Ho(glCW)
des types d’homotopie vers les types de dihomotopie.

Cette existence d’un plongement de la catégorie des types d’homotopie dans celle des
types de dihomotopie a d’importances conséquences au niveau du programme de recherche.
Ce fait ainsi que d’autres faits mathématiques exposés dans [Gau01lb] me conduisent a penser
que 'on peut “remonter” le long du foncteur Globe la plupart des théoréemes concernant les
types d’homotopie classiques aux types de dihomotopie.
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F1a. 19 — Représentation symbolique de Glob(X ) pour un espace topologique X
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