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La science informatique pour moi en 2023

la Halle aux Farines
(enseignement)

le bâtiment Sophie Germain
(enseignement, recherche)
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La science informatique pour moi en 2005

le campus Jussieu
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Mon premier matériel informatique, en 1994

Programmable par l’utilisateur
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Mon deuxième matériel informatique, en 2001
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Apprendre à programmer

Quelques contextes où débuter la programmation :
en autodidacte ou en famille,
au lycée via Sciences du Numérique et Informatique,
dans une association,
durant ses études supérieures, par exemple en L1 Informatique !

Question
Lesquels parmi vous ont déjà programmé, que ce soit au lycée ou en
dehors ? Si oui, dans quel(s) langage(s) ?
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Mes premières expériences de programmation

Certains programmes ne sont pas satisfaisants…
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À la chasse aux mauvais programmes
Un consensus
Tous les programmes ne se valent pas.

Question
Quelles sont selon vous les caractéristiques d’un mauvais programme ?

s’arrête de façon imprévue (“plante”)
“ne fait pas ce qu’il doit faire” (bugs/bogues)
est lent, utilise trop de mémoire, de batterie, d’espace disque…
ne répond pas à temps (trop tard, ou trop tôt !)
pas portable vis-à-vis du système sous-jacent
utilisation mal documentée, ou peu ergonomique
conception interne mal documentée
difficile à modifier ou à étendre
etc.
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Comment améliorer la qualité du logiciel ?

Améliorer la qualité d’un programme ?
Bien choisir son langage de programmation, et le maîtriser !
Utiliser une méthodologie de développement rigoureuse.
Connaître et employer les divers outils d’amélioration du logiciel.

Débogueurs, simulateurs, détecteurs automatiques de bogues…

Améliorer la qualité de tous les programmes ?
Enseigner les points discutés ci-dessus.
Inventer de nouvelles techniques et outils d’aide au développement.
Améliorer les langages existants et en concevoir de nouveaux.

Une nécessité pour la recherche en programmation
Manipuler très précisément la définition d’un langage de programmation.
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L’approche logique des langages de programmation

Les langages de programmation et les programmes peuvent être définis et
étudiés à travers l’usage de la logique, comme des objets mathématiques.

Une approche très riche :
permet de rendre précises certaines intuitions issues de la pratique,
peut guider la conception des langages réels (beaucoup d’influence !),
source de nouvelles idées en logique et mathématiques pures.

Le reste de l’exposé
Une introduction à cette approche des langages de programmation.

Note importante
Il y a d’autres approches complémentaires, par exemple empiriques.
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Plan

1 Introduction

2 Des langages de programmation miniatures

3 Vers des langages plus réalistes
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Quelques définitions pour fixer les idées

Expressions
Un fragment de programme est une expression donnée dans un langage
artificiel et symbolique fixé appelé langage de programmation.

Exécution
À chaque expression correspond une suite de calculs et d’actions qui peut
être réalisée automatiquement, ou exécutée, par un dispositif matériel.

Sémantique
La correspondance entre expressions et suites de calculs et d’actions définit
la sémantique du langage.
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Les langages de programmation, en pratique
1957

1958

1959

1960

1961
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1983

1984

1985
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1987
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1989

1990

1991

1992

1993

1994

1995

1996

1997

1998

1999

2000
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2003

2004

2005

2006

2007

ABC

Python

Smalltalk 80

Squeak

Ruby

AppleScript

F-Script

BETA

Objective-C

Self

Dylan

Io

ZonnonC# 2.0

C# 3.0

UniconCyclone 1.0

Algol 58

JOSS

Algol 60

Fortran II

Fortran IV

BasicPL/I

Fortran 77

Flow-matic

COBOL

Fortran I

Simula I

Simula 67

Snobol

Snobol4 Mumps

CPL

BCPL

Quick Basic

REXX

Pascal

Haskell

Mercury

Haskell 98

Gofer

Fortran 90

Fortran 2003

SML 90

SML 97

zsh

zsh 3.0

Ease C++ (ARM)

Pike

C++ (ISO)

Oak

Visual Basic

VB.NET

B

C

Prolog

Prolog ISO

Lambda Prolog

ErlangLife

CLIPS

Scheme R6RS D 1.0Fortress 1.0betaGroovy 1

Scheme

Algol W

Algol 68

APL

APL 2

COBOL-68

APL 96

J

Eiffel 3bash 2.0

bash 3.0

LimboPizzaOCaml

Scala

OCaml 3.0
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C 99Oz 3 .NET

SML.NETF# J#
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Boo

SQL-1999

SQL-2003

J++ 6.0 Tcl 8.1Python 1.5.2

Python 2.0
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JavaScript 1.5
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GHC 6.0
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CAL (Open Quark)

Java 2 (v1.5 beta)

Perl 5.005

Perl 5.6.0

REBOL

ksh

bash

ksh88

occamAda 83

Eiffel

IconPascal AFNOR

Lua

Objective Pascal

csh awk C (K&R)

sh

Perl

Modula

CLU

Ada

Standard Mumps

Mumps 1984

SQL

ANSI SQL

Modula-2

Modula-3

Oberon

ML

SMLLazy ML

Hope

Miranda

Eiffel 2

Cecil

Scheme R3RS

Scheme R4RS

ISO SQL

A+

Caml

Lean

Scheme 84

Perl 4

SQL-92

Clean

Concurrent Clean

PHP5 Python 2.4

Python 2.5

Scheme MIT

C (ANSI)

Sather 0.1

CLOS

CLIPS 5.0

ANSI C

SEQUEL

SEQUEL/2

Smalltalk 74

Smalltalk 76

COBOL-74

COBOL-85

Oberon-2

Perl 5Sather 1.0

Python 2.2Perl 5.8.0

Nemerle

COBOL 2002

REXX 3.0

Object REXX

PostScript

PostScript level 2

ISWIM

SASL

QuiltLua 4.0

Lua 5.0

JavaScript 1.7

Lisp
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Common Lisp

KRC

Beta

Smalltalk 78

tcsh

Smalltalk

Smalltalk 72
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Common Lisp (ANSI)

CSP
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FL
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(source P. Rigaud)
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Les langages de programmation, en théorie

Méthodologie

Il existe beaucoup de langages de programmation différents.
Certains se ressemblent très fortement (ex. Java et C#).

Créés pour des raisons socio-historiques (commerciales, politiques…)
On va étudier des versions suffisamment idéalisées de ces langages.

Trop idéalisé : pas pertinent pour les langages réels.
Pas assez idéalisé : résultats trop difficiles ou inexploitables.

La même démarche qu’en Physique ?
Cherche à modéliser une réalité extérieure via les mathématiques.
En Informatique, cette réalité est artificielle et construite.

On va se contenter aujourd’hui d’un langage extrêmement simple.
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Un langage de programmation presque trivial (1/2)

Syntaxe
Z est une expression.
S M est une expression si M est une expression.
plus(M,N) est une expression si M et N sont des expressions.

Question
Pouvez-vous donner des exemples de “programmes” ?

Par exemple S S S Z, S plus(S Z,S S Z) ou plus(plus(S Z,S S Z),S S S Z).

Remarque
Cette syntaxe est abstraite : une expression constitue un arbre structuré,
pas du tout une suite de caractères.
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Un langage de programmation presque trivial (2/2)
Sémantique

L’exécution consiste en la réécriture progressive vers un résultat.
plus(Z,N) se réécrit vers N
plus(S M,N) se réécrit vers S plus(M,N)

Un résultat est une expression entière, i.e. de la forme Sk Z.

Question
Est-ce que toute expression peut être réduite (via plusieurs étapes de
réécriture) vers un résultat avec les règles données ci-dessus ?

Non ! Contre-exemple : plus(plus(Z,Z),plus(Z,Z)). Il manque :
plus(M1,M2) se réécrit vers plus(M ′

1,M ′
2) si Mi se réécrit vers M ′

i ,
S M se réécrit vers S M ′ si M se réécrit vers M ′.

Théorème
Toutes les expressions se réduisent vers un résultat.
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Confluence et unicité des résultats
Question
Comment peut-on réécrire l’expression plus(S Z,plus(Z,S Z)) ?

plus(S Z,plus(Z,S Z))

S plus(Z,plus(Z,S Z))

S plus(Z,S Z) S S Z

plus(S Z,S Z)

Théorème
Toutes les expressions se réduisent vers un résultat unique.
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Équivalence des expressions ?
Question
Quand considérer que deux expressions sont équivalentes ?

Équivalence
On a M ≡ N lorsque M et N se réduisent vers le même résultat.

Propriétés
Pour toutes expressions M,N,P on a :

M ≡ M,
si M ≡ N alors N ≡ M,
si M ≡ N et N ≡ P alors M ≡ P ,
si M ≡ N alors S M ≡ S N,
si M1 ≡ M ′

1 et M2 ≡ M ′
2 alors plus(M1,M2) ≡ plus(M ′

1,M ′
2),

plus(M,N) ≡ plus(N,M) et autres propriétés arithmétiques.
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Quelques remarques sur l’équivalence

L’équivalence est modulaire
On peut toujours remplacer un sous-programme par un autre équivalent
sans changer le résultat du programme complet.

L’équivalence est extensionnelle
Un programme est équivalent à son résultat ; donc on néglige
volontairement le coût de réalisation du calcul lui même !

Ces deux idées sont caractéristiques de l’équivalence de programmes : elles
s’appliqueront même à des langages beaucoup plus riches !

20 / 34



Quelques remarques sur l’équivalence

L’équivalence est modulaire
On peut toujours remplacer un sous-programme par un autre équivalent
sans changer le résultat du programme complet.

L’équivalence est extensionnelle
Un programme est équivalent à son résultat ; donc on néglige
volontairement le coût de réalisation du calcul lui même !

Ces deux idées sont caractéristiques de l’équivalence de programmes : elles
s’appliqueront même à des langages beaucoup plus riches !

20 / 34



Un langage un peu plus riche : les variables (1/2)

Il est indispensable de pouvoir réutiliser le résultat d’un calcul. Pour ce
faire, on suppose qu’on dispose d’un ensemble de noms x, y, z, etc.

Syntaxe
Z est une expression.
S M est une expression si M est une expression.
plus(M,N) est une expression si M et N sont des expressions
x est une expression si x est un nom.
let(M, x .N) est une expression si x est un nom et M,N des
expressions.

L’expression let(M, x .N) a pour résultat celui de l’expression N mais où
cette dernière peut utiliser le résultat de M sous le nom x .
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Un langage un peu plus riche : les variables (2/2)
Question
Comment réduire l’expression let(plus(S Z,Z), x.plus(x,S Z)) ?

Sémantique
plus(Z,N) se réécrit vers N
plus(S M,N) se réécrit vers S plus(M,N)

plus(M1,M2) se réécrit vers plus(M ′
1,M ′

2) si Mi se réécrit vers M ′
i ,

S M se réécrit vers S M ′ si M se réécrit vers M ′.
let(M, x .N) se réécrit vers let(M ′, x .N) si M se réécrit vers M ′

let(M, x .N) se réécrit vers N dans laquelle x est substitué (remplacé)
par M, mais seulement si M est un résultat

Remarque
D’autres choix sont possibles, p. ex. réduire N ou ne pas exiger M résultat.
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Exemple

Question
Comment réduire l’expression let(plus(S Z,Z), x.plus(x,S Z)) ?

let(plus(S Z,Z), x.plus(x,S Z))
→ let(S plus(Z,Z), x.plus(x,S Z))
→ let(S Z, x.plus(x,S Z))
→ plus(S Z,S Z) (substitution !)
→ S plus(Z,S Z)
→ S S Z
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Unicité des résultats

Question
Toutes les expressions se réduisent-elles vers un résultat ?

Non ! Contre-exemple : plus(S x,Z) → S plus(x,Z) 6→

Théorème
Toutes les expressions closes se réduisent vers un résultat unique.

Définition
Une expression est close quand elle ne comporte pas de variable libre. Une
variable est libre dans une expression lorsqu’elle n’y est pas liée (définie).

(Une variable liée est aussi dite muette en vocabulaire mathématique.)

P. ex. : dans let(S x, y.plus(z, y)), y est liée mais x et z sont libres.
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L’équivalence contextuelle : définition

Question
Quand considérer que deux expressions sont équivalentes ?

La réponse est un peu plus subtile en présence de variables.

Définition : équivalence contextuelle
Deux expressions M,N sont équivalentes si…

pour toute expression P ,
et variable libre x apparaîssant une unique fois dans P
telle que toutes les variables libres de M et N soient liées par P à la
position où x apparaît,
alors P dans laquelle x est substitué par M a le même résultat que P
dans laquelle x est substitué par N.

Intuition : M ≡ N si aucun contexte P n’est capable de les distinguer.
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Exemple
Les expressions

M = plus(y,S Z) N = plus(S S Z, y)

sont distinguées par le contexte

P = let(Z, y.x)

car

P [M/x ] = let(Z, y.plus(y,S Z))
→ plus(Z,S Z) → S Z

mais

P [N/x ] = let(Z, y.plus(S S Z, y))
→ plus(S S Z,Z) → S plus(S Z,Z) → S S plus(Z,Z) → S S Z.
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L’équivalence contextuelle : qualités et défauts
Qualités

S’étend très facilement à des langages beaucoup plus riches.
Modulaire et extensionnelle par construction.
Valide toutes les équivalences auxquelles on s’attend.

Notamment le renommage des variables liées,
p. ex. let(M, x.S x) ≡ let(M, y.S y).

Facile de montrer directement que M 6≡ N.
Il suffit de trouver un seul P qui distingue M de N.

Défauts
Difficile de montrer directement M ≡ N en général !

Il faut prouver qu’aucun P ne les distingue.

Lemme (Milner)
Considérer les contextes de forme let(Sk1 Z, y1. . . . let(Skn Z, yn.x)) suffit.
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Que manque-t-il à notre langage jouet ?
Question
Pouvez-vous citer des constructions/fonctionnalités manquantes ?

1 Des constructions de contrôle.
Conditionnelles (if), boucles (for/while), récursion…

2 La possibilité de définir et utiliser des types et structures de données.
Listes, arbres, graphes, etc. (Bits quantiques !)

3 Des constructions pour communiquer avec l’extérieur.
Par exemple lire ou écrire des fichiers ou la mémoire.

4 Des constructions pour réutiliser du code, créer des bibliothèques.
Fonctions, classes, modules, etc.

5 Des règles pour rejeter systématiquement les programmes erronés.
Par exemple un système de types qui rejette "toto" + 42.

Un paysage bien exploré
On sait notamment construire des systèmes de types qui garantissent
l’absence de certains bogues, même pour des langages très compliqués.
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Les programmes sauvages
Un langage comme Python comprend des programmes qui divergent.
L’équivalence de programmes devient très difficile en général.

def f(n):
return 1

def g(n):
if n == 1:

return 1
elif n % 2:

return g(n/2)
else:

return g(n*3+1)

Question

(conjecture de Syracuse)

Est-ce que f ≡ g ? Est-ce que vous savez le démontrer ?
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Les limites du calcul
Démontrer l’équivalence de deux programme peut être très difficile.

(Si le langage est suffisamment expressif, comme p. ex. Python.)
C’est généralement le cas pour tous les problèmes “sémantiques”.

Exemples de problèmes “sémantiques”

Les programmes P et Q sont-ils équivalents ?
Le programme P termine-t-il ? (problème de l’arrêt)
Le programme P affiche-t-il “toto” à l’écran ?
Le programme P transmet-il mes informations privées à Google ?
…

Un détecteur de bogues parfait ?
Va-t-on un jour écrire un programme général capable de décider (répondre
automatiquement sans erreur à) l’une ou l’autre de ces questions ?
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Indécidabilité du problème de l’arrêt
Théorème (Church 1935, Turing 1937)
Le problème de l’arrêt est indécidable.

Argument informel.
Par l’absurde. Si l’arrêt est décidable, on dispose d’un programme H tel que

H(F ,X) =

{
1 si F (X) termine
0 si F (X) diverge.

On définit alors le programme P suivant.
P(Q) = if H(Q,Q) = 1 then loop forever else return

On raisonne par cas sur la terminaison de P(P).

Si P(P) termine, nécessairement H(P ,P) = 0, donc P(P) diverge.

Si P(P) diverge, nécessairement H(P ,P) = 1, donc P(P) termine.

On aboutit à une contradiction dans chaque cas, donc H n’existe pas.
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Indécidabilité du problème de l’équivalence

Corollaire
Le problème de l’équivalence est indécidable.

Argument informel.
Par l’absurde. Si ce problème est décidable, on dispose d’un programme E tel que

E(F ,G,X) =


1 si F (X) et G(X) divergent
1 si F (X) et G(X) terminent, et que F (X) = G(X)

0 sinon

On définit alors le programme H suivant.
H(F ,X) = E(F ′,G ′,X) où F ′(X) = { ignore F (X); return X }

G ′(X) = { return X }

Ce H décide le problème de l’arrêt, ce qui est impossible, donc E n’existe pas.
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Programmer dans un monde imparfait

Théorème (Rice 1953)
Tout problème “sémantique” est indécidable.

Une contradiction ?
“On sait notamment construire des systèmes de types qui garantissent
l’absence de certains bogues, même pour des langages très compliqués.”

La contradiction n’est qu’apparente : ces systèmes de types rejettent tous
les mauvais programmes… et certains bons ! Par exemple, en Java :

class Test {
public static void main(String[] args) {

int foo = 0;
if (1 != 0) { foo = "Coucou"; } // Mal typé !

}
}
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Conclusion

Les langages de programmation sont un objet clef de l’apprentissage
de la programmation et de son étude scientifique.
Les langages de programmation sont (pour partie) des objets formels
qu’on peut étudier via la logique et les mathématiques.
Il existe une notion standard d’équivalence pour les programmes.

“Deux programmes sont équivalents si on peut toujours remplacer l’un
par l’autre dans un programme plus gros sans changer le résultat final.”

Les problèmes sémantiques généraux comme l’équivalence de
programmes sont indécidables. On utilise donc des critères approchés.

Prédiction : on aura toujours besoin de nouveaux langages et outils !
⇒ Vous explorerez ces idées durant vos études, de la L1 au M2.
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