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Avant-propos

Ces notes proposent une introduction a la théorie des langages de programmation. Elles
sont en cours de rédaction, et contiennent indubitablement leur lot de fautes et d'erreurs
plus ou moins graves. Merci de signaler celles-ci a guatto@irif.fr. Merci également de ne
pas redistribuer le document.
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1. Introduction

Ces notes visent & fournir une introduction a la théorie des langages de programma-
tion. Elles prennent donc le sujet a son début. Toutefois, leur objectif est d'offrir un
chemin aussi direct que possible aux questions de recherche contemporaines. Comme
beaucoup de ces recherches, elles adoptent le point de vue de l'informatique mathéma-
tique. On y étudiera donc des langages de programmation tres idéalisés, épurés de leurs
caractéristiques contingentes. Cette idéalisation éloigne nécessairement des aspects les
plus pratiques de 1'activité de programmation. En contrepartie, elle donne acces a toute
la précision et a toute la rigueur permises par les mathématiques.

Un langage de programmation est un langage symbolique dont les phrases sont obte-
nues par l'application répétée d'une collection d'opérations formelles fixée. Ses phrases,
appelées programmes, sont équipés d'une mécanique d'exécution plus ou moins abs-
traite qui définit leur sens. Ce sens contribue notamment a déterminer quels programmes
doivent étre considérés comme équivalents. L'étude mathématique des langages de pro-
grammation se rapproche donc de 1'algebre, a ceci pres que les opérations offertes par
un langage de programmation prennent des formes plus riches que celles mises en jeu
lors de la définition de la structure de groupe, d'anneau, de corps et des autres objets
traditionnels du cours d'algebre. La perspective adoptée au sein des présentes notes est
donc celle de 1'algebre universelle, sous-discipline des mathématiques dédiée a 1'étude du
format général des structures algébriques plutot qu'a celle d'une famille de structures
algébriques particuliere.

Le contenu des notes est découpé en trois parties. La premiére partie constitue une
introduction au pendant le plus informatique de 1'algebre universelle classique congue
pour étre compatible avec les développement ultérieurs. La seconde partie traite du
systeme T, un prototype de langage fonctionnel dont tous les programmes terminent.
La troisieme partie traite du langage PCF, un langage fonctionnel dont les programmes
peuvent diverger.

Ces notes s'adressent a des étudiants de quatrieme ou cinquieme année d'université
ayant suivi un cours de logique mathémathique de premier cycle. La connaissance d'un
langage de programmation fonctionnel est également la bienvenue. Les questions plus in-
formatiques, notamment d'implémentation, seront mentionnées lorsqu'elles sont suscep-
tibles d'éclairer les développements mathématiques. Nous espérons ainsi aider lectrices
et lecteurs informaticiens a s'appuyer sur leurs intuitions pratiques.
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2. Rappels de logique

L'objectif de ce chapitre est de rappeler dans un style informel les opérations de base
nécessaires a la construction des mathématiques, telles que nécessaires dans les chapitres
suivants. Il n'a pas pour ambition de se substituer a un cours de logique formelle ou de
fondements des mathématiques, bien que ces sujets puissent étre abordés d'une maniére
étonamment proche de 1'étude des langages de programmation.

2.1. Le langage informel de la logique et des preuves

La définition et la manipulation des objets mathématiques passe par 1'énonciation
de propositions. D'un point de vue formaliste, une proposition est un énoncé écrite dans
un langage symbolique complétement codifié. La grammaire du langage détermine les
propositions de base, ainsi que les régles permettant de construire de nouvelles propo-
sitions. Ces regles de construction sont les connecteurs logiques bien connus, comme
la conjonction. Elles sont gouvernées par d'autres régles qui caractérisent la forme des
preuves valides d'une proposition donnée.

Au dela de son contenu logique, une proposition porte sur les objets qui intéressent
le mathématicien. Ces objets peuvent étre de différentes sortes. Ils sont soumis a cer-
taines opérations et prédicats logiques. Les opérations et prédicats sont liées par une
collection de propositions admises appelées aziomes. Un systéme de sortes, opérations,
relations et axiomes forme une théorie axiomatique. Par exemple, la géométrie eucli-
dienne peut étre présentée comme une théorie axiomatique ou 1'on manipule des points,
des droites et des plans liés par les relations d'inclusion, d'incidence et de congruence.
Ses axiomes expriment par exemple que pour tous deux points il existe une droite qui
les contient tous les deux.

Depuis la premiere moitié du XXeéme siecle, il semble que la vaste majorité des ma-
thématiciens aient adopté une théorie axiomatique particuliere, la théorie de Zermelo-
Fraenkel avec axiome du choix, en abrégé ZFC. Cette théorie s'est révélée tres expressive,
au sens ou la plupart des objets mathématiques usuels peuvent étre construits en utilisant
les objets primitifs de ZFC. Les objets de ZFC sont des “ensembles”, et certains axiomes
de cette théorie refletent effectivement nos intuitions pré-mathématiques vis-a-vis des
collections de choses rencontrées dans la vie ordinaire. D'autres axiomes sont toutefois
d'une signification nettement moins intuitive. Par analogie avec l'informatique, on peut
donc penser a ZFC comme a une théorie “de bas niveau” : a 1'image du langage machine
des processeurs, c'est un langage difficile & manier mais au dessus duquel il est possible
de batir les abstractions qui constitueront des couches de plus haut niveau. Comme en
informatique, 1'existence d'une couche de bas niveau partagée assure la compatibilité
des couches supérieures ; ainsi, un théoreme d'analyse peut étre utilisé en arithmétique



2. Rappels de logique

sans difficulté si besoin est, sans modification de sa preuve. Cette approche garantit la
cohérence des mathématiques, non pas au sens logique de l'absence de contradiction,
mais au sens ou les développements au sein d'un certain pan de mathématiques sont
directement utilisable dans d'autres, puisque tous sont ultimement traduisibles dans le
langage de ZFC, sans changer de théorie axiomatique.

Le reste de ce chapitre contient un rappel des regles élémentaires de la logique, ainsi
que des constructions ensemblistes usuelles. Ces derniéres sont présentées dans un style
informel, les régles précises de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel dépassant
de loin le cadre de ces notes.

2.2. Propositions et prédicats

L'objectif de cette section est de faciliter la rédaction des démonstrations, et de clarifier
les régles autorisées pour l'étudiant qui manquerait de bagage mathématique. Pour ce
faire, on va adopter un point de vue trés mécanique, et donc tres détaillée, de 1'activité
démonstratoire, ramenée a un petit jeu de regles élémentaires. Il est évident qu'une
preuve lisible n'explicite pas 1'utilisation de chacune des régles, mais cherche plutot a
mettre en valeur les étapes essentielles. Toutefois, avoir en téte 1'existence de ces régles,
en particulier lorsqu'on est peu familier avec la pratique des mathématiques, peut aider
a rédiger et surtout a éviter les erreurs de raisonnement.

A tout moment durant une preuve, le mathématicien cherche a démontrer un but formé
d'une proposition appelée conclusion et d'un nombre fini de propositions présupposées
appellées hypotheses. Les régles qui suivent permettent de progresser en remplagant le
but courant par une collection finie de nouveaux buts. Eventuellement, on atteint un
point ou cette collection de nouveaux buts est vide, ce qui signifie que la preuve est
terminée. Les regles sont de plusieurs natures : certaines sont purement structurelles

2.2.1. Reégles structurelles

Ces regles sont indépendantes du choix des connecteurs, et décrivent la gestion des
hypotheses. Elles sont au nombre de deux. La premiére stipule qu'un but ¢ est immédia-
tement démontrable si ¢ apparait également comme hypothese. La seconde stipule qu'il
est toujours possible d'introduire une nouvelle hypotheése ¢ pour prouver une conclu-
sion . On doit pour cela commencer par prouver ¢ sous la méme liste d'hypothese.

2.2.2. Connecteurs

Pour chaque connecteur, on donne les regles de démonstration qui permettent de
1'introduire, c¢'est-a-dire de prouver un but dont il forme la racine de la conclusion, et de
1'éliminer, c'est-a-dire d'utiliser une hypothéese dont il forme la racine.
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2.2. Propositions et prédicats

Conjonction.

Etant donnée deux propositions ¢ et 1, on peut former leur conjonction, notée o A .
Pour prouver ¢ A, il suffit de prouver ¢ et . Pour prouver la conclusion 7 en utilisant
I'hypothese ¢ A 1, on prouve la conclusion 7 sous les hypotheses additionnelles ¢ et .

Disjonction.

Etant donnée deux propositions ¢ et 1, on peut former leur disjonction, notée ¢ \V 1.
Pour prouver ¢ V 9, il suffit de prouver ¢, ou bien de prouver 1. Pour prouver la
conclusion 7 en utilisant 1'hypotheése ¢ V v, on prouve indépendamment la conclusion 7
sous 1'hypothese ¢ et sous 1'hypothese .

Implication.

Etant donnée deux propositions @ et 1, on peut former leur implication, notée ¢ —
1. Pour prouver ¢ = 4, il suffit de prouver ¥ sous 1'hypothese ¢. Pour prouver le
but 7 en utilisant 1'hypothese ¢ A1, on prouve le but ¢ sous les mémes hypotheses, puis
on prouve 7 sous l'hypothese additionnelle .

Trivialité.

La proposition triviale est notée T. Prouver le but T est immédiat. Aucune régle ne
permet d'utiliser une hypothese T.

Contradiction.
La proposition contradictoire est notée L. Aucune régle ne permet de l'introduire. Tout
but 7 est prouvé immédiatement sous 1'hypothese L.

Remarque 1. Une théorie axiomatique qui démontre L sans hypothese est dite contra-
dictoire. Dans ce cas, la regle citée ci-dessus entraine immédiatement que la théorie
démontre toute proposition.

Négation.

La négation d'une formule ¢ est notée —¢. La négation n'est pas un connecteur pri-

. . P d . '
mitif mais est définie par —p é» ¢ = 1. L'avantage de cette approche est qu'elle
ne nécessite pas d'introduire de nouvelles regles. On peut dériver les regles suivantes a
partir de cette définition. Pour introduire -, il faut démontrer L sous 1'hypothese addi-
tionnelle ¢. Pour prouver le but ¢ en présence de 1'hypothese -, il suffit de démontrer
la conclusion ¢.

2.2.3. Le tiers exclu

Enfin, on ajoute aux regles ci-dessus l'axiome suivant, appelé tiers exclu :
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2. Rappels de logique

pour toute proposition ¢, on a ¢ V .

En la présence de cet axiome, appelé tiers exclu, on peut dériver les résultats bien connus
de logique classique, notamment 1'involutivité de la négation

e = P,
la formule bien connue de l'implication
p =Y <= 9V,
ainsi que les lois de distributivité dites de de Morgan reproduites ci-dessous.
(P AY) <= -V (V1Y) <= oA -T «— L -l = T

L'involutivité de la négation permet notamment le raisonnement par l'absurde. Celui-ci
prend la forme de la regle de preuve suivante : pour prouver une conclusion ¢, il suffit
de supposer —p et de dériver une contradiction, c'est-a-dire de prouver la conclusion 1.

2.2.4. Prédicats

La logique pure telle que décrite précédemment ne suffit pas pour construire les ma-
thématiques. On lui ajoute donc une notion d'objets définie axiomatiquement par un jeu
d'opérations et de prédicats, et sur lesquels il est possible de quantifier logiquement. Les
opérations et prédicats autorisés dépendent de la théorie axiomatique adoptée. Dans ces
notes, comme il est d'usage en mathématiques, on adoptera une théorie des ensembles
informelle. Nos objets seront donc des ensembles notés A, B, C et parfois t, u, v.

Egalité.

Le prédicat d'égalité entre deux individus, noté =, est le plus basique de tous, et joue un
role un peu particulier. La seule facon d'introduire ce prédicat est via la proposition A =
A, prouvable sous n'importe quelles hypotheéses. On peut 1'utiliser via une regle logique
ad-hoc appelée transport : dés lors qu'on dispose d'une hypothese de la forme A = B,
alors on peut remplacer A par B et B par A n'importe ou dans le but courant, que ce
soit dans les hypothéses ou la conclusion. En particulier, on peut dériver la symétrie et
la transitivité de 1'égalité a partir de la regle de transport.

Appartenance.

La théorie des ensembles est une théorie axiomatique dénuée d'opérations et munie
d'un seul prédicat, hormis 1'égalité. Il s'agit du prédicat binaire appelé appartenance
et noté t € A. Intuitivement, il signifie que t est un élément de A. Ce prédicat est
soumis a un certain nombre d'axiomes qui permettent de manipuler efficacement la
notion d'ensemble, et qui ont permis de batir le reste des mathématiques. On décrit un
certain nombre d'entre eux plus bas.
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2.2. Propositions et prédicats

Remarque 2. Le prédicat d'appartenance relie des objets de méme nature, c'est-a-dire
que t et A sont tous deux des ensembles. Autrement dit, les éléments d'un ensemble
sont d'autres ensembles. Ainsi, en théorie des ensembles, I'ensemble des entiers naturels,
le nombre pi, la droite réelle, ou l'entier 42 sont tous des ensembles. Remarquons la
similarité avec les langages informatiques de bas niveau ou toutes les données manipulées
sont vues comme des suites de bits. Cette économie de concepts a la conséquence contre-
intuitive de permettre 1'expression de prédicats dénués de sens intuitifs, comme par
exemple N € m. Il est méme possible que ces prédicats soient valides, selon le codage
employé.

Quantification.

Etant donné un ensemble A et une proposition ©(z) qui mentionne x, on peut for-
mer les propositions Vo € A,p(z) et dx € A, ¢(x). On peut introduire la proposi-
tion Vz € A, ¢(x) en démontrant ¢(x) sous 1'hypothese d'existence d'un nouvel indivi-
du z € A. On peut utiliser la proposition VY € A, p(x) en hypothése en spécifiant un ob-
jet t € A, ce qui fournit I'hypothese ¢(t). On peut introduire la proposition 3z € A, ¢(x)
en spécifiant un objet u € A et en démontrant la conclusion ¢(u). On peut utiliser
la proposition 3z € A, p(z) en spécifiant un objet u € A et en démontrant la conclu-
sion p(u). Symétriquement, on peut utiliser la proposition 3z € A, p(x) pour obtenir un
objet z € A et une nouvelle hypothése ¢(x). A noter, on ne sait rien sur I'objet z en
dehors du fait qu'il satisfait ¢(z).

Remarque 3. Formellement, la quantification n'est pas restreinte aux éléments d'un en-
semble fixé. Sa forme primitive est Vx, ¢(x), ou = quantifie donc sur tous les ensembles.
Toutefois, cet usage est moins intuitif et n'est utile que lors de certaines constructions
d'usage assez rare dont on signalera les quelques apparitions dans ces notes. La quan-
tification Va € A, ¢(x) que nous employons ci-dessus est dite bornée et constitue sim-
plement un raccourci pour Vz,x € A = (). De méme pour Iz € A, p(z) qui
abrege Jz,x € AN o(x).

Inclusion.

Le prédicat d'inclusion, noté A C B, n'est pas primitif mais défini comme suit & partir
du prédicat d'appartenance.

ACB vycAzeB.

2.2.5. Quelques axiomes ensemblistes

On rappelle ici quelques axiomes et résultats élémentaires de théorie des ensembles.
L'exposé complet des axiomes de ZFC est hors.

Extensionalité. L'axiome d'extensionalité exprime que deux ensembles sont égaux si et
seulement s'ils ont les mémes éléments. Autrement dit, il exprime que deux ensembles A
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2. Rappels de logique

et B sont égaux si A C B et B C A. Notons que la direction “seulement si” est une
conséquence automatique du transport d'égalité.

Compréhension. L'axiome de compréhension exprime qu'étant donné un ensemble A
et un prédicat ¢ sur les éléments de A, il existe un ensemble A’ tel que = € A’ si et
seulement si x € A et p(x). L'axiome d'extensionalité implique que cet ensemble est
unique. On le note {z € A | ¢(x)}.

Remarque 4. Contrairement a la quantification, la compréhension est nécessairement
restreinte aux éléments d'un ensemble fixé. En I'absence de cette restriction, on obtient
facilement une théorie paradoxale. Le plus célebre de ces paradoxes est dii a Bertrand
Russel. Supposons qu'on puisse définir un ensemble en compréhension sans restriction
sur le domaine de variation de z. On définit alors 2 = {z | z € =} et on raisonne par
cas sur 2 € €. Si Q € Q, alors par définition Q) & €2, ce qui est contradictoire. De méme,
si Q & Q, alors Q € . Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction et le systéme
s'effondre.

Ensemble des parties. L'axiome de 1'ensemble des parties exprime que pour tout en-
semble A, il existe un ensemble A’ tel que les éléments de A’ sont les parties de A.
L'axiome d'extensionalité implique que cet ensemble est unique. On le note P A.

Réunion. L'axiome de la réunion exprime que pour tout ensemble d'ensembles A, il
existe un ensemble A’ tel qu'un élément de A’ est un élément d'un élement de A.
L'axiome d'extensionalité implique que cet ensemble est unique. On le note | J A. Lorsque
I'ensemble A ne comprend que deux éléments A; et A, on écrit A1 U Ao pour sa réunion.

Infini. Il existe un ensemble infini. Sans énoncer précisément le sens de cet axiome,
il entraine 1'existence de 1'ensemble des entiers naturels, noté N. On reviendra sur les
propriétés de cet ensemble ultérieurement.

Quelques ensembles utiles. On définit 1'ensemble vide, noté (), par compréhension
comme {z € N | L}. On obtient un ensemble a un seul élément, noté 1, comme P@. Son
seul élement est donc ), que 1'on notera * dans ce contexte pour éviter toute confusion.
A son tour, l'ensemble P1 a deux éléments, & savoir () et {*}. Par convention, on note
le premier élement O et le second 1, ce qui revient & définir l'ensemble B des booléens
comme P1.

Etant donnés deux ensembles A et B, on peut définir leur produit cartésien A x B
comme l'ensemble de toutes les paires (a,b) telles que a € A et b € B.

Remarque 5. La définition du produit cartésien présuppose la possibilité de former les
paires ordonnés, qui est assurée par les axiomes de ZFC que nous avons omis.
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2.3. Relations et fonctions

2.3. Relations et fonctions

2.3.1. Définitions de base

Définition 1 (Relation). Une relation R est un triplet (A, B,G) ou A et B sont des
ensembles et G est un sous-ensemble du produit cartésien A x B.

On appelle respectivement domaine et codomaine de R 1'ensemble A et 1'ensemble B.
Par extension, on appelle relation de A dans B une relation de domaine A et codomaine
B, et on écrit R : A — B pour signifier que R est une telle relation. On note Rel(A, B)
I'ensemble de toutes les relations de A dans B.

Définition 2 (Composition des relations). Soient R : A = B et S : B — C deux
relations. La composée de R et S, notée R ; S, est la relation de domaine A et codomaine
C définie par

R;S={(z,2) e AxC|3yeB,(z,y) € RN (y,2) €5}

Définition 3 (Relation identité). La relation identité sur un ensemble A, notée Id4, est
la relation de domaine et codomaine A définie par

Idy = {(z,z) € A}.

La composition des relations est associative et admet la relation identité comme élé-
ment neutre a gauche et a droite, c'est-a-dire que

R;(S;T)=(R;S);T R;ldg=R=1Id4;R
pour toutes relations R: A —+— B, S:B—+—CetT:C —+ D.

Définition 4 (Relation pleine et relation vide). Soient A et B deux ensembles. La
relation pleine et la relation vide de A dans B, notées respectivement 14 g et 04 g, sont
définies comme suit.

luyp=AxDB OA,BE@

La relation vide est absorbante pour la composition, c'est-a-dire que pour toute rela-
tion R: A —+ B et tout ensemble C' on a 0c 4; R =0¢c,p et R;0pc =04.c.

Définition 5 (Relation réciproque). La réciproque d'une relation R : A —— B, notée
R°, est la relation de domaine B et codomaine A définie par

R° ={(y,x) € R}.

La réciproque, qui renverse une relation, est une opération essentielle. Elle satisfait une
propriété importante de fonctorialité, c'est-a-dire de compatibilité avec la composition.
Cette propriété signifie que pour tous A, B,C et toutes relations R : A —— B et S :
B — C, on a (R;5)° = S°;R° et Idy = Ids. De plus, la réciproque est involutive,
c'est-a-dire que R°° = R pour toute relation R : A — B.
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2. Rappels de logique

Les relations de domaine A et codomaine B fixées sont des parties du produit carté-
sien A x B, et sont donc ordonnées par 1'inclusion. Il est clair que la relation vide est
la plus petite relation de A dans B, et la relation pleine la plus grande. La composition
des relations est croissante, au sens ou si R € Ry et S1 C Sy sont des relations de A
dans B, alors R1;S1 C Ry;S2. De méme pour la réciproque : on aura R{ C Rj des lors
que R; C Ry. On reviendra au caractere ordonné des relations au chapitre 3.

2.3.2. Image directe et inverse

Les relations sont un concept tres utile pour manipuler commodément les définitions
ensemblistes en minimisant la manipulation des quantificateurs. En particulier, toute
partie A" d'un ensemble A définit une relation notée (A’) de 1 dans A par

(Ay={(x,z) el xA|lze A’}

et toute relation R : 1 — A définit une partie de A par {z € A | (x,z) € R}. Cette corres-
pondance définit une bijection entre Rel(1, A) et PA, tout comme entre PA et Rel(A, 1).

Définition 6. L'image directe d'une relation R : A —+ B est la partie de B définie par
la relation 15 4; R. L'image inverse de R : A —+ B est la partie de A définie par la
relation 14 p ; R°.

2.4. Familles d'ensembles

2.5. Relations d'équivalence et ensembles quotients
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3. Ensembles ordonnés

3.1. Relations d'ordres et ensembles ordonnés
3.2. Fonctions croissantes

3.3. Suprema et infima

3.4. Treillis et ordres inductifs

3.5. Opérations sur les ensembles ordonnés

3.6. Théoremes de point fixe

o Knaster-Tarski
e Scott

o Pataraia

3.7. Adjonctions

Motiver par l'inexistence d'inverses a 1'addition dans les entiers naturels.
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4. Monoides

4.1. Définitions de base

Définition 7. Un monoide M est un triplet (|M|,+ar,0a7) ot |[M| est un ensemble ap-
pelé éléments de M, +yr : |[M|? — | M| est une application binaire associative appelée loi
de M, et 0p7 est un élément de |M| neutre pour + ;.

On omettra les indices de la loi et de 1'élément neutre lorsque le monoide dont il
est question peut étre déduit du contexte. De méme, pour simplifier les notations on
identifira le monoide a son ensemble support. Si x, ¥, z sont des éléments d'un monoide M,
l'associativité de sa loi permet d'écrire  + y + z pour (z +y) + z = z + (y + z) sans
introduire d'ambiguité réelle.

4.2. Eléments remarquables

Dans cette section, on fixe un monoide (M, +,0).

4.2.1. Eléments inversibles

Soient z et y deux éléments de M. Si x + y = 0 on dit que = est un inverse a gauche
de y et, réciproquement, que y est est un inverse a droite de x. Un élément qui a un
inverse a gauche (resp. a droite) est donc inversible d gauche (resp. a droite).

Un élément inversible a gauche et a droite est simplement dit inversible. Un élément
qui est & la fois un inverse a gauche est a droite est appelé inverse bilatéral, ou simple-
ment inverse. Supposons que x est inversible, et soit y un de ses inverses a gauche et z
l'un de ses inverses a droite. On voit que y =y+0=y+z+ 2 = 0+ z = 2 et donc tous
les inverses a gauche et & droite de x sont égaux. En conséquence, un élément inversible
a exactement un inverse.

Un monoide dont tous les éléments sont inversibles est appelé groupe.

4.2.2. Autres éléments remarquables

Soient x,y, z des éléments d'un monoide (M, +,0). On dit que x est :
e absorbant a gauche si x +y = x,
o simplifiable a gauche si x +y = x + z implique y = z,

e acyclique a gauche si x = x + y implique y = 0,
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4. Monoides

e irréductible si x = y + z implique y = 0 ou z = 0.

Dans chaque cas, on dira que x est absorbant (respectivement simplifiable, acyclique, in-
versible) d droite lorsqu'il est absorbant (respectivement simplifiable, acyclique) a gauche
pour la loi commutée. On dit qu'un élément est simplement absorbant (respectivement
simplifiable, acyclique, inversible) lorsqu'il est absorbant (respectivement simplifiable,
acyclique) a la fois a gauche et & droite. Dans un monoide commutatif, les notions
d'éléments absorbant (respectivement simplifiable, acyclique) a gauche et a droite se
confondent.

Un élément inversible est simplifiable. Un élément simplifiable a gauche (respecti-
vement a droite) est acyclique a gauche (respectivement a droite). Un monoide dont
1'élément neutre est irréductible est dit rigide.

Remarque 6. Le monoide (Z,+,0) est un groupe et donc tous ses éléments sont simpli-
fiables & gauche et a droite, néanmoins il n'est pas rigide puisque 1+ (—1) = 0.

4.3. Opérations sur les monoides

4.3.1. Préordre de décomposabilité

Soit (M, +,0) un monoide et (z,y) une paire d'éléments de M. On dit que = décom-
pose y a gauche, et on note x < y, s'il existe z € M tel que x + z = y.

Tz =y g} JzeM:z+2z=y

Il s'agit d'une relation de préordre sur les éléments de M dont la réflexivité découle de
'existence de 1'élément neutre et la transitivité de 1'associativité de la loi. Il est clair que
1'élément neutre est minimal. Il est également clair que la loi du monoide est croissante
a droite pour la décomposabilité : si 1 < xo alors y + 1 <X y + z2. Tout élément 2
absorbant a droite est maximal puisque x + z = z pour tout x.

Ezemple 1. La relation de décomposabilité a gauche associée au monoide (N, +,0) est la
relation d'ordre habituelle sur les entiers naturels. Celle associée au monoide (NT, x, 1)
est la relation bien connue de divisibilité. La méme construction appliquée aux mots sur
un alphabet munis de la concaténation donne l'ordre préfixe.

Propriété 1. Si M est un monoide rigide dont tous les éléments sont acycliques a
gauche alors la relation =< induite est antisymétrique.

Démonstration. Supposons x =< y et y < x. Il existe donc z; tel que z + 21 = y et 29
telque y+ 20 =x. Onendéduit x + 21 +20=y+zo=zxety+z0+z1=x+ 21 =y.
Puisque « et y sont acycliques a gauche, on doit avoir 21 + z0 = 0 = 29 + 21. Puisque M
est rigide, on en déduit 21 =0 = 2z et donc z = y. O

Propriété 2. Si x est un élément inversible alors x est minimal pour <.
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4.3. Opérations sur les monoides

Démonstration. On a nécessairement x + 2~ 4+ y = y et donc & < y pour tout . O
Corollaire 1. Si M est un groupe alors la relation =< induite est codiscréte.
Propriété 3. Si la relation < est antisymétrique alors le monoide M est rigide et ..

Démonstration. Supposons =< antisymétrique.
Si0=1y+ zalors y <0 et donc y = 0 par antisymétrie. Donc 0 est irréductible.
O
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5. Induction et coinduction

5.1. L'exemple des entiers naturels

Les ensembles et sous-ensembles définis inductivement occupent une place prépondé-
rante en mathématiques constructives et en informatique théorique. Ils jouent le role
de structure libre de 1'algébriste et a celle de syntare du théoricien des langages de
programmation, comme on l'expliquera dans les chapitres suivants.

Le plus connu d'entre eux est 1'ensemble des entiers naturels, qu'on peut caractériser
informellement comme le plus petit ensemble clos par zéro et successeur.

On considere 1'ensemble des entiers naturels.
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Réécriture abstraite

. Systemes de réécriture abstraits
. Normalisation d'un systeme de réécriture
. Confluence d'un systéeme de réécriture

. Réécriture infinitaire
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Deuxieme partie

Algebre universelle
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7. Syntaxe du premier ordre

7.1. Théories du premier ordre
7.1.1. Motivations
Quelques exemples de structures algébriques.
7.1.2. La notion de théorie du premier ordre
7.2. Termes du premier ordre et théories équationnelles

Une signature du premier ordre est une famille ¥ d'ensembles (3,)nen-

7.3. Présentation d'une théorie du premier ordre
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8. Réécriture du premier ordre

8.1. Réécriture de termes du premier ordre
Radicaux, résidus.
8.2. Confluence d'un systéme de réécriture du premier ordre

8.3. Présentation convergente d'une théorie du premier ordre

Knuth-Bendix.
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9. Syntaxe du second ordre

9.1. Théories algébriques du second ordre
9.1.1. Motivations
9.2. Théorie algébrique du second ordre

Définition 8.
9.3. Termes du second ordre

9.4. Présentation d'une théorie algébrique du second ordre

0.5. Réécriture du second ordre

9.5.1. Les systémes de réécriture combinatoires

9.5.2. Confluence et normalisation
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Troisieme partie

Langages simplement typés
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10. Le systeme T

Ce chapitre discute du systéme 7T, formalisme calculatoire qui peut étre vu comme un
langage de programmation rudimentaire ou l'on dispose de fonctions et de la récursion
primitive sur les entiers naturels. Ce systéme a été proposé par Kurt Godel [3] dans le
cadre de travaux sur les fondations des mathématiques. On en donne une présentation
modernisée due a William Tait [7].

10.1. Syntaxe pure

On commence par traiter des aspects purement syntaxiques du systéme, notamment
de 1'égalité des termes a renommage des variables liées pres et de la substitution. Ces
aspects sont communs a tous les formalismes qui mettent en jeu la notion de variable et
on apprend vite a raisonner informellement a leur sujet. Il est cependant nécessaire de
traiter sérieusement ces questions au moins une fois. On adopte ici une approche qui a
l'avantage d'étre concrete et élémentaire, au prix de raisonnements malcommodes.

10.1.1. Noms

On se donne un ensemble infini dénombrable de noms, noté A. Ses éléments sont
notés z,y, 2,2, w1, w2, etc. On se donne également une fonction v qui a toute partie
finie A de A associe un élément v(A) de A tel que v(A) ¢ A. Le choix de v n'influe pas
sur les définitions finales. Toutefois, le lecteur ou la lectrice a 1'esprit concret peut par
exemple penser a A comme a l'ensemble des entiers naturels et poser v(A) = 1 + max A.

10.1.2. Prétermes et présubstitutions

Définition 9. L'ensemble PreTerms des prétermes et 1'ensemble PreSubs des présub-
stitutions de T sont définis inductivement par les grammaires présentées a la figure 10.1.

En vocabulaire informatique, les prétermes sont donc les arbres de syntaxe abstraite
du langage, tandis que les présubstitutions sont des listes de termes nommés. On adopte
quelques raccourcis de notation pour faciliter la lecture. Tout d'abord, on écrira généra-
lement x plutdt que var(z) lorsqu'aucune confusion ne peut en résulter. Ensuite, on écri-
ra M Ny Ns... Ny pour app(... (app(app(M, Ni), N2),...), Ni). On abrégera en n le pré-
terme suc”(zero) contenant n successeurs imbriqués. Enfin, on écrira 1\ My, . .., i\ My
pour la présubstitution id, x1\My, ..., zp\ M.
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10. Le systéme T

PreTermy > M, N, P == Prétermes
| var(z) Variable
| fun(x.M) Abstraction
| app(M, N) Application
| zero Zéro
| suc(M) Successeur
| foldyat (M, N, (z,y).P) Récursion primitive (z # y)

PreSubr > 0, ¢ == Présubstitutions
| id Substitution identique
| o, 2\ M Liaison

F1G. 10.1. : Syntaxe de T

On va définir 1'action d'une présubstitution ¢ sur un préterme M. Informellement,
cette action consiste a parcourir M pour remplacer chacune de ses variables x par le
préterme que o associe a x. On commence par définir cette derniére notion.

Définition 10 (Application d'une présubstitution a une variable). L'application de la
présubstitution o a la variable x, notée z[o], est définie par récurrence sur o.

—[=] : A x PreSuby — PreTermy
z[id] =z

M siy==x

zlo,y\M] = {

x[o] sinon.

Définir 1'action d'une présubstitution sur un préterme est plus délicat. On va commen-
cer par la définition naive, avant de discuter ses défauts.

Définition 11 (Application naive d'une présubstitution & un préterme). L'application
naive de la présubstitution o au préterme M, notée M][o],, est définie par récurrence
sur M.

—[=]n : PreTerms x PreSuby — PreTermy

n = z[o]
fun(z.M)[o]n = fun(z.M[o, x\z],)
[o

Jn :
z[o]n =
)[o]

app(M, N)|o]n = app(M[o]n, N[o]n)
[o]n =
[o]
[o]

g

zero|o|, = zero

| |
/\
E
=]
~—

suc(M)[o]n

)
foldyas (M, N, (z,y).P)[o]s = oldNat(M[U]n,N[U]n,($,y)-M[Ua$\fan\y]n)

38



10.1. Syntaxe pure
Quelles sont les propriétés de l'application naive ? Tout d'abord, on peut montrer que
la substitution identique id mérite son nom : l'appliquer laisse le terme inchangé.
Propriété 4. z[xi\z1,...,2p\zk|n = .
Démonstration. On procede par induction sur l'entier k.
o Cas k=0 : on est dans le cas z[id], qui est égal & = par définition.

e Cas k=K +1: alors soit x = xy, et on conclue immédiatement car
zlzi\z1, ..., 2k \Tk|n = 2 = 2,
soit x # xy, auquel cas on a
[z \x1, ..., T \xpr, T \Tk|n = z[id, 21\X1, . . ., T\ TR |0 = T

ou la deuxieme égalité est 1'hypothese d'induction.

Propriété 5. Mxi\z1,...,xp\xk]n = M.

Démonstration. Par induction sur le terme M. Tous les cas sont des applications im-
médiates de la définition de l'application naive de présubstitution et de 1'hypothese
d'induction, & l'exception du cas des variables qui fait appel a la propriété 4. O

Corollaire 2. M[id], = M.

Le corollaire 2 exprime que la substitution identique agit sur les termes comme
l'application identique. Il est donc naturel de se demander s'il existe une opération sur
les substitutions qui corresponde a la composition des applications naives de celles-ci.
Autrement dit, les présubstitutions o1 et o9 étant données, existe-t-il une présubstitu-
tion ¢ telle que pour tout préterme M, on ait M[p|, = Moi]n[o2]n ? Le raisonnement
ci-dessous, dit & KRIVINE [4], montre que la réponse est négative.

Soient x, y, z trois noms distincts, et posons o1 = x\y et 02 = y\z. On a y[x\y|n[y\z]n =
x et z[z\y|n[y\z]n = 2. Donc, si ¢ existe, elle doit étre y\z. Pourtant, on a

fun(y.z)[z\yln[y\z]n = fun(y.y)[y\z]n = fun(y.y)
# fun(y.z)[y\z|n = fun(y.z)

et donc ¢ ne peut pas jouer le role de la composition de o7 et o9.

Dans le raisonnement ci-dessus, le probléme survient a cause de la capture de y
dans fun(y.z)[z\y]. Ce mot désigne le changement de statut de la variable y, qui ap-
parait libre dans la substitution z\y mais liée dans fun(y.z)[z\y]n = fun(y.y). Informel-
lement, une variable x apparait libre dans un terme si elle y apparait hors de la portée
d'une opération qui la lie, comme fun(z.—).
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10. Le systéme T

Définition 12 (Variables libres et liées). On définit 1'ensemble fv(M) des variables libres
d'un terme par récurrence sur M comme suit.

fv(z) = {x}
fv(app(M, N)) = fv(M) U fv(N)
fv(fun(z.M)) = fv(M) — {x}
fv(zero) =0
fv(suc(M)) = fv(M)
fv(foldyat (M, N, (x,y).P)) = fv(M) Ufv(N) U (fv(P) — {z,y})

L'ensemble fv(c) (respectivement bv(o)) des variables libres (respectivement liées) d'une
substitution ¢ est défini par récurrence comme suit.

fv(id)=0 bv(id) =0
fv(o,2\M) = fv(o) Ufv(M) bv(o,z\M) = bv(c) U {x}

Pour alléger les notations, on écrira v(Xi,...,Xy) pour désigner v(fv(X;) U ... U
fv(Xp,)), ou X; désigne soit un terme, soit une substitution. De plus, on écrira z1, . . ., Ty, =
v(Xi,...,X,) pour désigner le choix de m variables libres successives distinctes. For-
mellement, on a donc z; = v(Xy,...,X,,21,...,2;,-1). Enfin, on écrira x1,..., 2, #

X1,..., X, pour exprimer que xi,...,ZTym € fv(X1)U---Ufv(X,) avec x1, ..., 2, dis-
tincts.

Remarque 7. On ne parlera jamais des variables liées au sein d'un terme, pour éviter
de distinguer des termes qui ne se distinguent que par celles-ci.

On peut maintenant définir la substitution de sorte a éviter la capture. On renomme
toutes les variables liées par des variables fraiches, c'est-a-dire non libres, dans le terme
et de la substitution concernés.

Définition 13 (Application d'une présubstitution a un préterme). L'application de la
présubstitution o au préterme M, notée M o], est définie par récurrence sur M.

]
var(z)[o] = z[o]
fun(x.M)[o] = fun(z.M[o,z\z]) ou z = v(fun(z.M), o)
app(M, N)lo] = app(M[o], N|o])
zero|o| = zero
suc(M)[o] = suc(M]o])
foldyat (M, N, (x,y).P)[o] = foldyat(M]o], N[o], (21, 22).Plo, x\z1, y\22])

ou 21,z = v(foldyat (M, N, (z,y).P),0)

On écrira qu'une substitution o agit sur un préterme M pour donner le préterme M [o],
et on nommera donc action de o 'application qui envoie M sur M[o]. On notera parfois
cette application (—)[o].
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10.1. Syntaxe pure

La propriété ci-dessous exprime l'effet qu'a l'application d'une substitution sur les
variables libres d'un terme. En particulier, toutes les variables libres du terme apres
action de la substitution sont soit libres dans la substitution, soit libres dans le terme
initial et non liées par la substitution, soit les deux.

Propriété 6. fv(M[o]) Ufv(o) = (fv(M) — bv(o)) U fv(o).
Corollaire 3. fv(M|o]) C (fv(M) — bv(o)) U fv(o).
On définit 1'opération de composition de substitution conjecturée plus haut. Informel-

lement, la composition o o ¢ contient les liaisons 2\ M de ¢ suivies de celles de o ou 1'on
a appliqué ¢ a chaque terme.

Définition 14 (Composition de substitution). L'opération de composition associe a
deux substitutions o et ¢ leur composée, notée o o, définie par récurrence sur o comme
suit.

— o =: PreSuby x PreSubs — PreSubs

idop=¢

(0,2\M) o p = (00 p),x\M[]
Propriété 7. fv(o o ) = (fv(o) — bv(p)) Ufv(p) et bv(o o p) = bv(a) Ubv(p).
Pour démontrer des propriétés plus intéressantes de la composée, on a besoin de définir

une autre opération sur les substitutions. Celle-ci, trés simple, concerne intuitivement a
concaténer deux substitutions.

Définition 15 (Produit de substitution). L'opération de multiplication associe a deux
substitutions o et ¢ leur produit, noté o, @, défini par récurrence sur ¢ comme suit.

—, = PreSuby x PreSubs — PreSub
o,id=o0
7, (g, 2\M) = (0, ), x\M
Propriété 8. fv(o,¢) = fv(o) U fv(p) et bv(o, ) = bv(o) Ubv(p).

Propriété 9. Le produit de substitution est associatif et admet la substitution identique
comme élément neutre a gauche et a droite.

Remarque 8. En langage algébrique, la propriété 9 exprime que le produit équipe 1'ensemble
des substitutions d'une structure de monoide.
10.1.3. Equivalence a et renommage des variables liées

On voudrait maintenant montrer que cette définition de la substitution remédie aux
défauts de la précédente. Ce n'est pas le cas, du moins pas littéralement. Pire, on semble
méme avoir régressé : 1'analogue du corollaire 2 échoue. Ainsi, en appliquant fun(z.x)[id]
on obtient fun(v(().r(0)), mais le nom v(f)) n'a aucune raison d'étre le méme que x.
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10. Le systéme T

My =, Mo N1 =a No

M=,N
=0T app(M1, N1) =, app(Ma, Na) Zero =, zero
Mi[zi\y] =a Malz2\y]  y = v(Mi, Ms) My =4 M
fun(z1.M1) =, fun(zs.Ms) suc(My) =, suc(Ms)
M1 = M2

N1 =4 Ny Prlz1\z1, 91 \22] =a Palz2\21, Y2\ 22] 21,22 = v(P1, Ps)
foldyat (M1, N1, (z1,91).P1) =q foldyat (M2, No, (x2,y2).P2)

Fia. 10.2. : Relation d'équivalence « entre prétermes

Pour remédier a ce défaut, il est naturel d'identifier les prétermes qui ne different que
par l'identité de leurs variables liées. Le cas intéressant est celui des lieurs, ou 1'on doit
exprimer que les variables liées n'importent pas. Par exemple, deux termes fun(z.M)
et fun(y.N) doivent étre considérés équivalents si M[z\z] et N[y\z] sont équivalents
pour tous les noms z libres ni dans M ni dans N. Par exemple, on ne veut pas identi-
fier fun(z.app(z,y)) et fun(y.app(y,x)).

En suivant ce raisonnement, on aboutit a une définition inductive de 1'égalité modulo
renommage des occurences liées des variables, appelée équivalence a.

Définition 16. La relation d'équivalence o entre prétermes, notée M =, N, est définie
inductivement par les regles données a la figure 10.2.

Remarque 9. 1l existe de nombreuses définitions possibles de 1'équivalence «.. L'avantage
de la définition ci-dessus est son caractere algorithmique : on a en réalité défini une
fonction récursive totale capable de décider 1'égalité modulo renommage de deux termes.
En contrepartie, il est plus difficile de démontrer qu'elle jouit des propriétés attendues.

On souhaite maintenant considérer 1'ensemble des prétermes modulo la relation d'équivalence «,
ce qui suppose que cette derniere soit bien une relation d'équivalence.

Théoreme 1. L'équivalence o est une relation d'équivalence.

Si démontrer la réflexivité et la symétrie n'est pas difficile, le cas de la transitivité est
nettement plus complexe. Pour 1'établir, on va étendre la notion d'équivalence o aux
présubstitutions.

Définition 17. Soient X et Y deux ensembles de noms. On note X;Y F o =, ¢ lorsque
la paire de substitutions (o, ) est dans la relation d'équivalence o modulo X,Y . Cette
relation est définie inductivement par les regles données a la figure 10.3. La relation
d'équivalence o est définie comme la relation d'équivalence o modulo A, A.

Intuitivement, 1'équivalence o de deux substitutions o et ¢ modulo les ensembles de
noms X et Y exprime que o et ¢ sont équivalentes si 1'on s'autorise a oublier n'importe
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10.1. Syntaxe pure

X;YFUEacp‘
ERASE CoNGPRrROD
rég X X;Y Fogs =4 9o X Nbv(p2); Y Nbv(oz) F o1 =4 @1
X;Y Fax\M =, id X;Y Foi,090 =4 01,02
ConcCowmp CoONGBIND
X;YFoi =41 X Ufv(pr); Y Ufv(op) oo =4 p2 M=, N
X;YFor009 =4 109 X;YFa\M =, 2\N
TRIVIAL Sym TRANS
Y XFp=,40 X;YFol=, 00 X;Y Foy =, 03
X;Y Fa\z =, id X;YFo=,0 X Yol =03

Fi1G. 10.3. : Relation d'équivalence a entre substitutions

quelle liaison z\M de o si x n'est pas dans X, ainsi que n'importe quelle liaison y\N
de ¢ ol y n'est pas dans Y. Pour tous X, Y, la relation binaire X;Y F (=) =, (=) est
une relation d'équivalence dont on peut prouver la réflexivité par une induction simple.
Propriété 10. L'équivalence o entre présubstitutions est une relation d'équivalence.

Démonstration. On prouve la réflexivité par une induction de routine en utilisant la

réflexivité de 1'équivalence o définie sur les prétermes. La symétrie et la transitivité sont
garanties par la présence des regles SYM et TRANS. O

Propriété 11. Soient X, X')Y,Y’ des ensembles de noms. Si X C X', Y C Y’
et X';Y'F o=, palors X;Y Fo =, .

Démonstration. Induction de routine. O

Nous allons maintenant montrer que 1'a-convertibilité interagit bien avec une classe
particuliere de substitutions, les renommages.

Définition 18 (Renommage). Un renommage p est une substitution ou les termes substi-
tués sont tous des variables, c'est-a-dire une substitution de la forme p = z1\y1, . . ., 2p \Yn.

Les renommages, qui seront dénotés p, p1, p2, p’ et ainsi de suite, constituent une classe
de substitution élémentaires. En particulier, ils vérifient une propriété essentielle pour

les démonstrations : faire agir un renommage sur un terme laisse sa taille inchangée.

Définition 19 (Taille d'un préterme). La taille d'un préterme M, notée size(M), est
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10. Le systéme T

I'entier défini par récurrence sur M comme suit.

size : PreTermy — N
size(var(z)) =1
size(app(M, N)) = 1 + size(M) + size(N)
size(fun(x.M)) = 1 + size(M)
size(zero) =
) =1+ size(M)
) = 14 size(M) + size(N) + size(P)

size(suc(M

\_/\_/

size(foldyat (M, N, (z,y).P

Remarque 10. La définition exacte des cas de base de size n'est pas importante pour
l'usage que l'on va en faire dans les arguments d'induction. L'essentiel est que la taille
d'un terme soit strictement supérieure a celle de ses sous-termes. Une fonction dotée de
cette propriéte est parfois appelée mesure; voir 1'exercice 11 pour plus de détails.

Propriété 12 (Stabilité de la taille par renommage). size(M|[p]) = size(M)

Démonstration. Par induction sur M. On démontre le cas clef des variables par une
seconde induction sur p. Tous les autres cas sont routiniers. O

Propriété 13 (Passage au quotient de la taille). Si M =, N alors size(M) = size(N).

Démonstration. Par induction sur la dérivation, en utilisant la propriété 12 pour traiter
I'abstraction et la récursion primitive. O

Propriété 14. z[p1][p2] = z[p1 o p2].

Démonstration. Par une induction sur p;. Le cas p; = id est immédiat. Dans le cas p; =

P4, y\z, on doit distinguer les cas z = y et z # y. O
On peut enfin énoncer les lemmes qui entrainent le théoreme 1, et devront étre dé-

montrés en méme temps que celui-ci.

Lemme 1 (Stabilité, renommages). St M =, N et fv(M);fv(N) - p1 =4 p2 alors
M{p1] =a Nlpa]-

Lemme 2 (Fonctorialité, renommages). M =, M[id] et M[p1][p2] =a M[p1 0 p2].

Démonstration. On démontre par une seule induction forte sur la taille de M a la fois
la transitivité de 1'équivalence «, qui complete le théoreme 1, et les lemmes 1 et 2.
En conséquence des propriétés 12 et 13, I'hypothese d'induction nous donne acces a ces
résultats pour tout terme obtenu a partir d'un sous-terme de M par une suite quelconque
d'équivalences « et de renommages.

On commence par démontrer un résultat élémentaire mais essentiel pour le reste de
la preuve. Pour tout préterme M’ de taille strictement inférieure a celle de M, et tous
noms x,y, z avec y n'appartenant pas a fv(M’), on a

M'[2\ylly\z] =a M'[z\y o y\2] = M'[y\z,2\2] =a M'[z\z]. (10.1)

44



10.1. Syntaxe pure

C'est une conséquence de nos hypotheses d'induction : on utilise la transitivité de
I'équivalence o pour chalner les égalités, la fonctorialité pour la premiere équivalence
et la stabilité avec la régle CONGPROD et I'hypothese y & fv(M') pour la deuxiéme.

On démontre ensuite chaque résultat en raisonnant par cas sur M. On va détailler,
pour chaque résultat, le cas des variables et surtout de 1'abstraction, qui constistera en
une série d'égalités chainées a 1'aide de la transitivité. Les cas du zéro, du successeur
et de l'application sont routiniers, tandis que la récursion primitive est toujours une
variante de 1'abstraction.

1. On démontre que si N1 =, M et M =, Ny alors Ny =, No.

e Cas M = z : immédiat par inversion des hypotheses.

o Cas M = fun(x.M’') : par inversion des hypothéses, on doit avoir, pour i €
{1,2}, un préterme N; = fun(z;.N}) tel que N/[z;\a;] =0 M'[z\a;] avec a; =
v(M', N!). Par les propriétés 12 et 13, on sait que les tailles de M’ et des N
sont strictement inférieures a celle de M, tout comme celles de tous leurs
renommages. On doit montrer Nj[z1\c] =4 Nj[z2\c] ot ¢ = v(N7, Nj). On va
montrer N/[z;\c] =4 M'[z\c] puis conclure par transitivité. On a

N/[z;\c] =a N/[z:\ai][a;\] par 1'équation (10.1)
=, M'[z\a;][a;\] par stabilité
=, M'[z\c] par 1'équation (10.1).

2. On démontre que si M =, N et fv(M);fv(N) F p1 =4 p2 alors M[p1] =4 N|p2].

o Cas M = z : on doit démontrer que si {z}; {x} F p1 =4 p2 alors z[p1] = z[p2].
On procede par une nouvelle induction sur la dérivation d'équivalence a. Le
fait que p; et p2 soient des renommages rend la preuve possible. Par exemple,
pour le cas CONGBIND, de M =, N on déduira que M = N = y pour un
certain nom y. Les cas CONGPROD et CONGCOMP requierent chacun encore
une nouvelle induction sur le nombre de liaisons.

Cas M = fun(z;.M;) : par inversion de l'hypothése M =, N, on doit
avoir N = fun(xg.Ms) avec Mi[xi\y] =0 Malza\y] avec y = v(My, Ma).
On doit montrer M;[p1,z1\z}][x]\2] =0 M2[p2, z2\xh][xh\2] oi on a z; =
v(M;, pi) et z = v(Mi[p1, x1\z1], Ma[p2, z2\75]). On a

Mifp 2\Z)[#\e] =a Mil(pi,z\el) 0\z]  per fonctorialité
= M;[pi, zi\z] par stabilité
= M;[z:\yl[p:i, v\ 7] par fonctorialité

et on conclue par stabilité puisque Mi[z1\y] =4 Ma[x2\y] et

fv(Mi[z1\y]); fv(Ma[z2\y]) F p1,9\2 =a p2,y\2.
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3. On démontre que M =, M|[id] par les mémes méthodes que précédemment ; en
particulier, le cas de M = fun(z.M’) est traité en utilisant équation (10.1). En ce
qui concerne M [p1][p2] =a M[p1 © p2], on utilise les mémes techniques que précé-
demment, sachant que le cas des variables correspond & la propriété 14.

O

10.1.4. Termes et substitutions
Le théoreme 1 assure l'existence de l'ensemble quotient des termes, c'est-a-dire des
classes d'équivalence de prétermes.

Définition 20. L'ensemble Termy des termes est défini comme le quotient des prétermes
par l'équivalence o, de méme pour l'ensemble Suby des substitutions.

Pour que la notion de terme et de substitution soit utile, il faut que toutes les opéra-
tions définies précédemment sur les prétermes passent au quotient, autrement dit qu'elles
ne distinguent pas les termes ou substitutions a-convertibles, a la maniere de la proprié-
té 13 qui exprime que la taille passe au quotient, ou du résultat suivant.

Propriété 15 (Passage au quotient des renommages). Si M =, N et p1 =4 po
alors M[p1] = Nlp2].

Démonstration. C'est un corollaire immédiat du lemme 1 et de la propriété 11. O
Pour généraliser ce résultat des renommages aux substitutions arbitraires, on doit

démontrer les analogues du lemme 1 et de la deuxieme partie du lemme 2, exprimés sous
une forme suffisamment générale pour se préter a un argument inductif.

Lemme 3. M[o][p] =4 M[o o ¢].

Lemme 4. Si M[p]| =, N et fv(M|p]);fv(N) - o =4 ¢ alors M|p|[o] =o N|p].

Démonstration. On démontre simultanément les lemmes 3 et 4 par une induction sur M.
e Démonstration du lemme 4 :

— Cas M = x : par inversion de 1'hypothese d'équivalence o, N est nécessaire-
ment un certain nom y = z[p|. On doit montrer y[o] =, y[p]. On procede par
une nouvelle induction sur la dérivation de {y};{y} F o =4 .

— Cas M = fun(z.M') : on a M[p| = fun(z’.M'[p,z\2]) avec 2/ # M, p.
Par inversion de 1'hypotheése d'équivalence «, on doit avoir N = fun(y.N')
avec M'[p,z\a] =, M'[p,z\2'][z"\a] =o N'[y\a]. On applique 1'hypothese
d'induction pour déduire

M’[p, z\al[o, a\b] =« N'[y\a][p, a\}]

et on conclue apreés de nouvelles utilisations des hypotheses d'induction.

Corollaire 4 (Stabilité). Si M =, N et 0 =, ¢ alors M[o] =4 N|p].

Démonstration. Prendre id pour p dans 1'énoncé du lemme 4. O
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10.1.5. L'équivalence o en pratique

Les résultats précédents permettent de se rendre compte de la difficulté qu'il peut y
avoir a traiter de facon a la fois rigoureuse et élémentaire la gestion des variables libres et
liées. Ce probleme est fréquemment passé sous silence dans les cours de mathématiques
qui introduisent la notion de variable liée. Pourtant, des solutions satisfaisantes sont
disponibles, et elles sont satisfaisantes quoique pas exemptes de défauts. On peut par
exemple adopter une syntaxe moins lisible mais plus disciplinée, voir 1'exercice 13, ou
bien se placer dans un cadre mathématique ou la notion de variable fraiche recoit un
statut & part entiere, comme les ensembles nominaux [5].

Dans les faits, lorsqu'on travaille sur papier plutét que sur machine, on adopte la
convention dite de Barendregt, du nom de l'auteur de l'ouvrage de référence sur le \-
calcul [1]. L'idée est la suivante.

Au moment de manipuler un terme M dans une définition ou une preuve,
on s'assure par un renommage approprié de choisir un représentant de la classe
d'équivalence de M dont toutes les variables liées sont distinctes des variables libres
utilisées a ce point du texte.

Cette convention est difficile a rendre mathématiquement précise puisque la notion de
variables libres “utilisées a ce point du texte” est informelle, sauf & introduire (beaucoup)
d'outillage mathématique. Cependant, elle permet dans les faits de ne plus jamais avoir a
se soucier de problemes de capture, et en particulier de prétendre que la substitution naive
coincide avec la vraie substitution. L'usage a montré qu'elle n'était pas source d'erreur,
du moins tant que 1'on traite de langages ou la structure de la liaison est suffisamment
simple. Ce sera le cas de tous les langages traités dans ces notes, et pour cette raison on
adopte a partir de ce point la convention de Barendregt sans rechigner.

10.2. Types et calcul
10.2.1. Equivalence 3

La relation d'équivalence « décrite précédemment exprime une forme trés simple
d'égalité de programmes : deux programmes qui ne different que par le nom de leurs
variables liées sont essentiellement les mémes. On va maintenant introduire une notion
d'égalité plus dynamique, au sens ou elle caractérise les programmes qui “s'exécutent de

b
facon similaire” ou, plus précisément, “calculent le méme résultat”.
b M

Définition 21 (Cloture T-contextuelle d'une relation). Si R est une relation n-aire sur
les termes de T, sa cloture T -contextuelle, notée T |R], est la relation n-aire sur les termes
de T définie inductivement par les régles données a la figure 10.4.

Définition 22 (7-congruence). Une T -congruence R est une relation d'équivalence sur
les termes de 7 telle que 7T [R] soit incluse dans R.
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10. Le systéme T

(Ml,,Mn)ER (Ml,,Mn)ET[R] (Nl,,Nn)ET[R]
(M, ..., M,) € T[R] (app(Mi, N1), ..., app(My, Nn)) € T(R]
(Ml,,Mn) ET[R] (Ml,,Mn)ET[R]
(fun(x.My), ..., fun(z.M,,)) € T[R] (suc(My),...,suc(M,)) € T|R)

(My,...,M,) € T|R] (N1,...,N,) € T[R] (Pr,...,P,) € T[R]
(foldyat (M1, N1, (x,y).P1), ..., foldyat(My, Np, (z,y).P)) € T[R]

F1G. 10.4. : Cloture T-contextuelle d'une relation R

Une T-congruence est une relation d'équivalence qui autorise le raisonnement local :
pour montrer que deux termes sont équivalents, il suffit de montrer qu'ils ne différent
que par deux sous-termes équivalents.

Propriété 16. Soit R une T -congruence. Si (M,N) € R alors (P[z\M], P[z\N]) € R

Définition 23 (S-équivalence). La relation de S-équivalence entre termes, notée M =g
N, est la plus petite T-congruence contenant les regles suivantes.

app(fun(x.M),N) =3 M[z\N] (10.2)
foldyat(zero, N, (z,y).P) =g N (10.3)
foldyag(suc(M), N, (z,y).P) =g Plx\M,y\foldy.t (M, N, (z,y).P)] (10.4)

La (-équivalence constitue 1'un des objets d'étude fondamentaux de la théorie des
langages de programmation. Pour expliquer cette relation, il est utile de distinguer dans
la syntaxe de 7 deux familles d'opérations distinctes.

e Les formes d'introduction permettent de créer de nouvelles données. Elles com-
prennent 1'abstraction, le zéro et le successeur.

e Les formes d'élimination permettent d'utiliser des données existantes. Elles com-
prennent 1'application et la récursion primitive.

Les équations (10.2) a (10.4) expriment qu'une forme d'introduction imbriquée sous une
forme d'élimination est équivalente & un terme plus simple. Par exemple, 1'application
d'une abstraction a un argument est équivalente au corps de l'abstraction ou le parametre
a été substituté par 1'argument, comme exprimé par 1'équation (10.2).

Remarque 11. La variable n'est ni une forme d'introduction, ni une forme d'élimination.
D'un point de vue théorique, la variable est une opération qu'on pourrait qualifier de lo-
gistique, au sens ou elle n'agit pas par elle méme mais fait fonctionner le reste du langage
en interagissant avec la substitution.
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10.2. Types et calcul

10.2.2. Types

La syntaxe de T telle que nous 1'avons définie n'impose aucune contrainte sur 1'enchassement
des opérations. En particulier, une forme d'élimination peut rencontrer une forme d'introduction
incompatible, au sens ot aucune des équations (10.2) a (10.4) ne s'applique. C'est le cas
par exemple d'un terme de la forme app(zero, V) ou encore foldy,t (fun(z.M), N, (z,y).P).

Il est raisonnable de considérer de tels termes comme entierement dépourvus de sens.

Pour ne pas avoir a se soucier de tels termes, on va raffiner la syntaxe de 7 en
classifiant les termes en fonction de la nature de leur résultat. Le lecteur ou la lectrice
aura sans doute reconnu la notion de systéme de types, essentielle a de nombreux langages
de programmation. L'idée est d'associer aux termes M des types A, auxquels on peut
penser comme a des formules logiques qui classifient le résultat construit par M. Les
types de T sont tres simples : on ne peut y construire que des entiers, de type Nat, et
des fonctions, de type A — B, ou A et B sont des types. On écrira que M habite le
type A, et on notera M : A, lorsque A est un type possible pour M.

La relation M : A est définie inductivement par un ensemble de regles. Essayons
d'imaginer a quoi celles-ci peuvent ressembler. Les régles traitant du zéro, du successeur
et de l'application semblent s'écrire d'elles-méme.

M : Nat M:A— B N:A
zero : Nat suc(M) : Nat app(M,N): B

Les cas de l'abstraction et de la récursion primitive sont nettement moins évidents.
M:B? M : Nat N:A P:A7
fun(z.M): A— B foldyat (M, N, (x,y).P)

Considérons le cas de l'abstraction, celui de la récursion primitive étant similaire. L'abstraction fun(x.M)
est une fonction et doit donc nécessairement habiter un type de la forme A — B. Pour

montrer que c'est le cas, il faut pouvoir montrer que son corps M habite le type B.

Mais ce n'est pas tout : les occurrences & = dans M doivent étre considérées comme

habitant le type A. Or, notre jugement M : A est incapable d'exprimer cette hypothese.
Symétriquement, on ne voit pas non plus comment traiter les variables.

z 7

Pour régler ce probleme, on est naturellement amenés a considérer un jugement de
typage dit hypothétique : un terme M habite le type A sous I'hypothese que ses variables

libres x1, ...,z habitent les types Bj,..., By, ce qu'on écrit 1 : Bi,...,x; : Bg. On
appelle cette liste d'hypothéses un contezte de typage, et on écrira
I't-M:A

pour exprimer que M habite le type A sous le contexte I', contexte qui prescrit les
types habités par les variables libres de M. Les contextes sont soumis & une restriction
importante : une méme variable apparait au plus une fois dans un contexte de typage
donné. Ainsi, x : Nat,y : Nat — Nat, z : Nat n'est pas un contexte valide.
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10. Le systéme T

Typer 3 A, B,C == Types
| Nat Type des entiers naturels
| A— B Type fonctionnel

Cony T A = Contextes

| - Contexte vide

|T,x: A Déclaration de variable

F1G. 10.5. : Types de T

ADT ADT
ADT - e
AD- Ax:ADTD Ax:ADINx: A

F1G. 10.6. : Affaiblissement des contextes de T

Définition 24 (Types de 7). La syntaxe des types et des contextes de T est définie a
la figure 10.5.

Définition 25 (Affaiblissement). On dit qu'un contexte A peut étre affaibli en un
contexte I', ce qu'on note A D T, lorsqu'on peut obtenir I' en effacant un nombre fini de
liaisons dans A. Formellement, il s'agit du jugement inductif défini a la figure 10.6.

Propriété 17. Le jugement d'affaiblissement est réflexif et transitif.

Démonstration. Par des inductions de routine. O

Définition 26 (Typage des termes de 7). Le typage des termes est défini par les juge-
ments inductifs présentés a la figure 10.7. On écrit 7 (I'; A) pour l'ensemble des termes
habitant le type A sous le contexte I', et on abrége -+ M : Aen M : A.

La regle traitant du cas de la variable utilise le jugement auxiliaire dit d'affaiblissement,
noté I' O A, qui exprime que le contexte A peut étre obtenu a partir de I' en oubliant
certaines variables. Ce n'est pas la seule fagon d'exprimer cette idée.

Il faut insister encore sur le fait que toute variable apparait au plus une fois dans
un contexte. C'est une supposition implicite des deux regles mettant en jeu la liaison,
c'est-a-dire 1'abstraction et la récursion primitive. Ainsi, la prémisse de la régle

I''e:A+-M:B
'k fun(z.M): A— B

présuppose que x n'apparait pas dans I'. Cependant, puisque fun(x.M) est un terme et
donc considéré modulo équivalence «, on peut toujours renommer x en une variable qui
n'apparait pas dans I'.
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r>z:A Nz:A-M:B

I'Fvar(z): A 'k fun(z.M): A— B
'-M:A— B 'FN:A ' M : Nat
'+ app(M,N): B I'F zero : Nat I'F suc(M) : Nat

I'- M : Nat '-N:A Iz:Nat,y: AFP: A
't foldyat (M, N, (x,y).P) : A

F1G. 10.7. : Typage des termes de T

ADT I'Fo: A I'M: A
AFid:T F'Fo,2\M:Axz: A

Fic. 10.8. : Typage des substitutions de T

En plus de typer les termes, il est également commode de disposer d'un jugement de
typage classifiant les substitutions. Une substitution o est formée de plusieurs termes,
nommeés qui plus est, il est donc naturel de la classifier par un contexte de typage.

Définition 27 (Typages des substitutions de 7). Le jugement de typage des substi-
tutions est défini a la figure 10.8. On écrit T (A;T) pour l'ensemble des substitutions
habitant le contexte I" sous le contexte A.

On démontre maintenant un lemme fondamental, caractéristique des systémes de
types, qui exprime la compatibilité entre le typage et la substitution.

Définition 28 (Concaténation de contextes). L'opération de concaténation associe a
deux contextes I' et A leur produit, noté I', A, défini par récurrence sur A comme suit.

—,=: Cony x Cony — Con7t
r,-=r
L(Az:A)=T,A),z: A

Lemme 5 (Affaiblissement, termes). SiI'F M : A et ADT alors A M : A.
Lemme 6 (Affaiblissement, substitutions). SiI'F o :0 et A DT alors Ao : O.
Propriété 18. Si At o : T etI' Dz : A alors A+ z[o] : A.

Lemme 7 (Substitution). SiI'F M : A et Ao :T alors A+ M[o]: A.
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10. Le systéme T

Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage I' = M : A. On ne détaille que
les trois premiers cas.

e Cas ———— : c'est la propriété 18.

o '-M;:A— B FI—MQ:A‘ (My, My)[o] = (My[o], Mafo])
. as Fl—app(MhMg):B . 0on a app 1, 2)|0] = app 110, 210

et donc
AF Mo]:A— B AF Mso]: A

A & app(M;[o], Mso]) : B

ou les deux prémisses sont les hypotheses d'induction.

e Ca

I'z: A+ M;:B
s : on a fun(x.Mj)[o] = fun(x.M;[o, x\z]) et donc
'k fun(z.M;): A— B

Ayx: AF Mjo,xz\z] : B
A& fun(z.Mi[o,z\z]) : B

ou la prémisse est obtenue par 1'hypothese d'induction, appliquée a

Ax:Abro:T Ax:Abx: A
Az:AF(o,2\z): Tz A

ol la prémisse de gauche est obtenue par le lemme 6.
O

Remarque 12. Le cas de 1'abstraction dans la preuve du lemme 7 exploite la convention
de Barendregt pour traiter la substitution de fagon naive.

10.2.3. Canonicité et modéle ensembliste
Canonicité

Ce chapitre s'ouvre en affirmant que les programmes écrits en 7 ont un comportement
trés discipliné, ce qu'exprime le théoréme qui suit.

Théoréme 2 (Canonicité). Si M : Nat alors il existe un unique entier k tel que
M =B E

Démontrer ce théoreme est plus difficile que les précédents. Il est instructif d'essayer
par une induction directe sur la dérivation de typage. Trés formellement, on tente donc
de démontrer la propriété

VI' € Cony,VA € Typer,VM € T(I'; A),I'= - NA=Nat = 3k e N,M =g k.
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Tout d'abord, remarquons que la plupart des cas n'ont pas besoin d'étre considérés parce
qu'ils sont incompatibles avec nos hypotheses. Par exemple, la regle de la variable ne
s'applique que lorsque le contexte I' n'est pas vide, ce qui est absurde puisque I" = - par
hypotheése. De méme, la régle de 1'abstraction ne s'applique que lorsque le type A est un
type fonctionnel, ce qui est aussi absurde puisque A = Nat par hypothese.

Considérons ensuite le cas du zéro et du successeur. Pour le zéro, on choisit k = 0,
puisque zero =g 0 par réflexivité. En revanche, on ne voit pas comment prouver 1'unicité.
Pour le successeur, 1'hypothese d'induction donne un unique k' tel que M =g k’; on
choisit k = k' + 1, et on a bien suc(M) =g k' + 1 = suc(k’) par congruence. La encore
I'unicité semble rester inaccessible.

Enfin, les cas des formes d'élimination (application et récursion primitive) sont hau-
tement problématiques et nous empéchent définitivement de compléter la preuve, méme
restreinte & 1'existence. Considérons le cas de 1'application. Etant donné nos hypotheses
sur I' et A, la régle doit avoir la forme qui suit.

-+ My : A— Nat FMy: A
- F app(M1, Ms) : Nat

Le probléme est que nos hypothéses d'induction ne s'appliquent qu'a des termes de
type Nat, et donc ne fournissent aucune information au sujet de M; et Ms. Nous ne
pouvons donc pas traiter ce cas. Le méme probléme se pose pour la récursion primitive.

Il faudrait donc généraliser notre hypothese d'induction pour traiter des types fonction-
nels. Mais pour traiter les types fonctionnels, il faudra traiter la regle de 1'abstraction,
dont la prémisse implique un contexte qui n'est jamais vide. Il faut donc également
généraliser 1'hypothese d'induction pour traiter des contextes non vides. Enfin, il faut
trouver un argument pour démontrer 1'unicité. Pour satisfaire toutes ces contraintes, on
va utiliser une méthode tres souple, qui est un outil standard en sémantique des langages
de programmation : on va batir un modéle de T.

Informellement, un modele de 7 définit une interprétation de chaque type, contexte et
terme typé du langage par un objet mathématique. La nature exacte des objets mathéma-
tiques considérés dépend du modele, et en faisant varier celle-ci, on peut déduire diverses
conséquences sur le langage. De plus, l'interprétation des termes doit étre cohérente avec
celle des types et contextes, et doit respecter certaines contraintes :

1. elle doit étre fonctorielle, c'est-a-dire commuter avec la substitution ;

2. elle doit étre correcte, c'est-a-dire égaliser la relation d'équivalence considérée.
Dans cette section, nos modeles seront corrects vis-a-vis de 1'équivalence 3, au sens ou
'équivalence M =g N entraine 1'égalité des interprétations de M et N.

Modéle syntaxique

La facon la plus grossiere de construire un modele est simplement de quotienter la
syntaxe par la relation d'équivalence considérée, ici 1'équivalence 3. Pour cela, on a
besoin de quelques définitions auxiliaires.
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10. Le systéme T

Définition 29. Un environnement définissant un contexte I' est un élément de 7(;T").

Définition 30. On écrit I' - M =g N : Alorsque ' = M : AetI' = N : Aavec M =g N.
Cette équivalence s'étend aux substitutions de maniere structurelle : deux substitutions
sont équivalentes modulo 3 lorsqu'elles lient les mémes variables et que les termes liés
sont équivalents, comme exprimé par le jugement inductif ci-dessous.

ADT AFo=g¢:T AFM=3gN:A
AFid=gid:T AbFo,2\M =g p,z\N: T,z : A

A"JEBQO:F‘

Lemme 8. SiI'FM = N:AetAF-o=5¢:T alors A+ M[o] =g N[y| : A.

Démonstration. Par une induction de routine, en exploitant le fait que 1'équivalence 3
est (par définition) une 7 -congruence. O

Définition 31 (Modéle syntaxique). Le modéle syntaxique de T interpréte un terme I' -
M : A par sa classe d'équivalence modulo /3, qu'on note [I' = M : A]syn.

Dans ce qui suit, on écrira [A]s,, pour l'ensemble des termes clos de type A quo-
tientés par 1'équivalence . En particulier, si = M : A alors [M]syn € [A]syn. On
écrira également [I']sy, pour l'ensemble des environnements définissant I quotientés par
1'équivalence f telle qu'exprimée par la définition 30.

La fonctorialité du modele correspond ici au lemme 8, et la correction est immédiate
par définition. Toutefois, ce modele n'est pas utile en tant que tel, puisqu'on ne sait pas
démontrer ses propriétés facilement. On va utiliser un modele plus utile dans ce qui suit.

Modele ensembliste

Propriété 19. Soit X un ensemble, fo un élément de X, fs une fonction de N x X
dans X . Alors il existe une unique fonction foldy(fo, fs) de N dans X telle que

foldy(fo, f5)(0) = fo,
fOldI]\I(f0> fs)(l + ’I’L) = fs(nafOZdl]\l(fb’ fs)(n))

Chaque type A de T est interprété par un ensemble [A]gns défini par récurrence sur
la structure de A. De méme pour les contextes, interprétés par des produits cartésiens.

Définition 32 (Modeéle ensembliste, interprétation des types et contextes). On inter-
préte chaque type A (respectivement contexte I') par un ensemble [A]gns (respective-
ment [['Jgns) défini par récurrence sur sa structure comme suit.

[—]ens : Typer — Ens [—JEns : Con — Ens
[[Nat]]Ens =N [H]Ens =1
[[A — B]]Ens = [[A]]Ens — [[B]]Ens [[F,ZL‘ : A]]Ens = [[F]]Ens X [[A]]Ens

Ci-dessus, la notation 1 désigne l'ensemble a un seul élément, dénoté (). On dénotera v
un élément quelconque d'un [A]gys, et E un élément quelconque d'un [I']gps.
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10.2. Types et calcul

L B,v) = [A D Iens(E

7A,:L’ ADT Ens( ’v) [[ ﬂEns( )

d E,v)=([ADT E
Az:ADT,z: A Ens( ,0) = ([A D T]ens(E),v)

F1G. 10.9. : Modeéle ensembliste de 7 : affaiblissement

Définition 33 (Modele ensembliste, interprétation de 1'affaiblissement). On interpréte
une dérivation d'affaiblissement A D T' par une fonction de [A]gns dans [I']gns. La fi-
gure 10.9 présente les clauses de l'interprétation.

Définition 34 (Modele ensembliste, interprétation des termes et des substitutions). On
interprete une dérivation de typage I' = M : A par une fonction de [[']gns dans [A]gns. Si-
milairement, on interprete une dérivation de typage A F o : I' par une fonction de [A]gns
dans [I'Jgns. La figure 10.10 présente les clauses de 1'interprétation.

Remarque 13. Dans l'interprétation des variables de la figure 10.10, on a [z : AJgns =
[,z : Algns = 1 X [A] gns, et on utilise la deuxiéme projection o : 1 X [A]gns — [Allgns-

Lemme 9 (Fonctorialité). [AF M[o]: Algns =[I'F M : Algnso [AF 0 : T']gns-

Démonstration. Par une induction de routine sur la dérivation de I' = M : A. O

Théoréme 3 (Correction). SiT'F M =3 N : A alors [I' - M : Algns = [['F N : Algns.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de M =g N. Les cas de la réflexivité,
symétrie et transitivité sont immédiats par application des hypotheses d'induction, tout
comme ceux correspondant a la cloture contextuelle. Les équations (10.3) et (10.4) sont
conséquences immédiates de la propriété 19. Reste 1'équation (10.2), pour laquelle on a

[T+ app(fun(x.M), N) : Blgns(E)

=[l,z: A M : Blgns(E,[I'F N : Algns(E)) par définition
=[l,z: A M : Blgns([I' F (id,2\N) : (I, z : A)]ens(E)) par définition
=[I'F M[z\N]: B]gns(E) par le lemme 9.

Corollaire 5. Si At o =g : I alors [AF o :I'gns = [AF ¢ : T']Ens.
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10. Le systéme T

H_]]Ens : T(F; A) — IIP]]Ens — [[A]]Ens

(E) = m([l' 2 2 : Alens(E))

HFQ:U:A-
Ens

T'Fxz: A

(E)=[I'tM:A— Blgns(E)(v)

1 Ens ouwv = HP FN: AﬂEns(E)

'FM:A—B TFN:A]
'+ app(M,N): B

z: A-M:B
(E)=v— [ z: AF M : B]gns(E,v)

'+ fun(z.M): A— B

Ens
NFD—Nt =0
'+ M:Nat | EY—140T - M:N E
stuC(M):Nat_ Ens( )— +[[ : at]]Ens( )
' M :Nat
I'-N:A Iz :Nat,y: AFP: A (E) = foldy(fo, £+)([M]ens(E))
= Jo 5 Js ns
I' - foldyat (M, N, (z,y).P): A ou e fo= [[NE]]Ens(E)
Ens fs(m,w) = [Plens((E,m), w)
[=lens : T(A;T) — [Allens = [Tens
A2T E) = [A 2 Tens(E
Ariar), (D=8 2 Te(®)

NAFU:F AFM:A

At (o,2\M): (T, z: A)]] . (E) = ([o]ens(E), [M]ens(E))

F1G. 10.10. : Modéle ensembliste de T : termes et substitutions
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10.2. Types et calcul

Adéquation

Il reste a prouver que le modele ensembliste associe a tout terme clos M de type Nat un
entier [M]gns tel que [M]ens =g M. Une preuve directe échoue pour les mémes raisons
que celles expliquées au début de cette section. Pour y remédier, on va généraliser notre
énoncé via un outil standard appelé relation logique.

De fagon générale, une relation logique est une relation définie par récurrence sur les
types d'un langage de programmation. Ici, il s'agira de relier les éléments du modele
ensembliste et des classes d'équivalence de terme modulo (3, i.e., des éléments du modele
syntaxique. Le point clef est la définition au type des fonctions, qui va étre congue pour
fournir une propriété assez forte pour permettre le raisonnement par induction.

Définition 35. On définit la relation C4C [A]gns X [A]syn par récurrence sur A.

Lyat = {(na M) | [[QHSyn = M}
LasB = {(f7 M) ‘ \ORS [[A]]En&VN € [[A]]Synvv ) N = f(’U) Iy aPP(Mv N)}

Dans la premiere clause ci-dessus, 1'égalité [n]syn = M concerne des éléments de [A]syn,
qui sont des classes d'équivalence de termes clos modulo équivalence 8. Autrement dit,
cette égalité exprime que tout terme dans la classe d'équivalence M est [B-équivalent
a n. Dans la seconde clause, 1'opération app(M,N) est bien définie sur les classes
d'équivalence puisque 1'équivalence S est une T-congruence.

On écrira qu'un élément v de [A]gns 7éalise un terme clos M de type A modulo 3, ce
qu'on dénote v C4 M, lorsque (v, M) €C 4.

La relation d'adéquation s'étend aux environnements liaison-a-liaison.

Définition 36. On définit la relation CrC [I']gns X [I']syn par récurrence sur I'.
C. = {(0,1a)}
Craa = {((E,v), (0,2\M)) | E Ep o et v C4 M}

Lemme 10. Si E Ca 6 alors [A D I'ens(E) Cr d|r, ot d|p désigne la restriction de §
auz liaisons dont la variable apparait dans I'.

Définition 37. On écrira que M réalise A sous I', et on notera I' = M : A, lorsque
pour tous £ € [I'|gns et 0 € [I']syn tels que E Cr o on a [M]ens(E) Ta [M]syn[o].

Le lemme qui suit est le résultat principal de cette section, duquel découlent plusieurs
corollaires tres utiles. C'est un énoncé typique lorsqu'on travaille avec une relation lo-
gique : il exprime que les termes bien typés respectent la relation.

Lemme 11 (Adéquation). SiI'+ M : A alorsT' =M : A.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage.

o Cas : par le lemme 10 on a mo([I' D = : A]gns(E)) E4 2[0]4:4]. On conclut

'kFz:A
immédiatement puisque x[0|,.4] = z[d].
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10. Le systéme T

o '-M;:A— B 'EMy: A Eelr] . ICle.n te e
e Cas cona F € et v € cls que
'k app(Ml, Mg) : B Ens €07 Syn q Lp

~. On doit montrer

[app(M1, M2)]ens(E) Ep [app(M1, Ma2)]syn[7]
& [Mi]ens(E)([M2]ens(E)) T app([Mi]syn[v], [M2]syn[7])-

Par 1'hypothese d'induction sur My, on sait que [Ma]ens(E) Ta [Ma]syn[y]- On
conclut immédiatement par 1'hypothese d'induction sur M; et la définition de C 4_, 5.
Ie:A+- M : B

"Tr fun(z.M;): A— B
Soit v € [A]gns et N € [A]syn tels que v E4 N. On doit montrer

o Ca cona B € [Iens et v € [Isyn tels que £ Cr 7.

[fun(z.M1)]ens(E)(v) Ep app([fun(z.M1)]syn[v], N)
& [Mi]ens(E,v) Ep app(fun(z.[Mi]syn[y, 2\z]), V)
& [Mi]ens(E,v) EB [Mi]syn[y, 2\N].

Comme (E,v) Cr 4.4 v, 2\N on conclue par I'hypothese d'induction sur M;.

Les cas du zéro, du successeur et de la récursion primitive sont gérés similairement en
utilisant la propriété 19. 0

Corollaire 6. Si [M : Nat]gns = [N : Nat]gns alors M =5 N.

Démonstration. On a M =g [M]gns = [N]ens =g IV par le lemme 11. O

Applications du modéle ensembliste

Théoréme 4 (Injectivité des constructeurs, termes clos). Si¢ suc(M) =g suc(N) : Nat
alors M =g N : Nat. De plus, suc(M) #3 zero : Nat.

Démonstration. Pour la premiére propriété, observons que 1+ [M]gns = 1 + [N]Egns, €t
donc [M]gns = [NV]Eens par injectivité du successeur. On conclut par le corollaire 6. La
deuxiéme propriété se démontre de fagon analogue. O

Corollaire 7. Sii=g j alorsi=j.
Démonstration. Par induction sur ¢ puis par cas sur j, en utilisant le théoréme 4. O

Théoréme 5 (Canonicité). Si M : Nat alors il existe un unique entier k tel que

Démonstration. L'existence découle directement du lemme 11 et de la définition de la
relation logique, en prenant k = [M : Nat]gns. Pour 1'unicité, supposons qu'on ait i tel
que M =g i. Par transitivité i =g k : Nat, et on conclue i = k par le corollaire 7. O
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10.2. Types et calcul

Remarques au sujet du modéle ensembliste

On termine cette section par deux remarques au sujet du modele ensembliste, 1'une
positive et l'autre critique.

Extensionalité. Le modele ensembliste fournit un outil utile a 1'étude de 1'équivalence .
En particulier, on a vu que lorsque deux termes clos de type Nat ont la méme interpréta-
tion, alors ils sont équivalents modulo . Cependant, ce résultat ne s'étend pas au dela
du type Nat.

Considérons par exemple les termes clos de type (Nat — Nat) — Nat — Nat que sont

M, = fun(f.f) et My = fun(f.fun(xz.app(f,x))).
En calculant leurs interprétations respectives dans le modeéle ensembliste, on trouve

[[Ml]]Ens() = f — f et [[M2]]Ens() = f = T = f(m)

qui sont identiques, puisque deux fonctions mathématiques sont égales si et seulement si
elles envoient les mémes entrées dans les mémes sorties. Pour autant, M; et Ms ne sont
pas équivalents modulo 3, ce qu'on peut montrer en utilisant les méthodes qu'on verra
a la section 10.3.

Plutét que de considérer ce décalage entre 7 et le modele ensembliste comme un dé-
faut de ce dernier, on peut y voir le signe d'un manque dans la théorie équationnelle
choisie. Une fagon d'y remédier serait d'ajouter une regle d'équivalence qui stipule que
si M est un terme de type A — B, alors M devrait étre considéré comme équivalent
a fun(z.app(M, z)). Ce principe appartient & une famille d'équations appelées équiva-
lences 1, ou encore équivalence extensionnelle.

Définissabilité. On attend d'un modele qu'il nous éclaire sur la structure du langage
interprété en explicitant certains phénomenes difficilement visibles au niveau de la syn-
taxe. C'est pourquoi le modele syntaxique est peu intéressant. En échange, celui-ci est
trés économe au sens ou l'interprétation d'un type ne contient pas d'éléments extérieurs
a la syntaxe.

Définition 38. Soit [—] la fonction d'interprétation d'un modele quelconque de T
et A un type. Un élément v de [A] est définissable s'il est dans l'image de la fonction
d'interprétation, autrement dit s'il existe un terme = M : A tel que v =[-F M : A].

Il est évident que tous types du modeéle syntaxique ne contiennent que des éléments
définissables. Cette propriété n'est pas vraie du modele ensembliste.

Propriété 20. La fonction F € (N — N) — N telle que

1 si f est la fonction constante 0
F(f) = {

0 sinon

n'est pas définissable.
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10. Le systéme T

N v € Nfr v € Nfy e € Ner
T fun(z.v) € Nfr zero € Nfr suc(v) € Nfyr e € Nfr
e € Ner v € Nfr e € Ner v € Nfy w € Nfr
Nes

var(z) € Ner app(e,v) € Ner foldyat(e, v, (x,y).w) € Ney
Fi1a. 10.11. : Termes normaux et neutres de 7.

Tres informellement, F' n'est pas définissable dans T, ni dans aucun autre langage de
programmation, puisqu'une hypothétique implémentation devrait tester son entrée sur
un nombre infini d'arguments avant de répondre oui ou non. On introduira au chapitre
suivant les outils techniques qui permettent de transformer cette intuition en raisonne-
ment rigoureux.

Remarque 14. L'échec de la définissabilité n'est pas restreint aux fonctions d'ordre supé-
rieur. Le lecteur ou la lectrice qui connait un peu de théorie de la calculabilité sait que
la fonction g : N — N telle que

(n) {1 si n est le code d'une machine de Turing qui termine sur toute entrée
g\n) =

0 sinon

ne peut pas non plus étre définissable.

10.3. Réduction (5 et normalisation

10.3.1. Enoncé du théoréme de normalisation

Le théoreme 5 exprime que tout terme clos est équivalent a un résultat entier. Notre
objectif est maintenant de généraliser ce théoreme aux termes ouverts de types quel-
conques. Pour cela, on introduit les termes normauz, qui généralisent le role que jouaient
les termes de la forme k£ dans 1'énoncé du théoréme de canonicité.

Définition 39 (Termes normaux et neutres). L'ensemble des termes normauz et l'ensemble
des termes neutres, respectivement dénotés Nfy et Ne, sont définis inductivement a la fi-
gure 10.11. On désigne par Nfy(I'; A) (respectivement Nes(T'; A)) 'ensemble des termes
normaux (respectivement neutres) de type A sous I

Informellement, un terme normal est une succession de formes d'introduction éven-
tuellement suivie d'un terme neutre. Un terme neutre est une succession de formes
d'élimination ultimement “bloquée” par la présence d'une variable. Comme attendu, un
terme normal clos de type Nat est nécessairement de la forme k pour k£ € N.

Propriété 21. Si M et N sont deuzx termes normauz 3-équivalents, alors M = N.
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10.3. Réduction 8 et normalisation

Démonstration. Par induction sur la dérivation de 1'équivalence. Il est clair qu'aucune
des équations (10.2) a (10.4) ne s'applique, la dérivation doit donc étre terminée par des
applications de 1'axiome de réflexivité. O

Théoréme 6 (Normalisation). Pour tout terme I' = M : A il existe un unique terme
normal T'H M’ : A tel que M =5 M'.

On dira que cet unique M' est la forme normale du terme M.

10.3.2. Réduction

Pour démontrer le théoréme 6, on va utiliser une méthode de preuve classique dont le
caractere implémentatoire est plus apparent que celui des preuves utilisant des modeles.
L'idée est de définir une relation qui décrit la réécriture progressive d'un terme vers sa
forme normale, ou le calcul ne peut plus progresser. Cette relation, appelée réduction 5,
est obtenue en orientant les équations (10.2) a (10.4).

Définition 40. La réduction 8 atomique, notée [>g, est la relation binaire sur les termes
définie par les trois regles suivantes.

app(fun(z.M),N) >3 M[z\N] (10.5)
foldyat(zero, N, (z,y).P) >g N (10.6)
foldyat(suc(M), N, (z,y).P) >g Pla\M,y\foldy.t (M, N, (z,y).P)] (10.7)

La réduction (3, notée —g, est définie inductivement par les regles de la figure 10.12.
Cette relation s'étend inductivement aux substitutions via les regles données ci-dessous.

M —8 M’ 0 —8 o’
o, 2\M —g o, z\M' o, 2\M =z o', 2\M

o—g0o

Propriété 22. Si M —p M’ alors Mo] —5 M'[o].

Démonstration. Par induction sur la dérivation de M —g M'. O
Propriété 23. Si o —g o' alors M[o] =} M[o'].

Démonstration. Induction de routine sur M. O
Lemme 12 (Réduction du sujet). SiT'F M : A et M —5 M’ alors T'+= M’ : A.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de M —g M’. On démontre les cas
correspondant & la réduction 8 atomique en utilisant le lemme 7, les autres suivent par
induction. O

Remarque 15. Le lemme 12 exprime que le typage est préservé par la réduction. En
revanche, il n'est pas vrai que si M —g M’ et ' M': Aalors '+ M : A.

Lemme 13 (Streté). Pour tout terme I' = M : A, M est normal si et seulement s'il
n'existe pas de terme M’ tel que M —pg M.
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Mg M M =5 M
M —g M fun(z.M) —3 fun(z.M")

M—)gM,

M—)/QM/ N—>/3N’ M—)ﬁM’
app(M, N) —5 app(M’, N) app(M, N) — app(M, N') suc(M) —g suc(M’)

M %fg M/
foldyat (M, N, (z,y).P) —3 foldyae (M, N, (z,y).P)

N —)5 N/
foldyat (M, N, (z,y).P) —3 foldyat (M, N’ (z,y).P)

P *)5 Pl
foldyat(M, N, (z,y).P) =3 foldyat (M, N, (z, y).P")

F1G. 10.12. : Réduction 8 pour T

Démonstration. La direction de gauche a droite se montre comme pour la propriété 21.
Pour la direction de droite a gauche, on montre par étude de cas que tous les cas ou M
n'est pas normal sont mal typés. O

Pour calculer la forme normale d'un terme, notre approche va étre d'appliquer des
étapes de réduction S quelconques jusqu'a 1'obtention de la forme normale. Il va falloir
montrer que ce procédé termine (existence d'une forme normale), et que la forme normale
trouvée ne dépend pas des choix de réductions a effectuer. On va préciser cette idée en
introduisant un peu de théorie de la réécriture abstraite.

Un peu de théorie de la réécriture

Généralités au sujet des relations. On rappelle qu'une relation R de A dans B est un
sous-ensemble de A x B, ce qu'on note R : A — B. On écrira parfois aRb pour signifier
que la paire (a,b) appartient a R.

Définition 41 (Identité). La relation identité sur un ensemble A est la relation
Idgy: A = A={(a,a) |a € A}.

Définition 42 (Composée). Etant données deux relations R: A — B et S: B —+ C,
la composée de R et S est la relation

R;S:A—+ C={(a,c) | 3be B,(a,b) € Ret (bc)ec S}

Etant donnée une relation R : A —— A, on définit R" : A —+ A par récurrence sur n
en posant R = Idy et R"*! = R™; R.

62



10.3. Réduction 8 et normalisation

Définition 43 (Réciproque). La réciproque de R : A — B est la relation
R°?: B - A= {(b,a) | (a,b) € R}.
Définition 44 (Clotures). Soit R: A — A.
e La cloture réflexive de R est R~ = RU Idy4.
o La cloture symétrique de R est R* = RU R°P.
o La cloture transitive de R est R' =, R".
o La cloture réflezive-transitive de R est R* =, R" = R~ U Rt

Les clétures de R définies ci-dessus sont donc les plus petites relations incluant R et
respectivement réflexive, symétrique, transitive et réflexive-transitive.

Propriété 24. La cloture transitive d'une relation symétrique est symétrique.

La cloture symétrique d'une relation transitive n'est pas nécessairement transitive.
Par exemple, la relation R = {(a1,a2),(a1,as3)} est transitive mais sa cloture symé-
trique R® = {(a1, a2), (a1,a3), (a2, a1), (a3, a1)} nel'est pas puisqu'elle ne contient ni (ag, az)
ni (ag,as). La propriété qui suit généralise ce résultat.

Propriété 25. R* C R°*.
Définition 45. Soit R : A — A. On définit R=" comme (R~)".
Propriété 26. R* =, R=™.

Démonstration. L'inclusion de R* dans |J,~q R=" découle du fait que R™ soit incluse
dans R<" pour tout n. Pour l'inclusion inverse, on démontre facilement que R=" est
incluse dans R* par induction sur n. ]

Systémes de réécriture. L'étude des systemes de réécriture peut étre motivée par une
situation générale.

Il arrive fréquemment en mathématiques et en informatique qu'on définisse un en-
semble X comme le quotient A/FE d'un ensemble A par une relation d'équivalence E.
Par exemple, les éléments du modele syntaxique de 7 sont définis comme le quotient des
termes du langage par 1'équivalence 8. Pour manipuler algorithmiquement 1'ensemble X,
il faut étre capable de décider la relation d'équivalence F, c'est-a-dire disposer d'une
procédure effective qui permette de répondre exactement & la question “le couple (a1, as)
appartient-il & la relation E'?” pour tout couple (a1, az2) de A.

L'approche par réécriture consiste a répondre a cette question via la définition d'une
relation R de l'ensemble A dans lui-méme telle que R** = FE. Lorsque la relation
d'équivalence E a été définie inductivement, la relation R peut souvent étre obtenue en
orientant les axiomes de ' dans une direction bien choisie. On voit R comme une rela-
tion qui décrit comment “réécrire” les éléments de A, assimilés & des objets syntaxiques.
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Si R vérifie certaines bonnes propriétés, on dispose alors d'une procédure de décision
pour a1 Fas qui consiste a appliquer la relation R librement et autant que possible a ay
et ay jusqu'a l'obtention d'éléments a) et a), qu'il n'est plus possible de réécrire. Ceux-ci
sont équivalents pour E si et seulement si ay R**aq, et donc si et seulement si a1 Fas.

La théorie de la réécriture abstraite fournit un cadre général pour étudier de telles
situations. De facon peut-étre étonnante, a ce niveau la définition d'un systéme de ré-
écriture ne nécessite aucune hypothese sur l'ensemble sous-jacent.

Définition 46. Un systéme de réécriture est une paire (A, R) ou A est un ensemble et R
une relation de A dans A.

Par abus de langage, on tend & appeler systéme de réécriture la relation R, 1'ensemble A
pouvant étre déduit du contexte.

Pour pouvoir appliquer la procédure de décision décrite plus haut, on va vouloir que R
vérifie deux propriétés essentielles : la normalisation forte et la propriété de Church-
Rosser. Intuitivement, la premiere assure la terminaison des calculs et donc 1'existence
de résultats, la seconde 1'unicité des résultats.

Définition 47 (Eléments normaux, normalisation). Un élément a de A est normal s'il
n'existe pas de a’ tel que aRa’. Un élément ag de A est normalisable s'il existe un terme
normal a tel que agR*a. On dit alors que a est une forme normale de ag. Un systeme de
réécriture abstrait est normalisant si tous les éléments de A sont normalisables.

Remarque 16. Cette définition est cohérente avec la terminologie introduite en début
de section pour le cas particulier considéré : le lemme 13 exprime que les formes nor-
males du systeme de réécriture (Termy, —3) sont bien les termes normaux au sens de
la figure 10.11.

Définition 48 (Normalisation forte). Un élément ag de A est fortement normalisable s'il
existe un entier naturel B(ag) tel que pour toute séquence de réécriture agRa1 R ... Ra,
on an < B(ag). Un systéme de réécriture est fortement normalisant si tous les éléments
de A sont fortement normalisables.

Il est clair que tout systeme de réécriture fortement normalisant est normalisant. La
réciproque n'est pas vraie puisqu'un systéme de réécriture normalisant peut présenter
des séquences infinies de réduction. L'absence de telle séquence garantie la terminaison
de la réécriture et ce quels que soient les choix effectués a chaque étape.

Propriété 27. Un élément a de A est fortement normalisable si et seulement si tous
les termes a’ tels que aRa’ sont fortement normalisables.

Passons maintenant & la propriété de Church-Rosser. Si 1'on pense a la relation
d'équivalence E' comme & la cloture symétrique-réflexive-transitive de R, cette propriété
assure que deux éléments équivalents partagent une forme normale.

Définition 49 (Church-Rosser). Un systéme de réécriture R a la propriété de Church-
Rosser si a1 R%*as implique qu'il existe a tel que a1 R*a et asR*a.
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La propriété de Church-Rosser est peu agréable & manipuler, et on lui préfere donc
une propriété équivalente et plus intuitive, la confluence.

Définition 50. Soient P et @) des relations d'un ensemble A dans lui-méme. On dit
que P est Q-confluente si pour tout triplet (a,a;,az) d'éléments de A tel que aPa;
et aPas, alors il existe un o’ dans A tel que a1Qa’ et axQad’.

Définition 51. Soit (A, R) un systéme de réécriture abstrait. Ce systéme :
e est déterministe si R est Ida-confluente,
e ala propriété du diamant si R est R-confluente,
e est localement confluent si R est R*-confluente,
e est globalement confluent ou simplement confluent si R* est R*-confluente.

Remarque 17. Un systeme de réécriture abstrait peut étre confluent et normalisant sans
étre fortement normalisant.

Propriété 28. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. R est confluent,
2. R* est localement confluent,
3. R* a la propriété du diamant.

Propriété 29. Un systeme de réécriture a la propriété de Church-Rosser si et seulement
s'il est confluent.

Démonstration. Supposons que R ait la propriété de Church-Rosser. Soient a, a1, as tels
que aR*ay et aR*as. On a donc a;R**a et aR**ay. Par la propriété 25 on a a;R**a
et aR**as, donc a1 R¥*as et donc, par Church-Rosser, il existe a’ tel que a1 R*a’ et as R*a’.
Donc R est confluente.

Supposons que R soit confluente. Pour démontrer que R a la propriété de Church-
Rosser, il suffit de démontrer que pour tout entier n, si a;(R*)"ay alors il existe a tel
que a1 R*a et ag R*a. On proceéde par induction sur n.

e Cas n =0 :immédiat puisque a; = as et on choisit donc a = a1 = as.

! N . .
e Casn=mn"+1:onad tel que a;(R*)" a} et abR%ay. L'hypothese d'induction
nous donne un certain @’ tel que a1 R*a’ et a4R*a’. On raisonne par cas sur ayR*as.
— Cas agRd), : on a alors agRa,R*a’, donc agRa’ et on choisit a = o’.
— Cas d4Ras : on a ayR*a’ et afRas donc, puisque R est confluent, il existe a

tel que @’ R*a et as R*a. C'est bien le a désiré puisque a; R*a’ R*a.

O]
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Définition 52 (Convergence). Un systéme de réécriture est dit convergent s'il est
confluent et fortement normalisant.

Le théoreme suivant exprime 1'essence de 1'approche.

Théoréme 7. Si R est un systéme de réécriture convergent, tout élément a de A dispose
d'une unique forme normale.

Démonstration. La normalisation assure que l'ensemble des formes normales de a n'est
pas vide. La confluence assure que si a; et as sont des formes normales de a, il existe a’
tel que a1 R*a’ et aaR*a’. Mais puisque aq et as sont normaux, on a a1 = a’ = as. O

Dans les faits, démontrer la confluence d'un systéme de réécriture peut étre difficile.
Pour ce faire, on utilisera fréquemment le lemme 14 ci-dessous.

Propriété 30. Si R a la propriété du diamant alors R* l'a également.

Démonstration. Supposons que R ait la propriété du diamant. On prouve la propriété
suivante : pour tous m,n, si aR"a; et aR™asy alors il existe a’ tel que a1 R™a’ et asR"ad’.
Il est clair que le cas particulier m = n entraine que R* a la propriété du diamant.

On procede par induction forte sur le maximum de m et n, puis par cas.

e Sin=0,o0naa=aj et on choisit @’ = as. On a bien a3 R’as et a; = aR™as.
e Le cas m = 0 est symétrique.

e Sin=n'+1etm=m'+1,o0nad| etdtels que aR" a| Ra; et aR™ a},Ray. En ap-
pliquant une premiére fois 1'hypothése d'induction, on obtient a” tel que a}R™ a”
et ay R" a”. En appliquant une deuxiéme 1'hypothése d'induction, on obtient a tel
que a1 R™ Y et o’ R'a//. En appliquant une troisiéme fois 1'hypothése d'induction,
on obtient af tel que aaR™aj et a”R'alj. On utilise le fait que R a la proprié-
té du diamant pour obtenir o’ tel que a”Ra’ et afjRa’. On a bien a;R™ o/ Ra’
et azR™ ajRa’ comme attendu.

O]

Lemme 14. Si R et T sont des systémes de réécritures tels que R CT C R* et que T
a la propriété du diamant, alors R est confluent.

Démonstration. Par la propriété 30, T™ a la propriété du diamant. Mais on a R* C T™* C
R** = R*, donc T* = R* et R est confluent. O
Confluence de la réduction 5

On va maintenant appliquer le lemme 14 pour démontrer la confluence de la réduc-
tion 8. Pour cela, on va définir la réduction B paralléle comme un systeme de réécriture
intermédiaire entre la réduction 8 et sa cloture transitive.

Définition 53 (Réduction § parallele). La relation de réduction [ paralléle de T, no-
tée =3, est la relation définie inductivement a la figure 10.13.
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M :;5 M
M =3 M’ 7
var(x) =3 var(z) fun(xz.M) =3 fun(xz.M")
M =g M’ N =3 N’ M =g M’ N =3 N’
app(M, N) =4 app(M’', N') app(fun(z.M), N) =5 M'[z\N'] Zero g zero
M =5 M’ M =5 M’ N =3 N’ P =5 P
suc(M) =5 suc(M’) foldyat(M, N, (x,y).P) = foldyat(M', N, (z,y).P")

N =3 N’
foldyat(zero, N, (z,y).P) =3 N’

M =g M’ N =3 N’ P =3P
foldyat(suc(M), N, (z,y).P) =g P'[z\M', y\foldya(M', N, (z,y).P")]

o=go M=z M
id =g id o, 2\M =g o', z\M'

o=g0

Fic. 10.13. : Réduction parallele de T

Intuitivement, une étape de réduction § parallele M =g M’ applique simultanément
un certain nombre des réductions § atomiques partant du terme M. En revanche, elle
ne permet pas d'appliquer des réductions 5 qui n'auraient pas déja été présentes dans
le terme de départ. Le graphe de réduction

(fun(z.z) fun(k.k))

/

fun(z.zy) (fun(z.2) fun(k.k))

\

fun(z.x y) fun(k.k)

\ ,
fun(k.k)y —— y
/

illustre ce phénomene : depuis fun(z.z y) (fun(z.z) fun(k.k)) on peut atteindre fun(k.k) y
en une seule réduction parallele, mais pas y.
On démontre maintenant les hypothéses du lemme 14.

Propriété 31. =3 est une T-congruence.
Propriété 32. Si M —g N alors M =3 N.

Démonstration. Puisque la réduction paralléle est une 7T -congruence, il suffit de traiter
les équations (10.2) & (10.4). C'est immédiat puisque la réduction parallele est réflexive.
O
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Propriété 33. Si M =g N alors M —>}§ N.

Démonstration. Par induction sur M =3 N en utilisant le fait que —>E est une T-
congruence. O
Propriété 34. Si M =g M' et 0 =g o’ alors M[o] =g M'[0’].

Démonstration. Par une induction de routine sur M. O

On veut maintenant démontrer que =4 a la propriété du diamant. Pour ce faire, on
emploie la méthode de Takahashi [8].

Définition 54. Le contracté paralléle mazimal d'un terme M, noté ¢(M), est un terme
défini par récurrence sur M comme suit.

clr)=x
c(fun(z.My)) = fun(z.c(My))
Mi[z\c(Ma)]
si ¢(My) est de la forme fun(x.M7),
app(c(M1), ¢(M2))

c(app(Mi, Mz)) =

c(zero) = zero
c(suc(My)) = suc(e(My))
c(Ms)
si ¢(My) est de la forme zero,
(M) \ MY, y\£01dnae (M], e(Ma), (2, y).-c(My)]
si ¢(My) est de la forme suc(M]),
foldyat(c(Mr), c(Ma), (x,y).c(Ms))

sinon.

C(fOldNat<M17 M27 (l', y)M3)) =

Propriété 35. Si M =g N alors N =5 c(M).

Démonstration. Par induction sur M =3 N. Comme précédemment, les cas correspon-
dant aux regles de congruence sont immédiats. Les cas correspondant aux régles qui
implémentent la réduction S atomique utilisent la propriété 34. O

Corollaire 8. La 3 réduction paralléle a la propriété du diamant.
Démonstration. Si M =g N1 et M =3 Ny alors N1 =g c¢(M) et Na =g c(M). O
Théoreme 8. — 3 est confluent.

Démonstration. On a —g C =g C —g* par les propriétés 32 et 33, et on sait que =3 a
la propriété du diamant par le corollaire 8. On conclut par le lemme 14. O
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Normalisation forte de la réduction 5

On donne ici la preuve de normalisation forte dtie & Krivine [4]. Cette preuve s'étend
facilement & des langages beaucoup plus riches, mais demande un certain nombre de
définitions et propriétés préliminaires.

Normalisations

Définition 55. Soit My un terme. Une normalisation de My est une séquence My, . .., M,
de termes avec Mo —g My —g ... —g M, et M, normal.

Propriété 36. Un terme fortement normalisable n'a qu'un nombre fini de normalisa-
tions.

Démonstration. Soit My un terme fortement normalisable. On raisonne par l'absurde.
Supposons qu'il existe un nombre infini de normalisations de M. Considérons l'arbre
dont My forme la racine, et dont les branches sont données par les normalisations de M.
Comme, pour tout terme M, il n'existe qu'un nombre fini de M’ tels que M —3 M’, on
a construit un arbre infini & branchement fini. Par le lemme de Konig, cet arbre dispose
d'une branche infinie, ce qui entre en contradiction avec le fait que M soit fortement
normalisable. O

Définition 56. Le poids d'un terme fortement normalisable, noté w(M), est la somme
des longeurs de ses normalisations.

Remarque 18. La notion de poids n'est définie que pour les termes fortement normali-
sables, puisque la propriété 36 garantie la finitude du nombre de normalisations.

Propriété 37. Si M est fortement normalisable et M —g M’ alors M’ est fortement
normalisable et w(M') < w(M).

Démonstration. On sait que M’ est fortement normalisable par la propriété 27, ce qui
donne le droit d'écrire w(M’). Toute normalisation de M’ de longueur n donne lieu &
une normalisation de M de longueur n + 1, donc w(M') < w(M). O

Ensembles de termes

Définition 57. Soient X, Y et Z des ensembles de termes. On définit les ensembles de
termes fun(z.X), app(X, ), suc(X), foldyat(X, ), (z,y).2) et X — ) comme suit.

fun(z.X) = {fun(z.M) | M € X}
app(X,) = {app(M, ) | M € X, N € ¥)
suc(X) = {suc(M) | M € X,N € YV}
foldyat (X, ), (z,y).2) = {foldyat (M, N, (z,y).P) | M e X, N € Y,P € Z}
X —>Y={M e Termy |VN € X,app(M,N) € V}
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10. Le systéme T
Définition 58. Soit X un ensemble de termes. L'ensemble des termes X -neutres, déno-
té Ney(X), est défini inductivement par les régles suivantes.

MeNer(X) Nex M eNer(X) N,PeX
var(x) € Ner(X) app(M, N) € Ner(X) foldyat (M, N, (z,y).P) € Nep(&X)

Propriété 38. Soient X,Y,Z, X', V', 2" des ensembles de termes. Si X C X', Y C Y
et Z C Z' alors on a les inclusions suivantes.

fun(z.X) C fun(z.X’
app(X,Y) C fun(X".))
suc(X) C suc(X’)
foldyas (X, Y, (2,).2) C foldya (X', V', (z,y).2')
X —=ycx =)y
Ner(X) C Ner (&)

On désigne par No7 1'ensemble des termes fortement normalisables. Dans cette section,
on dira qu'un terme est neutre lorsqu'il est Noj-neutre. On note Nes 1'ensemble Nej(No7)
des termes neutres en ce sens.

Remarque 19. Les termes neutres au sens de la section précédente correspondent a
I'ensemble Nes(Nfy), qui est un strict sous-ensemble dans Nej(Noy) puisque Nfy C
No7.

Propriété 39. No7; —3 C No7.
Démonstration. C'est une reformulation concise de la propriété 27. 0
Propriété 40. fun(x.Noy) C Noy et suc(Noy) C No7.

Démonstration. On doit montrer que M = fun(xz.N) (resp. suc(M)) est fortemente
normalisable si N fortement normalisable. On procede par induction sur w(N). Par
la propriété 27, il suffit de prouver que tout terme M’ tel que M —3 M’ est fortement
normalisable. La seule possibilité est M’ = fun(x.N’) (resp. suc(N’)) avec N =% N'.
Or, w(N') < w(N) par la propriété 37, donc on conclue immédiatement par 1'hypothese
d'induction. O

Propriété 41. Ner; —3 C Ner.

Démonstration. Soit M —5 M’ avec M neutre. On procéde par induction sur M.
Dans le cas des variables, aucune réduction n'est possible. Dans le cas d'une applica-
tion app(Mi, Ms), la réduction se produit forcément dans M; ou dans My puisque M;
est neutre et ne peut donc pas étre une forme d'introduction et a fortiori une abstrac-
tion. On peut alors conclure par induction ou par T-congruence de la réduction g le cas
échéant. Le cas de la récursion primitive est similaire. O

Propriété 42. app(Nes N Noy, Noy) C No7.
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Démonstration. On doit montrer que si M; est neutre et fortement normalisable et Mo
fortement normalisable alors app(M;, M2) est fortement normalisable. On raisonne par
induction sur w(Mj) 4+ w(Ma). Par la propriété 27, il suffit de prouver que tout terme P
tel que app(Mi, M3) —p P est fortement normalisable. Cette réduction est nécessaire-
ment la réduction d'un des deux sous-termes M; en un certain M/ puisque M; est neutre
et ne peut donc pas étre une abstraction. Par les propriétés 37, 39 et 41, on sait que
le poids de M est strictement inférieur & celui de M;, et que celui-ci est toujours forte-
ment normalisable et éventuellement neutre s'il s'agit de M;. On peut donc conclure en
applicant 1'hypotheése d'induction. O

Propriété 43. foldya.t(Ner N Noy, Not, (z,y).Nor) C Not.
Démonstration. Essentiellement identique & celle de la propriété 42. ]
Propriété 44. Nes C Nor.

Démonstration. Soit M un terme neutre. On montre qu'il est fortement normalisable
par induction. Le cas des variables est immédiat puisqu'elles sont normales. Dans les
deux autres cas, l'application de I'hypothese d'induction permet de conclure par les pro-
priétés 42 et 43. O

Propriété 45. Ne; C Nojy — Ner.
Propriété 46. Ne;r — Noj C No7.

Démonstration. Supposons que My soit un terme tel que pour tout N neutre, app(Mo, V)
soit fortemente normalisable. On proceéde par l'absurde. Supposons que My ne soit pas
fortement normalisable, c¢'est-a-dire qu'il existe une séquence infinie

My —B M, - Mo —B .-
de réductions. Mais alors, pour n'importe quelle variable x, on a la séquence infinie
app(Mo,x) —g app(Mi,x) —g app(Ma,x) =5 ...

alors que app(My, z) est fortement normalisant puisque z est neutre. ]

Réductions On s'intéresse maintenant a un cas particulier de la réduction 5.

Définition 59 (Réduction de téte faible). La réduction de téte faible, notée —, est
définie inductivement par les régles de la figure 10.14.

Propriété 47. Si M —,p, M’ alors M —5 M'.

Intuitivement, la réduction de téte faible est plus proche d'une implémentation sur
machine que la réduction 5. On s'interdit notamment de réduire sous les abstractions,
et on fixe un unique choix de sous-terme a réduire dans chaque terme.
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S Mg M M s M’

M —)B M — n

SN M = M app(M, N) =y app(M', N)
M —wh M’

foldyae(M, N, (2,y).P) —un foldyas (M, N, (x,y).P)
F1G. 10.14. : Réduction de téte faible pour T

Remarque 20. On s'est également interdit de réduire sous les successeurs. 1l s'agit d'un
choix discutable, qui n'est pas le seul possible.

Propriété 48. La relation —y, est déterministe.

Dans les énoncés ci-dessous, on note M —g NN lorsque N est obtenu par réduction 3
d'un sous-terme strict de M, autrement dit lorsque M —3 N et M />gN.

Propriété 49. Si M —g M’ alors soit M >3 M’ soit M —5 M'.

Théoréme 9 (Standardisation faible). Si M — 5 M’ et M —5 N alors il existe N' tel
que N —n N et M’ —7% N'.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de M —,;, M’, puis par cas sur le sous-
terme réécrit par —3 dans M. On ne détaille que deux cas représentatifs.

o Cas M = app(fun(z.My), Ma) —yp Mi[x\Ms] = M’ : le sous-terme réécrit est
soit M, soit Mo.
— Cas N = app(fun(z.M]), M2) et My —g Mj : on choisit N = M{[x\Ma].
Clairement N — 5, N'. On a M;[z\Ma] — g M;[x\Mj] par la propriété 22.
— Cas N = app(fun(xz.M), M}) et My —5 My : on choisit N = M;[z\MJ].
Clairement N —,;, N'. On a M;[z\ M,] —5 My [\ MJ] par la propriété 23.

o Cas M = app(My, Ma) =y app(M7, Ma) = M’ avec My —, M{ : le sous-terme
réécrit est soit My, soit M.

— Cas N = app(Mi, Mj) avec My —3 M) : on choisit N = app(My, M}).
Clairement N — 5, N’ et M’ = app(M7, M) —3 N'.

— Cas N = app(M{', M) avec M1 —g M{ : on applique 'hypothese d'induction
et on obtient M{" tel que Mj —% M{" et M{" —,, M{". On choisit N' =
app(M{", My). Clairement N —,, N' et M’ = app(M{, M) —3 N'.
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Ensembles saturés et candidats

Définition 60. Un ensemble X de termes est saturé lorsque pour tout M’ dans X et
tout M tel que M —,, M’, si tous les sous-termes immédiats de M sont dans X alors M
est dans X.

Définition 61. Un 7 -candidat est un ensemble saturé X tel que Ne; C X C No7.

On va maintenant construire un 7-candidat pour interpréter chaque type. Pour ce
faire, on va montrer que l'ensemble Nos lui-méme constitue un 7-candidat, et que
l'ensemble X — ) est un 7 -candidat si X et Y le sont.

Lemme 15. L'ensemble Noj est saturé.

Démonstration. Soient M et M’ deux termes tels que M —,, M’ avec M’ et tous
les sous-termes immédiats de M fortement normalisables. On montre M € Nog par
induction sur la somme des poids de M’ et des sous-termes immédiats de M. Par la pro-
priété 27, il suffit de démontrer que tout N tel que M — 3 N est fortement normalisable.
On utilise la propriété 49 pour raisonner par cas.

o Cas M >gN :alors M —, N et donc, par la propriété 48, N = M’ est fortement
normalisable.

*

o Cas M —g N : par le théoréme 9, on a un certain N’ tel que N — 5, N' et M’ =5
N’. On a donc w(N) < w(N') et w(M’) < w(N’). On conclut par application de
I'hypothése d'induction.

O
Lemme 16. Not est un T -candidat.
Démonstration. Par le lemme 15 et la propriété 44. O
Propriété 50. Si Ner C X C Noy et Neyx C Y C Nor alors Neyr C X — )Y C Nor.

Démonstration. On a Ner C Noy — Ney C X — ) par les propriétés 38 et 45 et X —
Y C Ner — Noy C Nog par les propriétés 38 et 46. O

Propriété 51. Si Y est saturé et X inclu dans Noy, alors X — Y est saturé.

Démonstration. Soient M et M’ deux termes tels que M —,, M’ avec M' € X —
Y et tous les sous-termes immédiats de M fortement normalisables. On doit montrer
que M appartient & X — ), c'est-a-dire que pour tout N € X, on a app(M,N) € ).
Mais app(M, N) =, app(M’, N) € Y, et puisque ) est saturé on en déduit app(M, N) €
Y. O

Lemme 17. Si X et ) sont des T -candidats, alors X — Y est un T -candidat.
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Démonstration. L'inclusion Ner C X — ) C No7 est conséquence de la propriété 50.
La saturation découle de la propriété 51. On doit maintenant montrer que Ney C
X — Y C No7, en sachant que Ne; C X C Noy et Ner C Y C Noy puisque X et YV
sont des 7 -candidats. On a Ner € Noy — Ner € X — Y par les propriétés 38 et 45
et X - Y C Ney — Noj C Noy par les propriétés 38 et 46. ]

On prouve enfin le théoréeme de normalisation via la méme stratégie qu'a la sec-
tion 10.2.3. On définit une relation logique unaire, c'est-a-dire qu'on interprete chaque
type par un ensemble de termes. Plus précisément, on interpréte chaque type A par
un 7-candidat |A| comme suit.

|Nat| = Nor
|A— Bl = [A] = |B|

On étend cette relation logique aux contextes, interprétés comme des ensembles de sub-
stitutions, de facon complétement standard.

|-| = {id}
o Al = {o,2\M | o € [T, M ¢ |Al}
Lemme 18. Soit X un T -candidat. Soient My fortement normalisable et My € X.

Soit M3 tel que pour tout N fortement mormalisable et tout P appartenant a X, le
terme Ms[x\N,y\P] appartient ¢ X. Alors foldyas (M1, Mo, (z,y).Ms) appartient a X .

Lemme 19 (Adéquation). Soit I' - M : A un terme. Si~y € |I'| alors M[y] € |A|.
Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage.

I'Dz: A

e Cas ———
I'var(z): A

: par une induction de routine sur la dérivation de I' O x : A.
F,J}:Ali—Ml :A2
S
'k fun(a?.Ml) : A1 — A2
app(fun(z.Mi[o,z\z]), M2) € |A2| pour tout My € |Ay|. Puisque |A;| est un 7-
candidat, My est fortement normalisable. Donc

e Ca

: on doit montrer que app(fun(z.M;)[o], Ma) =

app(fun(z. Mo, z\x]), Ma) —un Mi[o, 2\ Ms].

Onao,z\M;y € |I',x : Aj] et donc M [o, z\Ms] € |As| par application de I'hypothese
d'induction. On conclut M [o, z\Ms] € |Aa| par saturation de |As].
F|_M1:A1—>A F"Mg:Al

o Cas
'+ app(My, M) : A
d'induction et définition de |A;1| — |A].

: immédiat par application des hypotheses

o Cas —— — : immédiat puisque zero[o] = zero est normal et a fortiori
I' - zero : Nat

fortement normalisable.
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I' = My : Nat

Cas
I' - suc(M;) : Nat
|[Nat| = No7. On conclut par la propriété 40.

: par application de I'hypothése d'induction, on a M;[o] €

' M : Nat 'EMs: A I'z:Nat,y: AFMs: A

e Cas : on comimence par
'+ fOldNat(Ml, MQ, (l‘,y)Mg) DA

déduire des hypothese d'induction que M;[o] € Nor, que Ms[o] € |A] et que pour
tout N fortement normalisable et tout P € |A|, on a M3[o, z\z, y\y][x\N,y\P] €
|A]. Ce sont exactement les hypotheses du lemme 18, qui permet de conclure.

O]

Théoréme 10 (Normalisation forte). Si 't M : A alors M est fortement normalisant.

Démonstration. Soit o la substitution x1\z1, ..., z,\z,, ou les x; sont les variables de I".
Toute variable z; est neutre, donc appartient a |A4;|, et donc o € |I'|. Par le lemme 19,
on a Mlo| € |A| C Noy. Donc M = M|o] est fortement normalisable. O

75



10. Le systéme T

Exercices
* Ex. 1 --- Démontrer que la propriété fv(M|o]) = (fv(M) — bv(o)) U fv(o) est fausse.

* Ex. 2 --- Démontrer que la propriété size(M|[o]) = size(M) est fausse.
* Ex. 3 --- Grouper les termes suivants par classe d'a-équivalence.
fun(z.x) fun(z.suc(app(z,y))) fun(z.suc(app(z,v))) fun(y.y)

foldyat(suc(y), suc(z), (x,y).y) fun(z.x) fun(y.zero) fun(y.suc(app(y,y)))

foldyat(suc(y), z, (z,y).y) fun(z.zero) foldyat(suc(y), z, (21, 22).22)

* Ex. 4 --- Reformuler la -équivalence comme un jugement inductif.
* Ex. 5 --- Démontrer que I' - M’ : A et M —3 M’ n'entraine pas I' - M : A.

* Ex. 6 --- Démontrer la direction * “seulement si'' du lemme 13.

* Ex. 7 --- Donner un exemple d'un systéme de réécriture abstrait qui soit confluent
et normalisant sans étre fortement normalisant.

* Ex. 8 --- Donner un exemple d'un systéme de réécriture abstrait qui soit confluent
et normalisant sans avoir 1'unicité des formes normales.

* Ex. 9 --- Rédiger la preuve de la propriété 38.

** Exercice 10 Substitution et liaison

Démontrer les propriétés 6 a 8.

* Exercice 11 Mesures

La relation de sous-terme immédiat, notée M <; N, est définie inductivement par les
sept axiomes exprimés concisément ci-dessous.

M, N <; app(M,N)
M <; fun(x.M), suc(M)
M, N, P <; foldyat (M, N, (z,y).P)

La relation de sous-terme, notée M < N, est la cloture transitive de la relation de sous-
terme immédiat. Une mesure est une fonction d : PreTermy — N telle que pour tous
termes M et N tels que M < N, on ait d(M) < d(N).

1. Démontrer que la fonction size est une mesure.
2. Donner un autre exemple de mesure que la fonction size.

3. Démontrer que la relation de sous-terme est irréflexive : M £ M pour tout M.
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4. Soit P un ensemble de prétermes qui satisfait la propriété suivante.

VN, N< M= Ne€P
MeP

Démontrer que P contient tous les prétermes.

5. Soit d une mesure. Un ensemble de prétermes P est dit d-inductif s'il satisfait la
propriété suivante.
VN, (VM' <; M,d(N) < d(M')) = N €P
MeP

Démontrer que tout ensemble d-inductif qui contient les variables et zero contient
tous les prétermes.

Dans les deux exercices qui suivent, on s'intéresse uniquement au sous-
ensemble PreTermy de PreTerms qui correspond aux termes du langage appelé -
calcul pur. 11 s'agit du fragment du systéeme T sans les constructions permettant de
manipuler les entiers naturels, a savoir zéro, successeur et récursion primitive.

PreTermy > M, N, P == var(x) | fun(z.M) | app(M, N)

L'extension des résultats de ces exercices au systéeme T tout entier ne pose aucune
difficulté, mais ne demande aucune idée supplémentaire.

* Exercice 12 Une définition alternative de l'a-équivalence

Le but de cet exercice est d'étudier une définition alternative de 1'a-équivalence, moins
algorithmique que celle donnée a la figure 10.2, mais mathématiquement plus plaisante.

Pour écrire cette définition, on introduit la notion suivante. Si P est une propriété des
noms, alors on écrira que P est vérifiée pour tout nom suffisamment frais, noté Nz, P(x),
lorsqu'il existe un ensemble fini de noms A tel que P(x) est vérifiée pour tout nom x qui
n'appartient pas a A. La définition formelle de Nz, P(x) est donc

Nz, P(x) < dJACk, AVzehxg A= Px).

La définition alternative de 1'a-équivalence, que l'on notera M =/ N, est définie
inductivement par les régles suivantes.

M, =, M N1 =, No Wy, M [21\y] =;, Ma[z2\y]
— r= app(My, N1) =, app(Maz, N2) fun(z1.M;) =|, fun(zs.M3)

(67

Le but de l'exercice est de démontrer que =, et =/, coincident.

1. Démontrer la transitivité de =/,.
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2. Démontrer que si M; =, My alors My =/, Mo.
3. Démontrer que si My =, My alors My =, Mo.

** Exercice 13 Syntaxe anonyme et indices de de Bruijn

La définition de 1'a-équivalence donnée a la figure 10.2 peut étre vue comme celle
d'une fonction récursive qui parcourt deux termes et décide si oui ou non ils sont a-
équivalents. Cette fonction est soit cofliteuse en temps ou en espace, puisqu'elle exige,
lors de la vérification de fun(z1.M;) =, fun(xy.Ms), soit de parcourir M; et My pour
calculer 1'ensemble de leurs variables libres, soit de stocker ces deux ensembles dans la
représentation du terme.

Le but de cet exercice est de remplacer cette définition par une représentation ou
les occurrences de variables ne sont plus associées a des noms mais a des entiers qui
désigne le lieur pertinent. Une telle approche est dite anonyme et permet de se dispenser
totalement de la notion d'a-équivalence, par opposition a la représentation avec nom
qui est dite nominale. Les termes anonymes, diis au mathématicien hollandais Nicolaas
Govert de Bruijn, obéissent a la grammaire suivante.

ATermy 3 M, N, P == var®(n) | app?® (M, N) | fun® (M) (n € N)

L'entier 0 dans var®®(0) signifie que cette occurence de variable désigne la variable
liée par le dernier lieur au dessus de cette occurence. L'entier 1 dans vard®(1) désigne
1'avant-dernier lieur, et ainsi de suite. Par exemple, le terme fun®(var®(0)) correspond
au terme fun(x.z) dans la syntaxe avec noms. On appelle ces entiers des indices de de
Bruijn. Les occurences libres sont représentées par des indices supérieurs au nombre de
lieurs englobants ; par exemple fun®(app?®(var®(0), var®(1))) a une variable libre.

Il est commode de définir un jugement inductif £ F M qui exprime que le terme
anonyme M dispose d'au plus k variables libres.

DBVAR DBAPP DBABS
n<k k+ M k=N k+1+M
k + var®(n) k F app?®(M, N) k F fun?® (M)

Le but de l'exercice est de définir deux fonctions
name : Term§ — ATerm} et db : ATerm{ — Term{,

ou Term(/)\ et ATermg désignent les termes clos nominaux et anonymes, et de montrer
que ces deux fonctions soient inverses 1'une de l'autre.

1. Donner le terme anonyme qui correspond chacun des termes avec noms suivants.
fun(z.fun(y.app(z,y)))  fun(y.fun(z.app(y,x)))  fun(y.fun(z.app(z,y)))

2. Démontrer que si k+ M alors k+ 1+ M.
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3. Définir une fonction
name : ATerm, x A* — PreTerm,

telle que si db(M,e) = db(M) pour tout M clos, ou A* désigne 1'ensemble des
listes finies de noms.

4. Définir une fonction
db : PreTermy x (A — N) — ATerm,,

telle que db(M, (x — 0)) = db(M) pour tout M clos, ot la notation = — 0 désigne
la fonction constante 0.

5. Démontrer que pour tous M et N clos, si M =, N alors db(M) = db(V).
6. Démontrer que pour tout M clos, name(db(M)) =, M.

7. En déduire que pour tous termes nominaux clos M et N, on a M =, N si et
seulement si db(M) = db(N).

* Exercice 14 Programmation en 7

1. Définir les termes clos My, My, My, : Nat — Nat — Nat tels que, pour tout
couple d'entiers p, ¢, on ait

Mypg=sptaq
My pa=ppg
Mpow p =5 ¢"-

2. Définir un terme clos M_ : Nat — Nat — Nat tel que, pour tout couple d'entiers p, ¢,
on ait

M_pg=gp—q.

3. Définir un terme M, tel que, pour tout couple d'entiers p, ¢, on ait

Mack pPaqg= A(pa Q)
ou A désigne la fonction d'Ackermann, définie mathématiquement comme suit.

A(0,9) =q+1
A(1+p,0) = A(p, 1)
A(l+p,1+4q) = Alp, A(1 +p,9))

* Exercice 15 Une traduction de 7 en OCaml

Proposer une traduction de 7 en OCaml. Cette traduction doit prendre la forme de
deux fonctions mathématiques, toutes deux notées [—]ocami- La premiére associe & tout
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type A de T un type [A]ocam d'OCaml. La seconde associe a tout terme z1 : Bi,...,z, : By b
M : A de T une expression [M]ocam écrite en OCaml tel que

Ho [[Bl]]OCamIa ceey Tyt [[Bn]]OCamI = [[M]]OCaml : [[A]]OCamI-

Votre traduction peut utiliser du code OCaml prédéfini que vous prendrez soin de décrire.
De plus, votre traduction est soumise aux contraintes qui suivent.

« Elle doit étre correcte : si M =g n alors l'expression [M]ocami doit s'évaluer en une
représentation de l'entier n en OCaml. La représentation exacte de n dépendra de
votre traduction du type Nat.

o Elle doit étre fonctorielle : la traduction d'un terme est définie uniformément a
partir de celle de ses sous-termes. Autrement dit, on doit avoir

[M[z\N]locaml = [M]ocam[=\[N]ocami-

¢ Elle doit terminer en temps linéaire en la taille du terme. Cette contrainte exprime
que votre traduction correspond & un compilateur plutét qu'a un interprete.

* Exercice 16 Extension de 7 avec booléens

Dans cet exercice, on se propose d'étendre 7 avec des booléens. On ajoute a la syntaxe
les deux formes d'introduction et la forme d'élimination que vous connaissez bien.

PreTermy > M, N, P == Prétermes
| true Vrai
| false Faux
| if (M, N, P) Conditionnelle

Typer 2 A, B,C == Types
| Bool Type booléen

1. Proposer les équation § exprimant la simplification de la conditionnelle lorsque
son premier sous-terme est une forme d'introduction booléenne.

2. Proposer des régles de typage des nouvelles constructions. Etendre la preuve
du lemme 7 aux nouvelles regles.

3. Définir une fonction de traduction (—|) de votre extension de 7 dans le langage
de départ. Elle doit respecter les mémes contraintes que celle de 1'exercice 15.

4. Démontrer que votre traduction préserve 1'équivalence .

5. Etendre le modele ensembliste pour traiter les nouvelles constructions.
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* Exercice 17 Extension de 7 avec produits cartésiens

Dans cet exercice, on se propose d'étendre 7 avec des produits cartésiens, c'est-a-dire
des paires. On ajoute a la syntaxe les formes d'introduction et d'élimination suivantes.

PreTermy > M, N, P == Prétermes
| pair(M, N) Paires
| £st(M) Premiére projection
| snd(M) Deuxiéme projection

Typer 2 A,B,C == Types
| Ax B Type produit

1. Proposer les équation § exprimant la simplification des projections lorsque leur
sous-terme est une forme d'introduction booléenne.

2. Proposer des régles de typage des nouvelles constructions. Etendre la preuve
du lemme 7 aux nouvelles régles.

3. Etendre le modele ensembliste pour traiter les nouvelles constructions. Etendre
la relation logique et la preuve du lemme 11 pour en déduire un théoreme de
canonicité étendu.

* Exercice 18 Exemples de systémes de réécriture abstraite
Définir des systemes de réécriture Ry, ..., Rg tels que :

e R; est fortement normalisant mais pas fini,

e Ry est fini mais pas normalisant,

e Rj3 est fortement normalisant et confluent,

e R4 est fortement normalisant mais pas confluent,

e [R5 n'est ni confluent ni normalisant,

e Rg est confluent mais pas normalisant,

e R7 est confluent et normalisant mais pas fortement normalisant,
e Rjg est normalisant mais ni confluent ni fortement normalisant,

e Ry est localement confluent mais pas confluent.

** Exercice 19 Confluence locale et globale
Démontrer le lemme suivant.

Lemme 20. Soit R un systéme de réécriture fortement mormalisant. Alors, R est
confluent si et seulement si il est localement confluent.
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11. Le langage PCF

Dans ce chapitre, on s'intéresse a un langage fonctionnel toujours tres idéalisé mais
plus proche des langages de programmation réels comme Haskell. Ce langage, PCF,
pour Programming with Computation Functions, remplace la récursion primitive de T
par la récursion générale, c'est-a-dire la possibilité de définir des fonctions récursives
arbitraires. En échange d'une facilité de programmation accrue, on perd la normalisation :
les termes bien typés de PCF peuvent diverger.

11.1. Syntaxe et sémantique opérationnelle

11.1.1. Syntaxe

On passe rapidement sur les définitions élémentaire de la syntaxe de PCF dans cette
section dans la mesure ou leur traitement est parfaitement identique a celui développé
pour 7 en section 10.1. En particulier, tous les termes sont immédiatement considérés a
renommage des variables liées pres, et on ne détaille pas le traitement de la substitution.

Définition 62. L'ensemble Termper des termes et 1'ensemble Subper des substitutions
de PCF sont définis inductivement par les grammaires présentées a la figure 11.1.

Les termes de PCF sont donc les mémes que ceux de T, a ceci prés que la récursion
primitive a été remplacée par la récursion générale fix(M) et une construction de test.
De plus, tout entier naturel n est représenté dans la syntaxe comme le terme 1it(n), ce
qui va faciliter 1'expression de la réduction. On abrégera parfois 1it(n) en n lorsqu'il est
clair qu'on souhaite parler d'un terme de PCF plutdt que d'un entier naturel.

L'ensemble des types de PCF est identique a celui du systéme T, de méme pour
I'ensemble des contextes de typage. Toutefois, on les dénote Typepcr et Conpcr dans
ce chapitre, pour insister sur le fait qu'on étudie PCF plutot que T. Le jugement
d'affaiblissement de PCF est hérité de T puisque Conpcr et Cong sont identiques.

Définition 63 (Typage de PCF). Les jugements de typage des termes et de typage des
substitutions sont définis inductivement a la figure 11.2.

On écrit PCF(I'; A) pour l'ensemble des termes habitant le type A sous le contexte
de typage I', et on abrége -+ M : Aen M : A.

Lemme 21 (Substitution). SiT'F M : A et Ao :T alors A+ M[o]: A.

Démonstration. Induction de routine sur la dérivation de typage. O
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Termper > M, N, P == Termes
| var(z) Variable
| fun(x.M) Abstraction
| app(M, N) Application
| 1it(n) Entier littéral (n € N)
| suc(M) Successeur
| matchyay (M, N, z.P) Conditionnelle
| fix(M) Récursion générale

Subper 3 0,0 = Substitutions
| id Substitution identique
| o, 2\ M Liaison

Fic. 11.1. : Syntaxe de PCF

I'>x: A I''z:A+-M:B

I'tvar(z): A I'+fun(z.M): A— B
'-M:A—B '-N:A I'-M :Nat
't app(M,N): B '+ 1it(n): Nat 't suc(M) : Nat
I'+ M : Nat I'EN:A I'z:Nat-P: A '-M:A— A
I' - matchyae (M, N,z.P) : A I'Ffix(M): A

ADT I'o: A I'M: A

AFid:T ko, 2\M:Ajx: A

Fia. 11.2. : Typage des termes et substitutions de PCF
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(Ml,,Mn)ER (Ml,,Mn)EPCJ_"[R] (Nl,,Nn)EPC.F[R]
(Ml, - ,Mn) < 'PC]:[R] (app(Ml, Nl), e app(Mn, Nn)) S ,PC.F[R]
(Ml,,Mn)GPC.F[R] (Ml,,Mn)GPC.F[R]
(fun(z.My),...,fun(z.M,,)) € PCF|R] (suc(My),...,suc(M,)) € PCF|R]

(My,...,M,) € PCF[R] (N1,...,N,) € PCF[R] (Py,...,P,) € PCF[R]
(matchyat (M1, N1, 2.Py), . .. ,matchyat (M, Ny, z.P,)) € PCF[R]

(M, ..., M,) € PCF[R]
(fix(My),...,fix(M,)) € PCF[R]

FiGc. 11.3. : Cloture PCF-contextuelle d'une relation R

11.1.2. Cléture contextuelle

Définition 64 (Cloture PCF-contextuelle d'une relation). Si R est une relation n-aire
sur les termes de PCF, sa cloture PCF -contextuelle, notée PCF[R], est la relation n-aire
sur les termes de PCF définie inductivement par les regles donnée a la figure 11.3.

Définition 65 (PCF-congruence). Une PCF-congruence R est une relation d'équivalence
sur les termes de PCF telle que PCF[R] soit incluse dans R.

On va maintenant démontrer quelques propriétés utiles concernant la cléture PCF-
contextuelle vue comme une opération sur les relations. Dans ce qui suit, R et .S désignent
des relations quelconques de l'ensemble Termper dans lui-méme.

Propriété 52. PCF|ldrermpcr] = Idrermper et PCF[R;S] C PCF[R]; PCF[S].
Propriété 53. Si R C S alors PCF[R] C PCF|S].

Propriété 54. R C PCF[R] et PCF[PCF[R]| = PCF[R].

Propriété 55. PCF[R’| = PCF[R]P.

Propriété 56. La cloture contextuelle d'une relation réflexive (respesctivement symé-
trique, transitive) est réflexive (respectivement symétrique, transitive).

Lemme 22. La plus petite PCF-congruence contenant R est PCF[R™].

Démonstration. On sait que R est une relation d'équivalence par la propriété 24.
La propriété 56 implique que PCF[R**] est également une relation d'équivalence, c'est
donc une T -congruence.

Supposons maintenant que S est une PCF-congruence qui contient R. On veut montrer
qu'elle contient aussi PCF[R**|. On a PCF[R**] C PCF[S**] C PCF[S*| CPCF[S]C S
ou la premiere étape découle de la propriété 53 et les autres du fait que S est une PCF-
congruence. ]
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Konper o K == Contextes généraux
| O Trou
| fun(x.K) Abstraction
| app(K, N)
| app(M, K) Application
| suc(K) Successeur

| matchyay (K, N, z.P)
| matchya: (M, K, z.P)

| matchyas (M, N, z.K) Conditionnelle
| fix(K) Récursion générale
WHKonper 2 E = Contextes de téte faibles
| O Trou
| app(E, N) Application
| suc(E) Successeur
| matchyat (E, N, z.P) Conditionnelle

Fi1c. 11.4. : Contextes d'évaluation de PCF

11.1.3. Contextes d'évaluation

On a vu au chapitre précédent deux relations permettant de réduire les termes de 7 par
réécriture progressive, la réduction 5 et la réduction de téte faible. La premiere permet
la réduction 8 atomique d'un sous-terme arbitraire. La seconde restreint fortement la
premiere en interdisant par exemple de réduire dans un sous-terme argument ou sous une
abstraction. Plus généralement, chaque ensemble de choix de sous-termes ou la réduction
atomique est autorisée donne lieu & une relation de réduction.

Cette observation suggere d'approcher la réécriture de termes directement via 1'ensemble
des sous-termes ou la réduction S atomique est autorisée. Une formalisation intuitive et
commode de cette notion est la notion de contexte d'évaluation. Les contextes d'évaluation,
qui ne doivent pas étre confondus avec les contextes de typage, sont des termes équipés
d'un unique sous-terme distingué. L'emplacement de ce sous-terme est marqué par le
symbole [, qu'on appelle souvent le “trou”, de fagon imagée.

Définition 66 (Contextes d'évaluation). L'ensemble Konpcr des contextes généraux
est défini inductivement par la grammaire présentée a la figure 11.4, tout comme le
sous-ensemble WHKonper C Konper des contextes de téte faible.

Définition 67. Etant donné un contexte général K et un terme M, on note K[(J\M]
pour le terme obtenu en substituant 1'unique trou de K par M. On écrit que K est de
type A sous I' avec un trou de type A+ B, et on note O : (A + B);T'F K : A, lorsque
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pour tout terme M tel que AF M :B,onal' F K[O\M]: A

Lemme 23. SiI' - K[O\M] : A alors il existe A et B tels que AFM: B etO: (Al
B;I'E K : A.

Démonstration. Par une induction de routine sur K. O

Tout contexte de téte faible est un contexte général, on s'autorisera donc a écrire E[(J\ M|
et 0:(AF B);I'F E: A avec E un contexte de téte faible.

Remarque 21. Le lemme 23 concernant K[[J\M] n'est vrai que parce que le trou appa-
rait exactement une fois dans K. En particulier, il n'est pas vrai pour la substitution
ordinaire N[xz\M] o = peut apparaitre zéro ou plus d'une fois dans N.

11.1.4. Réductions

Définition 68 (S-réduction atomique). La réduction B atomique, notée >g, est la rela-
tion binaire sur les termes définie par les quatre régles suivantes.

app(fun(z.M), N) >g M[z\N] (11.1)

matchyag (1it(0), N, z.P) >g N (11.2)
matchy,t(1it(n + 1), N,z.P) >g Plz\1lit(n)] (11.3)
fix(M) \>5 app(M, fix(M)) (11.4)

Propriété 57. >3 est déterministe.

Définition 69 (Réduction (). Le terme M se réduit en N modulo 8, ce qui est no-
té M —45 N, s'il existe un contexte général K et deux termes My et Ny tels que M =
K[Mo] et N = K[Ng] avec My > Np.

Théoréeme 11. — g est confluente.

Démonstration. La méthode de Tait, Martin-Lof et Takahashi employée au chapitre
précédent s'adapte sans difficulté a PCF. O

Corollaire 9. — 3 vérifie la propriété de Church-Rosser, c'est-a-dire, —>%* = —g"; —>Z,p*

Définition 70 (Equivalence B). Larelation d' équz'valence 3 entre termes, notée M =g N,
est la cloture symétrique réflexive-transitive —% * de la réduction .

Propriété 58. PCF[—5*] C —5*.
Propriété 59. —5 C PCF[>5].

Propriété 60. L'équivalence B est la plus petite PCF-congruence contenant t>g.
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Démonstration. Par le lemme 22 et le corollaire 9, il suffit de démontrer que les rela-

tions —5*; =% et PCF[>%*] sont identiques. On montre 1'inclusion dans les deux sens.
B B B q

Pour PC}"[DZ,*] C —5%; —>gp*, on remarque tout d'abord que >3 C — et donc >3 C

% N IEN 7 . 7 .
—>%* = —3g"; —>gp ou la derniére équation est conséquence du corollaire 9. Donc

PCF[>5] C PCF[—5" =]

= PCF[—5"]; PC}"[—>EP*] par la propriété 52
= PCF[—35"]); PCF[—=5"]" par la propriété 55
= g% =" 7 par la propriété 58.

Pour —5*; — 5" C PCF[>%], on a

5% 5% C pc}“[pg]*; PC}"[DE]OP* par la propriété 59
C PCF[>5]" PCF[>5]P"
— PC}“[DE*]; PC}"[DZ;*] par la propriété 56
= PC.F[D%*] par la propriété 56.

O]

On a donc montré que 1'équivalence £, définie comme la plus petite relation d'équivalence
qui contient la réduction (3, coincide avec la plus petite PCF-congruence qui contient la
réduction S atomique. On aurait bien stir pu intervertir théoréme et définition en définis-
sant directement =g comme la plus petite PCF-congruence qui contient la réduction
atomique, comme au chapitre 10.

Le fait que la relation d'équivalence engendrée par la réduction S soit une PCF-
congruence est intrinsequement lié a la possibilité de réduire un sous-terme arbitraire.
Toutefois, cette définition reflete mal les implémentations de langages fonctionnels, ou
I'on s'interdit de réduire le corps d'une fonction dont on ne connait pas l'argument, et
ou a jamais le choix de la prochaine réduction a effectuer. Pour pallier ce défaut, on
introduit la réduction de téte faible, plus proche d'un mécanisme d'exécution.

Définition 71 (Réduction de téte faible). Le terme M se réduit en N par réduction de
téte faible, ce qui est noté M —,; N, s'il existe un contexte de téte faible E et deux
termes My et Ny tels que M = E[My] et N = E[Ny| avec My >3 No.

Remarque 22. La réduction de téte faible est une stratégie d'évaluation proche de la
mécanique employée dans les langages fonctionnels non-stricts comme Haskell.

Définition 72. On appelle radical un terme M, tel qu'il existe Ny avec My >3 Np.
Une décomposition de téte faible d'un terme M est une paire (E, My) avec E un contexte
de téte faible et My un radical tels que M = E[O\ M)

Propriété 61. Tout terme admet au plus une décomposition de téte faible.

Corollaire 10. —,;, est déterministe.
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On termine cette sous-section avec les résultats habituels sur le typage, qui expriment
que celui-ci est un invariant du calcul.

Lemme 24 (Réduction du sujet, >g). SiI'=M: A et M>g N alors ' N : A.

Démonstration. On raisonne par cas sur M [>g N puis on inverse 1'hypothese de typage.
Les cas des équations (11.1) et (11.3) sont réglés par le lemme 21. O

Lemme 25 (Réduction du sujet, —g). SiI'M : A et M —5 N alorsT'= N : A.

Démonstration. Par hypothese, il existe K, My et Ny tels que M = K[O\Mp] et N =
K[O\Ny]. Par le lemme 23, on a A et Btel que A-My:BetO: (AFB);I'F K : A.
Par le lemme 24 on a A+ Ny : B, et donc I' = K[\ Ny] : A. O

Corollaire 11 (Réduction du sujet, —p). SiTH M : A et M =5 N alorsT'E N : A.
Définition 73. Une valeur V est un terme de PCF qui obéit a la grammaire suivante.
Valper 3 V,W == 1it(n) | fun(z.M)

Lemme 26 (Progres). Un terme M : A est —yp-normal si et seulement c'est une valeur.

Le théoreme qui clot cette section exprime qu'un terme clos bien typé soit diverge,
soit termine sur une valeur du bon type. En termes informelle, il assure que 1'exécution
d'un programme, assimilée a la réduction de téte faible, ne peut pas terminer sur autre
chose qu'une valeur du type attendu. Ce résultat a joué un roéle historiquement important
dans 1'étude des langages de programmation, mais est essentiellement une conséquence
immeédiate de la réduction du sujet (lemme 25).

Définition 74. Un terme My diverge, ce qu'on note My 7T, lorsqu'il existe une séquence
infinie (Mi)izo telle que M; —pn Miy1.

Théoréme 12 (Streté). Si M : A alors soit M 1 soit il existe V : A tel que M —7, V.
De plus, une telle valeur V', si elle existe, est unique.

Démonstration. Puisque —,;, est déterministe, si M diverge alors il n'a pas de forme
normale pour —,y et donc il n'existe pas de tel V. Supposons que M ait une forme
normale. Le corollaire 10 assure que celle-ci est unique. De plus, celle-ci est forcément
de type A, par le lemme 25, et il s'agit forcément d'une valeur par le lemme 26. O

Corollaire 12. §i M : Nat alors soit M diverge soit il existe un unique entier n tel
que M —7, lit(n).
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11.1.5. Programmer en PCF

Il est utile d'écrire quelques programmes en PCF pour se forger des intuitions au sujet
du langage. En plus des conventions notationnelles pour 1'écriture de termes introduites
au chapitre 10, on adopte les raccourcis suivants.

let(M,z.N) = app(fun(z.N), M)
letrec(x.(M,N)) = let(fix(fun(z.M)),x.N)

On vérifie qu'on a bien les régles de typage dérivées qui suivent.

'EM:A I''x:A-N:B Fx:AFM: A I''x:A-N:B
I'Flet(M,z.N): B '+ letrec(z.(M,N)): B

Ces définitions vérifient les réductions de téte faible
let(M,z.N) =y N[z\M] letrec(z.(M,N)) =y Nz\fix(fun(z.M))]
et la liaison récursive valide en particulier 1'équation 5
letrec(z.(M,N)) =g N[z\letrec(z.(M, M))].
On peut les utiliser pour définir simplement la fonction addition.
letrec(add.(fun(z.fun(y.matchyat (2, y, z.suc(add z y)))), add 1it(2) 1it(3)))

Remarque 23. Du point de vue de 1'utilisation, PCF peut étre vu comme un trés pe-
tit sous-ensemble du langage fonctionnel Haskell. On peut écrire des fonctions d'ordre
supérieur, et ces fonctions sont partielles, au sens ou elles peuvent diverger pour cer-
taines valeurs de leur argument. De plus, comme en Haskell, les fonctions n'évaluent pas
nécessairement leur argument. Ainsi, on a

app(fun(z.1it(0)), Q) —,n 1it(0)

ou ) est le terme divergent fix(fun(z.z)).

Haskell, comme PCF, est parfois dit “pur'’, au sens ou les programmes du langage
n'ont pas d'effets de bord observables. Cette terminologie suppose que la partialité ne
soit pas observable.

Une grande différence entre Haskell et PCF du point de vue de I'exécution réside dans
la possibilité de partager les calculs. En PCF, la réduction du terme

fun(z.add x x) (add 1it(2) 1it(2))

vers une valeur réduira deux fois le sous-terme add 1it(2) 1it(2) vers sa valeur 1it(4).
En Haskell, le calcul sera fait une seule fois via une mécanique complexe de mémorisation
des résultats intermédiaires.
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11.2. L'équivalence de programmes

11.2.1. L'équivalence contextuelle

On a vu au chapitre 10 une seule relation d'équivalence sur les termes, 1'équivalence (5.
Celle-ci a du sens des lors que la réduction S est confluente, ce qui est vrai de 7 comme
de PCF. Toutefois, il est assez clair en PCF que 1'équivalence 5 n'est pas suffisante.
Par exemple, les termes M; = fix(fun(z.x)) et My = fix(fun(z.suc(z))) divergent
tous les deux, mais n'ont clairement pas de réduit commun, et donc ne peuvent pas étre
équivalents modulo 8. Cet exemple suggere de chercher une définition plus générale de
I'équivalence de termes.

Pour concevoir une notion générale d'équivalence de programmes, on peut commencer
par raisonner au sujet des valeurs (au sens de la définition 73). L'équivalence de deux
valeurs qui sont des abstractions est un probléme essentiellement aussi compliqué que
celui de deux termes arbitraires. En revanche, 1'équivalence de deux valeurs qui sont des
entiers littéraux est simple : deux valeurs 1it(n) et 1it(m) sont égales lorsque n = m.
On peut partir de cette observation pour définir une forme d'équivalence pour les termes
clos de type entier. Deux tels termes seront équivalents lorsqu'ils calculent tous les deux
le méme entier au sens de la réduction de téte faible.

Définition 75 (Equiconvergence au type Nat). Deux termes M et N sont équiconver-
gents au type Nat, ce qu'on note M ~y,¢ IV, s'ils sont clos de type Nat et que

Vn e N, M —%, 1it(n) & N =%, 1it(n).

Remarquons en particulier que le théoréme 12 nous assure qu'un terme clos de type
entier soit diverge, soit converge vers un entier. Donc la définition ci-dessus implique
que M diverge si et seulement si N diverge.

On peut maintenant utiliser la notion de contexte général pour étendre la relation ~y,¢
a des types arbitraires. L'idée est que deux termes M et N de méme type sont contextuel-
lement équivalents lorsqu'il n'existe aucun contexte général K tel que K[\ M] et K[\ N]
ne s'évaluent pas vers le méme entier.

Définition 76 (Equivalence contextuelle). Deux termes I - M : Aet T - N : A
sont contextuellement équivalents, ce qu'on note I' - M = N : A, lorsque

VK € Konper,O: (I'F A);- F K : Nat = K[O\M] ~ya K[O\N].

Une intuition utile est de penser aux contextes K comme a des tests qui permettent
d'observer le comportement de M et N sous la forme trés simple d'un entier final. En ce
sens, les termes M et N sont équivalents lorsqu'ils passent tous les tests avec le méme
résultat ou, autrement dit, si aucun test ne permet de les distinguer. Pour cette raison,
on parle aussi d'équivalence observationnelle.

11.2.2. Le préordre contextuel

L'équivalence contextuelle entre M et N capture la possibilité d'échanger M et N dans
un programme sans changer le résultat final. On peut aussi s'intéresser a une notion plus
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fine, ou on s'autorise a remplacer M par N mais pas l'inverse. Il suffit de revisiter les
définitions précédentes pour remplacer les équivalences par des implications.

Définition 77 (Raffinement au type Nat). Le terme M raffine le terme N au type Nat,
ce qu'on note M =<ya¢ NV, s'ils sont clos de type Nat et que

Vn e N, M —7, 1it(n) = N —,;, 1it(n).

Définition 78 (Préordre contextuel). Un terme I' = M : A approzime contextuellement
un terme I' = N : A, ce qu'on note I' - M < N : A, lorsque

VK € Konper,O: (' A);- F K : Nat = K[O\M] <yat K[O\NV].

L'approximation contextuelle capture bien 1'idée que remplacer M par N dans un
programme peut simplement conduire celui-ci a passer de la divergence a la convergence.
Si 'on considére que seule la convergence peut étre vraiment observée, c'est une no-
tion raisonnable. En particulier, une compilateur pourrait raisonnablement s'autoriser a
transformer M en N, mais pas l'inverse.

On peut considérer que 1'approximation contextuelle est une notion plus fondamentale
que l'équivalence contextuelle, puisqu'on peut définir facilement la seconde a partir de
la premiere mais pas l'inverse.

Propriété 62. ' - M = N : A si et seulement siIT'FM SN:Aetl'FNSM: A.

En des termes plus abstraits, 1'équivalence contextuelle est la relation d'équivalence
induite par le préordre que constitue la relation d'approximation contextuelle.

La relation d'approximation contextuelle ' H M < N : A est une notion complexe a
appréhender, en particulier lorsque A est un type d'ordre élevé. Au type Nat, elle est assez
simple, puisqu'on peut montrer qu'elle coincide avec la relation <ya;. Au type Nat — Nat,
la situation est déja plus subtile puisqu'un terme de ce type peut soit diverger immé-
diatement, soit converger vers une abstraction qui elle-méme diverge lorsqu'appliquée a
n'importe quel argument, soit diverge pour certaines entrées et converge pour d'autres,
soit toujours converger. Le type (Nat — Nat) — Nat est encore plus compliqué, ce qui
témoigne de la combinatoire explosive de la relation d'approximation.

On peut cependant observer ou deviner quelques faits vrais de chacune des rela-
tions ' F — < = : A, et ce méme si & ce stade nous ne disposons pas les outils ma-
thématiques qui permettent de les démontrer. Tout d'abord, il s'agit clairement d'une
relation réflexive et transitive. Ensuite, le terme = fix(fun(x.z)) est minimal, tout
comme fix(fun(z.suc(x))), et la relation n'est donc pas antisymétrique. De plus, les
deux termes

My = fun(z.matchyat (2, Q,y.1it(3))) M, = fun(z.matchyat (z,1it(2),y.Q))

sont incomparables, au sens ou 1'on a ni My < My : Nat — Nat ni M7 < My : Nat — Nat.
Enfin, si M : A — B et que Ny < Njp : A, on devrait avoir M Ng < M Ny, ce qui refléte
que M est incapable de tester si son argument diverge.
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11.2.3. L'attrait des modéles

La définition de 1'équivalence et de 1'approximation contextuelles, en plus d'étre assez
intuitive, ont 1'avantage d'étre faciles a adapter a d'autres langages de programmation.
En revanche, elles sont difficiles a utiliser directement. S'il est facile de démontrer que
deux termes M et N ne sont pas équivalents, puisqu'il suffit d'exhiber un contexte K
qui les distingue, démontrer exige de montrer qu'il n'existe aucun K de la sorte.

Une approche naive pour montrer I' - M = N : A consisterait a procéder par induction
sur les contextes. C'est malheureusement une approche trop frustre et tres éloignée de
la facon qu'on a de raisonner sur les programmes, méme informellement.

A la place, on va réutiliser une approche vue pour 7 et batir un modele de PCF,
c'est-a-dire une fonction d'interprétation [—] des types et des termes de PCF dans une
famille d'objets mathématiques. Cette interprétation aura la propriété habituelle d'étre
un invariant du calcul, au sens ou

M-, N = [M]=][N]. (11.5)
On va de plus montrer qu'elle aura la propriété suivante, beaucoup plus délicate.
[M]=[N] = THFM=N:A. (11.6)

Le modeéle est donc un invariant du calcul, mais aussi un outil pour raisonner sur
I'équivalence. Pour montrer 1'équivalence de deux termes, il suffit donc en théorie de
calculer leurs interprétations et de constater que celles-ci sont les mémes.

Remarque 24. Le terme “calculer” ci-dessus est a prendre au sens mathématique plutot
qu'informatique, le calcul en question étant un raisonnement équationnel arbitrairement
complexe. L'équivalence de termes PCF n'est pas décidable et ne se préte donc pas a un
calcul algorithmique exact.

11.3. Un modele dans les ensembles ordonnés inductifs

11.3.1. Intuitions

Un modele de PCF doit autoriser certains principes de raisonnement s'il doit respec-
ter la propriété équation (11.6). En particulier, on voudrait qu'il nous autorise a penser
aux termes de types fonctionnels comme a des fonctions mathématiques, qui ont pour
caractéristique d'étre extensionnelles, c'est-a-dire carctérisées uniquement par leur com-
portement entrée/sortie. Deux fonctions sont égales lorsqu'elles envoient des arguments
égaux sur des résultats égaux. Cela suggere de partir du modele ensembliste de T vu
en section 10.2.3.

Essayons d'adopter naivement la sémantique ensembliste. On interpréte comme pré-
cédemment le type des entiers par l'ensemble des entiers et le type des fonctions par
I'ensemble des fonctions de l'interprétation du domaine dans l'interprétation du codo-
maine. Interpréter la plupart des constructions ne pose pas de difficulté, étant soit déja
présente en 7T, soit une simplification d'une construction existante (la conditionnelle,
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simplification de la récursion primitive). C'est bien entendu la récursion générale qui va
poser probléme.

Considérons un terme clos M : Nat — Nat, et posons My = fix(M). Si l'on adopte
exactement les méme définitions que dans le modele ensembliste de T, l'interprétation
de M doit étre une fonction de 1'ensemble a un élément dans 1'ensemble des fonctions
entre entiers, c'est-a-dire essentiellement une fonction f : N — N, et l'interprétation
de My un entier zp € N. Mais on doit avoir My —, app(M, My) et donc, puisque
l'interprétation de My est invariante par réduction, xg = f(xg). Autrement dit, il faut
que toute fonction des entiers dans les entiers définissable par un terme de PCF a un
point fixe. Or, tel quel, c'est absurde puisque par exemple le terme

fun(z.matchy,(x,1it(1),y.1it(0)))

correspond a la fonction qui envoie 0 dans 1 et n + 1 dans 0. Encore plus simple, le
terme fun(x.suc(x)) serait interprété par la fonction successeur dont un point fixe serait
un entier n tel que n =n + 1.

Pour échapper a cette difficulté, on peut commencer par remarquer que notre notion
de modele traite de 1'équivalence contextuelle mais pas de l'approximation. La rela-
tion I' F — < = : A est clairement réflexive et transitive, ce qui suggere que 1'objet
mathématique [A] devrait étre un ensemble muni d'une relation d'ordre, et d'exiger
l'analogue de la propriété 11.6 pour cette relation :

[M]<[N] = TFMS<N:A (11.7)

Soit X l'ensemble ordonné interprétant un type A quelconque. Peut-on deviner les pro-
priétés de X qui sont indépendantes de A ? Tout d'abord, puisque le terme €2 est minimal
pour l'approximation contextuelle a tous les types, X doit contenir un élément minimal 1
qui lui servira d'inteprétation. Ensuite, toute fonction f : X — X doit avoir un point
fixe a partir du moment ou elle est définissable en PCF. 1l est clair qu'une telle fonction
doit au minimum étre monotone, puisqu'il est impossible de tester la divergence d'un
argument. De plus, si f = [M] a plusieurs point fixe, on doit disposer d'un choisir un
bien précis pour interpréter fix(M). Appelons yg ce choix. On doit avoir

1 <y car L est minimal

f(L) < f(yo) = wo car f est monotone et yy un point fixe de f
FOAL) < fyo) = o
FAL) < flyo) = wo

et donc f"(L) < yo pour tout n € N. Cette observation suggere qu'un choix canonique
pour yo pourrait étre la limite de la suite (f™(L))nen, & supposer que celle-ci soit bien un
point fixe de f. Ici, une limite est & prendre au sens de la théorie de 1'ordre, c'est-a-dire
un supremuimn.
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11.3.2. Un peu de théorie des ordres
Définitions de base

Définition 79. Une relation de préordre sur un ensemble S est une relation R : S —+ S
réflexive et transitive. Une relation d'ordre sur S est une relation de préordre sur S qui
est antisymétrique.

On parlera parfois de préordre ou d'ordre pour désigner une relation de préordre ou
d'ordre.

Définition 80. Un ensemble préordonné X est une paire (|X|,<x) formée d'un en-
semble | X | et d'une relation de préordre <x sur |X|. L'ensemble est ordonné lorsque <x
est une relation d'ordre.

Dans le reste de cette sous-section, X, Y et Z désignent des ensembles préordonnés. On
écrira < plutot que <x lorsque X peut étre déduit du contexte. Par abus de langage, on
a tendance a identifier un ensemble préordonné ou ordonné et son ensemble d'éléments,
et on parlera d'un élément de X ou d'une partie de X pour désigner un élément ou une
partie de | X]|.

Définition 81 (Fonction monotone). Une fonction f : X — Y est monotone si pour
tous z, 2’ € X tels que z <y 2’ on a f(z) <y f(z').

Les fonctions monotones sont aussi appelées des fonctions croissantes.

Remarque 25. La littérature, en particulier la littérature francophone, utilise parfois le
terme “monotone” pour désigner une fonction soit croissante, soit décroissante. On se
conforme ici a l'usage en vigueur dans la littérature des langages de programmation et
répandu en théorie des ordres [2].

Propriété 63. La fonction identité id : X — X est monotone. La composition gf :
X —>Zdef:X—Y etg:Y — Z monotones aest monotone.

Constructions sur les ensembles préordonnés et ordonnés

Relation d'ordre induite par un préordre Etant donnée une relation de préordre, on
peut se demander comment lui associer une relation d'ordre de fagon canonique. Il existe
en général de nombreuses solutions, et on cherche une solution canonique, c'est-a-dire
caractérisée comme la meilleure solution & un certain probleme donné. Considérons la
définition suivante.

Définition 82. Soit X un ensemble préordonné. On définit 1'ensemble ordonné des com-
posantes fortement connexes de X, dénoté CC X, comme suit.

o Les éléments de CC X sont les classes d'équivalence d'éléments de | X| pour la rela-
tion d'équivalence ~ x définie comme <yN <%, autrement dit z ~ 2’ lorsque v <x
/ /
T et v <x x.
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e La relation d'ordre <cc x entre ces classes d'équivalences est héritée de X, autre-
ment dit [z1]~ < [z2]~ lorsque z1 < x93, ou [z]|. désigne la classe d'équivalence
de = pour ~.

Cette construction est canonique au sens ou CC X est, informellement, le plus petit
ensemble ordonné dans lequel X s'envoie par une fonction monotone. Il s'agit 1la de
la propriété universelle de CC X, qu'on exprime rigoureusement ci-dessous.

Propriété 64. Soit X un ensemble préordonné et Y un ensemble ordonné. Soit f : X —
Y une fonction monotone. Il existe une unique fonction monotone f# : CCX —Y telle
que f=1; 7, ou1: X — CCX est la fonction qui envoie x dans [x)~.

Corollaire 13. L'ensemble des fonctions monotones de X dans Y, ou Y est un ordre,
est en bijection avec l'ensemble des fonctions monotones de CCX dans Y.

Ordre dual. La construction suivante est aussi simple qu'utile. Elle permet notamment
de ne pas dupliquer certains définitions, comme on le verra ultérieurement.

Définition 83. L'ensemble préordonné dual de X, noté X°P, a le méme ensemble
d'éléments que X et la relation de préordre donnée par <xop = <x*.

Propriété 65. Si f : X — Y est une fonction monotone alors f est aussi une fonction
monotone de X°P dans Y °P.

On écrit f°P lorsqu'on veut insister sur le fait qu'on voit f comme une fonction de X °P
dans Y °P, méme si formellement f et f° sont la méme fonction.

Constructions libres. On se pose la question de munir un ensemble S quelconque d'une
relation de préordre. Il existe deux choix canoniques : on peut décider de munir S de la
plus petite relation de préordre possible, ou bien de la plus grande possible. Le premier
choix correspond au préordre discret, le second au préordre codiscret, parfois aussia
appelé chaotique.

Définition 84. Soit S un ensemble. La relation d'ordre discréte (resp. codiscréte) sur S
est la relation identité sur S (resp. la relation totale sur S, c'est-a-dire S x ). On
écrit Disc S (resp. CoDiscS) pour l'ensemble préordonné dont les éléments sont ceux de
'ensemble S et la relation de préordre est la relation discrete (resp. codiscrete).

La différence entre ces deux constructions est essentiellement résumée par les proprié-
tés universelles suivantes.

Propriété 66. L'ensemble des fonctions de S dans | X| est en bijection avec l'ensemble
des fonctions monotones de Disc S dans X. L'ensemble des fonctions de |X| dans S est
en bijection avec l'ensemble des fonctions monotones de X dans CoDisc S.

On remarque que la relation de préordre discrete est une relation d'ordre. Ce n'est
pas vrai de la relation codiscrete, loin d'étre antisymétrique. De plus, CC(CoDisc S) est
'ensemble ordonné trivial a un seul élément ! Cet exemple montre 1'intérét des préordres.
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Soulévement. On voudra fréquemment s'assurer qu'un ensemble ordonne possede un
élément minimal, c'est-a-dire plus petit que tous les autres.

Définition 85. L'ensemble préordonné T X a pour ensemble d'éléments |1 X| = () @
{{(z) | * € |X]|} et pour relation de préordre la plus petite relation de préordre telle
que () <4 x a pour tout a € |7 X| et (z) <4 x (2') pour tous z,2’ € |X]|.

Propriété 67. Si X est un ensemble ordonné alors 1 X ['est aussi.

Propriété 68. La fonction (—) : X — 1 X qui envoie x dans (x) est monotone.
Propriété 69. Soit f : X — Y wune fonction monotone. La fonction (f) : 1 X — 1Y
qui envoie () sur () et (x) sur (f(x)) est monotone.

Produits cartésiens.

Définition 86 (Préordre produit). Le produit cartésien de X et Y, noté X x Y, a pour
ensemble d'élément | X| x |Y|, et pour relation d'ordre la relation telle que (z,y) <xxy
(2',y) si et seulement si v <x y et y <y v

Propriété 70. Si X et Y sont des ensembles ordonnés alors X XY ['est aussi.

Propriété 71. La fonction m (resp. m2) de | X| x |Y| dans |X| (resp. |Y|) qui envoie
la paire (z,y) sur l'élément x (resp. y) est monotone.

Propriété 72. Soient f : Z — X et g : Z — Y deux fonctions monotones. La fonc-
tion (f,g) : Z - X XY qui envoie z € Z dans (f(z2),9(z)) € X XY est monotone.

On appelle les fonctions m; les projections du produit cartésien, et la fonction (f,g)
le pairage de f et g.

Propriété 73. Soient f : Z — X, 9:Z =Y eth: Z — X XY des fonctions monotones.
On a les égalités suivantes.

mo(f.g)=f (11.8)
mo(f.9) =f (11.9)
h= <7T10h,71'20h> (1110)

Ces équations sont faciles a démontrer, et ne dépendent en réalité pas de la monotonie
de f, g et h. On aurait pu énoncer les mémes pour le modele ensembliste de T .

Préordres fonctionnels.

Définition 87. Le préordre des fonctions monotones de X et Y, noté [X,Y], a pour
ensemble d'éléments les fonctions monotones de X dans Y, et la relation d'ordre telle
que f <[xy] g si et seulement si pour tout x <x 2’ on a f(x) <y g(z).

Propriété 74. Si X etY sont des ensembles ordonnés alors [X,Y] l'est aussi.
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Propriété 75. La fonction dite d'évaluation de X dansY, dénotée evyxy : [X,Y]x X —
Y, qui envoie la paire (f,x) sur f(zx) est monotone.

Propriété 76. Soit f : Z x X — Y une fonction monotone. Pour tout élément z de Z,
on dénote f, : X =Y la fonction qui envoie z dans f(z,z). On dénote curryx y z(f) la
fonction qui envoie z dans f,. Alors :

1. pour tout élément z € X, f. : X = Y est monotone,

2. curryxy z(f) : Z — [X,Y] est monotone.

Propriété 77. Soient f : Z x X =Y, g9:7Z — X et h: Z — [X,Y] des fonctions
monotones. On a les égalités suivantes.

evxy o (curryxy z(f),g) = f o (idz,g) (11.11)
h = curryx y z(evx,y o (hom, ma)) (11.12)

Suprema et infima

On va maintenant s'intéresser a l'existence de propriétés supplémentaires dans un
ensemble ordonné ou préordonné. En particulier, 1'existence de plus petits majorants
et plus grands minorants fournit une variante de la notion usuelle de limite bien adaptée
au cadre des ensembles ordonnés.

Définition 88 (Majorants, minorants). Soit P une partie d'un préordre X. Un majorant
de P dans X est un élément z de X tel que tout 2’ dans P est plus petit que =z.
Un minorant de P dans X est un majorant de P dans X°P.

On dit aussi que = majore P lorsque x est un majorant (resp. minorant) de P.

Définition 89 (Suprema, infima). Soit X un préordre et P une partie de X. Un supre-
mum (pluriel suprema) de P dans X est un élément xy de X qui est plus petit que tous
les majorants de P dans X. Autrement dit, x est tel que pour tout 2’ € X, on a

VxePx<2) & x9<a.
Un infimum (pluriel infima) de P est un supremum de P dans X °P.

Propriété 78. Si P C X a un supremum xq, alors pour tout 2’ € P, on a 2’ < xg. De
méme, si P C X a un infimum xo, alors pout tout 2’ € P, on a xg < 2’.

Propriété 79. Si X est un ordre, alors une partie P de X a au plus un supremum (res-
pectivement un infimum), que l'on note \| P (respectivement )\ P) lorsqu'il existe.

Soit f : X — Y une fonction monotone et P une partie de X. Si la partie {f(z) | z €
P} de Y a un supremum, on désignera celui-ci par \/ . p f(), et similairement pour les
infimum.

Il est naturel de s'intéresser a des classes d'ensembles ordonnés disposant de tous les
suprema et/ou infima pour les parties d'une certaine forme. Parmi les classes les plus
populaires, on trouve des variantes de celle des treillis.
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Définition 90. Soit X un ensemble ordonné. On dit que X est :
e un V-demi-treillis s'il dispose de tous les suprema finis non vides,
e un A-demi-treillis s'il dispose de tous les infima finis non vides,
e un treillis s'il dispose de tous les suprema et infima finis non vides,
e un V-demi-treillis borné s'il dispose de tous les suprema finis,
e un A-demi-treillis borné s'il dispose de tous les infima finis,
e un treillis borné s'il dispose de tous les suprema et infima finis,
e un treillis complet s'il dispose de tous les suprema.

Dans la définition ci-dessus, “suprema finis” ou “infima finis” signifie les suprema
ou infima des parties finies. Plus généralement, le terme “suprema bleus” ou “infima
bleus”, avec “bleu” une propriété quelconque, désigne des suprema des parties qui ont
la propriété en question.

Propriété 80. Un treillis complet dispose aussi de tous les infima.

Les suprema et infima étant parfaitement duaux, on aurait également pu définir les
treillis complets en utilisant les infima plutot que les suprema.

11.3.3. Les ensembles ordonnés inductifs
Définitions et intuitions

Lorsque les ensembles ordonnés sont les interprétations des types d'un langage de
programmation permettant la récursion générale, la relation d'ordre correspond au fait
d'étre mieux défini. Par exemple, dans le cas simple de 1'ordre qui interprete le type des
entiers de PCF, le terme divergent () devrait étre minimalement défini, tandis qu'un
entier litéral devrait étre interprété par un élément maximalement défini puisqu'il n'est
pas possible de “converger plus”. Il est clair que la relation d'ordre aux types fonctionnels
sera nettement plus complexe a décrire.

Nous allons exiger la présence de certains suprema pour étre capable de rendre compte
de certaines opérations du langage. Par exemple, puisque €2 est de type A, nous allons
exiger la présence d'un minimum pour tout ordre qui va interpréter un type A. Or, le
minimum d'un ordre est le supremum vide, qui doit donc exister. Mais quels autres
suprema demander ?

Une solution serait de ne pas se poser la question et d'adopter les treillis complets
comme modeles des langages de programmation. C'est une des solutions historiques.
Toutefois, demander 1'existence de tous les suprema nous éloigne a priori de la program-
mation. Reprenons l'exemple du type Nat, et supposons qu'il soit interprété dans un
certain treillis complet [Nat]. On peut supposer que les entiers littéraux 1it(1) et 1it(2)
sont interprétés par les entiers 1 et 2. Le supremum 1V 2 existe puisque [Nat] est un
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treillis complet et a fortiori un treillis. Mais il est loin d'étre clair que ce supremum soit
l'interprétation d'un terme clos de type Nat, et on souhaite autant que possible éviter
d'avoir des éléments qui ne sont pas les interprétations de programmes.

On voudrait se donner, en plus du supremum vide, uniquement les supremum des
parties qui tendent a l'infini vers un résultat. Mais comment préciser cette notion de
convergence ? Une idée intuitive pour ce faire serait de considérer que de telles parties
sont les w-chaines de X, c'est-a-dire les suites (z;);en d'éléments de X avec z; < w41
pour tout ¢. C'est la bonne intuition, et on va légerement généraliser cette définition au
dela des ordres totaux grace a la notion de partie filtrante.

Définition 91 (Ensemble ordonné filtrant, inductif). Un ensemble ordonné est filtrant
si chacune de ses parties finies a un majorant. On dit qu'une partie P de X est filtrante
dans X lorsque P, munie de la relation d'ordre de X, est un ensemble ordonné filtrant.
Un ensemble ordonné est dit filtrant-complet s'il dispose de tous les suprema filtrants. Il
est dit inductif s'il est filtrant-complet et dispose de surcroit d'un plus petit élément.

Les propriétés suivantes ne sont pas difficiles mais peuvent permettre de mieux com-
prendre la notion de partie filtrante.

Propriété 81. Une partie P de X est filtrante si et seulement si elle n'est pas vide et
que pour tout x1,xs dans P, il existe x dans P tel que x1 < x et xo < x.

Propriété 82. Une partie finie P de X est filtrante si et seulement si elle a un maximum.
Propriété 83. Toute w-chaine de X est une partie filtrante de X.

On peut voir une partie filtrante P de X comme un ensemble de points qui converge
progressivement vers un point idéal x € X situé a l'infini, sa limite au sens de la théorie
des ordres, c'est-a-dire son supremum. Si P est fini alors la limite est atteinte au sens
ou z appartient a P, en vertu de la propriété 82. Si P est infini, ce n'est pas le cas, et le
fait que X est inductif indique précisément que x existe dans X.

Remarque 26. En anglais, les ensemble filtrants sont dits directed (dirigés), et les en-
sembles ordonnés inductifs sont parfois appelés directed-complete partial orders (DCPO).
On rencontre aussi le terme “ordre partiel complet”, remarquablement peu informatif.
La terminologie “ensemble ordonné inductif” est due a Gordon Plotkin [6] et Paul Taylor.

Les programmes vont étre interprétés comme des fonctions entre ensembles ordonnés
inductifs qui commutent aux suprema filtrants. Soit P une partie de X et f : X — Y une
fonction. On écrit f(P) pour l'image directe de P par f, c'est-a-dire 1'ensemble {f(z) €
Y|xe P}

Propriété 84. Si P est une partie filtrante de X et que f : X — Y est monotone,
alors f(P) est une partie filtrante de Y.

Définition 92 (Fonction finitaire). Soient X et Y des ensembles ordonnés filtrant-
complets. Une fonction monotone f : X — Y est finitaire si elle commute aux suprema

filtrants, autrement dit, si
f (\/ :c) =\ f@) (11.13)

zeP zeP
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pour toute partie filtrante P de X.

Notons que le supremum dans le membre droit de 1'équation (11.13) existe en vertu
de la propriété 84, sans quoi la définition n'aurait pas de sens.

Une fonction finitaire est parfois appelée continue au sens de Scott ou simplement Scott-
continue. Il s'agit d'une propriété trés importante qu'on peut voir comme une version
abstraite de la notion de fonction calculable. Dans ce contexte, il faut penser au supre-
mum 2z d'une partie filtrante P comme & un objet idéal infini et aux éléments de P
comme & des objets finis. Si f est finitaire alors f(x) est entierement fixé par les résul-
tats de f sur les éléments de P. Autrement dit, le comportement de f sur les objets
infinitaires est entierement dicté par son comportement sur les objets finitaires. L'infini
est donc présent par commodité mais ne joue pas de vrai role dans les calculs.

Remarque 27. 11 est possible de rendre cette intuition plus exacte en définissant une
notion précise d'élément finitaire de X, et en exigeant que tout élément x de X soit le
supremum des éléments finitaires qui lui sont inférieurs. On aboutit ainsi aux notions
de treillis algébrique ou de domaine de Scott, qui dépassent le cadre de ces notes.

Propriété 85. Soit X un ensemble ordonné filtrant-complet. La fonction identité id :
X — X est finitaire. La composition gf : X — Z de f: X =Y et g:Y — Z finitaires
est finitaire.

Enfin, les fonctions finitaires ont une caractéristique essentielle lorsqu'il s'agit de mo-
déliser un langage de programmation avec la récursion générale. Supposons que X soit
un ensemble ordonné inductif dont nous notons L le plus petit élément. Si f est une fonc-
tion monotone, alors la suite L < f(L) < f(f(L)) < ... est une w-chaine. Le supremum
de cette suite est toujours le plus petit point fixe de f.

Théoréme 13 (Kleene). Soit X un ensemble ordonné inductif. Si f : X — X est
finitaire, alors f a un plus petit point fixe fix(f) défini par

fix(f) = \/ f*(L).

n>0

Démonstration. On commence par montrer que fix(f) est bien un point fixe de f. On a

FEx(F) = O\ @) =V 7w =\ ) = Vo) = fix(f).

n>0 n>0 n>1 n>0

Supposons maintenant que x soit un point fixe quelconque de f. Puisque L est minimal
dans X, on a L < z et donc f*(L) < f*(z) = x pour tout n > 0. Donc fix(f) =
\/n20 f™(L) < x par la propriété universelle du supremum. O

Constructions

Dans ce qui suit X, Y, Z désignent des ensembles ordonnés inductifs.
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Ordre discret, souléevement, produits cartésiens. La plupart des constructions de
la section 11.3.2 préservent l'inductivité. De plus, les fonctions monotones liées a ces
constructions sont finitaires. Ainsi :

e l'ensemble ordonné discret Disc.S sur un ensemble S est filtrant-complet, et la
fonction monotone f# : Disc S — X associée & f : S — X est finitaire,

e le soulévement 7 X d'un ensemble ordonné X filtrant-complet est toujours inductif,
la fonction (—) : X — 1 X est finitaire, la fonction (f) : + X — 1Y associée a une
fonction f: X — Y est finitaire,

o le produit cartésien X x Y de deux ensembles filtrant-complets (resp. inductifs) X
et Y est filtrant-complet (resp. inductif), les projections m; sont finitaires et le
pairage de deux fonctions finitaires est finitaire.

o l'ordre 1 a un seul élément () est inductif, et la fonction !x : X — 1 qui envoie
tout x € X sur () est finitaire.

Le lemme suivant concernant les produits cartésiens est essentiel.

Lemme 27. Soient X1, Xo,Y des ensembles ordonnés filtrant-complets. Une fonction
monotone [ : X1 X Xo = Y est finitaire si et seulement si elle est séparément finitaire,
au sens ot pour tout x1 fixé la fonction f(x1,—): Xo — Y est finitaire, et pour tout xo
fizé la fonction f(—,x2): X1 — Y est finitaire.

Démonstration. La direction seulement si est évidente. Pour la direction si, supposons f
séparément finitaire. Soit P une partie filtrante de X; x X5. On pose P; = m;(P) pour i €
{1,2}. Ces parties sont filtrantes et on a \/ P = (\/ P1,\ P»).

On doit montrer f(\/ P) = \/,cp f(z). Puisque f est monotone, on a \/,.p f(z) <
F(\V P), et il suffit donc de montrer f(\/ P) < \/ cp f(x) pour établir 1'égalité. Par
propriété universelle du supremum, il suffit de montrer qu'on a f(\/ P) < 2’ pour tout =’
tel que \/,cp f(z) < 2’

Soit z’ tel que f(z) < 2’ pour tout = € P. Soient x; € Py et xo € Py. Par définition,
il existe 4, € P et 2} € P; tels que (x1,25) € P et (2}, 22) € P. Comme P est filtrant,
il doit exister (zf,2%) € P tel que (z1,2}), (2}, 22) < (2f,2%), et donc f(z1,22) <
f(f,24) < a’. Puisque f est finitaire en son premier argument, on a f(\/ X1,z2) <
x’. Puisque f est finitaire en son deuxiéme argument, on a f(\/ X1,V X2) < 2/. On
conclut f(\/ X) = f(V X1,V X2) < 2. O

Ordre des fonctions finitaires. Un cas plus délicat est celui de 1'ensemble ordon-
né [X,Y] des fonctions monotones de X dans Y, avec X et Y inductifs. Pour que
I'évaluation soit finitaire, on est amené a se restreindre au sous-ensemble ordonné des
fonctions finitaires de X dans Y, qu'on note [X, Y.

Propriété 86. [X,Y]n, est un ensemble ordonné inductif.
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Démonstration. Soit F une partie filtrante de [X, Y]g,. Soit 2 un élément de X. Puisque
1'ordre sur les fonctions est point a point, la partie F,, = {f(x) | f € F'} de Y est filtrante,
et son unique supremum \/ .- f(z) existe donc dans Y. On a ainsi défini une fonction g
de X dans Y par g(z) = Vcp f(2). Cette fonction est monotone puisque si z < 2’ alors
tout élément de F), est inférieur & un élément de Fi/, et donc g(x) = \/ F, <\/ Fp = g(2/).
Cette fonction est finitaire puisque si P est une partie filtrante de X, on a

g(vx): \/f(\/x>: VAVZ C IRVAVE E IRV
zeP feF zeP fEF z€P z€P fEF zeP

Supposons h tel que h majore F'. Alors pour tout x € X et f € F, on a f(z) < h(z).
Donc g(z) =V jep f(x) < h(x) et g est bien le supremum de F. O

Le morphisme d'évaluation et la curryfication d'un morphisme finitaire sont définis
comme pour les ensembles ordonnés. Il faut simplement vérifier qu'ils sont finitaires.

Propriété 87. Le morphisme d'évaluation evxy : [X,Y]n x X = Y est finitaire.

Démonstration. Soit F' une partie de [X,Y]g, et P une partie de X. On a

evxy <\/F,\/X> = \/ f( \/ x)

fer zeX

= \/ \/ f(z) (f est finitaire)

feFzeX

= \/ \/ evxy(f,x).

feFzeX

Propriété 88. 5i f : Z x X — Y est une fonction finitaire, alors :
o pour tout z € Z la fonction monotone f,: X — Y est finitaire,
o curryxy z(f): Z = [X,Y]an est finitaire.

Démonstration. Conséquence immédiate du lemme 27. O

Opérateur de point fixe

Le théoreme 13 exprime l'existence d'un plus petit point fixe pour toute fonction f
de X dans X des lors que X est inductif et f finitaire. Pour interpréter la récursion
générale, il faut de plus que le calcul de ce plus petit point fixe soit lui-méme finitaire.

Propriété 89. La fonction fixx : [ X, X]fn — X qui envoie f dans fix(f) est finitaire.
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Les entiers naturels. Soient X et Y deux ensembles ordonnés et y un élément de Y
On écrit const(y) : X — Y pour la fonction qui envoie tout x sur y. Cette fonction est
finitaire.

Propriété 90. Soit X filtrant-complet. Il existe une fonction finitaire
matchy : 1T DiscN x (X x [DiscN, X]gn) = X
qui satisfait les équations suivantes.

matchx ({), fo, fs) = Lx (11.14)
matchx ((0), zo, fs) = xo (11.15)
match({n + 1), zo, fs) = fs(n) (11.16)

11.3.4. Le modéle inductif

On peut maintenant utiliser toute la structure étudiée en section 11.3.3 pour inter-
préter PCF dans les ensembles ordonnés inductifs. Cette interprétation va beaucoup
ressembler & celle de T dans les ensembles définie en section 10.2.3.

Chaque type A de PCF est interprété par un ensemble ordonné inductif [A]jng défini
par récurrence sur la structure de A.

Définition 93 (Modele inductif, interprétation des types et contextes). On interprete
chaque type A (resp. contexte I') par un ensemble [A]jng (resp. [I']ind) défini par récur-
rence sur sa structure comme suit.

[[_]]Ind : TypeT — Ind [[_]]Ind : COnT — Ind
[Nat]ng = T Disc N [Jina =1
[A = Bling = [[Alind> [Blind]fin [T,z : Aling = [T]ind X [A]ind

Comme pour le modeéle ensembliste de 7, les substitutions sont interprétées par des
fonctions a valeur dans le produit cartésien, et le jugement d'affaiblissement par une
projection. On ne répete pas ces définitions, identiques a ceci pres qu'elles définissent
des fonctions finitaires.

Définition 94 (Modele inductif, interprétation des termes). On interpréte une dériva-
tion de typage I' - M : A par une fonction finitaire de [I']jng dans [A]nq. La figure 11.5
présente les clauses de l'interprétation.

Lemme 28 (Fonctorialité). [A+ M[o]: Aljnga =[T'F M : Aljngo [AF 0 : T']ing-
Théoréme 14 (Invariance). SiI'- M : A et M —g M’ alors
[CHM:Aljg =[TF M : Aljna.

Démonstration. C'est la conséquence directe du lemme 28 et de toutes les équations
établies a la section 11.3.3. O
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' M :Nat

11.3. Un modéle dans les ensembles ordonnés inductifs

'-M:A— B
't app(M,N): B

ﬁ I,z:A-M:B

I'+fun(z.M): A— B

|lF F zero : Nat
4l Ind

" T M : Nat

't suc(M) : Nat

'FN:A

F,J;:Natl—P:A-

I' - matchyae (M, N,z.P) : A

'FM:A— A
F'Ffix(M): A

[~ling : PCF(I'; A) = [T]ind — [Alind
I'Dx: Al
I'Fx: A
[HN:A]

=meo[[' D x: A]ind
Ind

= €V[A]ing,[Blina © (f,9)

Iind ouf=[FM:A— Bl

g=[T'FN:A]ind

= curry([lyz: A+ M : B]ing)

Ind

= const((0))

= (suc) o [I' + M : Nat]ng
Ind

= matChﬂA]|nd (fv 9, h)

lind  ou f=[I'F M :Nat]jng

g=[CFN:A]jng
h=[Iz:NatF P: A]ind

]] = ﬂX[[A]]Ind o [[M]]Ind
Ind

F1G. 11.5. : Modeéle inductif de PCF : termes
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Pour établir le lemme qui suit, il faut de nouveau définir une relation logique entre les
termes de T et les éléments du modele.
Lemme 29 (Adéquation du modele inductif). Soit - = M : Nat.
o Si[-F M :Nat]jng() = () alors M 7.
o Si[-+ M :Nat]ing() = (n) alors M =7, 1it(n).

Corollaire 14. Soient ' - M : A etI'F N : A. Si [T M : Afjng < [I'F N @ A]ind
alorsTHM < N @ A.
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Exercices
* Ex. 20 --- Expliciter la définition de K[\ M].

* Ex. 21 --- Démontrer le lemme 23. En déduire une définition inductive du juge-
ment OJ: (AF B);I'F K : A.

* Ex. 22 --- Démontrer la propriété 61.

* Ex. 23 --- Démontrer le lemme 26.

* Ex. 24 --- Démontrer que la relation I' F — < = : A équipe l'ensemble PCF(T; A)
d'une structure de préordre.

* Ex. 25 --- Démontrer la propriété 66.
** Ex. 26 --- Démontrer la propriété 80.

* Ex. 27 --- Définir une construction qui ajoute un maximum & un (pré)ordre X uni-
quement en utilisant les constructions de la section 11.3.2.

* Ex. 28 --- Démontrer la propriété 82.

* Ex. 29 --- Soient X7 et X5 des ensembles ordonnés inductifs. Soit P une partie fil-
trante de X x Xs. Soit P; la partie de X; définie comme 7;(P) pour i{1,2}. Démontrer
que P; et P, sont filtrantes, puis que \/ P = (\/ P,V P%).

* Exercice 30 Propriétés de la cloture contextuelle

Démontrer les propriétés 52 a 56.

*** Exercice 31 Evaluation & grands pas

On définit le jugement inductif M |} V par les regles suivantes.

fun(x.M) || fun(z.M) lit(n) § 1it(n)

M| fun(z.P)  P\N] |V M | 1it(n) My1it(0) NUV
app(M,N) | V suc(M) | 1it(n +1) matchy,e (M, N,z.P) | V
M | lit(n+1) Plz\1lit(n)] 4 V app(M, fix(M)) | V
matchyae (M, N,z.P) | V fix(M) |V

Les premieres questions ci-dessous utilisent les termes définis a la section 11.1.5.
1. Construire une dérivation de add 1it(1) 1it(2) § 1it(3).

2. Pourquoi ne peut-il pas y avoir de valeur V telle que Q2 |} V, informellement ?
Méme question pour le terme app(1it(0),1it(0)).
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3. Démontrer que la relation |}: Termper — Valper est déterministe.
4. Démontrer que si M |} V alors M —7, V.
5. Démontrer que si M —>, V alors M || V.

* Exercice 32 Equivalences et inéquivalences de PCF

Considérons les termes M; : Nat — Nat ci-dessous. On rappelle que ) désigne le
terme fix(fun(x.z)).

M, = fun(zx.matchya(z,2,y.1))

My = fun(x.matchyay (z,42,9.Q))

M3 = fun(x.matchyyy (2,42, 9.1))

M, = fun(x.matchyyy(z,42,9.2))

Ms = fun 12,2.Q

(v, )
x.matchyat (2,42, y.matchyae (y, 2, 2.13)))
(y,12,2.13)))
un(z.matchyat (x, 42, y.matchyat(x, 42, 2.0Q2)))

M7 = fun(z.matchyat (2,42, y.matchyat
Mg =
My =
My =

(
(
(
(
x.matchyag (2,42, y.matchyat
(
(
(
(

un(x.matchyac(x, 1, y.l))

1)

Donner les couples (M;, M;) tels que M; < M; : Nat — Nat. Si M; £ M; : Nat — Nat,
donner un contexte aussi simple que possible qui sépare les deux termes.

fun(
fun(
fun(
fun(
fun(
Mg = fun(
fun(
fun(
fun(
fun(z.

* Exercice 33 Relations d'ordre

Dans ce qui suit, S désigne un ensemble quelconque. On désigne par POrd(S) et Ord(.5)
par

POrd(S) = {R: S —— S| R est une relation de préordre}
Ord(S) ={R: S — S| R est une relation d'ordre}.

Pour chaque énoncé ci-dessous, déterminer s'il est vrai ou faux, et le cas échéant le
prouver ou donner un contre-exemple.

1. <4 U <5 est une relation de préordre sur S.

2. <1 N <y est une relation de préordre sur S.

3. Pour tout ensemble S, il existe une relation de préordre maximale sur S.
4

. Pour tout ensemble S, il existe une relation d'ordre maximale sur S.

** Exercice 34 Composantes fortement connexes d'un préordre

1. Démontrer que la construction décrite par la définition 82 construit bien un en-
semble ordonné.

2. Démontrer que l'application ¢ est monotone.
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11.3. Un modéle dans les ensembles ordonnés inductifs

Démontrer la propriété universelle de CC X, c'est-a-dire la propriété 64.

En déduire que CC X est 1'unique ensemble ordonné possédant cette propriété
universelle, a isomorphisme d'ordre pres. (Un isomorphisme d'ordre est une bijec-
tion (f, f~1) telle que f et f~! sont des fonctions monotones.)

* Exercice 35 Treillis

Donner 1'exemple d'un ensemble ordonné qui n'est pas un treillis.
Lister tous les treillis a un, deux, trois, et quatre éléments.
Démontrer qu'un treillis fini est nécessairement borné.

Donner 1'exemple d'un treillis qui n'est pas un treillis borné.

Donner 1'exemple d'un treillis borné qui n'est pas un treillis complet.

* Exercice 36 L'ordre partiel complet des suites
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