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| es deux dimensions des formules



L es formules de SKS

Lesformules of SKSont les (classes d’équivalence de) termes :

e a deux sortes : une pour lakomega, b, etc.) et une pour lermules(f, g, etc.);

e engendreés par la grammaire suivante :

a :::xa‘ﬁ,

f :::xf|J_

T|a|fAf|fVF;

e equipés des relatiorstructurelles.

— associativité et commutativité deet deV,
—unitées: TAf=f, 1VIf=f I1AL=1, TVT=T,
— involutivité de~: a = a.



Les formules en tant gu’objets de dimensior2

Les formules de SKS sont remplacées par tous les « circuits » engendrés par :

e deux couleurs de « fils » : vert pour les atomes, orange pour les formules;
e quatorze « composants », représentés ainsi :
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Six « composants » pour la structure des formules de SKS plus huit pgestian
explicite des ressourcesluplication, effacement, échange.

Chague « circuit » représente une famille de formules de SKS :
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Un peu de terminologie sur les polygraphes

Les « circuits » forment ug-polygraphe
— les deux sortes de « fils » sont desellules

— les quatorze « composants » sontzellules
— les « circuits » sont sé&scheminsu 2-fleches

Le «2 » représente les dewompositionpossibles, une par dimension/direction :
*0 _ = _ *1 _ —

La deuxieme compositiofix; g n'est définie que si l@-butdef et lal-sourcedeg
coincident, ce qui s’écritf; = g7.




La relation d’échange =y

Les circuits sont consider@sodulo déformation topologique

Ces mouvements sont controlés pardiation d’échange=; :

(fxog7) %1 (f{ %0 g) =01 Txog =01 (f7 %0 g) *1 (f*0 g7)

Cette relation est invisible sur les formules.



Equivalence de2-chemins

Chaque famille de formules de SKS est représentée par pludienesmins car :

e La gestion des ressources est désormais explicite :

v A
ek m =0
(x,x%,x) = (x,x,x) (x Ay, x Ay) = (x Ay, x

e Les formules de SKS sont munies des relations structurelles :

-l -

xVy)Vz=xV (yVz)
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Ces équivalences sont des objets de dimernkide méme que les demonstrations.



L es trois dimensions des démonstrations



L es demonstrations de SKS

Lesdémonstrations de SKs®nt tous les chemins de réécriture sur les formules
engendres par :

e les huitregles de déduction de SKS

T (xVy) Az L aVa
aVa (x Az)Vy a a
a/a (x Ay)V (zAt) a a

s (xVz)A(yVit) T a/N\a

e les relations structurelles, vues comme des regles utilisables dans les deux sens.



Les regles de déduction en dimensioh

Les huit regles de déeduction de SKS sont remplacées par des regles de reécriture porte
sur les2-chemins :

R

Ces objets sont de&scellulessur le2-polygraphe des formules.

Mais ces3-cellules ne sont pas suffisantes pour décrire toutes les demonstrations de
SKS : il faut encore leur ajouter déscellules correspondant aux relations structurelles
et aux opérations de gestion des ressources.



| es 3-cellules structurelles

Les relations structurelles sont remplacées pak le® = 18 cellules suivantes :

T ey e e
el el e e

Il y en a deux pour chacune des neuf équations : une dans chaque direction.

C’est une maniere, parmi d’autres, de représenter une équation entre formules.

On peut, au choix, remplacer une telle équation par :
— une équation entre I@schemins correspondant (on travaille dans un quotient),

— un couple dé-cellules (comme ici),
— une seulé-cellule (si I'on dispose d’'une présentation convergente équivalente).
Il y a d’autres possibilités comme nous le verrons plus loin.



Les 3-cellules de gestion des ressources

Elles sont divisées en deux familles :

e une premiere famille avet x 24 = 48 cellules :
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Les 3-cellules de gestion des ressources

Elles sont divisées en deux familles :

e Une seconde famille av@cx 26 = 52 cellules :

A8 el SeA Dl

el amhy e

Si on ne considere que césellules de gestion des ressources, on peut les présenter de
maniere convergente.

On peut ainsi calculer un représentant canonique pour todsdkeemins qui
representent la méme formule de SKS (sans les relations structurelles).

Mais si on ajoute les-cellules de déduction, cela crée des problemes de confluence.



The 3-polygraph of proofs

En ajoutant toutes cescellules aw2-polygraphe des formules, on obtient un
3-polygrapheavec :

e deux1-cellules (atome et formule),

e quatorze2-cellules (opérations de la structure),

e cent vingt-six3-cellules, dont cent pour la gestion des ressources.

On demontre que :

e Chaque chemin de réécriture engendreé pasesllules représente une demonstration
de SKS.

e Chaque démonstration de SKS peut étre representée par au moins un chemin de
réecriture.

Mais ces chemins de réécriture possedent une structersant des-chemins.

Révélons cette structure et voyons ce qui se passe...



La structure des 3-chemins



Les 3-chemins d’'un polygraphe

Les3-cheming’un polygraphe sont définis par récurrence ainsi :

e Une3-celluleF : f — g est aussi uB-chemin, def (sa2-source versg (son2-buf).
On représentera temporairem&momme un « bloc » :

m

fg

n

On peut couper verticalement ce bloc en trois endroits pour obtenir :

e Chaque2-cheminf est un3-chemin def dansf.



Les 3-chemins d’'un polygraphe

eSiF:f— f' etG:g— g’ sontdess-chemins, on peut les composer de trois manieres
différentes :



Les 3-chemins d’'un polygraphe

eSiF:f— f' etG:g— g’ sontdess-chemins, on peut les composer de trois manieres

differentes :

La premiere opération donmkexy G : f xg g — f' %o g’.

En coupe : -




Les 3-chemins d’'un polygraphe

eSiF:f— f' etG:g— g’ sontdess-chemins, on peut les composer de trois manieres
différentes :

&
&

F G

—'-1

La seconde opération donfeq G : f x; g — ' x; g’ (seulement sk; = G7).

En coupe : >



Les 3-chemins d’'un polygraphe

eSiF:f— f' etG:g— g’ sontdess-chemins, on peut les composer de trois manieres

differentes :

La troisieme opération donrfex, G : f — g’ (seulement sk; = G3).

En coupe : — —



Relations d’échange

Dans un polygraphe, on identifie |8Bscheminsmodulo relations d’échange
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La relation=; est un « fantdme » provenant de la dimensldqou l'inverse).

Mais les deux autres sont nouvelles et elles ont une interprétation logique : elles
identifient les3-fleches qui représentent la méme démonstration mais qui sont
distinguées par la syntaxe utilisée pour écrire les formules (« bureaucratie »).



La relation =y,

Regardons : ""” =02 =02

On peut aussi 'écrire :

(F*O GZ_) *2 (F;*o G) =02 F*OG =02 (FZ_*O G)*z (F*o G;)

L Ll Fx L |

; ; 09 [

T T T T
\ =02

Ou en coupe : fxo G Fxo G f'x0 G

=02 \

Ll L L

f g/ B ‘f/ g/

T T Fagg! T T

La relation=, identifie les démonstrations qui utilisent les deux mémes arguments, dan
deux sous-formules distinctes, mais dans un ordre différent (« bureaucratie de type A »



La relation =4,

Regardons : =12 =12

On peut aussi I'écrire :

(F*] GZ_) *2 (Fzrv‘q G) =12 F*] G =12 (FZ_ *1 G) *2 (F*] Gzr)

] Fag |E

T e ]

Ou en coupe : -~ FxG -
f %1 G\ fl=r ~I8

L — ]

g/ F*] g/ gl

La relation=,, identifie les démonstrations qui utilisent les deux mémes arguments, 'un
« suffisamment a I'intérieur de I'autre », mais dans un ordre différent (« bureaucratie de
type B »).



Comparaison entre termes et polygraphes

Si I'on utilise des termes pour décrire les formules :

e les deux types de « bureaucratie » apparaissent tres différents par essence;
e ON peut écrire des équations qui decrivent le type A (technique) ;

e il esttresdifficile d’en écrire pour le type B.

Si les formules sont les-chemins d’un polygraphe :

e les deux types de « bureaucratie » sont similaires et controles par :

(F *i G_) *)’ (Fj— *i G) Eij F‘ki G Eij (F]_ *i G) *j (F *i G;L) pouri < ],

)

e CeS équations ont une interprétation « géométrique » : ce sont des déformations.



Dimensions supérieures



Démonstrations en trois dimensions

La représentation « bloc » n’est pas fidéle. A la place, on utilise un analogue
tridimensionnel de la dualité qui a donné la représentation « circuit 2-dasmins :
e chaquei-cellule est dessinée comme un objet de dimengiona i) ;

e puis les2 et 3-cellules sont « gonflées » pour étre mises en valeur.

Appliquons cette recette surdacellule suivante :

N I

Les demonstrations sont tous les LEGO que I'on peut construire a l'aide de ces
composants elémentairespduloles déformations topologiques correspondant aux

relations d’échange.



Une démonstration en trois dimensions




Une démonstration en trois dimensions




Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

=

(aAb)V (a/ADb)



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

=

(aAb)V (a/ADb)



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

<

(aADb)V(aAb) (aVa)A(bVDb)



Une démonstration en trois dimensions

g\ Q\NW/—
Al\i\,uv‘l\\w

En coupe :

(aVa)A(bVDb)

(aAb)V (a/ADb)



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

g_,éﬁ A

(aAb)V(aAb) (aVa)A(bVDb) (aVa)A(bVDb)



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

(aAb)V (a/ADb)

3

(aVa)A(bVb)

(aVa)A\(bVb)



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

PR —=y

(aAbD)V(aAb) (aVa)A(bVDb) (aVa)A(bVDb) a/A\Db



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

b=

(aAb)V(aAb) (aVa)A(bVD) (aVa)A(bVDb) a/Ab



Une démonstration en trois dimensions

En coupe :

b=

(aAD)V(aAb) (aVa)A(bVDb) (aVa)A(bVDb) a/A\b



Une demonstration en trois dimensions (versio)




Une demonstration en trois dimensions (versio)




Une demonstration en trois dimensions (versio)




Une demonstration en trois dimensions (versio)




La quatrieme dimension

Les polygraphes fournissent aussi une structure algébriquééamgnstrations portant
sur des demonstrationdes qu’elles sont produites par des regles locales.

Par exemple :

_O

C’est uned-cellulesur le3-polygraphe des démonstrations...
... les calculs gu’elle engendre sont deshemins



La quatrieme dimension

Un autre exemple : les relations entre formules. Elles peuvent étre vues comme :
e Un couple de&-cellules, une dans chaque direction plus

e Un couple dél-cellules (preuves que lI&scellules sont ud-isomorphisme).
Par exemple, la relation d’associativité Aalevient :

SN SN

| |

Dans ce cadre, les calculs locaux sur les démonstrations sont des objets de didhension
donc munis de la structure suivante :
e 4 compositions, les trois anciennes pkis

e 6 types de « bureaucratie », les trois anciens plys =13 et =»s.



Conclusion

Ainsi les polygraphes proposent un cadre alternatif pour la théorie de la démonstration.
Ses principaux avantages sont les suivants :

e Exhiber les dimensions cachées des formules et des démonstrations permet de
contrOler les difféerents types de bureaucratie a I'aide des relations d’échange, qui ont
toutes la méme forme.

e Les démonstrations ont des représentations tridimensionnelles, dans lesquelles les
relations d’eéchange apparaissent comme des mouvements topologiques.

e Les calculs locaux portant sur les démonstrations ont une place et une structure
naturelles, en dimensich

A suivre...
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