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1 Logique des propositions1.1 Formules de la logique des propositionsL'ensemble Fp des formules de la logique des propositions est d�e�ni �a partir d'un ensemble �p desymboles de propositions et d'un ensemble �
 de 
onne
teurs logiques permettant de 
onstruiredes formules �a partir d'autres formules. Un formule de la logique des propositions est don
 un�el�ement de (�p[�
)?, 
'est �a dire une suite �nie de symboles appartenant �a �p[�
. Toutefois,tous les �el�ements de 
et ensemble ne sont pas des formules de la logique des propositions. Parexemple, si p et q sont des symboles de proposition et si l'ensemble �
 
ontient le 
onne
teurbinaire ^, pq n'est pas une formule alors que p^ q est une formule (si les formules sont �e
rites enforme in�xe). C'est l'analyse syntaxique qui permet de d�eterminer si un �el�ement de (�p [ �
)?est une formule. Plusieurs te
hniques 
oexistent pour r�esoudre 
e type de probl�emes et rel�eventd'un 
ours de 
ompilation. Dans tout 
e qui suit, on 
onsid�erera qu'une telle analyse a d�eja �et�ee�e
tu�ee. La syntaxe abstraite des formules de Fp est souvent donn�ee sous la forme d'une \r�eglede grammaire" BNF (Ba
hus Naur Form) 
omme suit :' ::= p j :' j ' ^ ' j ' _ ' j ') ' j ', 'Cette r�egle exprime qu'une formule est soit un symbole de proposition, soit une formule obtenueen appliquant un 
onne
teur logique sur d'autres formules. Dans 
e qui suit on notera p, q, r, ...les symboles propositionnels et on 
onsid�erera l'ensemble �
 = f:;^;_;);,g des op�erateurslogiques usuels. Ex
ept�e l'op�erateur : de n�egation qui est un 
onne
teur unaire, tous 
es 
on-ne
teurs sont binaires (i.e., ils s'appliquent sur 2 formules). En fait, l'ensemble F
 est d�e�ni demani�ere indu
tive �a partir de �p [�
 
omme suit :� tout �el�ement de �p est dans Fp� si ' 2 Fp alors :' 2 Fp� si '; 2 Fp alors ' ^  , ' _  , ')  et ',  sont des �el�ements de Fp.Par exemple, p , (q _ r) est une formule de Fp. On remarquera que des parenth�esesapparaissent dans 
ette formule alors qu'elles ne sont pas pr�esentes dans l'ensemble des symbolesutilis�es pour d�e�nir Fp : en fait, la d�e�nition de Fp exprime la syntaxe abstraite des formules quisont don
 vues au travers de leurs arbres de syntaxe abstraite. Les symboles de parenth�eses fontpartie de la syntaxe 
on
r�ete (utilis�ee avant l'analyse syntaxique) et permettent d'indiquer sansambiguit�e sur quels arguments portent les 
onne
teurs. I
i, nous 
onsid�ererons que l'analysesyntaxique des formules a d�ej�a �et�e e�e
tu�ee et nous utiliserons les parenth�eses uniquement pourindiquer sur quels arguments s'appliquent les 
onne
teurs sans avoir �a repr�esenter l'arbre desyntaxe abstraite.S'agissant d'une d�e�nition indu
tive, les formules de Fp sont exa
tement les th�eor�emes dusyst�eme d'inf�eren
e du tableau 1. Les jugements sur lesquels portent les r�egles de 
e syst�emesont des suites quel
onques de symboles appartenant �a l'ensemble � = �p [ �
. Par exemple,q:_ p est un jugement qui n'admet pas d'arbre de d�erivation (
e qui 
orrespond au fait qu'il nes'agit pas d'une formule), alors que le jugement p, (q_r) admet l'arbre de d�erivation suivant :(F6) : (F1) : p (F4) : (F1) : q (F1) : rq _ rp, (q _ r)2



(F1) : p (p 2 �p) (F2) : ':' (F3) : '  ' ^  (F4) : '  ' _  (F5) : '  ')  (F6) : '  ',  Table 1: Syntaxe abstraite des formules de FpIl s'agit en fait de l'arbre de syntaxe abstraite de la formule p, (q _ r) 2 Fp.Pour repr�esenter les formules de Fp en O
aml, on d�e�nit le type suivant :type 'a formul =Prop of 'a | Neg of 'a formul| Impl of 'a formul*'a formul | And of 'a formul*'a formul| Or of 'a formul*'a formul | Equiv of 'a formul*'a formul ;;Le 
onstru
teur Prop permet d'obtenir une formule �a partir d'un symbole propositionnel de �p :le type de 
es symboles n'est don
 pas �x�e (il s'agit de la variable de type 'a et le type desformules est don
 polymorphe). Les autres 
onstru
teurs 
orrespondent aux �el�ements de �
.Par exemple, si on 
hoisit d'indexer les symboles propositionnels par des entiers, pour d�e�nirla formule :(p1 , (p2 ) p3)), on �e
rira :# let f = Neg(Equiv(Prop(1),(Impl(Prop(2),Prop(3)))));;f sera alors de type int formul.1.2 Formes normales, ClausesComme nous le verrons, il existe essentiellement deux 
at�egories de m�ethodes permettant ded�eterminer si une formule est \vraie" : soit on en �etablit une preuve, soit on se base surl'interpr�etation de 
ette formule. Dans les deux 
as nous aurons parfois besoin de 
ontraindrela forme des formules 
onsid�er�ees a�n de pouvoir appliquer 
ertaines m�ethodes. Toute formule' 2 Fp peut être transform�ee en une formule d'une 
ertaine forme, dite forme normale, quilui est \logiquement" �equivalente. Nous verrons par la suite 
e que peut signi�er l'�equivalen
e\logique". Plusieurs formes normales peuvent être envisag�ees : on 
onsid�ere i
i les formesnormales disjon
tives et 
onjon
tives. Tout d'abord, nous dirons qu'une formule est un litt�eralsi elle s'�e
rit p ou :p o�u p est un symbole propositionnel. Dans le premier 
as, nous dironsqu'il s'agit d'un litt�eral positif , tandis que dans le deuxi�eme 
as, nous dirons qu'il s'agit d'unlitt�eral n�egatif . Une formule sera alors en forme normale 
onjon
tive si elle s'�e
rit 
ommela 
onjon
tion de disjon
tions de litt�eraux et sera en forme normale disjon
tive si elle s'�e
rit
omme la disjon
tion de 
onjon
tions de litt�eraux. Par exemple, la formule :p1 ^ (p2 _ :p3 _ :p1) ^ (:p2 _ p3)est en forme normale 
onjon
tive, alors que la formule :p2 _ (:p1 ^ :p3) _ (:p1 ^ p2) _ (:p2 ^ p3)3



est en forme normale disjon
tive.On peut voir une formule en forme normale 
onjon
tive 
omme une liste de disjon
tionsde litt�eraux reli�ees par le 
onne
teur ^. Cha
une de 
es disjon
tions est appel�ee une 
lause .Lorsqu'une 
lause 
ontient au plus un litt�eral positif (
'est �a dire 0 ou 1 litt�eral positif), 
ette
lause est une 
lause de Horn .Les disjon
tions de litt�eraux et les 
onjon
tions de litt�eraux peuvent être repr�esent�ees parun même type regroupant dans des listes, d'une part les litt�eraux positifs, et d'autre part leslitt�eraux n�egatifs.type 'a list_lit = {lit_positif: 'a list; lit_negatif: 'a list};;Une formule en forme normale sera alors repr�esent�ee par une liste de disjon
tions ou de 
onjon
-tions de litt�eraux, 
'est �a dire par une liste dont les �el�ements sont de type 'a list lit. Biensûr, en adoptant 
ette repr�esentation, on perd l'information permettant de savoir si les litt�erauxpr�esents dans les deux listes sont reli�es par un ^ ou un _. Ce
i n'est pas g�enant puisqu'il suÆrade disposer de deux fon
tions di��erentes, 
orrespondant aux deux 
as possibles, pour trans-former une formule repr�esent�ee par un objet de 
e type en une formule de type 'a formul. Une
lause est repr�esent�ee par un objet de type 'a list lit.1.3 Interpr�etations et mod�elesPour le moment nous n'avons pas donn�e de signi�
ation aux formules de la logique des propo-sitions : nous savons seulement 
onstruire 
et ensemble ou bien d�eterminer si une formule estsyntaxiquement 
orre
te ou non. Nous allons �a pr�esent interpr�eter 
es formules en leur asso
iantune valeur. Tout 
omme les expressions arithm�etiques s'�evaluent en une valeur num�erique, lesformules de Fp s'�evaluent en une valeur bool�eenne, 
'est �a dire un �el�ement de IB = ftrue; falseg.Pour pouvoir asso
ier une signi�
ation aux formules de Fp, il faut tout d'abord asso
ier unesigni�
ation �a 
ha
un des symboles qui peuvent apparâ�tre dans 
es formules, 
'est �a dire aux�el�ements de �p [ �
. Par exemple, pour pouvoir dire si la formule p ) q est \vraie" il fautnon seulement 
onnâ�tre la signi�
ation du 
onne
teur ) mais aussi 
onnâ�tre les \valeurs dev�erit�e" de p et q. Alors que la signi�
ation des 
onne
teurs logiques est �xe, 
elle des symbolespropositionnels ne l'est pas puisque, par nature, 
es symboles d�enotent des variables proposition-nelles qui peuvent être soit vraies, soit fausses. Il n'est don
 pas possible d'�evaluer une formulesans 
onnâ�tre la valeur de v�erit�e des symboles propositionnels qui la 
omposent : une formules'�evaluera don
 �etant donn�ee une interpr�etation de 
es symboles, en
ore appel�ee une valuation.Une valuation est une fon
tion � de �p dans IB.En O
aml, on pourra repr�esenter une valuation par une liste de 
ouples (p; b) o�u p est unsymbole propositionnel et b un bool�een. Une valuation sera don
 de type ('a * bool) list. Parexemple, la valuation � sur �p = fp1; p2; p3g telle que �(p1) = true, �(p2) = true et �(p3) = falsesera repr�esent�ee par la liste [(p1; true); (p2; true); (p3; false)℄. Pour 
onnâ�tre la valeur asso
i�ee �a unsymbole propositionnel par une valuation repr�esent�ee de 
ette fa�
on, on pourra utiliser la fon
tionpr�ed�e�nie asso
. Par exemple, l'expression (asso
 p2 [(p1; true); (p2; true); (p3; false)℄) s'�evalue �ala valeur true. Une telle repr�esentation ne 
orrespond pas exa
tement �a la d�e�nition donn�eepuisqu'une valuation � asso
ie un bool�een �a tous les symboles propositionnels alors qu'une listede 
ouples de la forme (p; b) peut ne fournir la valeur asso
i�ee �a un symbole propositionnel quepour un sous-ensemble de �p. En d'autres termes, dans la d�e�nition 
lassique d'une valuation, �est vue 
omme une fon
tion totale alors que sa repr�esentation en O
aml permet de l'envisager4




omme une fon
tion partielle. Toutefois, nous verrons pas la suite que 
ette possibilit�e peut êtreutile dans 
ertains 
as.Il reste maintenant �a interpr�eter les symboles de �
. Puisque l'on 
onnait les valeursbool�eennes des symboles propositionnels, 
es 
onne
teurs vont s'interpr�eter 
omme des fon
-tions bool�eennes (
'est �a dire des fon
tions dont les arguments et le r�esultat sont dans IB).Comme nous l'avons d�ej�a dit, la signi�
ation qui est donn�ee �a 
es 
onne
teurs ne d�epend pasdes valeurs asso
i�ees aux symboles propositionnels par une valuation � et on notera [[:℄℄, [[^℄℄,[[_℄℄, [[)℄℄ et [[,℄℄ les fon
tions bool�eennes 
orrespondant aux 
onne
teurs de �
. Leur d�e�nitionest 
lassique et est rappel�ee dans la table de v�erit�e suivante :b1 b2 [[:℄℄b1 b1[[^℄℄b2 b1[[_℄℄b2 b1[[)℄℄b2 b1[[,℄℄b2true true false true true true truetrue false false false true false falsefalse true true false true true falsefalse false true false false true trueIl est �a pr�esent possible de d�e�nir, �etant donn�ee une valuation �, la valeur [['℄℄� asso
i�ee �aune formule '. On 
onstruit don
 un prolongement, souvent not�e �, de � aux formules : toutevaluation � admet un prolongement unique � �a F d�e�ni 
omme suit. Soit ' une formule de Fpet une � valuation.[['℄℄� = 8>>>>>><>>>>>>:
�(p) si ' = p (p 2 �p)[[:℄℄[[ ℄℄� si ' = : ( 2 Fp)[[ 1℄℄� [[^℄℄[[ 2℄℄� si ' =  1 ^  2 ( 1;  2 2 Fp)[[ 1℄℄� [[_℄℄[[ 2℄℄� si ' =  1 _  2 ( 1;  2 2 Fp)[[ 1℄℄� [[)℄℄[[ 2℄℄� si ' =  1 )  2 ( 1;  2 2 Fp)[[ 1℄℄� [[,℄℄[[ 2℄℄� si ' =  1 ,  2 ( 1;  2 2 Fp)Nous venons don
, en asso
iant une signi�
ation �a 
ha
un des symboles de � = �p [�
, ded�e�nir l'interpr�etation des formules de Fp. Si l'on se repla
e dans le 
adre un peu plus g�en�eralou l'on 
onsid�ere que Fp est l'ensemble d�e�ni indu
tivement �a partir des symboles de � asso
i�es�a une arit�e, on remarque que la d�e�nition du s
h�ema d'interpr�etation des formules 
onsiste �ad�e�nir :� un domaine d'interpr�etation, i
i l'ensemble IB� pour 
haque symbole o 2 �, une fon
tion [[o℄℄ : IBn ! IB o�u n est l'arit�e de oCe pro
�ed�e est 
lassique et nous y reviendrons dans la se
tion suivante.Les fon
tions [[^℄℄ et [[_℄℄ sont pr�ed�e�nies dans le langage O
aml, il s'agit respe
tivementdes primitives & et or portant sur des objets de type bool. Ces deux primitives permettent�egalement d'implanter les fon
tions [[)℄℄ et [[,℄℄ puisqu'il suÆt de remarquer que l'on a les�equivalen
es suivantes :p, q j�j (p) q) ^ (q ) p) et p) q j�j :p _ qo�u j�j est une relation d'�equivalen
e entre formules d�e�nie plus bas. D'autre part, on remarqueraque la fon
tion [[,℄℄ peut être implant�ee en utilisant le r�esultat suivant :[[p, q℄℄� = true si et seulement si [[p℄℄� = [[q℄℄�5



Exer
i
e 1.1D�e�nir en O
aml une fon
tion eval formul d'�evaluation des formules de type :'a formul -> ('a * bool) list -> boolOn introduit �a pr�esent la notion de formules �equivalentes : on dira que deux formulessont �equivalentes si, quelque soit la valuation que l'on 
onsid�ere, 
es deux formules s'�evaluent �ala même valeur. 8'; 2 Fp ' j�j si et seulement si 8�; [['℄℄� = [[ ℄℄�Par d�e�nition, 
ette relation est r�e
exive, sym�etrique et transitive et est don
 une relationd'�equivalen
e sur Fp. Par exemple, il est 
lair que les formules p ^ q et q ^ p sont �equivalentesquelles que soient les valeurs des symboles propositionnels p et q puisque l'on peut v�eri�er quel'op�eration [[^℄℄ est 
ommutative.Pour d�eterminer si deux formules ' et  sont �equivalentes il faut don
 
omparer pour toutevaluation � les valeurs [['℄℄� et [[ ℄℄� . Or si l'ensemble �p est in�ni, l'�enum�eration de toutes lesvaluations possibles est elle aussi in�nie (i.e., ne termine pas). Toutefois, on peut remarquerque l'�evaluation d'une formule ' d�epend uniquement des valeurs asso
i�ees aux symboles propo-sitionnels qui la 
omposent. Par exemple, pour �evaluer la formule p^ q, il suÆt de 
onnâ�tre lesvaleurs de p et q. Etant donn�e un ensemble �ni E de symboles propositionnels, on d�e�nit unerelation =E sur l'ensemble des valuations 
omme suit :�1 =E �2 si et seulement si 8p 2 E; �1(p) = �2(p)Autrement dit, �1 =E �2 si et seulement si les valuations �1 et �2 asso
ient les mêmes valeurs �atous les �el�ements de E. On montre alors fa
ilement que le r�esultat de l'�evaluation d'une formule' ne d�epend que de la valeur asso
i�ee aux symboles propositionnels qui la 
omposent.Soit ' une formule, E l'ensemble des symboles propositionnels qui la 
omposent, et �1 et�2 deux valuations. Si �1 =E �2 alors [['℄℄�1 = [['℄℄�2 .Aussi, en notant �j' la restri
tion d'une valuation � aux symboles propositionnels apparais-sant dans ', on montre fa
ilement que [['℄℄� = [['℄℄�j' . En utilisant 
ette propri�et�e, il devientpossible de d�eterminer en temps �ni si deux formules sont �equivalentes. En e�et, même sil'ensemble �p est in�ni, puisque l'ensemble des formules est d�e�ni de mani�ere indu
tive, lesformules sont obtenues en appliquant un nombre de fois �ni les 
onstru
teurs et 
ontiennentdon
 un nombre �ni de symboles propositionnels. Pour tester l'�equivalen
e de deux formules,il suÆra don
 de 
onsid�erer l'ensemble des valuations portant sur l'ensemble �ni des symbolespropositionnels apparaissant dans les deux formules envisag�ees. Cet ensemble est �ni et il estalors possible, en temps �ni, de 
omparer le r�esultat de l'�evaluation des deux formules pourtoutes les valuations de 
et ensemble.Exer
i
e 1.2Pour tester l'�equivalen
e de deux formules en temps �ni, il faut pouvoir disposer de l'ensemble�ni des symboles apparaissant dans 
es formules. Nous allons utiliser les listes (sans doublons)pour repr�esenter les ensembles.1. D�e�nir en O
aml une fon
tion symbols formul 
al
ulant l'ensemble (sans doublons) dessymboles apparaissant dans une formule (le type de 
ette fon
tion est 'a formul -> 'alist). 6



Il nous faut �a pr�esent, �etant donn�e un ensemble �ni E de symboles propositionnels, 
al
ulerl'ensemble des valuations possibles sur E. Nous avons vu qu'une valuation �etait repr�esent�ee parune liste. Cet ensemble sera don
 une liste de listes.2. D�e�nir en O
aml une fon
tion list valuations permettant de 
al
uler l'ensemble desvaluations possibles sur un ensemble E. Le type de 
ette fon
tion est :'a list -> ('a * bool) list listPour tester l'�equivalen
e de deux formules, il suÆt maintenant de 
onstruire l'ensemble E dessymboles propositionnels apparaissant dans 
es deux formules, puis de 
onstruire l'ensemble desvaluations sur E, et de v�eri�er que pour 
ha
une de 
es valuations les deux formules s'�evaluent�a la même valeur.3. D�e�nir en O
aml une fon
tion equiv formules permettant de tester si deux formules sont�equivalentes.Etant donn�ee une valuation �, nous savons maintenant d�eterminer si une formule ' est vraielorsque la valeur de 
ha
un de ses symboles propositionnels est d�etermin�ee par �. Dans le 
aso�u [['℄℄� = true, on dira que ' est satis�able , qu'elle est satisfaite par �, ou bien que � est unmod�ele de ' et on �e
rira j=� '. Quand il n'existe au
une valuation qui satisfait ', ' et diteinsatis�able et si toutes les valuations satisfont ', alors ' est appel�ee une tautologie .On �etend 
es d�e�nitions aux ensembles de formules : si � est un ensemble de formules, ondira qu'une valuation � satisfait �, 
e que l'on notera j=� �, si et seulement si 8' 2 �; [['℄℄� =true et dans 
e 
as on dira que � est un mod�ele de � (
'est �a dire une valuation qui satisfaitsimultan�ement toutes les formules de �). Quand une telle valuation existe, � est dit satis�able,dans le 
as 
ontraire � est dit insatis�able.Exer
i
e 1.3Pour d�eterminer si une formule est satis�able, il suÆt de 
onstruire l'ensemble des valua-tions possibles portant sur l'ensemble des symboles propositionnels qui apparaissent dans 
etteformulle, puis de v�eri�er si parmi les valuations pr�esentes dans 
et ensemble, il en existe une quisatisfait la formule 
onsid�er�ee. On pro
�ede de la même mani�ere pour d�eterminer si une formuleest une tautologie en v�eri�ant que toutes les valuations satisfont la formule 
onsid�er�ee.1. D�e�nir en O
aml une fon
tion satisfiable qui permet de tester si une formule ' estsatis�able.2. D�e�nir en O
aml une fon
tion tautologie qui permet de tester si une formule ' est unetautologie.L'ensemble des valuations possibles sur les symboles propositionnels apparaissant dans uneformule ' 
ontenant n symboles propositionnels distin
ts 
ontient 2n �el�ements. Aussi, d�eterminersi une formule est satis�able ou est une tautologie peut 
onduire �a envisager 2n valuations 
equi est tout �a fait ineÆ
a
e lorsque n est grand. Nous pr�esenterons par la suite des m�ethodesplus eÆ
a
es, dans 
ertains 
as, permettant de r�epondre �a 
es questions.Bien souvent, il peut être utile de d�eterminer si une formule est vraie �a 
haque fois qu'une ouplusieurs autres formules sont vraies. C'est le 
as par exemple lorsque l'on veut �etablir qu'uneformule est vraie en faisant pour hypoth�ese qu'une ou plusieurs autres formules sont vraies.On introduit don
 la notion de 
ons�equen
e s�emantique : une formule ' est une 
ons�equen
e7



s�emantique d'une autre formule  si 
haque valuation qui satisfait  satisfait aussi '. Dans
e 
as on �e
rira  j= '. Par exemple, on v�eri�e fa
ilement que la formule p est une 
ons�equen
es�emantique de la formule p^q puisque les seules valuations qui satisfont p^q sont les valuations� telles que �(p) = true qui satisfont �evidemment la formule p. On peut �etendre la relationde 
ons�equen
e s�emantique de mani�ere �a envisager les valuations qui satisfont simultan�ementtoutes les formules d'un ensemble de formules. On dira alors qu'une formule ' est 
ons�equen
es�emantique d'un ensemble � de formules si 
haque valuation qui satisfait simultan�ement lesformules de � satisfait aussi '. Dans 
e 
as, par abus de notation, on �e
rira � j= '. j= ' si et seulement si 8�; (si j=�  alors j=� ')� j= ' si et seulement si 8�; (si (8 2 � j=�  ) alors j=� ')Par exemple, on peut fa
ilement v�eri�er que fp; qg j= p ^ q puisque les seules valuations quisatisfont simultan�ement les formules p et q sont les valuations � telles que �(p) = true et�(q) = true qui satisfont �evidemment la formule p ^ q.Exer
i
e 1.4Pour d�eterminer si une formule ' est 
ons�equen
e s�emantique d'une formule  , il faut toutd'abord 
onstruire l'ensemble des valuations possibles portant sur les symboles apparaissant dans ou ', puis s�ele
tionner 
elles qui satisfont  .1. D�e�nir en O
aml une fon
tion list valuations true permettant d'obtenir �a partir d'uneliste de valuations la liste de 
elles qui satisfont une formule.2. En d�eduire une fon
tion 
ons sem qui permet de d�eterminer si une formule ' est 
ons�equen
es�emantique d'une formule  .On pro
�ede de mani�ere identique pour d�eterminer si une formule ' est 
ons�equen
e s�emantiqued'une ensemble � de formules. On doit don
 
onstruire la listes des valuations possibles sur lessymboles propositionnels apparaissant dans les formules de � ou ', puis s�ele
tionner parmi elles
elles qui satisfont simultan�ement toutes les formules de � :3. D�e�nir en O
aml une fon
tion 
ons sem E qui permet de d�eterminer si une formule ' est
ons�equen
e s�emantique d'un ensemble E de formules.Remarque. Il est possible de red�e�nir l'�equivalen
e \logique" entre deux formules en utilisantla notion de 
ons�equen
e s�emantique. En e�et, on peut fa
ilement montrer que deux formules' et  sont �equivalentes si et seulement si ' est 
ons�equen
e s�emantique de  et vi
e-versa :' j�j si et seulement si (' j=  et  j= ')1.4 Mise en forme normaleNous pr�esentons i
i deux m�ethodes permettant d'obtenir, �a partir d'une formule quel
onque ',une formule  en forme normale (
onjon
tive ou disjon
tive) telle que ' j�j . En fait, 
es deuxm�ethodes 
onstituent une d�emonstration 
onstru
tive de la proposition suivante :Pour toute formule ' 2 Fp, il existe une formule  1 en forme normale 
onjon
tive et uneformule  2 en forme normale disjon
tive telles que ' j�j 1 j�j 2.En e�et, la d�emonstration de l'existen
e des formules  1 et  2 est 
onstru
tive puisque l'onindique i
i un algorithme permettant de 
onstruire e�e
tivement 
es deux formules. Il restera8



don
 �a montrer que 
es algorithmes terminent et pr�eservent l'�equivalen
e, 
e que nous feronspour la premi�ere m�ethode.Dans 
e qui suit, l'emploi des termes \forme normale" et \normalisation" peut semblerabusif. En e�et, une même formule admet plusieurs formes normales 
onjon
tives ou disjon
tives�equivalentes (par exemple p^(q_r) et (r_q)^p sont deux formules en forme normale 
onjon
tive�equivalentes). Il n'y a don
 pas uni
it�e1.1.4.1 Mise en forme normale par transformations syntaxiquesIl est possible d'obtenir la forme normale d'une formule par transformations su

essives en luiappliquant les \r�egles de r�e�e
riture" suivantes dans l'ordre indiqu�e. Ces r�egles reposent surdes �equivalen
es entre formules qui s'�etablissent fa
ilement. A l'issue de 
ha
une des �etapesd�e
rites 
i-dessous, l'�equivalen
e entre les formules de d�epart et les formules d'arriv�ee est don
bien garantie.(1.) Elimination des 
onne
teurs ) et , Une formule en forme normale ne 
ontient plusque les 
onne
teurs :, ^ et _. Il s'agit don
 tout d'abord d'�eliminer toutes les o

urren
es desdeux 
onne
teurs) et, de la formule 
onsid�er�ee. Pour 
e faire, on utilise les deux �equivalen
essuivantes : (',  ) j�j ((')  ) ^ ( ) ')) (')  ) j�j (:' _  )vues 
omme des r�egles de r�e�e
riture (de la gau
he vers la droite). On �eliminera tout d'abord le
onne
teur , puis le 
onne
teur ). A 
haque fois que l'on applique 
es transformations, uneo

urren
e du 
onne
teur 
onsid�er�e disparait. Le nombre d'o

urren
es de 
e 
onne
teur �etant�ni, 
ette �etape termine.Exer
i
e 1.5D�e�nir en O
aml une fon
tion elim impl equiv qui permet, de mani�ere r�e
ursive, d'�eliminersimultan�ement toutes les o

urren
es des 
onne
teurs , et ) d'une formule.(2.) D�epla
ement des 
onne
teurs de n�egation Dans une formule en forme normale, lesn�egations s'appliquent uniquement sur des symboles propositionnels. On 
her
he don
 �a pr�esent�a d�epla
er \le plus �a l'int�erieur possible des formules" le 
onne
teur :. Pour 
ela, on utilise lesdeux �equivalen
es suivantes ::(' ^  ) j�j (:' _ : ) :(' _  ) j�j (:' ^ : )Il reste alors �a simpli�er la formule obtenue en 
onsid�erant l'�equivalen
e :::' j�j'I
i en
ore, l'�equivalen
e des formules obtenues apr�es 
ette transformation est garantie et 
ette�etape termine puisqu'�a 
haque it�eration, la profondeur d'un des 
onne
teurs augmente stri
te-ment, 
ette profondeur �etant born�ee puisque les formules sont �nies.Exer
i
e 1.6D�e�nir en O
aml une fon
tion neg prop qui permet, de mani�ere r�e
ursive, d'appliquerl'�etape (2.) �a partir d'une formule ne 
ontenant plus d'o

urren
es des 
onne
teurs , et ).A�n de prendre en 
ompte la simpli�
ation qui transforme ::' en ', un �ltrage suppl�ementairepourra être e�e
tu�e dans le 
as o�u la formule 
onsid�er�ee a �et�e 
onstruite �a partir du 
onne
teur:. 1
omme 
'est le 
as, par exemple, pour les termes du �-
al
ul qui se normalisent de fa�
on unique9



(3.) Distributivit�e A l'issue des deux �etapes pr�e
�edentes, la formule 
onsid�er�ee ne 
omporteplus que des litt�eraux (positifs ou n�egatifs) reli�es entre eux par les 
onne
teurs ^ et _. Nousallons don
 utiliser les propri�et�es de distributivit�e de 
es op�erateurs pour obtenir la formule enforme normale. Cette trannsformation repose sur les �equivalen
es suivantes :(' ^ ( _ �)) j�j ((' ^  ) _ (' ^ �)) (' _ ( ^ �)) j�j ((' _  ) ^ (' _ �))La distributivit�e de ^ sur _ va permettre d'obtenir la formule en forme normale disjon
tive alorsque la distributivit�e de _ sur ^ permettra d'obtenir 
ette formule en forme normale 
onjon
tive.I
i en
ore, l'�equivalen
e entre les formules est pr�eserv�ee par 
ette transformation qu'il suÆtd'appliquer un nombre de fois �ni pour obtenir une forme normale.Exer
i
e 1.7Pour implanter l'�etape (3.), il suÆt de pro
�eder de mani�ere r�e
ursive. On remarquera quelorsque la formule 
onsid�er�ee a �et�e obtenue �a partir du 
onne
teur :, 
elui-
i porte n�e
essairementsur un symbole propositionnel puisque l'�etape (2.) a �et�e appliqu�ee pr�e
�edemment. En�n, un testpourra être r�ealis�e pour d�ete
ter lorsque la formule est en forme normale et dans 
e 
as au
unappel r�e
ursif n'est e�e
tu�e. D�e�nir en O
aml deux fon
tions distrib and et distrib or quiappliquent respe
tivement la distributivit�e de ^ sur _ et de _ sur ^ jusqu'�a obtenir un point �xe(
'est �a dire jusqu'�a 
e que la propri�et�e de distributivit�e ne puisse plus être appliqu�ee).(4.) Simpli�
ations A l'issue de 
es trois �etapes, les formules obtenues sont en forme nor-male. On peut toutefois les simpli�er. En e�et, une formule en forme normale 
onjon
tive (resp.disjon
tive) s'�e
rit :  1 ^  2 ^ � � � ^  n (resp.  1 _  2 _ � � � _  n)o�u les formules  i sont des disjon
tions (resp. des 
onjon
tions) de litt�eraux. Deux situationspeuvent 
onduire �a simpli�er la formule.� Si un litt�eral apparâ�t plusieurs fois dans une disjon
tion (resp. dans une 
onjon
tion), onpeut n'en 
onserver qu'une unique o

urren
e puisque l'on a l'�equivalen
e p_ p j�j p (resp.p ^ p j�j p).� Si dans une disjon
tion (resp. 
onjon
tion) il existe des litt�eraux oppos�es, 
'est �a dire lelitt�eral p et le litt�eral :p, alors 
ette disjon
tion (resp. 
onjon
tion) est une tautologie(resp. insatis�able) puisque pour toute valuation �, [[p _ :p℄℄� = true (resp. �, [[p ^ :p℄℄� =false). Les formules  i �etant reli�ees par le 
onne
teur ^ (resp. _), on peut alors supprimerde la formule en forme normale 
ette disjon
tion (resp. 
ette 
onjon
tion) puisque, pourtout bool�een b, on a b[[^℄℄true = b (resp. b[[_℄℄false = b).Exer
i
e 1.8Pour implanter l'�etape (4.), nous allons tout d'abord transformer la repr�esentation de laforme normale obtenue �a l'�etape pr�e
�edente en utilisant le type list lit d�ej�a d�e�ni. En e�et,d�ete
ter la pr�esen
e de litt�eraux oppos�es au sein d'une disjon
tion (resp. d'une 
onjon
tion)sera plus ais�e si 
ette disjon
tion (resp. 
ette 
onjon
tion) est repr�esent�ee sous forme de listes.1. D�e�nir en O
aml deux fon
tions flat or et flat and permettant d'obtenir un objet de typelist lit �a partir d'une disjon
tion et d'une 
onjon
tion de litt�eraux. Ces deux fon
tionsutiliseront une fon
tion fusion normal form qui permet de fusionner deux objets de typelist lit en supprimant les doublons. 10



2. Utiliser 
es fon
tions pour d�e�nir deux fon
tions transfo FNC et transfo FND permettantde transformer une formule de type 'a formul en une liste d'objets de type list lit.3. Il reste maintenant �a e�e
tuer les simpli�
ations portant sur la pr�esen
e de litt�erauxoppos�es dans les disjon
tions et les 
onjon
tions. D�e�nir deux fon
tions litt oppos etsup litt oppos qui e�e
tuent 
ette simpli�
ation (la premi�ere d�ete
te la pr�esen
e de litt�erauxoppos�es et la deuxi�eme supprime de la liste les objets 
ontenant des litt�eraux oppos�es).Exer
i
e 1.9D�eduire des fon
tions d�e�nies dans les exer
i
es pr�e
�edents deux fon
tions fn
 et fnd demise en forme normale 
onjon
tive et disjon
tive.Exemple En utilisant 
ette m�ethode, la formule :(p1 , (p2 ) p3)) est transform�ee 
ommesuit : :(p1 , (p2 ) p3))(1:) :((:p1 _ (p2 ) p3)) ^ (p1 _ :(p2 ) p3)))(1:) : ((:p1 _ (:p2 _ p3)) ^ (p1 _ :(:p2 _ p3)))(2:) ( : (:p1 _ (:p2 _ p3)) _ : (p1 _ :(:p2 _ p3)))(2:) ((::p1 ^ : (:p2 _ p3)) _ (:p1 ^ ::(:p2 _ p3)))(2:) (( :: p1 ^ ( :: p2 ^ :p3)) _ (:p1 ^ :: (:p2 _ p3)))(2:) ((p1 ^ (p2 ^ :p3)) _ (:p1 ^ (:p2 _ p3)))L'�etape (3.) permet d'obtenir dire
tement la forme normale disjon
tive :((p1 ^ (p2 ^ :p3)) _ (:p1 ^ (:p2_p3)))(p1 ^ p2 ^ :p3) _ (:p1 ^ :p2) _ (:p1 ^ p3)Pour obtenir la forme normale 
onjon
tive on applique l'�etape (3.) de mani�ere di��erente :((p1 ^ (p2 ^ :p3)) _ (:p1^(:p2 _ p3)))(3:) ((p1^p2^:p3) _ :p1) ^ ((p1^p2^:p3) _ (:p2 _ p3))(3:) (p1 _ :p1) ^ (p2 _ :p1) ^ (:p3 _ :p1) ^ (p1 _ :p2 _ p3)^(p2 _ :p2 _ p3) ^ (:p3 _ :p2 _ p3)(4:) (p2 _ :p1) ^ (:p3 _ :p1) ^ (p1 _ :p2 _ p3)1.4.2 Constru
tion d'une forme normale bas�ee sur les valuationsIl est possible d'obtenir une forme normale d'une formule ' en 
onsid�erant l'ensemble des valua-tions qui satisfont 
ette formule. Consid�erons par exemple la 
onstru
tion d'une forme normaledisjon
tive  d'une formule ' qui peut s'obtenir 
omme suit2 :1. On d�etermine tout d'abord les deux ensembles suivants : l'ensemble P des symboles propo-sitionnels apparaissant dans ' et l'ensemble E des valuations � restreintes aux symbolesde P , not�ees �j', qui satisfont '. Ces deux ensembles sont �nis.P = fp1; � � � ; png E = f�j' j [['℄℄� = trueg2. A 
haque valuation �j 2 E on asso
ie la formule  j :e1p1 ^ � � � ^ enpno�u pour tout i (1 � i � n), eipi est la formule pi si [[pi℄℄�j = true et :pi sinon.2Une m�ethode similaire permet de d�eterminer la forme normale 
onjon
tive d'une formule.11



3.  est la formule  1 _ � � � _  j.Par exemple, en utilisant 
ette m�ethode, la forme normale disjon
tive de la formule :(p1 ,(p2 ) p3)) est obtenue 
ommme suit. Quatre valuations, �1, �2, �3 et �4, restreintes �a l'ensemblede symboles propositionnels fp1; p2; p3g satisfont la formule 
onsid�er�ee. On asso
ie �a 
es quatrevaluations les quatre formules  1,  2,  3 et  4.�1(p1) = true �1(p2) = true �1(p3) = false p1 ^ p2 ^ :p3 ( 1)�2(p1) = false �2(p2) = true �2(p3) = true :p1 ^ p2 ^ p3 ( 2)�3(p1) = false �3(p2) = false �3(p3) = true :p1 ^ :p2 ^ p3 ( 3)�4(p1) = false �4(p2) = false �4(p3) = false :p1 ^ :p2 ^ :p3 ( 4)La forme normale disjon
tive ainsi 
onstruite est don
 :(p1 ^ p2 ^ :p3) _ (:p1 ^ p2 ^ p3) _ (:p1 ^ :p2 ^ p3) _ (:p1 ^ :p2 ^ :p3)Exer
i
e 1.10D�e�nir en O
aml une fon
tion fnd2 qui implante 
ette 
onstru
tion (en utilisant la fon
tionlist valuations true d�e�nie dans l'exer
i
e 1.4, il suÆt de 
onstruire la liste des valuationsqui satisfont la formule ' 
onsid�er�ee puis de transformer 
ha
une de 
es valuations en une
onjon
tion de litt�eraux repr�esent�ee par un objet de type list lit).Remarque. On peut remarquer que mettre une formule ' sous forme normale 
onjon
tive(resp. disjon
tive) revient �a mettre la formule :' sous forme normale disjon
tive (resp. 
on-jon
tive). En e�et, soit (l11 ^ � � � ^ l1n1)_ � � � _ (lk1 ^ � � � ^ lknk) la forme normale disjon
tive de :'.On a : :((l11 ^ � � � ^ l1n1) _ � � � _ (lk1 ^ � � � ^ lknk))j�j :(l11 ^ � � � ^ l1n1) ^ � � � ^ :(lk1 ^ � � � ^ lknk)j�j (:l11 _ � � � _ :l1n1) ^ � � � ^ (:lk1 _ � � � _ :lknk)Par exemple, pour obtenir la forme normale 
onjon
tive de la formule (p1 , (p2 ) p3)), on peut
onstruire la forme normale disjon
tive de :(p1 , (p2 ) p3)) qui est (p1 ^ p2 ^ :p3) _ (:p1 ^:p2) _ (:p1 ^ p3), puis 
onsid�erer la n�egation de 
ette formule en appliquant les �equivalen
esutilis�ees pr�e
�edemment ::((p1 ^ p2 ^ :p3) _ (:p1 ^ :p2) _ (:p1 ^ p3))j�j :(p1 ^ p2 ^ :p3) ^ :(:p1 ^ :p2) ^ :(:p1 ^ p3)j�j (:p1 _ :p2 _ ::p3) ^ (::p1 _ ::p2) ^ (::p1 _ :p3)j�j (:p1 _ :p2 _ p3) ^ (p1 _ p2) ^ (p1 _ :p3)On obtient ainsi la forme normale 
onjon
tive de la formule :(p1 , (p2 ) p3)).1.5 Arbres s�emantiquesNous allons �a pr�esent utiliser la proposition �etablissant pour toute formule ' l'existen
e d'uneformule  en forme normale 
onjon
tive telle que  j�j', pour tenter de d�eterminer si uneformule ' est vraie de mani�ere plus eÆ
a
e qu'en �enum�erant toutes les valuations possiblessur les symboles propositionnels qui la 
omposent. Pour montrer qu'une formule ' est unetautologie, il suÆt de montrer qu'il n'existe pas de valuation qui satisfait :'. On utilise don
la proposition suivante qui se prouve fa
ilement.Pour toute formule ', j= ' si et seulement si :' est insatis�able.12



La m�ethode des arbres s�emantiques permet de montrer qu'une formule  est insatis�ablelorsque  est en forme normale 
onjon
tive. Aussi, pour �etablir qu'une formule ' est vraie, ilsuÆt de 
onsid�erer la forme normale 
onjon
tive  de :', puis de 
onstruire l'arbre s�emantiqueasso
i�e �a  et d�e�ni 
omme suit.Soit  une formule en forme normale 
onjon
tive et e une �enum�eration des symbolespropositionnels qui la 
omposent.1. L'arbre s�emantique A[ ; e℄ asso
i�e �a  relativement �a l'�enum�eration e est un arbrebinaire dont les noeuds sont �etiquet�es par des valuations partielles (i.e., portant surun sous-ensemble �ni de �p) tel que la ra
ine est �etiquet�ee par la valuation d�e�nie\nulle part" et tel que le �ls gau
he (resp. droit) n d'un noeud n0, de profondeur i,�etiquet�e par la valuation � 0, est �etiquet�e par la valuation � d�e�nie par :�(q) = � true (resp. false) si q = p� 0(q) sinono�u p est le i-i�eme �el�ement de e.2. Une feuille de l'arbre s�emantique A[ ; e℄ est dite ferm�ee si elle est �etiquet�ee par unevaluation partielle � telle que quel que soit le prolongement �p de �, [[ ℄℄�p = false.3. Un arbre s�emantique est ferm�e si toutes ses feuilles sont ferm�ees.On montre alors fa
ilement la proposition suivante :Une formule ' est insatis�able si elle peut être asso
i�ee �a un arbre s�emantique ferm�e.Consid�erons par exemple la formule ' suivante ::r ^ (q _ :p) ^ (r _ :p _ :q) ^ pet l'�enum�eration e = hr; q; pi. La ra
ine n0 de 
et arbre est par d�e�nition �etiquet�ee par lavaluation �0 d�e�nie nulle part.� Le �ls gau
he n1 de la ra
ine est �etiquet�e par la valuation �1 telle que �1(r) = true. Il s'agitd'une feuille ferm�ee puisque quel que soit le prolongement �q de �1 on aura [['℄℄�q = false.En e�et, une des disjon
tions pr�esentes dans ' 
ontient l'unique litt�eral :r qui ne serajamais satisfait par un prolongement de �1 et puisque les disjon
tions sont reli�ees par le
onne
teur ^, la 
onjon
tion des disjon
tions ne pourra pas être satisfaite par une valuationqui asso
ie true au symbole propositionnel r.� Le �ls droit n2 de la ra
ine est �etiquet�e par la valuation �2 telle que �2(r) = false. Il nes'agit pas d'une feuille ferm�ee puisque l'on ne sait pas en
ore s'il existe des prolongementsde �2 qui satisfont '. Par 
ontre, on sait que s'ils existent, 
es prolongements satisfont laformule :r ^ (q _ :p) ^ (:p _ :q) ^ p. En e�et, puisque �2(r) = false, on peut supprimerde la disjon
tion r_:p_:q le litt�eral r puisque 
e dernier ne pourra jamais être satisfait.{ Le �ls gau
he n21 du noeud n2 est �etiquet�e par la valuation �21 telle que �21(r) = falseet �21(q) = true. I
i en
ore, on ne sait pas s'il existe un prolongement de �21 quisatisfait '. Par 
ontre, on sait que si un tel prolongement existe, il satisfait la formule:r ^ (q _ :p) ^ :p ^ p. En e�et, puisque �21(q) = true, on supprime des disjon
tionspr�esentes dans la formule obtenue �a l'�etape pr�e
�edente les o

urren
es du litt�eral :q.13



:r ^ (q _ :p) ^ (r _ :p _ :q) ^ p:r ^ (q _ :p) ^ (:p _ :q) ^ p:r ^ (q _ :p) ^ :p ^ p :r ^ :p ^ (:p _ :q) ^ pr :r :qp :p p :pq
Figure 1: Un arbre s�emantique pour la formule :r ^ (q _ :p) ^ (r _ :p _ :q) ^ pLes �ls gau
he et droit de 
e noeud 
orrespondront alors �a des feuilles ferm�ees puisquedeux des disjon
tions 
ontiennent un unique litt�eral qui est p et :p. Quel que soit leprolongement (�a p) de �21, la formule ' ne sera pas satisfaite.{ Le �ls droit n22 du noeud n2 est �etiquet�e par la valuation �22 telle que �22(r) = falseet �22(q) = false. I
i en
ore, on ne sait pas s'il existe un prolongement de �22 quisatisfait ' mais on sait que si un tel prolongement existe, il satisfait la formule:r^:p^ (:p_:q)^p. En e�et, puisque �22(q) = false, on supprime des disjon
tionspr�esentes dans la formule obtenue �a l'�etape pr�e
�edente les o

urren
es du litt�eral q.Les �ls gau
he et droit des noeuds n21 et n22 
orrespondront alors �a des feuilles ferm�eespour les mêmes raisons que dans le 
as pr�e
�edent.Puisque l'arbre s�emantique A['; e℄ que nous venons de d�e
rire est ferm�e, la formule ' est insat-is�able. Chaque 
hemin de 
et arbre 
orrespond �a la 
onstru
tion d'une valuation partielle. Sur
et exemple, l'utilisation d'un arbre s�emantique permet de ne 
onsid�erer que 5 des 8 valuationspossibles sur l'ensemble des symboles propositionnels qui apparaissent dans '. Il est souventpratique de repr�esenter 
et arbre en �etiquetant les noeuds par les formules que l'on 
her
he �afalsi�er et en faisant �gurer les litt�eraux 
onsid�er�es vrais sur les ar
s. La valuation partielleasso
i�ee �a 
haque noeud n est alors d�e�nie par les litt�eraux qui �gurent sur les ar
s du 
heminmenant de la ra
ine �a n. La �gure 1 illustre l'arbre 
ontruit dans l'exemple pr�e
�edent. Toutefoisl'ordre d'�enumeration de 
es symboles 
onditionne la forme de l'arbre, qui dans le pire des 
as,peut 
onduire �a 
onsid�erer toutes les valuations possibles.Exer
i
e 1.11En O
aml, le type des arbres s�emantiques peut être d�e�ni par :type 'a arbre_semantique =Arbre_Vide of ('a * bool) list| Noeud of ('a list) * (('a list_it) list) * (('a * bool) list)* 'a arbre_semantique * 'a arbre_semantique ;;I
i, nous enri
hissons le type des �etiquettes de mani�ere �a disposer pour 
haque noeud de l'�enumerationdes symboles propositionnels restant �a 
onsid�erer, de la formule en forme normale 
onjon
tive(repr�esent�ee par un objet de type ('a list it) list) 
orrespondant �a une version simpli��eede la formule initiale (i.e., dans laquelle on a supprim�e les litt�eraux qui ne pourront plus êtresatisfaits par la valuation en 
ours de 
onstru
tion) et la valuation en 
ours de 
onstru
tion(repr�esent�ee par un objet de type ('a * bool) list). Par 
ontre, les feuilles sont �etiquet�eesuniquement par des valuations (puisqu'au
une 
onstru
tion suppl�ementaire n'aura lieu).14



1. A 
haque �etape, pour obtenir une version simpli��ee de la formule, on supprime de laformule les o

urren
es positives ou n�egatives d'un litt�eral donn�e (
elui pour lequel on
onstruit un prolongement). D�e�nir une fon
tion mise a jour disj de mise �a jour d'uneformule en forme normale 
onjon
tive qui permet de supprimer un litt�eral en fon
tionde la valeur bool�eenne qui lui est asso
i�ee par la nouvelle valuation 
onstruite. Cettefon
tion 
al
ule en fait une paire dont la premi�ere 
omposante est la nouvelle formule etdont la deuxi�eme 
omposante est un bool�een indiquant si dans 
ette nouvelle formule unedes disjon
tions est vide. En e�et, on pourra par la suite utiliser 
ette information pourd�ete
ter si un noeud 
orrespond �a une feuille ferm�ee. Cette fon
tion pourra utiliser unefon
tion mise a jour disj qui e�e
tue la simpli�
ation au sein d'une disjon
tion.2. D�e�nir une fon
tion fils qui, �etant donn�es une formule en forme normale 
onjon
tive,une valuation, un symbole propositionnel et la valeur bool�eenne qui va lui être asso
i�eepar la valuation qui va être 
onstruite, 
al
ule la nouvelle formule simpli��ee et la nouvellevaluation ainsi qu'un bool�een d�eterminant si lors de la simpli�
ation on a obtenu unedisjon
tion vide.3. D�e�nir une fon
tion 
ons arbre qui permet la 
onstru
tion de l'arbre de mani�ere r�e
ursive.A 
haque �etape, il faudra tester si on est arriv�e �a une feuille ferm�ee et dans 
e 
as arrêterla 
onstru
tion de la bran
he 
onsid�er�ee. Cette fon
tion 
al
ule en fait une paire dont lapremi�ere 
omposante est l'arbre s�emantique 
onstruit et dont la deuxi�eme 
omposante estun bool�een indiquant si l'arbre obtenu est ferm�e ou non.4. D�eduire des fon
tions d�e�nies dans les questions pr�e
�edentes une fon
tion tautologie2permettant de d�eterminer si une formule est une tautologie. Pour 
ela, on 
ommen
etout d'abord par 
al
uler l'ensemble des symboles propositionnels qui la 
omposent, puis ontransforme la n�egation de 
ette formule en forme normale 
onjon
tive et on teste ensuitesi l'arbre s�emantique que l'on peut 
onstruire �a partir de 
ette forme normale 
onjon
tiveet de la liste des symboles propositionnels est ferm�e.Remarque. L'utilisation d'arbres s�emantiques permet aussi de d�eterminer si une formule 'est 
ons�equen
e s�emantique d'un ensemble de formules �. En e�et, il suÆt pour 
ela de montrerque la formule :  ̂2� ) 'est une tautologie. Mais on peut aussi pro
�eder dire
tement en montrant que l'ensemble �[f:'gest insatis�able, 
'est �a dire qu'il n'existe pas de valuation qui satisfait simultan�ement toutes lesformules de 
et ensemble. Pour 
ela, il suÆra de 
onsid�erer la 
onjon
tion de la 
onjon
tion desformules de � mises en formes normales 
onjon
tives ave
 la forme normale 
onjon
tive de :'.Une telle formule est en
ore en forme normale 
onjon
tive et il suÆt alors de v�eri�er qu'on peutlui asso
ier un arbre s�emantique ferm�e.
15



1.6 Preuves en logique des propositions : R�esolutionA partir de la forme normale 
onjon
tive d'une formule :(:a11 _ � � � _ :a1n1 _ b11 _ � � � _ b1m1)| {z }C1^ � � �^ (:ak1 _ � � � _ :aknk _ bk1 _ � � � _ bkmk)| {z }Ckil est possible d'obtenir un ensemble �ni fC1; � � � ; Ckg de 
lauses de la forme ::a1 _ � � � _ :an _ b1 _ � � � _ bmo�u les ai et les bi sont des symboles propositionnels. Si n et m sont stri
tement positifs, unetelle 
lause peut s'�e
rire : (a1 ^ � � � ^ an)) (b1 _ � � � _ bm)Dans 
e qui suit, on d�esignera 
es 
lauses par �.� : � est l'ensemble fa1; � � � ; ang des symbolespropositionnels qui apparaissent n�egativement dans la 
lause et � est l'ensemble fb1; � � � ; bmgdes symboles propositionnels qui apparaissent positivement dans la 
lause. � .� est un s�equentqui s'interpr�ete par : \si les formules de � sont vraies, alors au moins une formule de � estvraie" (
ette notion de s�equent est plus g�en�erale que 
elle vue en 
ours puisque � n'est pasfor
�ement un singleton). Une 
lause est don
 un s�equent sur des formules atomiques (un atomeest un litt�eral positif, 
'est �a dire un symbole propositionnel). Un tel objet permet de \faire" dela logique sans symbole logique en 
onsid�erant un raisonnement 
ombinatoire sur les symbolespropositionnels.L'int�erêt des 
lauses provient du fait qu'en se restreignant �a ne manipuler que des 
lauseson peut 
onsid�erer un syst�eme d'inf�eren
e valide et 
omplet qui ne 
ontient qu'une seule r�eglede d�edu
tion. Il s'agit de la \r�egle de 
oupure" (le mot \
oupure" n'a rien �a voir ave
 le Cutde Prolog qui n'a lui même rien �a voir ave
 la logique) qui permet �a partir de deux 
lauses ded�eduire une 
lause. (Cut si p 2 �1 \ �2) : �1 .�1 �2 .�2�1 [ (�2nfpg) . (�1nfpg) [�2En d'autres termes, 
ette r�egle exprime simplement la d�edu
tion suivante :(Cut si a0i = bj) : :a1 _ � � � _ :an1 _ b1 _ � � � _ bj _ � � � _ bm1:a01 _ � � � _ :a0i _ � � � _ :a0n2 _ b01 _ � � � _ b0m2:a1 _ � � � _ :an1 _ :a01 _ � � � _ :a0i�1 _ :a0i+1 _ � � � _ :a0n2_ b1 _ � � � _ bj�1 _ bj+1 _ � � � _ bm1 _ b01 _ � � � _ b0m2Par exemple, on peut d�eduire des deux 
lauses p1 _ p2 _ p3 et :p3 _ p4 _ p5 par 
oupure \surp3" la 
lause p1 _ p2 _ p4 _ p5. Une preuve par 
oupure est une suite �nie de 
lauses obtenuespar appli
ations su

essives de la r�egle de 
oupure. Plus pr�e
is�ement, �etant donn�e un ensembleS de 
lauses, une preuve de C par 
oupure �a partir de S est une suite �nie de 
lauses C1, C2,..., Ck o�u Ck est la 
lause C et pour tout i (1 � i � k) :� soit Ci 2 S 16



� soit il existe deux entiers j1 et j2 stri
tement inf�erieurs �a i tels que Ci se d�eduise de Cj1et Cj2 par 
oupure.Une r�efutation par 
oupure de S est une preuve de la 
lause vide ; . ; �a partir de S. Parexemple, il existe une preuve de r �a partir de S = ffpg . fq; rg ; fp; qg . ; ; ; . fpgg :C1 fpg . fq; rgC2 fp; qg . ;C3 fpg . frgC4 ; . fpgC5 ; . frgEt don
, il existe une r�efutation par 
oupure de S [ ffrg . ;g.1.7 Clauses de Horn : \miniProlog" propositionnelDans 
e qui suit nous allons voir que la restri
tion de la m�ethode de r�esolution �a une 
lasse parti-
uli�ere de 
lauses, les 
lauses de Horn, permet d'envisager un langage (il s'agit d'un \miniProlog"propositionnel) auquel nous pouvons asso
ier diverses s�emantiques.Dans 
e qui suit, on dira qu'une 
lause � .� est :� une 
lause de Horn si � 
ontient au plus un �el�ement� une 
lause positive si � = ;� une 
lause n�egative si � = ;� une 
lause d�e�nie si � est un singleton.
lause d�e�nie 
lause n�egative:a1 _ � � � _ :an _ b� (a1 ^ � � � ^ an)) bnot�ee fa1; � � � ; ang . bnot�ee b a1; � � � ; an :a1 _ � � � _ :an� :(a1 ^ � � � ^ an)not�ee fa1; � � � ; ang.not�ee  a1; � � � ; anLes 
lauses de Horn jouent un rôle parti
ulier en programmation logique :� les programmes logiques sont des ensembles de 
lauses de Horn de la forme � .� o�u �est un singleton : (a1 ^ � � � ^ an)) b (n � 0)que l'on note souvent : b a1; � � � ; an� les requêtes sont des 
lauses n�egatives ::a1 _ � � � _ :am (m � 1)ou de mani�ere �equivalente : :(a1 ^ � � � ^ am) (m � 1)que l'on note souvent :  a1; � � � ; am17



On d�e�nit le type des 
lauses d�e�nies 
omme suit :type 'a 
l = { lit_pos : 'a ;lit_neg : 'a list};;1.7.1 S�emantique par point �xe (Châ�nage avant)On introduit un op�erateur de 
hâ�nage avant qui permet de 
ara
t�eriser, �etant donn�e un ensembleI d'atomes, les atomes que l'on pourra d�eduire de I en appliquant les 
lauses qui apparaissentdans P : TP (I) = fa j 9 a b1; � � � ; bm 2 P ; fb1; � � � ; bmg � IgOn d�e�nit alors la s�emantique par point �xe d'un programme logique P en 
onsid�erant l'ensembleT "!P o�u : T "0P = ; T "n+1P = TP (T "nP ) T "!P = Sn�0T "nPConsid�erons par exemple le programme suivant :p sp q; rr  q  t st wu t (1)
T "!P se 
al
ule 
omme suit :T "0P = ;T "1P = TP (T "0P ) = TP (;) = fr; qgT "2P = TP (T "1P ) = TP (fr; qg) = fr; q; pgT "3P = TP (T "2P ) = TP (fr; q; pg) = fr; q; pg = T "4P = � � � = T "iP = � � �Et on a don
 : T "!P = [n�0T "nP = fr; q; pgEn logique des propositions, on peut montrer qu'�a partir d'un 
ertain rang k (sur l'exemple,k = 2) on a : T "kP = T "k+1P = T "k+2P = � � �et don
 T "!P peut s'obtenir en temps �ni3.Exer
i
e 1.123
e qui ne sera plus for
�ement le 
as au premier ordre : par exemple, ave
 le programme P = fp(0)  ; p(f(x)) p(x)g on a T "nP = Si�nfp(f i(0))g et don
 T "!P n'est pas �ni.18



1. D�e�nir une fon
tion in L qui, �etant donn�ees deux listes `1 et `2, d�etermine si tous les�el�ements de `1 sont dans `2.2. D�e�nir une fon
tion t qui, �etant donn�ees une liste P de 
lauses d�e�nies (
'est �a dire unprogramme logique) et une liste I d'atomes, 
al
ule TP (I). On prendra soin de ne pasintroduire de \doublons" dans la liste 
onstruite.3. D�e�nir une fon
tion forward qui, �etant donn�ee une liste P de 
lauses d�e�nies (
'est �a direun programme logique), 
al
ule T "!P . Pour 
ela, on pourra d�e�nir une fon
tion point fixequi �etant donn�es une fon
tion f et un �el�ement x, applique f �a x jusqu'�a obtenir un point�xe. En d'autres termes, si f(x) = x alors le r�esultat sera x, sinon on 
omparera f(f(x))ave
 f(x) ... et ainsi de suite. Le r�esultat de (point fixe f x) est don
 fn(x) o�u n est leplus petit entier tel que fn(x) = f(fn(x)) = fn+1(x).1.7.2 S�emantique d�e
larativeLa s�emantique d�e
larative de la programmation logique permet de 
ara
t�eriser la d�enotationd'un programme sans faire intervenir la notion de \
al
ul e�e
tif". G�en�eralement, on exprime
ette s�emantique en terme de mod�eles : unmod�ele d'un programme P est une interpr�etation(en logique des propositions, une valuation) � telle que 
haque 
lause de P v�eri�e ��(C) = true.On peut montrer que tout programme logique P poss�ede au moins un mod�ele { il s'agit de labase de Herbrand d'un programme logique P , not�ee BP , qui 
orrespond �a l'ensemble dessymboles propositionnels apparaissant dans P interpr�et�es �a true { et que l'interse
tion4 de tousses mod�eles est en
ore un mod�ele de P , appel�e plus petit mod�ele de Herbrand et not�eMP .De plus, on montre que les atomes qui appartiennent �aMP sont exa
tement les atomes qui sont
ons�equen
es s�emantiques du programme P . On d�e�nit ainsi une s�emantique d�e
larative d'unprogramme P en terme de plus petit mod�ele de P .Par exemple le programme (1) admet les 6 mod�eles repr�esent�es 
i-dessous :fu; t; w; s; q; r; pg= nfu; t; w; q; r; pg fu; t; s; q; r; pgn =fu; t; q; r; pgjfu; q; r; pgjfq; r; pgOn peut montrer que l'ensemble de 
es mod�eles forme un treillis. Le plus petit mod�ele deHerbrand de 
e programme est fq; r; pg.Exer
i
e 1.134Etant donn�ee une valuation � sur un ensemble de variables propositionnelles E, on notera � le sous-ensemblede E 
ontenant les variables propositionnelles p de E telles que ��(p) = true :� = fp 2 E j ��(p) = truegR�e
iproquement, �a partir de � et E on peut re
onstruire la valuation �. On peut ainsi 
onfondre une valuationet l'ensemble des variables propositionnelles qui sont vraies pour 
ette valuation et parler ainsi d'interse
tion devaluations et don
 d'interse
tion de mod�eles. 19



1. D�e�nir une fon
tion make 
onjon
tion qui, �etant donn�ee une liste non vide de litt�eraux,
onstruit la formule de type formul 
orrespondant �a la 
onjon
tion des litt�eraux apparais-sant dans la liste.2. D�e�nir une fon
tion 
lause to formul qui, �etant donn�ee une 
lause d�e�nie 
, 
onstruit laformule de type formul 
orrespondant �a 
.3. D�e�nir une fon
tion set 
lause to formul qui, �etant donn�ee une liste S de 
lauses d�e�nies,
onstruit la formule de type formul 
orrespondant �a la 
onjon
tion des 
lauses de S.4. D�e�nir une fon
tion b qui, �etant donn�ee une liste P de 
lauses d�e�nies, 
al
ule la base deHerbrand BP de P .5. D�e�nir une fon
tion interse
tion qui, �etant donn�ees deux listes `1 et `2, 
onstruit la listedes �el�ements apparaissant dans `1 et dans `2.6. D�e�nir une fon
tion lists interse
tion qui, �etant donn�ee une liste ` de listes, 
onstruitla liste des �el�ements apparaissant dans 
ha
une des listes de `.7. D�e�nir une fon
tion m qui, �etant donn�ee une liste P de 
lauses d�e�nies, 
onstruit la pluspetit mod�ele de Herbrand MP de P . On pourra r�eutiliser les fon
tions d�e�nies pour
al
uler la forme normale disjon
tive d'une formule en utilisant les tables de v�erit�e ...notamment la fon
tion permettant de 
onstruire la liste de tous les mod�eles d'une formule.1.7.3 S�emantique op�erationnelle (Châ�nage arri�ere)L'ex�e
ution d'un programme logique P �a partir d'une requête  a1; � � � ; am 
onsiste �a r�efuterl'ensemble de 
lauses P [ f:a1 _ � � � _ :amg 
e qui revient �a prouver �a partir de P la formulea1 ^ � � � ^ am.La s�emantique op�erationnelle de la programmation logique d�e
rit 
omment 
ette preuve estobtenue. On parle souvent de 
hâ�nage arri�ere pour exprimer le fait que l'on part de la formuledont on veut prouver la n�egation. Une requête  a01; � � � ; a0m \r�eussit" si il existe une preuve dela 
lause vide par 
oupure �a partir de P [ f:a01 _ � � � _ :a0mg obtenue en appliquant �a 
haquefois la r�egle de 
oupure �a partir d'une 
lause d�e�nie de P et de la requête 
ourante.( Cutb = a0i ) : b a1; � � � ; an  a01; � � � ; a0i; � � � ; a0m a01; � � � ; a0i�1; a1; � � � ; an; a0i+1; � � � ; a0m( Cutb 2 �0 ) : � . b �0.(� [ �0)nfbgSi on prouve de 
ette mani�ere la 
lause vide, alors 
ette preuve est une SLD-r�efutation . Ond�e�nit ainsi la s�emantique op�erationnelle d'un programme logique P en terme d'ensemble SPdes su

�es de P :SP = fp j 9 une SLD-r�efutation �a partir de  p ave
 le programme PgPar exemple, si on 
onsid�ere le programme :P = f.r ; .q ; fq; rg . p ; fsg . p ; fsg . p1 ; fsg . p2g20



On a p 2 SP puisque l'on peut 
onstruire la SLD-R�efutation de P [ fp.g suivante :(Cut) : . q (Cut) : . r (Cut) : fq; rg . p p.fq; rg.fqg.; . ;Toutefois, 
e m�e
anisme n'est pas en
ore tout �a fait op�erationnel puisqu'�a 
haque �etape il faut
hoisir un atome dans la requête et une 
lause dans le programme5. Pour être tout �a faitop�erationnel il faut don
 
hoisir une strat�egie de s�ele
tion des atomes et des 
lauses. Nousallons 
hoisir 
elle de Prolog qui 
onsiste �a 
onsid�erer le premier atome de la requête et les
lauses dans l'ordre de leur apparition dans le programme. Par exemple, �a partir de la requête a1; � � � ; am, si a1  b1; � � � ; bn est la premi�ere 
lause du programme P 
onsid�er�e (dont lelitt�eral positif est a1), alors la nouvelle requête �a \r�esoudre" est :  b1; � � � ; bn; a2; � � � ; am. Si�a l'issue de 
ette pro
�edure on n'aboutit pas �a une requête vide, il faudra alors re
onsid�erer, si
'est possible, une autre 
lause dans P . On 
onstruit ainsi un arbre de re
her
he. Par exemple,ave
 le programme (1), on a les deux arbres de re
her
he suivants :p= ns q; rj j�e
he
 rjsu

�esp 2 SP
ujt= ns wj j�e
he
 �e
he
u 62 SPLes arbres de re
her
he ne sont pas for
�ement des arbres binaires (par exemple si plus de 2
lauses 
ontiennent le même litt�eral positif) et on d�e�nit don
 le type des arbres de re
her
he
omme suit :type 'a sear
h_tree = Cons_sear
h of ('a list) * ('a sear
h_tree list);;Exer
i
e 1.141. D�e�nir une fon
tion sons qui, �etant donn�e un arbre de re
her
he a, retourne la liste desarbres de re
her
he qui sont �ls de la ra
ine de a.2. D�e�nir une fon
tion make sear
h tree qui, �etant donn�ees une liste P de 
lauses d�e�nies etune liste R de litt�eraux positifs, 
onstruit une paire dont le premier �el�ement est un bool�eenindiquant si l'arbre de re
her
he de R obtenu ave
 P 
ontient une feuille de su

�es et don
le deuxi�eme �el�ement est l'arbre de re
her
he 
onstruit. Par exemple, les deux arbres dere
her
he pr�esent�es 
i-dessus s'obtiendront 
omme suit :5Il s'agit de deux non-d�eterminismes de natures di��erentes. Le 
hoix de l'atome est un non-d�eterminisme parindi��eren
e (\don't 
are") et ne remet pas en 
ause l'obtention d'une \solution", tandis que le 
hoix de la 
lauseest un non-d�eterminisme par ignoran
e, plus d�eli
at puisqu'il 
onditionne la forme de l'arbre et peut aboutir �a la
onstru
tion d'une bran
he in�nie (\don't know"). 21



# make_sear
h_tree p ['p'℄;;- : bool * 
har sear
h_tree =true,Cons_sear
h (['p'℄,[Cons_sear
h (['s'℄, [℄);Cons_sear
h (['q'; 'r'℄, [Cons_sear
h (['r'℄, [Cons_sear
h ([℄, [℄)℄)℄)℄)# make_sear
h_tree p ['u'℄;;- : bool * 
har sear
h_tree =false,Cons_sear
h (['u'℄,[Cons_sear
h (['t'℄, [Cons_sear
h (['s'℄, [℄); Cons_sear
h (['w'℄, [℄)℄)℄)Par sou
i d'eÆ
a
it�e, on prendra soin d'�eliminer les doublons dans les requêtes engendr�eeslors de la 
onstru
tion de l'arbre.3. D�e�nir une fon
tion su

ess qui �etant donn�e un programme P 
al
ule SP . On pourraenvisager les arbres de re
her
he de tous les �el�ements de BP .4. V�eri�er que, lorsqu'elles terminent, les fon
tions 
al
ulant T "!P ,MP et SP (pour un pro-gramme P ) 
al
ulent les mêmes ensembles.5. Cal
uler T "!P , MP et SP pour le programme P suivant :P = fa b; 
 ; b 
; d ; b a; d ; 
 e ; d ; e gQue se passe-t-il si l'on permute les deux 
lauses b 
; d et b a; d ?2 Termes du premier ordreLa notion de termes du premier ordre permet de g�en�eraliser la plupart des objets manipul�es eninformatique. En e�et, les termes servent �a mod�eliser les stru
tures de donn�ees (listes, piles,arbres, ...), les expressions �a transformer (des programmes par exemple) ou en
ore les typesou les preuves. D'autre part, ils servent de base �a la logique du premier ordre, utilis�ee pourexprimer des propri�et�es �enon
�ees �a l'aide de 
es termes.2.1 D�e�nition des termesLa d�e�nition des termes se fait �a partir d'une signature �, 
'est �a dire d'un ensemble desymboles qui pourront apparâ�tre dans les termes, et d'un ensemble de variables V disjoint de�. Une signature � est un ensemble de symboles de fon
tion muni d'une appli
ation d'arit�ear : � ! IN. Les termes sont d�e�nis de mani�ere indu
tive �a l'aide du syst�eme d'inf�eren
e dutableau 2. Les jugements sur lesquels portent les r�egles de 
e syst�eme d'inf�eren
e sont des suites�nies quel
onques de symboles appartenant �a �[V (
omme pour les formules de la logique despropositions, nous manipulons les termes au travers de leur arbre de syntaxe abstraite et nousutilisons don
 i
i des parenth�eses pour pr�e
iser la forme de 
es arbres). L'ensemble T�[V ℄ destermes est don
 l'ensemble des th�eor�emes du syst�eme d'inf�eren
e du tableau 2.
22



(tv) : x (tf) : t1 � � � tnf(t1; � � � ; tn)Table 2: Termes du premier ordre (x 2 V , f 2 �, ar(f) = n)Etant donn�es une signature � et un ensemble V de variables disjoint de �, l'ensembleT�[V ℄ des termes est d�e�ni indu
tivement par :� Un symbole de variable est un terme.� Si k 2 � est un symbole d'arit�e nulle (
'est �a dire une 
onstante), alors k est unterme.� Si f 2 � est un symbole d'arit�e n > 0, et si t1; � � � ; tn sont des termes, alorsf(t1; � � � ; tn) est un terme.On peut don
 voir les symboles de fon
tion 
omme des 
onstru
teurs de termes.Le type des termes peut être d�e�ni en O
aml par le type somme suivant :type ('a,'b) term = Var_term of 'a| Cons_term of 'b * ((('a,'b) term) list);;Il s'agit d'un type polymorphe o�u 'a 
orrespond au type des variables et 'b au type des �el�ementsde la signature �. On remarquera i
i qu'au
un 
ontrôle n'est e�e
tu�e sur le respe
t de l'arit�e dessymboles de fon
tion. Ce
i est du au fait qu'il n'est pas possible de d�e�nir des types d�ependantsen O
aml (
omme par exemple le type des listes de longueur n). Si l'on dispose de la fon
tiond'arit�e asso
i�ee �a �, il est toutefois possible de d�e�nir une fon
tion permettant de tester la\bonne formation" des termes.Exer
i
e 2.11. L'ensemble des variables apparaissant dans un terme est d�e�ni 
omme suit :#(t) = � fxg si t = x#(t1) [ � � � [ #(tn) si t = f(t1; � � � ; tn)D�e�nir en O
aml la fon
tion # de type ('a,'b) term -> 'a list.2. On dira qu'un terme t est 
los s'il ne 
ontient au
une variable (i.e., si #(t) = ;). D�e�niren O
aml ua fon
tion de type ('a,'b) term -> bool testant si un terme est 
los.3. On d�e�nit la taille d'un terme par une appli
ation � : T�[V ℄! IN d�e�nie 
omme suit :�(t) = 8<: 0 si t = x1 + nPi=1 �(ti) si t = f(t1; � � � ; tn)D�e�nir en O
aml ua fon
tion de type ('a,'b) term -> int 
al
ulant la taille d'un terme.23
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Figure 2: Arbre repr�esentant le terme (2)4. On d�e�nit une relation d'ordre �ST sur l'ensemble des termes 
orrespondant �a la notion desous-terme. Un sous-terme d'un terme t est soit t lui-même, soit un sous-terme d'un termeti si t s'�e
rit f(t1; � � � ; tn). Cette relation peut se d�e�nir �a l'aide du syst�eme d'inf�eren
e
i-dessous : (ST1) : t �ST t (ST2) : t �ST tit �ST f(t1; � � � ; tn)La relation �ST peut se d�e�nir en O
aml en remarquant que t1 �ST t2 si t1 = t2 ou sit = f(t1; � � � ; tn) et s'il existe un terme ti dont t soit un sous-terme. D�e�nir une fon
tionsubterm de type ('a,'b) term -> ('a,'b) term -> bool qui implante la relation �ST .2.2 Termes et arbresNous allons voir qu'il est possible de donner une d�e�nition di��erente des termes qui repose surla notion de domaine d'arbre qui va nous permettre de d�e�nir quelques op�erations syntaxiquessur les termes.Si l'on 
onsid�ere une signature � 
ontenant les symboles a, b, 
, f et g d'arit�es respe
tives 0,0, 0, 2 et 3, alors : f(g(a; b; a); g(f(a; 
); b; a)) (2)est un terme puisqu'il existe un arbre de d�erivation de 
e terme ave
 les r�egles du tableau 2 :
(tf) : (tf) : (tf) : a (tf) : b (tf) : ag(a; b; a) (tf) : (tf) : (tf) : a (tf) : bf(a; 
) (tf) : b (tf) : ag(f(a; 
); b; a)f(g(a; b; a); g(f(a; 
); b; a))Comme nous l'avons d�ej�a dit 
et arbre 
orrespond en fait �a l'arbre de syntaxe abstraite duterme (2) que l'on peut aussi repr�esenter par l'arbre de la �gure 2. Il est possible de num�eroterles ar
s issus de 
haque noeud de 
et arbre de gau
he �a droite �a partir de 1. Cette num�erotationdes ar
s permet d'asso
ier �a 
haque noeud n un 
hemin 
onstitu�e des num�eros des ar
s du 
heminde la ra
ine �a n. La ra
ine d'un arbre sera asso
i�ee au 
hemin \vide". La �gure 2 illustre 
etterepr�esentation. L'ensemble des 
hemins asso
i�es aux noeuds de l'arbre repr�esentant un terme t24



(P1) : hi �pref 
1 (P2) : 
1 �pref 
2hni:
1 �pref hni:
2Table 3: Relation �pref (n 2 IN+, 
1; 
2 2 IN?+)est appel�e le domaine d'arbre du terme t, not�e O(t). Par exemple, le domaine d'arbre du terme(2) est : O(t) = fhi; h1i; h11i; h12i; h13i; h2i; h21i; h211i; h212i; h22i; h23igPlus formellement, en notant IN+ l'ensemble des entiers stri
tement positifs et IN?+ l'ensembledes suites �nies d'�el�ements de IN+, un 
hemin est un �el�ement de IN?+.En O
aml, on d�e�nit le type des 
hemins par :type 
hemin = Empty_path | Cons_path of int*
hemin;;Exer
i
e 2.2 D�e�nir deux fon
tions length path et append path permettant respe
tivement de
al
uler la longueur d'un 
hemin et de 
on
at�ener deux 
hemins.Si 
1 et 
2 sont des �el�ements de IN?+, on notera 
1:
2 leur 
on
at�enation. Cette op�eration estasso
iative et admet la suite vide pour �el�ement neutre �a gau
he et �a droite. En�n, il est possiblede d�e�nir une relation d'ordre permettant de 
ara
t�eriser la notion de pr�e�xe :8
1; 
2 2 IN?+ 
1 �pref 
2 si et seulement si 9
3 2 IN?+ 
1:
3 = 
2On montre ais�ement que 
ette relation d�e�nit bien une relation d'ordre. Il s'agit seulement d'unordre partiel puisque deux suites quel
onques ne sont pas n�e
essairement 
omparables (
'estle 
as par exemple pour les suites h23i et h45i). Il est aussi possible de donner une d�e�nition�equivalente de �pref �a partir d'un syst�eme d'inf�eren
e portant sur des jugements de la forme
1 �pref 
2. On montre en e�et que 
1 est un pr�e�xe de 
2 si et seulement si le jugement
1 �pref 
2 admet un arbre de d�erivation �a partir des r�egles du tableau 3.Exer
i
e 2.3D�e�nir une fon
tion est prefixe de type 
hemin -> 
hemin -> bool qui implante la relation�pref .On peut don
 d�e�nir O 
omme une fon
tion de T�[V ℄ dans }(IN?+) (o�u }(E) d�esigne l'ensembledes parties de E) : Pour tout terme t, le domaine d'arbre de t est obtenu �a partir de lafon
tion O : T�[V ℄! }(IN?+) d�e�nie par :O(t) = 8<: fhig si t = x 2 Vfhig [ nSi=1fhii:
 j 
 2 O(ti)g si t = f(t1; � � � ; tn)Exer
i
e 2.41. D�e�nir une fon
tion dispat
h de type int->
hemin list->
hemin list qui permet d'ajouterun entier e en tête des 
hemins �el�ements d'une liste de 
hemins `.25



2. D�e�nir une fon
tion numbering from de type :int -> 
hemin list list -> 
hemin list listqui permet d'ajouter, �etant donn�es un entier n et une liste de listes de 
hemins :� l'entier n en tête des 
hemins �el�ements de la 1-�ere liste de listes de 
hemins `� l'�el�ement n+1 en tête des 
hemins �el�ements de la 2-i�eme liste de listes de 
hemins `� ...� l'�el�ement n + (k � 1) en tête des 
hemins �el�ements de la k-i�eme liste de listes de
hemins `3. En d�eduire une fon
tion ext term, de type ('a,'b) term -> 
hemin list, qui 
al
ule ledomaine d'arbre O(t) d'un terme t.A tout terme t, on peut asso
ier une fon
tion At de O(t) dans �[V , 
'est �a dire une fon
tionpartielle de IN?+ dans � [ V : At : O(t) � IN?+ ! � [ Vtelle que si 
 2 O(t), At(
) d�esigne le symbole appartenant �a � [ V apparaissant dans le noeudde l'arbre repr�esentant le terme t auquel on a

�ede par le 
hemin 
.At(hi) = x si t = x 2 VAt(hii:
) = Ati(
) si t = f(t1; � � � ; tn) (1 � i � n et 
 2 O(ti))Par exemple, si l'on re
onsid�ere le terme (2), on aura At(h21i) = f .Exer
i
e 2.5L'implantation de la fon
tion At s'obtient en d�e�nissant tout d'abord un type somme 
orre-spondant �a � [ V :type ('a,'b) sig_var = F
t of 'b | Var of 'a;;Il suÆt �a pr�esent de \par
ourir" le terme t en suivant le 
hemin pass�e en argument. Uneex
eption Undefined path sera lev�ee si 
e 
hemin n'appartient pas au domaine d'arbre du terme
onsid�er�e. D�e�nir une fon
tion o

 symb de type ('a,'b) term -> 
hemin -> ('a,'b) sig varqui implante At.Tout ensemble de 
hemins ne d�e�nit pas n�e
essairement un domaine d'arbre. Par exemple,fh1i; h23ig n'est 
lairement pas un domaine d'arbre puisque d'une part au
un 
hemin ne 
orre-spond �a la ra
ine et d'autre part les 
hemins h2i, h21i et h2; 2i ne �gurent pas dans l'ensemble etdon
 le 
hemin h23i ne peut pas 
orrespondre �a un 
hemin dans un arbre. Toutefois, par abusde notation, nous noterons O�1(E) le terme t dont le domaine d'arbre est E : 
ette fon
tionn'est bien sûr d�e�nie que si E 
orrespond bien au domaine d'arbre d'un terme. Un domained'arbre est un ensemble de 
hemins qui satisfait, par 
onstru
tion, 
ertaines propri�et�es.Soit A un arbre. Le domaine d'arbre de A est un ensemble de 
hemins E � IN?+ tel quepour tout 
hemin 
 :1. pour tout 
hemin 
0 tel que 
0 �pref 
, si 
 2 E, alors 
0 2 E2. quels que soient les entiers i et j tels que 1 � i � j, si 
:hji 2 E alors 
:hii 2 E26



On montre alors qu'�etant donn�e un terme t, l'ensemble O(t) est un domaine d'arbre v�eri�antune propri�et�e suppl�ementaire relative au respe
t de l'arit�e des symboles de fon
tion.Pour tout terme t, O(t) est un domaine d'arbre tel que si 
 2 O(t) et ar(At(
)) = n, alorsles 
hemins 
:h1i, 
:h2i, ..., 
:hni appartiennent �a O(t) et le 
hemin 
:hn+ 1i n'appartientpas �a O(t).La notion de sous-terme d'un terme t, introduite dans l'exer
i
e 2.1, peut être red�e�nie �apartir de O(t). Etant donn�e un ensemble de 
hemins E et un 
hemin 
, on note E	
 l'ensemble :E 	 
 = f
0 2 IN?+ j 
:
0 2 EgE 	 
 
ontient don
 les 
hemins de E qui sont pr�e�x�es par 
 auxquels on a tronqu�e le pr�e�xe
. On montre tout d'abord que 
ette transformation pr�eserve les propri�et�es de domaine d'arbred'un terme.Si t est un terme, alors pour tout 
hemin 
 2 O(t), O(t) 	 
 est le domaine d'arbre d'unterme t0 tel que 8
0 2 O(t)	 
 At0(
) = At(
:
0)On montre alors la proposition suivante.8t 2 T�[V ℄ 8
 2 O(t) O�1(O(t)	 
) �ST tEtant donn�e un 
hemin 
 2 O(t), on notera t=
 le sous-terme de t dont le domaine d'arbreest O(t)	 
 : 8t 2 T�[V ℄ 8
 2 O(t) O�1(O(t)	 
) = t=
Exer
i
e 2.61. Le domaine d'arbre du sous-terme t=
 d'un terme t �a l'o

urren
e 
 se 
al
ule �a l'aide d'unefon
tion sup prefixe de type int->
hemin->
hemin permettant de supprimer les n premiers�el�ements d'un 
hemin. D�e�nir 
ette fon
tion.2. O(t=
) se 
al
ule alors ave
 la fon
tion ext subterm de type ('a,'b) term->
hemin->
heminlist en 
onstruisant le domaine d'arbre O(t), puis en supprimant de 
et ensemble tousles 
hemins qui ne sont pas pr�e�x�es par 
 et en�n en supprimant des 
es 
hemins les npremiers �el�ements o�u n est la longueur du 
hemin 
. D�e�nir une telle fon
tion.La d�e�nition des termes exprim�ee en terme de domaines d'arbre permet d'introduire lanotion de gre�e . Gre�er un terme t0 �a l'o

urren
e 
 d'un terme t 
onsiste �a rempla
er \dans"t le sous-terme t=
 par t0. On notera t[
  t0℄ le terme ainsi obtenu. Plus formellement 
etteop�eration est d�e�nie par :t[
 t0℄ = 8<: t0 si 
 = hif(t1; � � � ; ti�1; ti[
0  t0℄; ti+1; � � � ; tn) si t = f(t1; � � � ; tn)et 
 = hi:
0i (1 � i � n)Par exemple, si t est le terme (2), on aura :t[h21i  g(a; b; 
)℄ = f(g(a; b; 
); g(g(a; b; 
); b; a))Cette op�eration de gre�e peut se faire �a partir du domaine d'arbre d'un terme puisque l'onmontre que : 27



Si t et t0 sont des termes et si 
 2 O(t) alors :O(t[
 t0℄)) = (O(t)nf
0 2 IN?+ j 
 �pref 
0g) [ f
:
0 j 
0 2 O(t0)g (3)Exer
i
e 2.71. D�e�nir une fon
tion greffer de type ('a,'b) term->
hemin->('a,'b) term->('a,'b) termqui implante la gre�e d'un terme.2. En utilisant la proposition (3), d�e�nir une fon
tion de type ('a,'b)term->
hemin->('
,'d)term->
hemin list qui permet de 
al
uler le domaine d'un terme gre��e. En observant letype de 
ette fon
tion, on remarquera que lorsque l'on manipule dire
tement les 
heminsde deux termes, rien n'impose que 
es deux termes soient 
onstruits �a partir de la mêmesignature.2.3 SubstitutionsUne substitution est une op�eration sur les termes permettant de rempla
er 
ertaines variablesd'un terme par un terme. Plus formellement, l'ensemble � des substitutions est l'ensemble desfon
tions de V dans T�[V ℄ : � = f� : V ! T�[V ℄gOn notera sid la substitution identit�e, 
'est �a dire la substitution telle que pour toute variablex 2 V , sid(x) = x. Une substitution � se prolonge de fa�
on unique en une fon
tion �̂ de T�[V ℄dans T�[V ℄ d�e�nie par :8x 2 V �̂(x) = �(x)8f 2 � 8t1; t2; � � � ; tar(f) 2 T�[V ℄�̂(f(t1; t2; � � � ; tar(f))) = f(�̂(t1); �̂(t2); � � � ; �̂(tar(f)))V � �̂T�[V ℄ T�[V ℄
Appliquer une substitution �a un terme 
'est don
 instan
ier 
ertaines de ses variables par destermes et don
 faire augmenter sa taille :8� 2 � 8t 2 T�[V ℄ �(�̂(t)) � �(t)La plupart du temps, les substitutions que nous manipulons 
orrespondent en fait �a l'identit�e\presque partout" : elles ne modi�ent qu'un ensemble �ni de variables, appel�e le domaine dela substitution : dom(�) = fx 2 V j �(x) 6= xgDans 
e 
as, on peut repr�esenter une substitution par une liste de 
ouples (x; t) o�u x est lavariable �a rempla
er par le terme t. Nous noterons don
 :� = [(x1; t1); � � � (xn; tn)℄28



la substitution � de domaine dom(�) = fx1; � � � ; xng telle que �(xi) = ti (pour 1 � i � n) ettelle que �(y) = y pour tout y 62 dom(�). Appliquer la substitution � �a un terme t, 
'est don
rempla
er 
haque o

urren
e des variables xi par les termes ti.La repr�esentation des substitutions par des listes de 
ouples de la forme (x; t) n'est qu'unmoyen de donner une repr�esentation extensionnelle d'une fon
tion. Cette \notation" ne doit pasnous faire oublier qu'une substitution � est avant tout une fon
tion et est don
 d�eterministe :pour toute variable x, �(x) existe et est unique. Aussi, une liste de 
ouples [(x1; t1); � � � ; (xn; tn)℄ne repr�esente une substitution de domaine �ni que si les variables x1, ..., xn sont deux �a deuxdistin
tes.Exer
i
e 2.8On repr�esente les subtitutions par des listes d'asso
iation.1. D�e�nir une fon
tion apply subst V de type :('a * ('b, 'a) term) list -> 'a -> ('b, 'a) termqui permet d'appliquer une substitution �a une variable.2. D�e�nir une fon
tion apply subst T de type :('a * ('b, 'a) term) list -> ('b, 'a) term -> ('b, 'a) termqui permet d'appliquer une substitution �a un terme.La 
omposition des deux substitutions repr�esent�ees par les listes :�1 = [(x1; t1); � � � ; (xn; tn)℄ �2 = [(v1; t01); � � � ; (vk; t0k)℄est la substitution repr�esent�ee par la liste :�2�1 = [(x1;
�2(t1)); � � � ; (xn;
�2(tn)); (v1; t01); � � � ; (vk; t0k)℄dans laquelle on a supprim�e toutes les 
ouples (xi;
�2(ti)) tels que xi =
�2(ti) (puisque dans 
e
as xi n'appartient plus au domaine de �2�1) et tous les 
ouples (vj ; t0j) tels que vj 2 fx1; � � � ; xng(il est en e�et inutile de 
onserver 
es 
ouples puisque la substitution �1 est appliqu�ee avant lasubstitution �2).Exer
i
e 2.9D�e�nir une fon
tion 
omp subst de type :('a*('b,'a) term) list -> ('a*('b,'a) term) list -> ('a*('b,'a) term) listqui permet d'obtenir la 
omposition �2�1 des deux substitutions �1 et �2.Etant donn�ee une substitution �, il est parfois utile de pouvoir \enri
hir" � de telle mani�erequ'une nouvelle variable soit a�e
t�ee par la substitution ainsi enri
hie. C'est notamment le 
aslorsque l'on 
onstruit in
r�ementalement une substitution. On note 
ette op�eration � � (x; t) o�ut est le terme tel que (� � (x; t))(x) = t. Cette op�eration n'est 
orre
te que si 
e 
ouple existed�ej�a dans �, 
'est �a dire si �(x) = t, et dans 
e 
as � reste in
hang�ee, 
'est �a dire �� (x; t) = �,ou bien si �(x) = x 
'est �a dire si x n'appartient pas au domaine de �. En d'autres termes, si�(x) = t0 ave
 t0 6= x et t 6= t0, l'op�eration � n'est pas d�e�nie (ou �e
houe).Exer
i
e 2.10D�e�nir une fon
tion add subst de type :('a * 'b) list -> 'a * 'b -> ('a * 'b) listqui impl�emente l'op�eration �. 29



2.4 Filtrage { Uni�
ationOn peut d�e�nir un pr�eordre6 (relation r�e
exive et transitive) sur T�[V ℄ 
omme suit :t2 � t1 si et seulement si il existe une substitution � telle que �̂(t2) = t1et lorsque t2 � t1, on dit que le terme t1 est �ltr�e par le terme t2. L'op�eration de �ltrage
onsiste don
 �a 
onstruire, si elle existe, une telle substitution. Le prin
ipe du �ltrage de t1 part2 est simple. Il suÆt d'appeler une fon
tion auxiliaire ave
 la substitution identit�e (i.e., la listevide) et les deux termes t1 et t2. Etant donn�es une substitution � et deux termes t1 et t2, 
ettefon
tion pro
�ede 
omme suit :� si t2 est une variable x, alors le r�esultat est la substitution � � (x; t1)� si t2 = f(t01; � � � ; t0n), alors :{ si t1 = f(t001; � � � ; t00n), alors :� il suÆt de pro
�eder �a un appel r�e
ursif ave
 �, t01 et t001 
omme argument pourobtenir la substitution �1� puis de pro
�eder �a nouveau �a un appel r�e
ursif ave
 �1, t02 et t002 
omme argumentpour obtenir la substitution �2� et ainsi de suite ...{ sinon t1 n'est pas �ltr�e par t2La substitution r�esultat est don
 
onstruite in
r�ementalement �a l'aide de l'op�eration �. Le�ltrage peut �e
houer, soit lorsque l'on a d�ete
t�e un 
on
it entre symboles de fon
tion, soitlorsque la fon
tion � renvoie une erreur.Exer
i
e 2.11D�e�nir une fon
tion mat
h term de type :('a, 'b) term -> ('a, '
) term -> ('b * ('a, '
) term) listqui r�ealise le �ltrage de deux termes.L'uni�
ation est une op�eration syntaxique sur les termes, utilis�ee �a la fois pour prouver etpour 
al
uler. L'uni�
ation est une propri�et�e d�e�nie sur les termes : deux termes t1 et t2 sontuni�ables s'il existe une substitution � telle que b�(t1) = b�(t2).D�e
ider si deux termes t1 et t2 sont uni�ables revient �a r�esoudre l'�equation t1 = t2. Plusg�en�eralement, l'algorithme d'uni�
ation permet de r�esoudre un syst�eme d'�equations S entretermes en transformant S en un syst�eme de la forme [n1fxi = tig, tel que les variables xi soientdeux �a deux distin
tes et tel que fx1; � � � ; xng\[n1#(ti) = ;, si S admet une solution (et dans 
e
as, 
e syst�eme 
orrespond �a une substitution) ou en un syst�eme not�e f?g si S n'admet pas desolution. Un tel syst�eme est dit r�esolu. L'algorithme d'uni�
ation 
onsiste en la d�e�nition d'unerelation de transition, not�ee  , et r�esoudre un syst�eme d'�equations S entre termes revient alors�a 
onstruire une suite de transitions S  S1  � � � Sn telle que le syst�eme Sn soit r�esolu. Cetalgorithme est 
lassique et est pr�esent�e dans le tableau 4.6Par 
ontre, � ne d�e�nit pas un ordre, puisque t1 � t2 et t2 � t1 n'implique pas for
�ement t1 = t2. Parexemple, si on 
onsid�ere les deux termes g(x) et g(y), on a d'une part, g(x) � g(y) puisque la substitution �1 quiasso
ie y �a x et laisse in
hang�ees les autres variables v�eri�e bien �̂1(g(x)) = g(y) et d'autre part, on a g(y) � g(x)puisque la substitution �2 qui asso
ie x �a y et laisse in
hang�ees les autres variables v�eri�e bien �̂2(g(y)) = g(x).Par 
ontre 
es deux termes sont \�equivalents �a un renommage pr�es des variables".30



ff(t1; � � � ; tn) = f(t01; � � � ; t0n)g [ E d�e
omposition ft1 = t01; � � � ; tn = t0ng [ Eff(t1; � � � ; tn) = g(t01; � � � ; t0n)g [ E 
on
it f?gfx = tg [ E �elimination fx = tg [E[x t℄ six 2 #(E) et x 62 #(t)fx = tg [ E o

urren
e f?g si x 2 #(t)ft = tg [ E e�a
ement Eft = xg [ E inversion fx = tg [E si t 62 VTable 4: Algorithme d'uni�
ationToutefois, sous 
ette forme, il n'est pas dire
tement op�erationnel si l'on ne pr�e
ise pas unestrat�egie d'appli
ation des r�egles. Aussi, l'algorithme que nous allons utiliser se base sur lastru
ture des deux termes t1 et t2 �a uni�er :� si t1 est la variable x, alors :{ si x apparâ�t dans le terme t2 et si t2 6= x, alors l'uni�
ation �e
houe7 { si t2 = x alorsl'uni�
ation r�eussit ave
 la substitution identit�e{ sinon, l'uni�
ation r�eussit ave
 la substitution [(x; t2)℄� si t1 = f(t01; � � � ; t0n), alors :{ si t2 est une variable, alors on pro
�ede de mani�ere similaire au 
as pr�e
�edent{ sinon si t2 = f(t001; � � � ; t00n) alors il faut \uni�er" l'ensemble de paires de termesf(t01; t001); � � � ; (t0n; t00n)g 
omme suit :� on essaie d'uni�er les deux termes t01 et t001 pour obtenir la substitution �1� puis, si 
ette uni�
ation r�eussit, on essaie d'uni�er les deux termes
�1(t02) et
�1(t002)pour obtenir la substitution �2� puis, si 
ette uni�
ation r�eussit, on essaie d'uni�er les deux termes[�2�1(t02) et[�2�1(t002) pour obtenir la substitution �3� et ainsi de suite ... si toutes 
es �etapes d'uni�
ation r�eussissent alors la substitu-tion r�esultat est �n � � � �2�1{ sinon (t2 = g(t001 ; � � � ; t00k) ave
 f 6= g) l'uni�
ation �e
houeAussi, lorsque l'uni�
ation r�eussit, la substitution r�esultat est 
onstruite in
r�ementalement par
omposition des substitutions 
onstruites �a 
haque �etape.Exer
i
e 2.12D�e�nir une fon
tion unify de type :7En e�et, 
onsid�erons par exemple les deux termes t1 = f(x) et t2 = x. Uni�er t1 et t2 revient �a r�esoudrel'�equation x = f(x) qui n'admet pas de solution �nie puisque la solution de 
ette �equation est x = f! =f(f(f(f(f � � � (qui est un terme rationnel in�ni). Or nous manipulons i
i uniquement des termes �nis.31



('a, 'b) term * ('a, 'b) term -> ('b * ('a, 'b) term) listqui r�ealise l'uni�
ation de deux termes.2.5 Interpr�etation des termesNous allons �a pr�esent interpr�eter les termes. Tout d'abord les symboles de fon
tion vont êtreinterpr�et�es par des fon
tions sur un 
ertain domaine. Etant donn�ee une signature �, une �-alg�ebre A de domaine A est une appli
ation qui �a tout symbole de fon
tion de � d'arit�e nasso
ie une appli
ation fA de An dans A. Pour pouvoir interpr�eter les termes il suÆt �a pr�esentde 
onnâ�tre les valeurs asso
i�ees aux variables : une valuation v sur un domaine A est unefon
tion de V dans A. On note V[A℄ l'ensemble de 
es valuations :V[A℄ = fv : V ! AgLe s
h�ema d'interpr�etation des termes dans une �-alg�ebre A de domaine A est alors d�e�ni
omme suit. Etant donn�ee une valuation v dans A, un terme t est interpr�et�e en une valeur[[t℄℄v 2 A d�e�nie par :� si t est une variable x, alors [[x℄℄v = v(x)� si t = f(t1; � � � ; tn), alors [[t℄℄v = fA([[t1℄℄v ; � � � ; [[tn℄℄v).On remarquera que l'ensemble des substitutions � n'est rien d'autre que l'ensemble V[T�[V ℄℄des valuations dont le domaine est l'ensemble des termes et que l'appli
ation d'une substitutiond�e�nit don
 une interpr�etation des termes par des termes.Exer
i
e 2.13D�e�nir une fon
tion interp term de type :('a->'b) -> ('
->'b list->'b) -> ('a,'
) term -> 'bqui, �etant donn�ee une valuation v : a ! b (a 
orrespond au type des variables et b au domainede l'interpr�etation), une �-alg�ebre A de domaine b qui a tout symbole de fon
tion d'arit�e n(
 repr�esente le type de la signature �) asso
ie une fon
tion de bn (repr�esent�e par une listed'�elements de type b) dans b et un terme t, 
al
ule le r�esultat (de type b) de l'interpr�etation de t.Exer
i
e 2.14Les �el�ements de l'ensemble Fp des formules de la logique des propositions sont en fait des ter-mes 
onstruits �a partir d'un ensemble �p de symboles propositionnels jouant le rôle des variables(
es symboles sont d'ailleurs parfois appel�es des variables propositionnelles) et d'un ensemble�
 = f:;^;_;);,g de 
onne
teurs logiques asso
i�es �a une arit�e8. On a don
 Fp = T�
 [�p℄puisque le syst�eme d'inf�eren
e du tableau 2 
ontient les r�egles du syst�eme d'inf�eren
e du tableau 1lorsque V = �p et � = �
.Il est possible d'interpr�eter les termes de 
et ensemble dans la �
-alg�ebre AIB de domaine IBtelle que : :AIB = [[:℄℄ ^AIB = [[^℄℄ _AIB = [[_℄℄ )AIB= [[)℄℄ ,AIB= [[,℄℄o�u [[:℄℄, [[^℄℄, [[_℄℄, [[)℄℄ et [[,℄℄ sont les fon
tions bool�eennes d�e�nies page 5. Dans 
e 
ontexte, unevaluation � est une fon
tion de �p dans IB (on retrouve exa
tement la d�e�nition des valuations81 pour le symbole de n�egation : et 2 pour les autres 
onne
teurs de �
32



en logique des propositions) et le s
h�ema d'interpr�etation des termes de T�
 [�p℄ dans la �
-alg�ebre AIB 
orrespond alors exa
tement au s
h�ema d'interpr�etation des formules de la logiquedes propositions.Dans 
e qui suit, on 
onsid�ere don
 une signature 
ontenant uniquement des symboles defon
tion d'arit�e inf�erieure ou �egale �a 2. Les variables et les symboles de fon
tion sont repr�esent�espar des 
hâ�nes de 
ara
t�eres.1. D�e�nir un type somme terme, muni des 
onstru
teurs V, C, U et B 
orrespondant respe
tive-ment aux variables, aux 
onstantes, aux termes obtenus �a partir d'un symbole de fon
tionunaire et aux termes obtenus �a partir d'un symbole de fon
tion binaire.2. D�e�nir un type enregistrement 'a algebre qui impl�emente les alg�ebres de domaine 'a (lestrois 
hamps de 
et enregistrement 
orrespondent �a l'interpr�etation des 
onstantes, dessymboles de fon
tion unaire et des symboles de fon
tion binaire).Une fa�
on d'impl�ementer les valuations dans A, 
onsiste �a 
onsid�erer une valuation 
ommeune liste de liaisons d�e�nies par des paires de type (string * 'a) qui permettent d'asso
ier unevaleur de type 'a �a une variable (
'est �a dire un objet de type string).3. D�e�nir une fon
tion evalue d'�evaluation des termes. Cette fon
tion a pour type :'a algebre -> terme -> (string * 'a) list -> 'a4. D�e�nir algebre prop 
omme �etant l'alg�ebre AIB.5. On souhaite d�e�nir une fon
tion est tautologie qui �etant donn�es un terme t et la liste` des propositions atomiques apparaissant dans t retourne true si t est une tautologie(
'est �a dire si pour toute valuation, t s'�evalue �a true). Cette fon
tion utilisera don
la fon
tion evalue ave
 pour argument l'alg�ebre algebre prop. Elle tentera de 
onstruireprogressivement une valuation pour laquelle le terme t s'�evalue �a false. Pour 
ela, lafon
tion est tautologie d�e�nira dans son 
orps une fon
tion test de type :(string * bool) list -> string list -> unitdont le premier argument 
orrespond �a la valuation en 
ours de 
onstru
tion et dont ledeuxi�eme argument 
orrespond �a la liste des 
hâ�nes de 
ara
t�eres 
orrespondant aux vari-ables de t qui n'apparaissent pas dans le premier argument. Cette fon
tion l�evera uneex
eption �a d�e�nir si elle permet de 
onstruire une valuation (en asso
iant une valeur �ason deuxi�eme argument) pour laquelle t s'interpr�ete �a false et rendra () sinon. L'ex
eptionlev�ee par la fon
tion test devra être rattrap�ee par la fon
tion est tautologie.3 Logique de premier ordre3.1 Formules de la logique du premier ordreL'ensemble FL des formules de la logique du premier ordre est d�e�ni indu
tivement, �a partir destermes et d'une ensemble IP de pr�edi
ats muni d'une fon
tion d'arit�e, 
omme suit :� si t1, ..., tn sont des termes et si p est un symbole de IP d'arit�e n, alors p(t1; � � � ; tn) 2 FL(
ette formule est un atome).� si ' 2 FL alors :' 2 FL 33



� si '; 2 FL alors ' ^  , ' _  et ')  sont des �el�ements de FL.� si si x est une variable et si ' 2 FL alors 8x' 2 FL et 9x' 2 FL.Le type des formules logiques du premier ordre peut se d�e�nir �a partir des termes en utilisantles 
onstru
teurs suivants :type ('a,'b,'
) form =Atom of '
 * (('a,'b) term) list| Impl of ('a,'b,'
) form * ('a,'b,'
) form| And of ('a,'b,'
) form * ('a,'b,'
) form| Or of ('a,'b,'
) form * ('a,'b,'
) form| Neg of ('a,'b,'
) form| Forall of 'a * ('a,'b,'
) form| Exists of 'a * ('a,'b,'
) form;;'a d�esigne le type des variables, 'b le type des symboles de fon
tion, et '
 le type des symbolesde pr�edi
ats. I
i en
ore, on remarquera qu'au
un 
ontrôle n'est e�e
tu�e sur l'arit�e des symbolesde pr�edi
at.Les quanti�
ateurs qui peuvent apparâ�tre dans les formules permettent de lier les variables(8 et 9 sont des binders) et il est utile de pouvoir d�eterminer si une variable x est dans la port�eed'un quanti�
ateur ou si elle est libre. On d�e�nit l'ensemble #F (') des variables libres d'uneformule ' 2 FL 
omme suit :#F (') = 8>><>>: #(t1) [ � � � [ #(tn) si ' = p(t1; � � � ; tn)#F ( ) si ' = : #F ( 1) [ #F ( 2) si ' =  1 _  2 ou  1 ^  2 ou  1 )  2#F ( )nfxg si ' = 8x ou 9x Savoir si l'o

urren
e d'une variable dans une formule est libre ou li�ee est n�e
essaire si l'on veutpouvoir appliquer une substitution �a une formule. En e�et, substituer une variable x par uneterme t dans une formule ' pour obtenir une formule not�ee '[x := t℄ 
onsiste �a rempla
er toutesles o

urren
es libres de x dans ' par le terme t. Toutefois, 
ette op�eration n'est 
orre
te quesi les variables apparaissant dans t ne sont pas li�ees dans '. En e�et, 
onsid�erons par exemplela formule 8xp(x; y) dans laquelle nous souhaitons substituer la variable y par le terme f(x).Un simple rempla
ement de y par f(x) 
onduit �a la formule 8xp(x; f(x)) qui n'est pas 
orre
tepuisque l'o

urren
e de x dans le terme f(x) devient li�ee du fait de la quanti�
ation 8x. Ilfaut don
, avant d'e�e
tuer la substitution, renommer les variables li�ees de ' qui apparaissentdans t. Sur l'exemple 
i-dessus, 
e renommage 
onduit �a la formule 8zp(z; y) (qui est logiquement�equivalente �a la formule 8xp(x; y)) sur laquelle on peut �a pr�esent e�e
tuer la substitution de ypar f(x) de mani�ere 
orre
te et obtenir la formule 8zp(z; f(x)) (qui n'est pas �equivalente �a laformule 8xp(x; f(x))).Exer
i
e 3.1D�e�nir une fon
tion single subst f de type :'a -> ('a, 'b) term -> ('a, 'b, '
) form -> ('a, 'b, '
) formqui permet de 
al
uler '[x := t℄. On supposera que les variables de t ne sont pas li�ees dans '.34



3.2 Interpr�etation des formulesPuisque, �etant donn�ees une valuation et une alg�ebre de domaine A, on sait interpr�eter lestermes en une valeur dans A, il suÆt maintenant de disposer d'une interpr�etation des symbolesde pr�edi
at pour pouvoir interpr�eter les formules de FL en une valeur dans IB. On enri
hit don
la notion de (� [ IP)-alg�ebre qui est d�e�nie par :� un domaine d'interpr�etation A� une interpr�etation des symboles de fon
tion qui permet d'asso
ier �a tout f 2 � d'arit�e nune fon
tion fA : An ! A� une interpr�etation des symboles de pr�edi
at qui permet d'asso
ier �a tout p 2 IP d'arit�e nune fon
tion pA : An ! IBLe s
h�ema d'interpr�etation des formules est �a pr�esent d�e�ni 
omme suit :[[p(t1; � � � ; tn℄℄v = pA([[t1℄℄v ; � � � ; [[tn℄℄v)[[: ℄℄v = [[:℄℄[[ ℄℄v[[ 1 ^  2℄℄v = [[ 1℄℄v[[^℄℄[[ 2℄℄v[[ 1 _  2℄℄v = [[ 1℄℄v[[_℄℄[[ 2℄℄v[[ 1 )  2℄℄v = [[ 1℄℄v [[)℄℄[[ 2℄℄v[[8x ℄℄v = true ssi pour tout a 2 A [[ [x := a℄℄℄v = true[[9x ℄℄v = true ssi il existe a 2 A tq [[ [x := a℄℄℄v = trueExer
i
e 3.2En utilisant la fon
tion interp term d�e�nie dans l'exer
i
e 2.13, d�e�nir une fon
tion interp formqui permet d'interpr�eter une formule de FL. Le type de 
ette fon
tion sera :('a -> 'b) /* 1 */-> ('
 -> 'b list -> 'b) /* 2 */-> ('d -> 'b list -> bool) /* 3 */-> ('a -> ('a -> 'b) -> ('
 -> 'b list -> 'b) -> /* 4 */('d -> 'b list -> bool) -> ('a, '
, 'd) form -> bool)-> ('a -> ('a -> 'b) -> ('
 -> 'b list -> 'b) -> /* 5 */('d -> 'b list -> bool) -> ('a, '
, 'd) form -> bool)-> ('a, '
, 'd) form-> boolo�u 'a d�esigne le type des variables, 'b le type des �el�ements du domaine d'interpr�etation, '
le type des symboles de fon
tion, et 'd le type des symboles de pr�edi
at. Aussi, le premierargument (/* 1 */) 
orrespond �a une valuation, le deuxi�eme argument (/* 2 */) 
orrespond�a une interpr�etation des symboles de fon
tion, le troisi�eme argument (/* 3 */) 
orrespond �aune interpr�etation des symboles de pr�edi
at, le quatri�eme argument (/* 4 */) 
orrespond �a unefon
tion qui �etant donn�ee une variable x, une valuation v, une interpr�etation des symboles defon
tion, une interpr�etation des symboles de pr�edi
at, et une formule ' permet d'indiquer sipour tout �el�ement a appartenant au domaine d'interpr�etation A, on a [['[x := a℄℄℄v = true eten�n le dernier argument (/* 5 */) est une fon
tion similaire au quatri�eme argument et quipermet d'indiquer si il existe un �el�ement a appartenant au domaine d'interpr�etation A tel que[['[x := a℄℄℄v = true. Les deux derniers arguments 
orrespondent don
 �a des fon
tions permettantde par
ourir le domaine d'interpr�etation (puisque 
e domaine est arbitraire, 
es deux fon
tionssont pass�ees en argument). Si 
e domaine n'est pas �ni, 
es fon
tions ne terminent pas.35



3.3 Programmation du noyau du logi
iel Tarski's worldLe logi
iel Tarski's world permet de 
onstruire un mod�ele et d'interpr�eter des formules logiquesdu premier ordre dans 
e mod�ele.3.3.1 SyntaxeLes formules que le logi
iel Tarski's world permet de v�eri�er sont des formules de la logique dupremier ordre 
onstruites �a partir :� d'un ensemble �ni V = fU,V,W,X,Y,Zg de variables� d'un ensemble �ni � = fA,B,C,D,E,Fg de symboles de fon
tion 
orrespondant �a des 
on-stantes (i.e., dont l'arit�e est nulle)� d'un ensemble �ni :IP = � Tet, Cub, Dode
, Small, Medium, Large, Smaller, Larger,LeftOf, RightOf, Ba
kOf, FrontOf, Between �de symboles de pr�edi
at (se reporter �a la do
umentation du logi
iel pour l'arit�e de 
essymboles)En O
aml, on repr�esente 
es ensembles par les types suivants :type variables = U | V | W | X | Y | Z;;type 
stes = A | B | C | D | E | F;;type predi
ats = Tet | Cub | Dode
 | Small | Medium | Large| Smaller | Larger | LeftOf | RightOf | Ba
kOf| FrontOf | Between;;3.3.2 Interpr�etation des formulesDomaine d'interpr�etation Le logi
iel Tarski's world permet de 
onstruire un mod�ele �a partird'une grille sur laquelle sont dispos�es des objets. Le domaine d'interpr�etation des mod�eles que lelogi
iel Tarski's world permet de 
onstruire est don
 un ensemble d'objets pla
�es sur une grille.La grille est repr�esent�ee par un tableau �a deux dimensions dont les �el�ements sont des 
ases.Le type 
ase des 
ases permet de distinguer les 
ases vides des 
ases 
ontenant un objet.type 'a 
ase = Empty | Case of 'a;;Exer
i
e 3.3A partir d'une grille, par exemple la grille vide que l'on peut obtenir �a l'aide de la fon
tion :let make_empty_world n m = Array.make_matrix n m Empty;;on souhaite pouvoir 
onstruire un mod�ele en disposant des objets dessus. D�e�nir deux fon
tionsadd obj et sup obj qui permettent respe
tivement d'ajouter et de supprimer un objet sur la grille.36



Outre sa position sur la grille, 
haque objet { de type objet { est 
ara
t�eris�e par une forme(pyramide, 
ube, dod�e
a�edre) { type figure { et une taille (petit, moyen, grand) { type taille.type figure = Pyramide | Cube | Dode
aedre;;type taille = Petit | Moyen | Grand;;type objet = { fig : figure ; dim : taille};;Interpr�etation des symboles de fon
tion Les seuls symboles de fon
tion 
onsid�er�es sontdes 
onstantes. Ces 
onstantes servent �a d�esigner des objets sur la grille. Comme nous l'avonsvu, le domaine d'interpr�etation des symboles de 
onstante est don
 int * int (les 
oordonn�eesde l'objet sur la grille) lorsque la 
onstante 
onsid�er�ee a �et�e introduite ou Undef sinon :type interp_
ste = Obj of int*int | Undef;;Exer
i
e 3.4On veut pouvoir 
onstruire une interpr�etation des symboles de fon
tion en ajoutant ou ensupprimant \l'asso
iation" d'une 
onstante �a un objet sur la grille �a partir d'une interpr�etationdonn�ee.1. Etant donn�ee une fon
tion i f d'interpr�etation des symboles de 
onstante, pour asso
ier unobjet �a une 
onstante, il faut d'une part s'assurer que 
e symbole n'est pas d�ej�a interpr�et�epar un objet pr�esent sur la grille (dans 
e 
as une ex
eption pourra être lev�ee), d'autre partajouter physiquement 
et objet sur la grille et en�n modi�er la fon
tion i f pour prendreen 
ompte la modi�
ation. D�e�nir une fon
tion add 
ste de typeobjet array array -> 'a -> int -> int -> figure -> taille-> ('a -> interp_
ste) -> 'a -> interp_
stequi permet d'e�e
tuer 
ette op�eration.2. D�e�nir une fon
tion sup 
ste de type :'a 
ase array array -> 'b -> int -> int-> ('b -> interp_
ste) -> 'b -> interp_
stequi permet de supprimer un objet de la grille et modi�er en 
ons�equen
e la fon
tiond'interpr�etation des symboles de 
onstante.Interpr�etation des symboles de pr�edi
at Nous ne redonnons pas i
i la s�emantique despr�edi
ats que l'on peut utiliser pour 
onstruire des formules ave
 le logi
iel Tarski's world (sereporter �a la do
umentation du logi
iel). Pour implanter 
ette s�emantique en O
aml, il suÆtde d�e�nir une fon
tion d'interpr�etation pour 
haque pr�edi
at. Lorsque l'arit�e des symboles depr�edi
at n'est pas respe
t�ee, une ex
eption sera lev�ee. Par exemple, la fon
tion d'interpr�etationdu pr�edi
at Tet peut être implant�ee 
omme suit :let interp_Cub w l = mat
h l with[x℄ -> (w.((fst x)).((snd x))).fig = Cube| _ -> raise Arity_error;; 37



Exer
i
e 3.5D�e�nir toutes les fon
tions d'interpr�etation des pr�edi
ats invoqu�ees dans la fon
tion g�en�eralesuivante :let interp_pred w p = mat
h p withTet -> (fun
tion l -> interp_Tet w l)| Cub -> (fun
tion l -> interp_Cub w l)| Dode
 -> (fun
tion l -> interp_Dode
 w l)| Small -> (fun
tion l -> interp_Small w l)| Medium -> (fun
tion l -> interp_Medium w l)| Large -> (fun
tion l -> interp_Large w l)| Smaller -> (fun
tion l -> interp_Smaller w l)| Larger -> (fun
tion l -> interp_Larger w l)| LeftOf -> (fun
tion l -> interp_LeftOf w l)| RightOf -> (fun
tion l -> interp_RightOf w l)| Ba
kOf -> (fun
tion l -> interp_Ba
kOf w l)| FrontOf -> (fun
tion l -> interp_FrontOf w l)| Between -> (fun
tion l -> interp_Between w l);;3.3.3 V�eri�
ation d'une formuleUne fois la syntaxe et la s�emantique du langage d�e�nies, il devient possible de v�eri�er uneformule �etant donn�ee une grille. Il suÆt pour 
ela d'utiliser la fon
tion interp form d�e�niedans l'exer
i
e 3.2. Toutefois 
ette fon
tion n�e
essite en argument deux fon
tions permettant depar
ourir le domaine d'interpr�etation 
onsid�er�e. Puisque, dans le 
adre de l'interpr�etation quenous 
onsid�erons i
i, 
e domaine est �ni, 
es deux fon
tions se programment fa
ilement.Exer
i
e 3.61. D�e�nir deux fon
tions 
he
k forall et 
he
k exists ayant pour type :'a ->('a -> 'b) ->(
stes -> 'b list -> 'b) ->('
 -> 'b list -> bool) -> ('a, 
stes, '
) form -> boolLa premi�ere 
orrespond �a une fon
tion qui �etant donn�ee une variable x, une valuation v,une interpr�etation des symboles de fon
tion, une interpr�etation des symboles de pr�edi
at, etune formule ' permet d'indiquer si pour tout �el�ement a appartenant au domaine d'interpr�etationA, on a [['[x := a℄℄℄v = true et la deuxi�eme est une fon
tion similaire qui permet d'indiquersi il existe un �el�ement a appartenant au domaine d'interpr�etation A tel que [['[x := a℄℄℄v =true.2. En d�eduire une fon
tion interp tarski de type :objet array array-> (
stes -> (int * int) list -> int * int)-> ('a, 
stes, predi
ats) form-> boolqui permet de v�eri�er qu'une grille est un mod�ele d'une formule.
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