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PARIS

PARTIEL LOGIQUE - 29 Octobre 2008

Les exercices sont indépendants.
Documents et calculette interdits.

On rapelle les regles du calcul des séquents.
—  hypothese : F e F = FF F
— augmentation : si G ¢ F et F + F alors FU{G} + F
— modus ponens : si F = (F D F') et si F - F alors F + F’
—  synthese : si F, F'+ F'" alors F = (F D F)
— double négation : F = F si et seulement si F F —-—F
—  regle du raisonnement par I'absurde : si 7, F'+- F' et F,F + —F’ alors F I —F.

EXERCICE 1 Préciser les regles de calcul des séquents appliquées dans la déduction suivante.
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EXERCICE 2 Considérons les énoncés suivants :

e  Sila démocratie est le meilleur systeme de gouvernement, alors tout le monde doit voter.
e La démocratie est le meilleur systeme de gouvernement.

e  Donc tout le monde doit voter.

1. Formaliser ces trois énoncés en calcul propositionnel. Indication : introduire les variables
propositionnelles D= “le systeme est la démocratie”, M= “le systeme est le meilleur systeme de
gouvernement”, T= “tout le monde doit voter”.

2. Montrer que les deux premiers impliquent le troisieme
(i) par le calcul des séquents.

(ii) par résolution. &

EXERCICE 3 Soit E un ensemble muni de 2 relations (prédicats) binaires arc, chem et 3 constantes
a,b,c. On considere ’ensemble P de formules :

arc(a,b)
arc(b, c)
Vx chem(x,x)
Vz,y chem(x,y)V —arc(z,y)
Vx,y,z chem(z,y)V —arc(z,z)V -chem(z,y)

1. Trouver deux modeles différents de P.
2. Montrer par résolution que P F chem(a,c). O
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1. f(y) est-il substituable a x ?

2. g(z, z) est-il substituable a y ?

3. f(z) est-il substituable & x ?

Dans les cas ou le terme est substituable, faire la substitution et donner le résultat.

Dans les cas ou le terme n’est pas substituable, expliquer pourquoi, faire le renommage qui
convient et donner le résultat. &

EXERCICE 5 Traduire par des formules les propriétés suivantes : (on interprete la phrase le cube
est grand par : il y a exactement un cube, et il est grand ; cette phrase sera supposée fausse si
par exemple
il n’y a pas de cube, ou s’il y en a deux)

Il y a au moins deux dodécaédres.

Il y a au plus deux tétraedres.

Il y a exactement deux cubes.

Il y a seulement trois objets qui ne sont pas petits.

Le petit tétraédre n’a rien devant lui.

Le tétraédre qui a quelque chose devant lui est grand.

Aucun dodécaédre n’est derriére le grand cube.

Le cube moyen est a droite du grand cube.

Le seul objet n’ayant rien a sa droite est le cube moyen.
0. Le plus petit cube est moyen. &
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EXERCICE 6 Démontrer le théoréme de la déduction, que l'on rappelle ci-apres : {F,, ..., Fi} E F
si et seulement si
DEF.D Fno1D(-(FADF) ).



p,mgDr,mg,mp Do B op (Hypothese)
P,—q D1, mg,mmp D or B oomp (double negation)
p,qDr,mg,mmp D or b oomp Do (Hypothese)
p,q D r,mq,~mp D or o (modus ponens)
p,qg D r,g,mmp D Eog (Hypothese)
P, DT, g, mp D g D (Hypothese)
p,mq DT, g, p DT o (modus ponens)
p,~qDr,mp D or oo (absurde)
p,gDr,mp D b og (double négation)
2.
les formules sont (D D M) DT, (D D M); et on a, par calcul des s~
(DOM)DT,(DODM) - (DDODM)DT (hypothese)
(DODM)DT,(DD>M) F (D>M) (hypothese)
(DOM)DT,(DODM) T (modus ponens)

Par résolution : il faut d’abord mettre (D D M) D T , (D D M) , =T sous forme
clausale. (D D M) , =T sont déja des clauses et la forme clausale de (D D M) D T est
DvTet -MVT.

de DVT et =DV M on déduit TV M

de TV M et ~M VT on déduit T

de T et =T on déduit la clause vide.

3.

IN avec arc(z,y) ssiy =z + 1 et chem(x,y)ssiy>xeta=0, b=1, c=2.

un graphe ag — by — ¢g, et chemg(x, y) la relation “il y a un chemin (une suite d’arcs
du graphe)” entre = et y.

Forme clausale : P U —chem(a,c).

De chem(x,y)V —arc(z, z) V ~chem(z, y) et arc(a, b) on déduit chem(a,y) VvV ~chem(b,y)

De chem(a,y)V —chem(b,y) et chem(x,y)V —arc(z,y) on déduit chem(a,y)V —-arc(b,y)

De chem(a,y) V —arc(b,y) et arc(b,c) on déduit chem(a, c)

De chem(a, c) et =chem(a,c) on déduit la clause vide.

4. 1 NON (capture de variable libre x) (3y'R(f(y),vy’)) D VaVz(R(z, z) V R(y, 2)).
2 non (capture de variable libre y ) : (JyR(x,y)) D V&'V (R(2',2') V R(g(z, 2), 2')).
3oui. (FYyR(f(2),y)) D VaVz(R(z,2) V R(y, 2)).

5.

1. Il y a au moins deux dodécaedres. Jz3ydodec(x) A dodec(y) A (x # y)
2. Ily a au plus deux tétraedres. IzJy(tet(z) A tet(y) AVz (tet(z) — ((z=y)V (z =

)V (y=2))))

3. Il y a exactement deux cubes. Jz3y (cube(x) A cube(y) A (x # y) A (Vz(cube(z) —

((z=2)V(y=2))))

4. 11y aseulement trois objets qui ne sont pas petits. xIy3Iz (—small(x) A —small(y) A

—small(z) N(x #y) AN (x # 2) ANy # 2) AN(Vt(—small(t) — (t=x)V(t=2)V(t=1y)))))
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6. Le tétraedre qui a quelque chose devant lui est grand. 3z (3z(tet(x) A frontof(z,x)) A
Vy(Fz(tet(y) A frontof(z,y)) Dy = z) Alarge(x))

7. Aucun dodécaedre n’est derriere le grand cube. Jx(cube(x)Alarge(x) A\ (Vzdodec(z) —
—backof(z,xz)) A (Vy(cube(y) Alarge(y) — y = x)))

8. Le cube moyen est a droite du grand cube. 3x(cube(x) A large(x) A (Vy(cube(y) A
large(y) — y = x))) A 3z(cube(z) A medium(z) N (Vy(cube(y) A medium(y) — y =
2))) A rightof(z, )

9. Le seul objet n’ayant rien a sa droite est le cube moyen. 3z(cube(z) A medium(z) A
(Vy(cube(y) Amedium(y) — y = z)) A (Yx—rightof(z, z)) A (forallt(Nx—rightof(z,t)) D
t=2))

10. Le plus petit cube est moyen. Jz(cube(x) Amedium(z)A(Vy(cube(y) — smaller(z,y))) A}
Vz((cube(z) A (Vy(cube(y) — smaller(z,y)))) — z = x))

6. voir Cours



