les exercices sont indépendants
DOCUMENTS et calculettes interdits
Téléphones éteints et rangés dans vos sacs
Rédigez les exercices de cette page sur une copie séparée
Vous pouvez rédiger les exercices 1 et 4 2. sur ’énoncé

On rapelle les regles du calcul des séquents
— utilisation d’une hypothese : F € F = FF F
— augmentation des hypotheses : si G ¢ F et F = F alors FU{G} F F
—  regle de détachement (ou modus ponens) :si F = (F D F’) et si F F F alors F - F’
—  regle de synthese (ou retrait d’une hypothese) : si F, F' - F’ alors F + (F D F)
—  regle de la double négation : F  F si et seulement si F F —-—F
—  regle du raisonnement par I'absurde : si F, F = F' et 7, F - —F’, alors F - —F.
— Si F F VaF et sit est substituable a = dans F, alors : F + Flz = t] (regle
d’instantiation).
— Si FE F etsiznest pas libre dans F, alors : F F Vo F (régle de généralisation
universelle).
—  F F JaF si et seulement si F = —Vax—F (définition de 3).
On pourra utiliser aussi les regles suivantes, énoncées ou démontrées en cours :
si F = (F AF') alors F = F, (élimination de etl)
— si FF(FAF')alors F - F', (élimination de et2)
- SiF,GF Fet F,-GF F'alors F = (FV F’) (introduction de ou) .
—  FF GA3JxF siet seulement si F F Jz(G A F), si x n’a aucune occurrence libre dans
G (prénexel)
- F EVz(F AG) si et seulement si F = (VzF) A G), si  n’a aucune occurrence libre
dans G (prénexe2).

EXERCICE 1 Soit ¢ = Va3Iy (p(m) A q(y)) et ¢ = dyVx (p(m) A q(y)) On déduit 1 & partir de ¢.
Laquelle des déductions suivantes est correcte 7 Vous justifierez votre réponse en donnant le nom
des regles appliquées a chaque étape de la déduction correcte, avec justification des hypotheses
d’application de la régle si nécessaire, et en donnant un contrexemple pour ’étape fausse de la
déduction fausse : votre contrexemple sera un modele de la ligne précédant la ligne fausse, et ne
sera pas un modele de la ligne fausse.

) 6+ Ely( 2 Aq(y) (instantiation)
6 F pa) A (2ya) ( )
6+ Vo(p@) A Zyaly) )
o b (Yor(@)) A (3paw)  ( )
o b 2y(Vop@) Naw) )
o+ 3va(pe) nal) )

T.S.V.P.



or o T\ TV ) A /

o b (@) naw) )

ok = (p@raw) )

6 - (pla) naw) ( )

o - Vo(p@naw) )

6 b My (p(@) Aaly)) )

o+ I (p@) Aaw) )

&

EXERCICE 2 1. Montrer que p A ¢ - p V g en utilisant les régles du calcul des séquents.

2. Montrer que p A ¢ - pV g en utilisant la résolution. &

EXERCICE 3 (Vz3dyR(z,y,z)) D (Vz32Q(x,y, 2)).

1. Donner une forme prénexe de F. Donner une autre forme prénexe de la méme formule ?

2. Skolemiser les formules obtenues a la question 1.

3. f(x,y) est-il substituable & z ? & y 7 Donner le résultat de la substitution si c’est substituable
et la raison si ce n’est pas substituable.

4. f(z,a) est-il substituable & z 7 & y 7 Donner le résultat de la substitution si c’est substituable
et la raison si ce n’est pas substituable. &

EXERCICE 4 1. Ecrire (dans le langage de Tarski et en utilisant les prédicats C'ube et LeftO f de
Tarski) des formules logiques F} , F» et F3 traduisant que
(i) Deux objets non comparables dans la relation ”a gauche de” sont égaux
(ii) Deux cubes quelconques ne sont jamais comparables dans la relation ”a gauche de”
(iii)  Deux cubes quelconques sont égaux
2. Justifier les regles employées dans la déduction suivante par calcul des séquents, ou 1’on
suppose que les séquents F - F D G et F = G D H sont prouvés (donner le nom de la régle
utilisée a chaque étape).

1. FFE (F D G) (séquent prouvé)
2. FF (G D H) (séquent prouvé)
3. F,F - (F>QG) ( )
4. F,F + (GDH) ( )
5. F,F F F ( )
6. F,F - G ( )
7 F,F+ H ( )
8. F+ (FDOH) ( )
3. Montrer que {F1, F>} - F3
1) Par résolution (Indication : la forme clausale de = F’3 est cube(a) , cube(b) , = (a =) )
2) Par le calcul des séquents. &
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VY-V (p(w) A Q(y))
YV <p(w) A q(y))

(instantiation)

(prénexel, y non libre dans p(x))
(généralisation, = non libre dans ¢)
( prénexe2, x non libre dans Jyq(y))
( prénexel, y non libre dans Vap(z))

( prénexe2, x non libre dans ¢(y))

(instantiation)

(définition de 3)

(FAUX)

(double négation)

(généralisation, = non libre dans ¢)
(non justifié)

(définition de 3)

un contrex. parmi d autres les entiers avec p(z) ssi z > 0 et ¢(z) ssi z = 0.

2. Forme clausale de p A ¢, ~(p V q) est p,q, —p, q.

1.
1) pAgqF pAg (hypothese)
2) pAqkFp (élim etl )
3) pAqF q (élim et2 )
4) pAg,pF p ( augmentation sur 2) )
5 pAg,—pF g (augmentation sur 3) )
6) pAgt pVyg (introd. de ou)

2. résolution immédiate & partir de la forme clausale ——"

3



Qx',y, ")) et
forme prénexe2 (Vz3z'3a2'Vy' (R(2',y', z) D Q(x,y,7")) (entre autres, ...)..

2. (Vy'Va' (R(a, 9, 2) D Qa',y, f(y,2"))) et (Vavy' (R(g(x),y', 2) D Q(z,y, h(z)))
3.f(z,y) est-il substituable a z ? non (capture des variablex x,y), & y 7 non (capture de
la variable x)

4.f(z,a) est-il substituable a z ? oui, résultat : (VeIyR(z,y, f(2,a))) D (VxIzQ(z,y, 2)).
a y ? non (capture de la variable z)

3. 1 et 2 non (capture de variable), 3 oui.

4.

F1:VyVJJ<—|(leftof(x,y) Vieftof(y,x)) Dx = y) = VyVax <G D H)
Fg:V@NJ:((cube(x) A cube(y)) D —(leftof(z,y) Vleftof(y, ac))) = VyVz (F D G)

Fs: Vny((cube(:L‘) A cube(y)) Dy = x)

2. Justification

1 FF (F D G) (séquent prouvé)
2 Fr (G O H ) (séquent prouvé)
3 F,FF (F D G) (augmentation)
4 F,F + (G D H) (augmentation)
F.F+ F (hypothese)
F.FFG (MP sur 5 et 3)
F.F+H (MP sur 6 et 4)
8 F + (F D H) (Synthese)

3. La forme clausale de F, Fy, ~F3 est (sans les V)

leftof(x,y) Vieftof(y,x)Va =1y, -cube(x)V —cube(y) V —leftof(x,y) , -cube(x) V
—cube(y) V —leftof(y,x) , cube(a) , cube(b) , —(a = b)

3.1) De —cube(x)V-cube(y)V-leftof(x,y) et cube(a) on déduit —cube(y)V-leftof(a,y)

De —cube(y) V —leftof(a,y) et cube(b) on déduit —leftof(a,b)

De méme on déduit de —cube(x) V —cube(y) V —leftof(y,x) et cube(a) , cube(b), que
—leftof (b, a)

puis de —leftof(b,a) , ~leftof(a,b) , leftof(x,y) Vieftof(y,x)Vax =y, -(a =0b) on
déduit la clause vide.



{F1,F»} F YyVz| F D G| (hypothese)

(instantiation , y substituable a y)
{F1,F>} +

F > G| (instantiation , x substituable & z)

(
(Fi,F>)} + Vx(F 5 G
(

{F1,F»} F VyVz(G D H | (hypothese)

(instantiation , x substituable & x)

{F1,F,} v | FD>H) (question 2, Exercice 4)

{F1,Fo} - Vx| F D H| (généralisation universelle car « non libre dans {Fy, F5})

(

(
(F,Fy} + (G > H

(

(

(généralisation universelle car y non libre dans {F;, F5})

{F1,F2} F VYz[{G D H) (instantiation , y substituable a y)

{Fl,FQ} F Vny(FDH

or YyVx (F D H) est Fj.



