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Logique et Informatique (1)

Programmation (en) logique (PROLOG, ...) Exécuter un programme c’est
construire une preuve et en extraire de I'information.

programme
exécution d’'un programme

= théorie du premier ordre
= recherche d'une preuve
Programme P | Requéte R

(VX ((AcA - AA) =A)} | 3X (BLA-- ABy)
Exécution : soumission d'une requéte R étant donné un programme P ...
construction d'une preuve de P - Ix (By A -+ A By) en utilisant la résolution,
et extraction de cette preuve des valeurs associées a x.
Exemple. Addition de deux entiers :

{ vx add(0,x, x)

VxVyVvz add(x,y,z) = add(x +1,y,z + 1) } - 3x add(2,3,x) WX =9
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Logique et Informatique (2.1)

Probléme décidable Formule vraie

1 1
Algorithme Preuve

1 1
Programme Preuve formelle

Lisomorphisme de Curry-Howard établit un lien fort, d'une part, entre preuves
et programmes, et d’autre part, entre propositions et types :

preuve =  programme = J\-terme
proposition = spécification = type
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Logique et Informatique (2.2)

Programmation fonctionnelle (OCAML, ...)

preuve
proposition

= programme
= type (spécification)
Exécuter un programme c’est normaliser (une preuve, un terme).
Exemple. Programme d’addition de deux entiers = preuve (constructive) de la
formule Yxvy3z add(x,y,z).
Remarque. Il existe des systemes dans lesquels on peut prouver formellement la
formule :

¥x P(x) = 3y Q(x,y)

Le systéme extrait alors automatiquement de la preuve un programme “certifié” qui,
pour tout x vérifiant P(x) calcule un élémenty tel que Q(X,y).
... écrire une preuve c’est écrire un programme!
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Preuves et Calculs

Systémes d'inférence - Induction
A-calcul non typé

A-calcul typé

Logique minimale

Isomorphisme de Curry-Howard

Systeme Coq

Extensions — Logique intuitionniste propositionnelle
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Systemes d’inférence (1)

Permet la définition d’ensembles, de relations, ...
J : ensemble de jugements

Exemples.
J1 = {suite finie de symboles € {0,S,(,)}}
J2= {n1 <nz|ng,nyeIN}

{0 < 5(0),S(S(0)) < S(S(S(S(5(0))))), S(S(0)) <0, --- }

®[J] : systéme d'inférence = ensemble de régles portant sur des jugements
de J : o .
(R)Jl J2 J e Jn

{i1, - ,in} : prémisses qui doivent étre “satisfaites” pour que la conclusion j
le soit.

axiome (n = 0) : (R)j— Le jugement j est toujours satisfait.
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Systemes d’inférence (2)

Exemples :

@ Définition de I'ensemble IN :

ol = { M) (N s |

@ Définition de la relation < :

®2[ 2] = {(Ll)n < n ()5 n<5(m)}

@ Reégles du calcul des séquents

rFA=B THA rAFB
P rara (B=) FFB (=)rfFa=s

Mathieu Jaume, LIP6 71174



Arbres d’inférence (de preuve, de dérivation) —
Théoremes

Un arbre d’inférence d'un jugement j € 7 pour un systéme d'inférence ¢[J]
est un arbre fini dont la racine est j et tel que pour chaque noeud j; dont les
fils sont ji,, jkys - + Ik, il €XiStE une régle de ¢[7] :

ke dke ke
r :
(r) Jk

Les feuilles ... ne peuvent étre obtenues qu’a partir des axiomes.
®[J] caractérise un ensemble de théoremes Th(®[J]) C J contenant les
jugements qui admettent un arbre d’'inférence.

j € J estun théoreme s'il existe dans ®[7] une régle : (R)j— ou :

telle que chaque ji (1 <i < n) soit un théoréme.
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Arbres d’inférence : Exemples

¢ S(S(0)) € Th(®41[J1]) = IN mais 0S() &€ Th(®1[71])

* S(0) < S(S(S(0))) € Th(®2[T]) mais S(S(0)) < 0 & Th(®2[72])
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Induction

Prouver par induction une propriété P sur tous les éléments de 'ensemble
Th(e[7]),

c’est prouver que pour toute régle de ®[7], si chacune des prémisses
satisfait P (hypothése d’induction), alors la conclusion satisfait aussi P.
Théoreme

Si(w1.,1n€¢kﬂ(vke{n, - in} P(K)) impligue P(j))
alors ¥x € Th(®[J]) P(x).

Exemples/Exercices.

e Induction sur IN : Si P(0) et si pour tout n € IN, P(n) = P(S(n)), alors
vn € IN P(n). vnelN 0<n
e Induction sur la dérivation de n < m : Si pour toutn € IN, P(n < n) etsi
pour tout n,m € IN, P(n < m) = P(n < S(m)), alors pour tout n,m < IN,

P(n <m). vnmeIN n<m= S(n) <S(m)
_ PewesetCalows 0o
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A-calcul non typé

Fonctions f:A—B
e Représentation en extension : sous-ensemble de A x B

{(x,f(x)) | x €A} CAx B

Cas particulier d'une relation.

Différence en relation et fonction ? pour tout x € A, il existe un uniquey = f(x) € B.
Représentation inadaptée a l'informatique

¢ Représentation en intention : régles de calcul x — f(x)

Le A-calcul, introduit dans les années 1930 par A. CHURCH, permet une
définition calculatoire de la notion de fonction
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A-termes

Termes du A-calcul non typé
Ensemble A défini inductivement :

@ tout symbole de variable est un terme

@ sit; ett, sont des termes, alors (t; tz) est un terme
application de t; a 'argument t;

@ si x est un symbole de variable et t un terme, alors Ax.t est un terme
abstraction (fonction qui a x associe t)

V : ensemble de symboles de variable

(Va)z(ceV)  (AmGgs  (Abp(xeV)
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Exemples de \-termes

| = AX.X : fonction identité

°

@ ((Ax.x) (MAx.x)) : application de la fonction identité a elle-méme
@ M. A\g.AX.(f (g x)) : composition de fonctions

NS AX.(X X)

o K 2 AXAY X

@st MXAY.AZ.((x 2) (y 2))

Notations

@ I'application est associative a gauche
A
thto tg---th =(((t t2) t3) - - tn)

A
@ AXq,Xo, -+, Xp.l =AX1.AXp. - -+ L AXp L
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Arbre de syntaxe abstraite de S

(Var)— (Var)— (Var)— (Var)E
M ) N
(Aop) (2 © 2)
Mz.((x 2) (y 2))

z
AY.Az.((x 2) (y 2))
AXAY.AZ.((x 2) (y 2))

(Abs)

(Abs)

(Abs)
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Variables libres — Variables liées (Rappels)

Occurrence de variable liée :
@ dans une formule logique : x est liée dans Vx p(x,y)
@ dans un programme OCaml : x est liée dans function x -> x+vy
@ dans une “formule mathématique” : x est liée dans fol(x +y)dx
@ dans un programm mi : | X= _X lin X 2
dans un programme OCal et + +

occurrence occurrence

libre lice
@ dans une formule logique : Wy ((3Ixp( _x  ,y))va( x_ .y))
occurrence occurrence
liee libre
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Variables libres

Tout comme V et 3 pour les formules logiques ...\ est un lieur (binder) de
variable pour les A-termes.

F:N— V)

{x} si t2x
FO2{ Ft)UFt) sttt t)
Flo)\{x}  sitEx.t

Exemple
AY.(Ax.(y x ) X))
lige libre
Les occurrences libres de x dans t sont liées dans \x.t.
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Variables libres : Exemple

FxAy.((Az.y) (z x)))
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Substitutions

t1[x := tp] : remplacer x par t, dans t;

Exemple : (Ax.(y X))y := Az.z] = Ax.((A\z.2) x)

Remplacer toutes les occurrences de x dans t; ?

Non.

MX.(y x) et Aw.(y w) représentent la méme fonction, on souhaite donc que
(Ax.(y x))[x :=z] et (Aw.(y w))[x := z] représentent aussi la méme
fonction :

(AX.(y X)X :=2z] = Ax.(y x)  (Aw.(y w))[x :=2z] = w.(y w)
X & FOX.(y x))

t1[x := t,] : remplacer toutes les occurrences libres de x dans t; par t,
()\X.tl)[X = tz] = AX.t1

... de la méme maniére (¥x P(x))[x :=t] = ¥x P(x)
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Substitution d’une variable (rappels)

Substituer toutes les occurrences de x par t dans la formule logique ¢ ? Non
... uniquement les occurrences libres de x ... toutefois, ceci n’est correct que
si les variables apparaissant dans t ne sont pas li€ées dans ¢ : phénoméne de
capture de variable.

Exemple 1. Sif(x) = fol(x +y)dy, calculer f(y), ce n'est pas calculer

fol(y +y)dy mais c’est calculer fol(y + z)dz ... on renomme l'occurrence liée
de y par une variable fraiche z.

Exemple 2. Substituer y par le terme f(x) dans vxp(x,y).

Un simple remplacement de y par f(x) conduit Vxp(x, f(x)) ce qui incorrect
puisque I'occurrence de x dans le terme f(x) devient liée.

Il faut donc, avant d’effectuer la substitution, renommer les variables
liées de ¢ qui apparaissent dans t.

Sur I'exemple, ce renommage conduit & vVzp(z,y) (qui est logiguement
équivalente a la formule Vxp(x,y)) sur laquelle on peut effectuer la
substitution de y par f(x) pour obtenir Vzp(z,f(x)).
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Substitutions : Capture de variable

MX.(z x) et Ay.(z y) représentent la méme fonction, on souhaite donc que
(Ax.(z x))[z :=x] et (A\y.(z y))[z := Xx] représentent aussi la méme fonction :
AY.(X y).

Pour pouvoir appliquer la substitution [x := t;] au A-terme ty, il faut renommer
les variables liées de t; “en dehors” des variables libres de t, ... inutile si x
n'est pas libre dans t;.

(AX.t)ly ==1t] = Aty = ty] s? X & F(t)Vy & F(t1)
Mty =] =Azti[x :=2z][y :=1t;] six € F(tx) Ay € F(t1)
renommage de x en z z variable “fraiche”
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Application d’une substitution

X[X:=t]=t

yx:=t]=y six #y
(tl tz)[X = t] = (tl[X = t] tz[X = t])

()\X.tl)[X = tz] = AX.t1

(AX.1)[y ==1t2] = M t1]y :=1t5] s? X &€ F(t)Vy & F(tr)
Mty :=t] =Azti[x :=2z][y :=1t;] six € F(tx) Ay € F(t1)
renommage de x en z z variable “fraiche”
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Application d’une substitution : Exemple

(x((xy)z) Ay.((xy)2)) Az.((xy)2))x:=VY]
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a-équivalence

Tout comme Vx P(x) et ¥y P(y) sont des formules logiques “équivalentes”,
AX.X et \y.y sont des \-termes a-équivalents.

K
(Ras) =% (Roz) %t :yf\y'f(b2 =yl

t=,t

t=,t
Rezi=wxr  Rdgey=. @)

t=ot t =, t’
(Ras )W (Ras)t/?

[e3

—

t =, t ot -, t"
(Rcw) t =, t/l

EX: AX.(X +Y) #a AY.(Y +Y)
Proposition : =, est une relation d’équivalence.
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a-équivalence : Exemple

(Az.2) (XY X)) =0 (Aw.w)  (Az.(y 2))?
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Calcul : g-réduction

Calculer (le résultat de) I'application de la fonction Ax.t a 'argument t’, c’est
calculer le terme t dans lequel on a substitué x par t'.

(Crad) 7 =5 T = 1]

t—pgt t—pgt t—pgt

Gz —5 .t (CAPPI)(t t") =5 (U t7) (CAppz)(t” t) —5 (" t)

Cx, Capp, et Capp, indiquent comment se propagent les réductions a
l'intérieur des termes : passage au contexte
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B-réduction : Exemple

(SK)K
S (xayaz(x2) (yz) K) K
Cras: o, —5 Oy d2((K 2) (v 2)) K
Chag —5 Mz((K 2) (K 2))
S az((xyx 2) (K 2))
CRadchchppl —p (/\yZ(K ))
Crad,Cx —g AZ.Z
CO
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B-réductions

S’il existe une suite finie de transitions :
lo =gty —=pla =g —pl

alors tg —7% .
—7; est la fermeture réflexive transitive de — .

st t—-pt T —5t”
(C*) _)Etl (Caefl)q (C'Itrans) 6t _)Et//ﬁ

t et t’ sont S-équivalent s'ils se réduisent en un méme terme.
=g est la fermeture réflexive symétrique transitive de —g.

5 s =t ps (t=
(Rﬁ)i (RRefl)m (RSym)t :ﬁ (RTrans) t:5t1/

gt
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Formes normales

¢ Un radical (G-redex) est un A-terme de la forme ((Ax.t) t’).

e Un A-terme est en forme normale si aucun de ses sous-termes ne contient
de radical (on ne peut plus le réduire ...).

e Mettre en forme normale — normaliser — un A-terme t, c’est trouver un un
A-terme t" en forme normale tel que t —7 t'.

Exemples

12\ X est une forme normale de (S K) K.

Qé(A A) n'admet pas de forme normale :

(AX.(x X)) AX.(X X)) =5 (AX.(X X)  AX.(X X)) =g -
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Confluence

Théoréme [CHURCH-ROSSER, 1936] Etant donnés trois termes ty, tp, et t3, Si
ty —5 t etty —7 t3, alors il existe un terme t4 tel que t; —7% ty etttz —75 ts.

t1
/ N
t 13
AN /

ts

Corollaire Sit est normalisable, alors sa forme normale est unique.
PREUVE S'il existe 2 formes normales distinctes t; et t, d’'un terme t, alors,
par confluence, il existe un terme t’ tel que t; —% t' ett, —% t’.Or, tyetty
étant en forme normale, il vientt; =t’ ett, =t’ et donc t; = t; ce qui est
contradictoire.

Remarque Les formes normales disjonctives et conjonctives d’une formule
logique ne sont pas uniques.
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Programmer en \-calcul (1)

TEK 20xy X
Fé)\x)\y.y
andgAx.)\y.((x y)F)
oré)\x./\y.((x Ty
noté/\z.)\x./\y.((z y) X)
ifé/\z.)\x./\y.((z X)y)
nil2Ax.T
consé/\x.)\y./\z.((z X)Y)
carﬁ)\x.(x T)

cdrﬁ)\x.(x F)
empty2Xx.(x (\y.(\z.F)))
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Programmer en \-calcul (2)

(car ((cons a) b)) —% a
(empty (cdr ((cons a) nil))) —5 T
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Stratégies de réduction : Appel par nom

Appel par nom : réduction du radical le plus a gauche et n’étant pas sous la
portée d'un X dans un terme. Largument d’'une fonction n’est pas évalué
avant d’étre “transmis”.

(MX.((y x) (zx)) (Az.zw)—5((y (A\z.zw)) (z (\z.z w)))
—p (Y w) (zw)
Xy (A\z.zw)—gy

@ Avantages

» Si le corps de la fonction n’utilise pas I'argument, alors cet
argument n’est pas calculé.

» Siun terme admet une forme normale, alors la réduction en
appel par nom termine.

@ Inconvénient : Si I'argument est utilisé plusieurs fois dans le corps de la
fonction, alors il est calculé plusieurs fois.
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Stratégies de réduction : Appel par valeur

Appel par valeur : réduction du radical (Ax.t t') uniguement sit’ est en forme
normale.

(Ax.((y x) (zx))) (Az.zw) —5 (AX.((y X) (X)) W —p (Y W) (zw)
ALY (AZ.zw) —g AXy W —gYy

@ Avantage : Si 'argument est utilisé plusieurs fois dans le corps de la
fonction, alors il n’est calculé qu’une seule fois.

@ Inconvénient : Si le corps de la fonction n'utilise pas I'argument, alors cet
argument est tout de méme calculé ... et si ce calcul ne termine pas, la

forme normale du radical, si elle existe, ne peut pas étre calculée non
plus.

ALY (A (X X)) AX(X X)) =5 Xy (AX(X X)) AX.(X X)) =g -
Or la forme normale de Ax.y (Ax.(x x) Ax.(x X)) existe, c'esty !
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A-calcul typé

e Quelle fonction représente le A-terme AéAx.(x x)? Quel est son

domaine ? Quel est son codomaine ?

Linterprétation ensembliste de A n’est pas claire ...

Le A-calcul typé permet de se rapprocher de la définition ensembliste d’'une
fonction : attribuer un type a certains A-termes (les \-termes typables) et
rejeter les autres.

¢ Les termes du A-calcul non typé ne sont pas tous normalisables ((A A) par
exemple) ... les A-termes typables seront tous normalisables.
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_________________________________
Typage

Typer un A-terme — lui ajouter une information de type — c’est déja lui donner
une certaine sémantique.
Le typage permet de garantir certaines propriétés : si un terme (i.e., un
programme) est typable, alors sa réduction (i.e., son exécution) ne
provoquera pas d’erreur de typage.
cf. module APS (Analyse de Programmes et Sémantique)
M1 - deuxiéme semestre
Le typage est une interprétation abstraite des A-termes : un type est une
valeur abstraite représentant tous les \-termes de ce type (par exemple la
valeur abstraite nat — nat désigne toutes les fonctions des entiers dans les
entiers).
cf. module InAbs (Interprétation abstraite et Analyse Statique)
M2 — premier semestre

Preuves et Calculs LOG

Mathieu Jaume, LIP6 35/174



A_.-calcul

Langage de types 7 : Définition inductive des expressions de type
@ Les types de base (types constants) T € T¢ sont des types.

@ Si T, et sont des types alors m; — 7> est un type.

(T)(TeTe) (T2)

T2
1L — T2

Il s’agit de 'ensemble Tr .} [0] de termes.

Notation : 7y - 7 — -+ — Th_1 — Tné(Tl — (== (The1 — M)
Type de A\x.x ? non unique ! &« — « ol « est une variable de type désignant
n’'importe quel type.

# function x -> x; ;

- 'a->"a=<fun>
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Contexte de typage

Un contexte de typage I' est un ensemble fini de couples de la forme (x, ) ou
X € V estune variable et 7 € 7 est le type associé a cette variable.

M= |_(Xl’ Tl)7 (X277—2)’ Tty (Xn’ Tﬂ)J = (Xl77—l) @ |_(X2’ 7—2)7 T 7(Xn77'n)J

I" peut étre vu comme une fonction partielle de V dans 7

F=(x,7)el
G S X=X
rx) _{ I(x) sinon
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Regles de typage

Jugements detypage : '+t : 7
Dans le contexte I', le A\-terme t a pour type 7.

lrFty:mm—m THEth:m

(VAR) I' |— (t]_ tz) L T2

(APP)

(x,7),TEx:T

xX,m),TFt:7m

(RBS)FERXT T = 2
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Typage : Exemple (1)

Typage de K é)\x./\y.x

(VAR) (Y,m2), (X, 7)) F X7

(X, ) FAY X — 71
FAXAY X1 — (12 — 71)

(ABS)

(ABS)

# function x -> functiony -> x; ;
- 'a->"b->"a = <fun>
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Typage : Exemple (2)

Typage de Sé)\x./\y.)\z.((x z)(yz))

# function x -> function y -> function z -> ((x z) (y 2));;
('a->"b->’¢c) ->("a->"b) ->"a->"c = <fun>
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Typage : Exemple (3)

Typage de Aé/\x.(x X)

Si I'on suppose que 7, est le type de x et 7, est le type de (x x), alors il faut
que 1, = 71 — 7> puisque I'on applique x a Xx.

Or 1, = 1 — 17 n‘admet pas de solution : ces deux types ne sont pas
unifiables.

A n'est pas typable.

# function x -> (x x);;

This expression has type 'a -> 'b but is here used with type 'a

Remarque : c’est le “test d’'occurrence” de I'algorithme d’unification
x = f(x) n’admet pas de solution dans I'ensemble des termes finis ... mais si I'on

autorise les termes infinis alors f*2f (f(f(--- estsolution de x = f(x).
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Propriétés du \_,-calcul

e Tout A-terme typable admet une forme normale unique.
o (Subject Reduction) Sil-t:7ett —gt/,alors t': 7
e (Corollaire) Sit est de type 7, alors sa forme normale est aussi de type 7.
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Logique minimale propositionnelle

Formules de la logiqgue minimale propositionnelle :
@ tout symbole propositionnel est une formule

@ sip; et v, sont des formules, alors ¢; = ¢, est une formule.

(L)s(PeP) (Lz)%
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Logique minimale propositionnelle : Régles de
déduction

Jugements : I F ¢
La formule ¢ peut étre déduite des hypothéses du contexte T.

ATHFB INFA=B TFA
MWParra (=)FFass B=)——rrs

(I=) : régle d'introduction du connecteur =-.
(E=) : régle d’élimination du connecteur =.
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Déduction : Exemple (1)

FA=(B=A)
" )(Hyp)m
() 7 AFB=A
7 A= (B=A)
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Déduction : Exemple (2)

FA=B=C)=((A=B)=(A=C))
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Coupure

Dans un arbre de déduction, une coupure est I'application successive d'une
regle d'introduction d'un connecteur logique et d’'une regle d’élimination
portant sur le connecteur introduit.

1) ATEE
(Eo) “'THFA=B ‘“/THA
- r-B
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Elimination des coupures

Obtenir une déduction sans coupure a partir de :

Oarrs O
TFA=B —T+A
r-B

(=)

(E=)

@ Suppression des occurrences de A dans tous les contextes d’hypothese de la

déduction : (1) x5

@ Remplacement dans cette déduction de toutes les applications de la regle (Hyp)

sur A : (Hyp)

A bpar la déduction : (_) obtenue en ajoutant les

AT AT FAFA

hypothéses de A dans tous les contextes de la déduction: (_) ==
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Elimination des coupures : Exemple

r={D=AD,A= (D= B)}

(H(f)%,r A= (D= B)(Hyp)A,r A

=
(E=)
(=)
(E=)

H
ATHFD=B8B (yp)A,rH)
(Hyp) (Hyp) ——
ATHB r-D=A r+Dn
(E=)
r'HA=1B r-A

r=B

(Hyp) —— (Hyp) ——
(Hyp) (E=) r'-bdD=A r=nb

r-A= (D=B) r-A
r-bp=58
r-B

(E=)

H
( yp)rFD

(E=)
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Déduction et Typage

Les regles de typage (VAR), (ABS) et (APP) correspondent exactement aux
regles de déduction de la logiqgue minimale (Hyp), (I=.) et (E- ) “décorées”
par des \-termes.

(HYP) A TFa (VAR 7
ATHB (x,m),TFt: 7
(=)FFa=s (ABS) PNt m —
['FA=B THFA I'}—t1:71—>72 I'l—tzzn
(B=) FFB (APP) i t,) m
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Déduction et Typage : Exemple

En “décorant” I'arbre de déduction de - A = (B = A), on obtient I'arbre de
typage de K :
FAXAY X 71— (12 — 73)

En “décorant” I'arbre de déduction de
F(A=(B=C))= ((A=B)= (A= C)), on obtient I'arbre de typage de
S:

FAXAY.AZ((X2)(y2)): (n— (2 — 1)) — (. — 72) — (11 — 73))

C’est I'isomorphisme de Curry-Howard.
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Isomorphisme de Curry-Howard

@ |l existe une bijection P de 'ensemble des formules vers I'ensemble des
types.

@ |l existe une bijection T de 'ensemble des preuves vers I'ensemble des
A-termes typés.

programme
spécification

preuve
proposition

Preuves et algorithmes admettent une représentation uniforme : “programmer
= prouver”

@ Ecrire un programme, c’est prouver, de maniére constructive, une
proposition.

@ Déterminer le type d'une expression, c'est trouver de quelle proposition
cette expression est une preuve.
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Sémantique de Brouwer-Heyting-Kolmogorov

Une formule logique n’est plus associée a une valeur de vérité ... mais au
type de ses preuves.

e Introduction d’'un type de base P(p) pour chaque symbole propositionnel

p € P : P(p) est le type des preuves de p.

e Une preuve de ¢ = ¢ est une fonction qui associe une preuve de 1) a toute
preuve de ¢ :

P(p = ¢) = P(v) — P(¢)

[P définit une bijection entre I'ensemble des formules et 'ensemble des types.
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Construction d’'un A-terme de preuve

Proposition Si A;, Az, --- , Ay F A admet une preuve, alors il existe un
A-terme t tel que (X1, P(A1)), (X2, P(A2)), -+, (Xn, P(An)) F t : P(A).
PREUVE Par induction sur A1, A, --- ,An F A

Cette preuve est constructive : elle définit un procédé de construction d’'un
A-terme t = T(r) de type P(A) a partir d’'une preuve = de A, Az, -+, Aq E A
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Construction d’'une déduction

Proposition Sit estun A-terme t tel que (X1, 71), (X2, 72), -+, (Xn, ) Ft 7,
alors P~(71),P~(72),- -+ ,P~(m) F P~1(7) admet une preuve.
PREUVE Par induction sur (xq,71), (X2, 72), -+, (Xn, ) Ft: T
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Normalisation = Elimination des coupures

1) ETFB ()
= _
Soit 7 la déduction : (E-.) reA ?FBB r-A

t= (/\X.tB tA) —B tg [X = tA]

Or tg[x :=ta] correspond a une preuve sans coupure ... la propriété de
Subject reduction garantit qu'il s’agit encore d’'une déduction de B.
Puisque pour tout A-terme typable on sait calculer en temps fini sa forme
normale, on sait éliminer les coupures en temps fini dans toute déduction.
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Normalisation = Elimination des coupures : Exemple

(1)

Fr={x:D=Ay:D,z:A= (D=B)}

(Hyp) o (Hyp) e
ATHE ATEYS
= (D = B)
E=) ATH(zw)D =B (Hye) y:
’ ' ATER (Hyp)f(Hyp) v
(E=) ATE(zZw)y) B TFb=a Mo
(=) (E=)
r=aw.((zw)y)A=B re-(xxy):A
(E=)

FE((Gw.((zw)y)) (xy)) B

(Ow.(z w)y)) (x y))
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Normalisation = Elimination des coupures : Exemple

(2)

(Ow.(z w)y)) (xy)) =5 ((Zw) y)w:=(xy)]=((z (xy))y)
)

((z (x y)) y) correspond & la déduction de I' - B sans coupure :
r={x:D=Ay:D,z:A= (D= B)}
(Hyp) (E )(Hyp)r Fx:D = A(Hyp)r =y :D
(Ew) r-zA=(D=8) T (xy) A (Hyp)
- I (z(xy)) D=8 Py Do

E
(E=) TH(z(xy)y) B

Remarque : Si ((z w) y) contenait plusieurs occurrences de w, il y aurait eu
duplication des déductions de I' - A ... la substitution porte sur toutes les
occurrences de w.
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Logiciels d’aide a la preuve

e Le raisonnement n’est pas réductible au calcul ... la vérification de la validité
du raisonnement I'est : la proposition “p est une preuve de la proposition P”
est vérifiable par le calcul. Muni d’'un formalisme adéquat, on peut donc
obtenir des programmes de vérification automatique de preuves.
e C’est la décidabilité du typage des A-termes typés représentant des
preuves qui permet la vérification (automatique) de la validité d’'une preuve.
e L'écriture des \-termes peut étre assistée : construction de la preuve en
fonction d’indications fournissant le raisonnement a mener pour établir le
résultat a prouver.
e Utilisation de procédures de démonstration automatique permettant
d’établir certaines parties (faciles) d’'une preuve.

CoQ, ISABELLE, LEGO, HoL, LCF, ALF, Pvs, ...
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Systeme Coq

Logiciel développé a'INRIA : http://coq.inria.fr

Coq permet de construire des preuves formelles :

le A\-terme de preuve est construit, de maniére incrémentale et interactive, en
partant du but initial et en le décomposant suivant des regles logiques a I'aide
d’'un ensemble de tactiques prédéfinies.

Une tactique est une fonction qui construit une preuve d’'un but donné a partir
de preuves “élémentaires” de sous-buts : I'application d’une tactique
engendre donc les sous-buts qu'il reste a prouver :

Application
contexte0 o uneictique contexte 1 contexten
But Sous-but1’" "’ Sous-butn

Exemple : & Qut A s i

Coqg permet I'extraction d’'un programme certifié calculant pour tout x vérifiant
P(x) un élement f(x) tel que Q(x,f(x)) & partir de la preuve de
vx P(x) = 3y Q(X,y).
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Termes du \_.-calcul en Coq et en OCaml

A-calcul | Coq | OCaml

X X X

MXt:mp—7m | fun (x :m) =>1t | function x ->t
fun x =>t

(t1 t2) (tp t2) (tp t)
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Introduction de parameétres, définition de fonctions

Introduction de paramétres :
Paranet ers (idqy - - -idin, : tg) - - (idkg - - - idyn, : t)-

Coq < Paraneters (E1 E2 : Set).
El is assuned
E2 is assuned

Introduction d’'une definition : Def i ni ti on id := terme.

Coq < Definition f12 := fun (f:ELlL->E2)(x:El) => (f x).
f12 is defined

Coq < Definition fe := fun (f:E1l->E1l)(x:El) => (f Xx).
fe is defined

Cog < Definition idl := fun (x:E1l) => x.

idl is defined

o-réduction : remplacer id par terme.
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Type et Définition

Check terme — Pri nt ident

Coq < Check EL.

El: Set

Coq < Check id1.

idl: E1 -> E1

Coq < Check fe.

fe: (El1 -> E1) -> E1l -> E1
Coq < Check (fe idl).

fe idl: E1 -> E1

Coq < Print f12.
f12 = fun (f : E1 -> E2) (x : El) =>f x
(E1 -> E2) -> E1 -> E2
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Une premiére preuve (1)

FA=B=C)=((A=B)=(A=0C))
Introduction de 3 variables :

Coq < Paraneter (A B C Prop).

A is assuned

B is assuned

C is assuned

Rappel. Prouver une proposition P c’est construire un terme de type P ...
Coq vérifie le typage du terme construit.

# function x -> function y -> function z -> ((x z) (y 2));;
-: ("a->"b->'¢c) ->(a->"b) ->"a->"c = <fun>

Coq < Definition S :=

fun (HL : A->(B->0) (H: A->B) (H: A
=> ((HL H3) (H2 H3)).

Coq < S is defined

Cogq < Check S.

S: (A->B->0 ->(A->B) ->A->C
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Une premiére preuve (2)

Mode interactif.

Cog < Lenmma S: (A->(B->0Q) ->((A->B) ->(A->0).
1 subgoal

(A->B->0 ->(A->B) ->A->C

S < exact (fun (HL: A->(B->C)) (H2: A->B) (H3: A)
=> ((HL H3) (H2 HB3))).
Proof conpl et ed.
S < Save.
exact (fun (HL:A->B->C (H22A->B) (H3:A =>Hl H3 (H2 H3)).
S is defined
Coq < Check S.
S: (A->B->0QC ->(A->B) ->A->C
Coq < Print S.
S=fun(HL: A->B->C (H2: A->B) (H3: A => Hl H3 (H2 H3)
(A->B->C ->(A->B) ->A->C
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Une premiere preuve (3)

Mode interactif.

Cog <Lemma S: (A->(B->0Q) ->((A->B) ->(A->0).
1 subgoal

(A->B->Q ->(A->B) ->A->C
S <intro HL (* introduction d une hypothese *)
1 subgoal

HL: A->B->C

(A->B) ->A->C

S < intros H2 H3. (* introduction de plusieurs hypot hese
1 subgoal

H : A->B->C

H : A->B

H3 : A

C
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Une premiere preuve (4)

1 subgoa
H : A->B->C HR: A->B H3: A

C
S < apply HIL.
2 subgoal s
HL: A->B->C H: A->B H3: A

A
subgoal 2 is:
B
S < assunption
1 subgoa
H : A->B->C HR: A->B H3: A

B
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Une premiere preuve (5)

S < apply H2.
1 subgoal
H : A->B->C H: A->B H3: A

A
S < assunption.
Proof conpl et ed.
S < Save.
intros HL H2 H3.
apply HL.
assunption.
apply H2.
assunpti on.
S is defined
Coq < Print S.
S =
fun (HL: A->B->C (H2: A->B) (H3: A => Hl H3 (H2 H3)
(A->B->0Q ->(A->B) ->A->C
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Une premiere preuve (6)

Le terme Coq S correspond au \-terme :
AN
S=MXAY.AZ.((xZ) (Y 2))

de type :

(11— (12 = 73)) = (1 = 72) = (11 — 73))

Coq < Print S.

S =

fun (HL : A->B->C (H2: A->B) (H3: A =>Hl H3 (H2 H3)
(A->B->0 ->(A->B) ->A->C
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Normalisation et Elimination des coupures : Exemple

(1)

Fr={x:D=Ay:D,z:A= (D=B)}

(Hyp) o (Hyp) e
ATHE ATEYS
= (D = B)
E=) ATH(zw)D =B (Hye) y:
’ ' ATER (Hyp)f(Hyp) v
(E=) ATE(zZw)y) B TFb=a Mo
(=) (E=)
r=aw.((zw)y)A=B re-(xxy):A
(E=)

FE((Gw.((zw)y)) (xy)) B

(Ow.(z w)y)) (x y))
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Normalisation & Elimination des coupures : Ex (2)

Coq < Lemma ec : forall ABD: Prop,
(D->A) ->D-> (A ->(D>B))
-> B.

Cogq < 1 subgoal

forall ABD: Prop, (D->A) ->D->(A->D->B) ->B

ec <intros ABDXx vy z.

1 subgoal
A:Prop B:Prop D:Prop
x:D->A y:D z: A->D->B
B

ec < exact ((fun w=>((zw y)) (xvVy)).
Proof conpl et ed.
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Normalisation & Elimination des coupures : Ex (3)

... ou de maniére plus interactive :
ec <intros ABDXx vy z.

1 subgoal
A:Prop B:Prop D:Prop
x:D->A y:D z: A->D->B
B

ec < cut (A-> B).

2 subgoal s
A:Prop B:Prop D:Prop
x:D->A y:D z: A->D->B

(A->B) ->B
subgoal 2 is:
A->B

ec <intro f.
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Normalisation & Elimination des coupures : Ex (4)

2 subgoal s
A:Prop B:Prop D:Prop
x:D->A y:D z: A->D->B
f:A->B

B subgoal 2 is:
A->B

ec < apply f.
2 subgoal s

A: Prop B : Prop D: Prop x: D->A y: D
z: A->D->B f : A->B

A subgoal 2 is:
A->B

ec < apply x.
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Normalisation & Elimination des coupures : Ex (5)

2 subgoal s
A: Prop B : Prop D: Prop x: D->A y: D
z: A->D->B f : A->B

D subgoal 2 is:
A->B
ec < exact y.
A: Prop B : Prop D: Prop Xx: D->A
y: D z: A->D->B

A->B
ec <intro w

A: Prop B : Prop D: Prop x: D->A
y: D z: A->D->B w: A

B

ec < apply (z w).
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Normalisation & Elimination des coupures : Ex (6)

A: Prop B : Prop D: Prop x: D->A
y : D z: A->D->B w: A

D

ec < exact vy.
Proof conpl et ed.

ec < Defined.

Cogq < Print ec.
ec =
fun (ABD: Prop) (x : D->A) (y: D (z: A->D->B) =>
let H:=funw: A=>zwyinH(xy)
forall ABD: Prop, (D->A ->D->(A->D->B) ->B
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Normalisation & Elimination des coupures : Ex (7)

(Ow.(z w)y)) (xy)) =5 ((Zw) y)w:=(xy)]=((z (xy))y)

((z (x y)) y) correspond & la déduction de I' - B sans
coupure . ={x :D=Ay :D,z:A= (D = B)}

(Hyp) - (Hyp) -
(Hyp) =) r-xD=A r-yD

r-z:A= (D= B) FE(xy):A (Hyp)
r=(z(xy)):D=8B yeryiD
FE(z (xy))y):B

(E=)

(E=)

Coq < Eval conpute in ec.
=fun (ABD:Prop) (x:D->A) (y:D) (z:A->D->B) =>2z (xvy)y
. forall ABD: Prop, (D->A) ->D->(A->D->B) ->B
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Terme opaque / Terme transparent

Introduction d’'un terme (de preuve) dans I'environnement.
Def i ned : terme transparent (on dispose du type et de la définition,

réduction possible)
Save, Qed : terme opaque (on dispose uniquement du type, réduction

impossible)
ec < Proof conpl eted.

ec < Save.

Coq < Eval conpute in ec.
= ec
forall ABD: Prop, (D->A ->D->(A->D->B) ->B
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Conjonction / Produit de types

Ajout du connecteur A : aux régles définissant 'ensemble des formules
logiques (transparent 43), on ajoute

(L) 222

3
P12

Une peuve de A A B est un couple constitué d’'une preuve de A et d'une
preuve de B.

Ajout d’un constructeur de couple et des opérateurs de projections : aux
regles définissant I'ensemble A des A-termes (transparent 12), on ajoute

(Pair)(ttlbttzz) (F>roj1)fsttW (Projz)—sn;(t)

Le type du couple (t;,t;) est 3 x 7, oU 71 (resp. 1) est le type de t; (resp. tp).
Ajout d’un constructeur de type : aux regles définissant 'ensemble 7 des
types (transparent 12), on ajoute

L T2
(Te) ——
T1 X T2
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A-calcul avec des couples (1)

e Variables libres d’un couple : on compléte la définition de F(t)
(transparent 16) avec

F((t,t2)) = F(t2) U F(t2)
F(fst(t)) = F(t)
F(snd(t)) = F(t)

e Application d’'une substitution sur un couple : on compléte la définition de
t[x :=t’] (transparent 21) avec

(tl,tz)[X = t] = (tl[X = t],tz[X = t])
fst(t)[x = t/] = fst(t[x := t'])
snd(t)[x :=t'] = snd(t[x :=1t'])
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A-calcul avec des couples (2)

e a-équivalence : aux regles définissant =, (transparent 23), on ajoute

Rt Rt
0 (ty, o) =a (t1,t2) W9ty t2) =a (t1,13)

t
(Ram ) fSt( )

e -réduction : aux régles définissant — g (transparent 25), on ajoute

th =5t
t17t2) —pB (tl;té)

th—pty
tlatz) B (ti,tz)

(CPairl)( (CPairz)(

(CPrOjl)fSt((tLtz)) —— (Cprojl)snd((tl,tz)) —p b2

t—pt t—pt
(CfSt)fst(t) — 5 fst(t) (Csnd)snd(t) — snd(t’)
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-
Déduction et Typage

Ajout aux regles de déduction et de typage de :

|_|—A |_|—B r}—tliTl r}—tzi’Tz
(1) Fr'FAAB (PAIR) IH(t,t2) : 7 X 7
T'FAAB [t x T
[ 1 X T2
E)—Fra (FST) F sty - 7
T'FAAB [Ht 7 X7
LZAAD Trtin xm
EV—Trrs (SNB) Fsnd() - 7,
# fst;;
- 'a*'b->"a=<fun>
# snd; ;

- 'a* b ->"b = <fun>
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Isomorphisme de Curry-Howard (1)

Sémantique de Brouwer-Heyting-Kolmogorov : une peuve de A A B est un
couple constitué d’une preuve de A et d’'une preuve de B.

P(p A ) = P(p) x P(4)

On compléte la preuve de la proposition (transparent 54) : Si

A1,Az, - - Ay F A admet une preuve, alors il existe un A-terme t tel que
(x1,P(A1)), (X2, P(A2)), - -+, (Xn, P(An)) F t : P(A).

PREUVE

e SiA; Ay, -+, Aq - A aété obtenu a partir de la régle (14), alors ...

e SiAj, Az, -+, Ay - A a été obtenu a partir de la régle (E)), alors ...

¢ Raisonnement similaire pour (E},).

Preuves et Calculs LOG

Mathieu Jaume, LIP6 99/174



Isomorphisme de Curry-Howard (2)

On compleéte la preuve de la proposition (transparent 55) : Si t est un A\-terme

t tel que (X1, 71), (X2, 72), -+, (Xn, ™) Ft : 7, alors

P~1(1),P~ (), - ,P~1(m) - P~1(7) admet une preuve.

e Si(x1,7), (X2,72),- -+, (Xn, ) F t : 7 @ été obtenu a partir de la régle
(PAIR), alors ...

® Si(X1,71), (X2,72), -+, (Xn, T) Ft : 7 @ été obtenu a partir de la regle (FsT),
alors ...

¢ Raisonnement similaire pour (SND).
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Déduction et Typage : Exemple

(VAR, Hyp)

(SND,E})

(PAIR, 1A)
(ABs, =)

(VAR, Hyp)

A/\BI—X:A/\B(FST,EL) ANBEX:ANB

AABFsnd(x) :B AAB Ffst(x) :A
AABF (snd(x),fst(x)) :B AA
F Ax.(snd(x),fst(x)) :AAB =B AA

# function x -> ((snd x), (fst x));;
c'ax 'b->"b* "a = <fun>
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Elimination des coupures / Normalisation

e Elimination des coupures :

L OrOns
(EA) rFa—Orea

L O a0
o THFAAB :
(EV) rFB ~OrFs

e Normalisation :

fSt((tA,tB)) —3 ta Snd((tA,tB)) —3 1)
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Une preuve avec Coq : Exemple (1)

FAAB=BAA
Introduction de 2 variables A et B de type Pr op.
Lemme a prouver :

Coq < Lemma and_conmut : A/\ B->B/\ A
1 subgoal

A\B->B/\ A
Introduction de I'hypothése.

and_comut < intro Hl.

1 subgoal
HL : A\B
B/\ A
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Une preuve avec Coq : Exemple (2)

Elimination de H1 (régles (E.) et (EL)) :

and_commut < elim HL.
1 subgoal

HL : A\B

A->B->B/\ A
Introduction des hypotheses :

and_comut < intros H2 H3.
1 subgoal

HL : A\B

H2 : A
H3 : B

B/\A
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Une preuve avec Coq : Exemple (3)

Preuve de la conjonction (régle (I») :

and_comut < split.

2 subgoal s
HL : A\B
H : A
H3 : B

B

subgoal 2 is:
A

Utilisation des hypotheses :

assunpti on.
assunpti on.
Subtree proved!
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Une preuve avec Coq : Exemple (4)

Le connecteur A est défini inductivement dans Coq.

Cog < Print and.
I nductive and (A Prop) (B:Prop) :Prop := conj:A->B->A/\ B

Cog < Check and_i nd.
and_i nd
forall ABP: Prop, (A->B->P) ->A/\ B->P

Cogq < Print and_conmut.

and_commut =

fun Hl: A/\ B => and_ind (fun (H2:A) (H3:B) => conj H3 H2) Hl
A/\ B->B/\ A
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Disjonction / Type somme (1)

Union disjointe d’ensembles :
E1[HE2 = {9e,5,(X) | X € E1} U{de, 5,(X) | X € E2}
Injections canoniques :
Og,E E1—Ex H‘J E> de, g, :E2 — E1 H‘J E,

x € E1[HEs & (Fy € E1 X =g, £,(Y)) XOR (Jy € Ez X = dg, £,(Y))

Ajout du connecteur V : aux regles définissant I'ensemble des formules
logiques (transparent 43), on ajoute

Y1 P2
L) —r=
(La) o1V 2
Une peuve de AV B est une preuve de A ou une preuve de B.
C’est donc un élément de l'union disjointe des ensembles des preuves de A

et des preuves de B.
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Disjonction / Type somme (2)

Ajout d’'un constructeur de type : aux régles définissant I'ensemble 7 des
types (transparent 12), on ajoute

1 T2

(Ta)

T+ T2

La valeur (i.e., la forme normale) associée a un \-terme de type 7, + 7, S’écrit
inj'Tmz(t) (sit est de type 71) ou inerMZ(t) (sit est de type 7).

On ajoute une construction case permettant le filtrage :

case,, -, t of inj,, - (x1) — ta [ infl _ (x2) — ta.

Aux régles définissant I'ensemble A des A-termes (transparent 12), on ajoute

. t ir t
Mo " m

71,72

t 1 B
r

Case —
( ) (X1) =t g, (%) =t

| (X1,%2 € V)

T1,T2
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A-calcul avec des types somme (1)

e Variables libres : on compléte la définition de F(t) (transparent 16) avec

F(inj,, ., (1) = F(t)
F(inj, ., (1) = f(t)
F(caser,,r, t ofi |an () =t i (X2) = 1)

= F(1) U (Ft)\ () U (Ft)\x2)

e Application d’une substitution : on compléte la définition de t[x :=t']
(transparent 21) avec

inf., (O =t]=in]__ (tx =1])

inf, (O = t] =inf,,__ (tfx :==1t])

(caser, -, tof inj, _ (x1)—t1 |[inf _(x2) — t)[x :=t'] =

caser, -, t[x :=t'] of inj'TNZ(xl) = tx =] (%) X =t
Si X1, Xz & f(t/) VX & (.7:(1:1) Uf(tz))
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A-calcul avec des types somme (2)

a-équivalence : aux regles définissant =, (transparent 23), on ajoute

(Ross) = t=at’ (Ro,) t=ot’
@11 / @12 )5 A0 /
7—1 ) (t) —a In]Tl 7—2( ) In]Tl,TZ (t) o In]rl 7—2( )
(Res) L=t
a3 case,, -, t of inj'ﬁ () =t inj'Tl LX)~ b
=, caser,. t’' of |an1 LX) =t [ing L (x2) =t
/
(Ray,) b =aly
1 case,, ., t of inj'ﬁ () =t inj'Tl () =t
=, caser r,tof |an1 LX) =t N (x2) =t
/
(Ra ) =ats
“ caser,,r, t of inj'ﬁ ()~ inj'Tl LX)~ b
=, caser, . tof |an1 (X)) =t [N (x2) =t
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A-calcul avec des types somme (3)

B-réduction : aux régles définissant — s (transparent 25), on ajoute

t =gt t—st
(Cly)— £ (Chy)—= =
"in, () —ginl, () TN, () —sing, (1)
t—pt

C ..
(Cease,) case,,r, t of i, _(x1) —t1 i _(x2) —t

—g Ccase, -, t’ of injﬁﬂ(xl) =t ing L (xe) =t

-l
C ..
(Cease,) case,,r, t of inj, _(x1) —t1 |[inf _(x2) —t

.
—pg caser -, t of |n171772(x1) =t ling (%) =t

tr =5t
C ..
(Cease;) case,,r, t of inj, _(x1) —ta i _(x2) —t

Fl
ey CaSer, tofini (x0) by | inf, (k) —

Preuves et Calculs LOG
Mathieu Jaume, LIP6 116/174



A-calcul avec des types somme (4)

[-réduction (suite) :

(CCase| )

caser, -, injy, ,(t) of inj,, ., (x1) =t [, (x2) =t
—pg tl[Xl = t]

(CCaser )

CaseTlﬂ'z inj[rl,‘rz(t) Of injl‘rl,‘rz(xl) = tl | inj[rl,‘rz(xz) = t2
—g X2 :=1]
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Déduction et Typage

Ajout aux regles de déduction et de typage de :

r-A [ter
Ny—"_ INJ 1
( v)r FAVB ( ')r Hnj'Tl,Tz(t) ‘T T

rl_tZ’Tz
r
Wreave Iy 0 n v n

(£,)FFAVB ATFC BIFC
v Frc

Fetem+7m (X)), TRt 7 (Xo i), THG 7
[ caser, , t of inj,, (1) — to [inj,  (X2) —tp: 7

(CAsE)
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Isomorphisme de Curry-Howard (1)

Sémantique de Brouwer-Heyting-Kolmogorov : une peuve de A V B est soit
une preuve de A soit d’'une preuve de B.

P(p Vv ¢) = P(p) + P(¢)

On compléte la preuve de la proposition (transparent 54) : Si

A1,Az, - - Ay F A admet une preuve, alors il existe un A-terme t tel que
(x1,P(A1)), (X2, P(A2)), - -+, (Xn, P(An)) F t : P(A).

PREUVE

e SiAj, Az, -+, Ay - A a été obtenu a partir de la regle (1!,), alors ...

e Raisonnement similaire pour (1{,).

e SiA;, Ay, -+ Ay - A a été obtenu a partir de la régle (E ), alors ...
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Isomorphisme de Curry-Howard (2)

On compleéte la preuve de la proposition (transparent 55) : Si t est un A\-terme

t tel que (X1, 71), (X2, 72), -+, (Xn, ™) Ft : 7, alors

P~1(1),P~ (), - ,P~1(m) - P~1(7) admet une preuve.

e Si(x1,7), (X2,72), -+, (Xn, ) F t : 7 @ été obtenu a partir de la régle (INJ)),
alors ...

¢ Raisonnement similaire pour (INJ;).

e Si(X1,7), (X2,72), -+, (Xn, T) F t : 7 @ été obtenu a partir de la régle

(Cask), alors ...
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Déduction et Typage : Exemple

VAR VAR

(e _— ( hyp ) -
W A AveE X P g AavBE X2
(A= (M - " &
Hyp z: Iy injg A(x1) : ! injly A(X2) :
AVBF AAVBE BAVL VooBAvBE IBAUR):
( CASE ) AVB BVA ’ BVA
Ev Avp )l Caseapzof inly 5 (1) — injy A(x1) | inf}y 5(x2) — injg A(%2) :
( ABS ) VA
I= Az.casea g 2 Of infy g(xq) — injf o(x1) | injjy g(xz) — injfy A(%2) :
AVB =BVA
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Elimination des coupures

Obtenir une déduction sans coupure a partir de :

OFra O
r-Ave “—ATIT+C “—B,TFC
r=cC

(1)

(Ev)

@ Suppression des occurrences de A dans tous les contextes d’hypothese de la

déduction : () 5+

@ Remplacement dans cette déduction de toutes les applications de la regle (Hyp)

sur A : (Hyp)

A bpar la déduction : (_) obtenue en ajoutant les

AT AT FAFA

hypothéses de A dans tous les contextes de la déduction: (_) ==
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Normalisation = Elimination des coupures

TR
v — —_
Soit  la déduction : (E,)— —AYE _—ATEC TB.IEC
V=T Oarre | V=T Ogrre | W=T|Ofra | t=T@

t = caseag injpg(ta) Of injy g(x1) — tl, | injj g(x2) — i,
— B tl/[Xl = tA]
Or t!,[x;1 := ta] correspond & une preuve sans coupure ... la propriété de
V

Subject reduction garantit qu'il s’agit encore d’une déduction de A.
Remarque : Il y a d’autres coupures possibles pour le V.
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Normalisation = Elimination des coupures : Exemple

r={x:C= Ay C}

(VAR) VAR)
Hyp X : Hyp reYe
( App C = A C (VAR (VAR)
E= (xy) Hyp X Hyp y:
( INJ) re A VAR APE’FFC:>A B’rFC
| — ;
Vo T ey s P o = B,IF E\X Y)
( CASE AV B
Ev

rr caseap infy g((x y)) of inji g(x1) — Xy | injp g(xz) — (x y):
A

casea s inj, g((X y)) of injy g(X1) — Xa | injj g(X2) — (X y)
=5 Xixi:=(xy)=(xy)
et on obtient :

(VAR) VAR)
Hyp X Hyp y:
( APE : C=A ree
E= (xy)
re v
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Une preuve avec Coq : Exemple (1)

FAVB=BVA
Introduction de 2 variables A et B de type Pr op.
Lemme a prouver :

Coq < Lemma or_comut : A\/ B ->B\/ A
1 subgoal

A/ B->B\/ A
Introduction de I'hypothése.

or_conmut < intro Hil.

1 subgoal
HL : A/B
B\/A
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Une preuve avec Coq : Exemple (2)

Elimination de HL (régle (E!)) :

or _commut < elim HL.
2 subgoal s

HL : A/B

A->B\/ A

subgoal 2 is:
B->B\/ A

Preuves et Calculs LOG

Mathieu Jaume, LIP6 128/174



Une preuve avec Coq : Exemple (3)

Introduction de I'hypothése :

or_conmut < intro H2.
2 subgoal s

HlL : A/B
H2 : A

B\/A

subgoal 2 is:
B->B\/ A
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Une preuve avec Coq : Exemple (4)

Introduction du V (régle (I{)) :

or_commut < right.

2 subgoal s
HL : A/B
H2 : A

A

subgoal 2 is:
B->B\/ A

Utilisation de I'hypothése : Assunpt i on.
Puis ...intro H2;left ; assunpti on.
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Une preuve avec Coq : Exemple (5)

Le connecteur Vv est défini inductivement dans Coq.

Coq < Print or.
I nductive or (A: Prop) (B: Prop) : Prop :=
or_introl : A->A\/ B]| or_intror : B->A\/ B

Cog < Print or_ind.
or_ind =
fun (ABP: Prop) (f : A->P) (fO: B->P) (o: A\/ B =>
match o return P with
| or_introl x =>f x | or_intror x => f0 x end
forall ABP: Prop, (A->P) ->(B->P) ->A\/ B->P

Cogq < Print or_commut.

or _commut =

fun HL : A\/ B =>

or_ind (fun H2: A=> or_intror B H2)(fun H2:B =>or_introl A H2) Hl
A\l B->B\/ A
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Négation

—A est une abbréviation de A = 1 ou _L dénote “le faux”.
1 est associé a une regle d’élimination :

M= 1L

[EA

(E1)

... ex falso quodlibet sequitur
Exemple - A = ——A

(€ )(Hyp)A,A:>J_I—A:>J_(Hyp)A,A:>J_I—A
(I-) - AA= 1F1
(-) - AFA= 1)= 1
= FA= (A= 1)= 1)
| —

——A

Sans le tiers exclus (A v —A) de la logique classique, on ne peut pas prouver

-—A=A
Preuves et Calculs LOG
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Logique propositionnelle intuitioniste

(Hyp)m
(I )A,I'I—B (E )FI—A:>B M=A
“'TFA=B = =B

r'-A I'+B [FAAB FAAB

W Trars E)Trra EV B

()FFA ) TFB o \[FAVB ATIC BIFC
rrave Mrravs v rFc
e
EIrFa
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Logique propositionnelle intuitioniste : Régles
dérivées

FFA TH-A ATHL
E)—rrz— Tr=a

rMN-A= 1 Mr=A

—A
Mr=_14

R Lt
TTFA= L
——

-A
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Une idée de la suite ... Types dépendants et
Constructions inductives

Formules du ler ordre (quanficateurs dans les formules) ... introduction de
dépendances dans les types (par exemple le type des listes de longueur n,
...) — Preuve par induction et termes récursifs.

Type inductif : défini par un ensemble de constructeurs (nom + type).

Une valeur de ce type est obtenue en appliquant un nombre de fois fini ces
constructeurs ('ensemble des termes clos de ce type est I'algébre libre
engendrée par ces constructeurs).

Exemple.
Coq < Print nat.
Inductive nat : Set := O: nat | S: nat -> nat
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Constructions inductives

Cog < Print nat.
Inductive nat : Set := O: nat | S: nat -> nat

A chaque définition inductive est associée un schéma d’élimination ...
permettant de mettre en oeuvre un raisonnement par induction.

nat_ind : forall P : nat -> Prop,
nat _rec : forall P : nat -> Set,
nat _rect : forall P : nat -> Type,

PO->(forall n: nat, Pn->P (Sn)) ->forall n: nat, Pn
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Schémas d’élimination

Exemple.

Cog < Print nat_rect.
nat _rect =
fun (P:nat->Type) (f: P 0)(f0: forall n:nat, Pn ->P (S n)) =>
(fix F(n: nat) : Pn:=
match n return P with
| O=>f
| Sn0 =>f0 n0 (F nO)
end)
forall P : nat -> Type,
PO->(forall n:nat, Pn->P (Sn)) ->forall n:nat, Pn
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Définitions inductives : <

Définition de la relation < sur IN.

Inductive le (n: nat) : nat -> Prop :=
len: n<=n
| 1e_S: forall m: nat, n <= m->n <=Sm

le_ind
: forall (n: nat) (P: nat -> Prop),

Pn->

(forall m: pnat, n <=m->Pm->P (Sm) ->

forall n0O : nat, n <= n0 -> P nO

Seul le schémall e_i nd est défini.
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Preuves par induction (1)

Lemma le_O: forall n: nat , O <= n.

forall n: nat, 0 <= n

le_O < induction n.
2 subgoal s

0<=0

subgoal 2 is:
0 <=Sn

le_O < apply le_n.
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Preuves par induction (2)

n : nat
IHh : 0 <= n
0<=Sn

le_O< apply le_S.
1 subgoal

n : nat
IHh : 0 <= n

0 <=n

| e_O < assunpti on.
Proof conpl et ed.
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Preuves par induction (3)

Cog < Print le_O
le_ O =
fun n: nat =>
nat _ind (fun n0 : nat => 0 <= n0) (le_n 0)
(fun (nO0 : nat) (IHn : 0 <=n0) =>1e.S 0 N0 IHN) n
forall n: nat, 0 <= n
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Preuves par induction (4)

Lemma | e_succ : forall

n m: nat

forall

l e_succ < intros.

1 subgoal
n : nat
m : nat
H n <=m

Sn<=Sm

le_succ < elimH.

Preuves et Calculs
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Preuves par induction (5)

2 subgoal s
n nat
m : nat
H: n<=m
Sn<=Sn

subgoal 2 is:
forall nmD : nat, n<=nD ->Sn<=Snd->Sn-<=S(Snd

l e_succ < apply le_n.
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Preuves par induction (6)

n : nat
m: nat
H n <=m

forall mD : nat, n<=nD ->Sn<=SndD->Sn-<=S(Snd

|l e succ < intros.

n nat

m: nat

H: n<=m
md) : nat

HO n <= nD

HL : Sn<=Sn

Sn <= S (S nD)

| e_succ < apply |e_S;assunption.
Proof conpl et ed
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Logique, programmation et sémantique ....

Preuves et Calculs : on a vu qu’écrire une preuve c’'était écrire un
programme en utilisant un langage de programmation (le A-calcul) : c’est I’
isomorphisme de Curry-Howard.

preuve
proposition

programme
type (spécification)

Pour interpréter des programmes par des preuves on a fait de la sémantique :
typage
Pour qu’un programme corresponde a une preuve il faut qu’il soit typable ...
sémantique statique : le typage
Exécuter un programme c’est éliminer les coupures de la preuve auquel il
correspond ... sémantique dynamique : I'exécution des programmes

Etude de la sémantique du A-calcul (langage de programmation)
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Etude d’'un langage de programmation : le A-calcul

@ de la syntaxe ...
@ de la sémantique ...

» sémantique statique : le typage 't : 7
» sémantique dynamique : 'exécution des programmes t -5 t/

@ des propriétés ...

» surles programmes ... (t; =, t2)
» sur le langage ...
* Confluence
* Si un terme admet une forme normale, alors la réduction en appel par
nom termine.
* Tout A-terme typable admet une forme normale unique.
* (Subject Reduction) SiT+t:7ett —gt',alorsTHt': 7
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Etude d’'un langage de programmation : la logique ?

... pas tout a fait
Programmation (en) logique (PROLOG, ...) Exécuter un programme c’est
construire une preuve et en extraire de I'information.

ensemble de formules logiques
recherche d’'une preuve

programme
exécution d’'un programme

Pour obtenir un langage de programmation (en) logique, on se restreint a
certaines formules logiques : les clauses de Horn.
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Des clauses ...
Atome p(ty,--- ,tn) pair (succ(x)))
p : predicat t; : termes
Clause YX(=ALV -V =A VB V- By)
VX((AL A~ AAR) = (BL V-V By))
Ai, Bj : atomes
Clause de Horn  VX(=A; V - -+ V =A, V B) (k=1)
(k<1) YX((AL A -+ AA) = B) (k=1)
Clause définie
VX(=ALV -V —AR) (k =0)
—IX(ALA - A A) (k =0)
Clause négative
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Ecrire un programme avec des “clauses définies”

Exemple. Addition de deux entiers :

Vx add (0, x, X)
VxVyVz add(x,y,z) = add(succ(x),y,succ(z))

Comment “utiliser” un programme (en) logique ? ... en soumettant une
requéte de la forme 3X(By A - - A By).
Exemple. Additionner 1 avec 27? ... existe-t-il un x tel que
add(succ(0), succ(succ(0)),x) ?

Ixadd (succ(0), succ(succ(0)), x)
Une clause négative correspond a la négation d'une requéte.
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Des sémantiques pour les programmes (en) logique

Sémantiques d’'un programme P (en) logique :
@ qu’est ce qu’on peut calculer avec P (sémantique déclarative) ?

@ comment peut-on calculer avec P (i.e. comment exécuter un
programme en logique) (sémantique opérationnelle) ?
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Sémantique déclarative pour les programmes (en)
logique

Qu’est ce qu’on peut calculer avec P (sémantique déclarative) a partir d’'une
requéte R ? une solution € (i.e. une substitution ... une fonction qui donne une
valeur aux variables de la requéte) telle que

P E6(R)
Tous les modéles de P sont des modéles de 6(R).
Exemple.
Vx add (0, x, X)
VxVyVvz add(x,y,z) = add(succ(x),y,succ(z))

E 6(add(succ(0), succ(succ(0)),x))

6 est la substitution qui associe succ(succ(succ(0))) a x.
Pourquoi se restreindre aux clauses de Horn ? Tout ensemble fini de clause

de Horn admet un plus petit modéle ...
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Sémantique opérationnelle pour les programmes (en)
logique

Programme P | Requéte R
(VX (AL A~ AA) =A)} | 3X (BLA---ABY)
Exécution : soumission d’'une requéte R étant donné un programme P

@ construction d'une preuve de P Ix (B1 A - -+ A By) par réfutation

@ c-a-d réfutation 'ensemble de clauses P U —3X (ByA---ABx)...en
utilisant la SLD-résolution ...

@ et extraction de cette preuve des valeurs associées a X .

@ il s’agit d'une substitution 6 appelée réponse de P a R.
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Sémantique opérationnelle : SLD-résolution

Résolution
=A; V-V =Ay VBV VB V.- VBn,
SALV -V SA V-V SAL VBV - VB,

0 SALV VDA VoAV VDA VA VeV DAL
Vo BiV---VBj_1VBj1V---VBm VB V- VB,

Si 6 est un unificateur des atomes A/ et B; (i.e. 8(A{) = 6(B;j)). On choisit
l'unificateur le plus général ... (mgu : most general unifier)
SLD-résolution : Selection Linear Definite Resolution

A V---V-A, VB (clause définie du programme)
SALV -V oAV -V -AL (clause négative (requéte))
O(=ALV -V =AL VALY -V SAy VoA VeV DA

clause négative

si ¢ = mgu(B,A))
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Sémantique opérationnelle : SLD-dérivation

SLD-résolution : Selection Linear Definite Resolution
A V---V-A, VB (clause définie du programme)
SALV -V oAV -V -AL (clause négative (requéte))
O(=ALV -V =ALV ALY -V SAy VoA VeV DA

clause négative

si = mgu(B,A))

Co C; Ch
AN N AN
Ro % R & R, & 0

Réponse : composition § = 0, 0--- 06,
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SLD-dérivation : Exemple

—add (succ(0), succ(succ(0)), x)
—add (x1,Y1,21) \/add(succ(xl) y1,succ(z1))

X
- [ succ( succ(O)) succ(zy) ] :
—add (0, succ(succ(0)), z1)
add (0, %2, x2)
Z1
succ(succ succ(succ(0))
0
01 0 0p(x) = succ(succ(succ(0)))
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Etude d’'un langage de programmation : fragment
Hornien de la logique

@ de la syntaxe ... clauses
@ de la sémantique ... solutions (modéles) et réponses (preuves)

@ des propriétés ...

v

Soundness : Si 6 est une réponse alors 6 est une solution.
Completness : Toute solution est une “instance” d’'une réponse.
Lifting lemma : Si §(R) admet une réponse alors R admet une

v

v

réponse.
>
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SLD-résolution : non-déterminismes

Non-déterminisme : plusieurs stratégies possibles lors de la réduction d'un
A-terme (appel par nom, appel par valeur, ...) ... mais des propriétés de
confluence.

La SLD-résolution est a la programmation (en) logique ce qu’est la
B-réduction au A-calcul.

A V---V-A, VB (clause définie du programme)
SALV -V oAV -V -AL (clause négative (requéte))
O(=ALV -V =ALV ALY -V SAy VoA VeV DA

clause négative
si @ = mgu(B, A])
Non-déterminisme

@ Dans le choix de la clause

@ Dans le choix de I'atome considéré dans la clause négative
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Non-déterminisme

Choix de la clause : Non-déterminisme par ignorance (Don’t know)
mécanisme de backtrack

Stratégie PROLOG : ordre d'apparition des clauses dans le programme.
Choix de I'atome : Non-déterminisme par indifférence (Don't care)
Switching lemma

(o Ly, Lo e0)

Ro
Ci/ \C
0(---,Cr,-,La---) (- La,---,Cyyev)
Ry
Ca | 1 C1
7]0(...’Cl*’...’C;’...)zﬂg(...’C;’...7C2*’...)

Stratégie PROLOG : I'atome le plus a gauche.
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Sémantique des langages de programmation

@ Programmation fonctionnelle

@ Programmation (en) logique

Et les programmes impératifs ?
sémantique opérationnelle : programme = “transformateur” d’états de la
mémoire
Définition d’une relation de transition entre états décrivant les changements
produits par I'exécution d’'une instruction.
Le rdle d’'un programme c est de maodifier I'état courant o; de la mémoire en
un état o5 :

(Cc,01) — 02

L'exécution de l'instruction ¢ dans I'état o4 conduit a I'état o».
... UE APS (Analyse de Programmes et Sémantique)
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-
Sémantique des langages de programmation

@ Programmation fonctionnelle
@ Programmation (en) logique

@ Programmation impérative (UE APS — Analyse de Programmes et
Sémantique)

Et la programmation orientée objet ? — plutét en M2 —
Exemple : Environnement de dévelopemment FOCAL
Repose sur un langage :

@ orienté objet (héritage, redéfinition, ...)

@ permettant d’écrire a la fois des programmes, des propriétés et des
preuves

@ ... passer progressivement de la spécification a un programme qui
satisfait cette spécification (programme prouveé)

—sujet PSTL —
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Sémantique des langages de programmation :
Pourquoi ?

Utiliser des langages avec une sémantique formelle (i.e. exprimée dans un
formalisme mathématique) ... pourquoi ?

Pour raisonner formellement sur les propriétés des programmes écrits dans
ce langage ...

Raisonner formellement ? raisonner en utilisant un logiciel (Coq, FOCAL, ...)
Raisonner formellement ? Pourquoi ?

Augmenter la confiance que I'on peut avoir dans un logiciel ...

Atteintre des hauts niveaux de certification définis par des n ormes
internationales (Criteres Communs, ...) ... exigés pour du logiciel
critique.
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