Infinite Words

Automata, Semigroups, Logic and Games

Dominique Perrin and Jean-Éric Pin

September 24, 2002

Contents

I Automata and infinite words . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2 Words and trees. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 3 Rational sets of infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 4 Automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 5 Büchi automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 6 Deterministic Büchi automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 7 Muller and Rabin automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 7.1 Muller automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 7.2 Rabin automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 7.3 Full Muller automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 8 Transition automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 9 McNaughton’s theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 10 Computational complexity issues. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 10.1 From ω-rational expressions to Büchi automata and back. . 59 10.2 From Muller automata to ω-rational expressions. . . . . . . 60 10.3 From Büchi automata to Rabin automata. . . . . . . . . . 60 10.4 From Rabin automata to Muller automata. . . . . . . . . . 61 10.5 From Rabin automata to Büchi automata. . . . . . . . . . 61 10.6 From Streett automata to Büchi automata. . . . . . . . . . 62 10.7 Complexity of algorithms on automata. . . . . . . . . . . . 63 11 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 11.1 Words and trees. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 11.2 Rational sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 11.3 Büchi automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 11.4 Deterministic Büchi automata. . . . . . . . . . . . . . . . . 66 11.5 Muller automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 11.6 McNaughton’s theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 12 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

II Automata and semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 2 Ramseyan factorizations and linked pairs. . . . . . . . . . . . . . . 72 2.1 Ramseyan factorizations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 2.2 Linked pairs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 2.3 Ultimate classes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 2.4 Idempotent linked pairs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 i

3 Recognition by morphism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 3.1 Semigroup morphisms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 3.2 Morphisms of ordered semigroups. . . . . . . . . . . . . . . 83 3.3 Congruence and syntactic order. . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.4 Residuals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 4 Semigroups and infinite products. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 4.1 ω-semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 4.2 Morphisms of ω-semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 4.3 Free structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 5 Wilke Algebras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 6 Recognition by morphism of ω-semigroups. . . . . . . . . . . . . . . 95 7 The two modes of recognition. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 8 Syntactic congruence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 9 Back to McNaughton theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 10 Prophetic automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 11 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 11.1 Ramseyan factorizations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 11.2 Recognition by morphism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 11.3 Wilke Algebras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 11.4 The two modes of recognition. . . . . . . . . . . . . . . . . 120 11.5 Syntactic congruence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 11.6 Back to McNaughton theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . 121 11.7 Prophetic automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 12 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

III Automata and topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 2 Topological spaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 2.1 Countable sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 2.2 General topology. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 2.3 Metric spaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 2.4 Polish spaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 2.5 Borel sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 3 The space of infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 3.1 The topology of A^ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 3.2 Closed sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 3.3 Clopen sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 3.4 The second level of the Borel hierarchy. . . . . . . . . . . . 139 3.5 Compactness. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 3.6 The Borel hierarchy of A^ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 4 The space of finite or infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 5 Borel automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 6 Suslin sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 7 The separation theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 8.1 Topological spaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 8.2 The space of infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 8.3 The space of finite or infinite words. . . . . . . . . . . . . . 167 8.4 Borel automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

9 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

IV Games and strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 2 Infinite games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 3 Borel games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 3.1 Open games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 3.2 Π_2-games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 3.3 Martin’s theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 4 Games on graphs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 4.1 Simple games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 4.2 Winning conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 4.3 Parity games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187 4.4 Parity automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 4.5 Rational winning strategies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 5 Wadge games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 5.1 Wadge lemma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 5.2 Rational reduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 6 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 6.1 Borel games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 6.2 Infinite games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 6.3 Games on graphs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 7 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

V Wagner hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 2 Ordinals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 3 Classes of sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 3.1 Wadge classes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 3.2 The boolean hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 3.3 Separated and biseparated union. . . . . . . . . . . . . . . 205 4 Chains. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 4.1 Chains in automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 4.2 Chains in ω-semigroups. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 4.3 Chains in finite ω-semigroups. . . . . . . . . . . . . . . . . 209 4.4 Equivalence of the definitions of chains. . . . . . . . . . . . 211 4.5 The chain hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 5 Superchains. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 5.1 Superchains in automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 5.2 Superchains in ω-semigroups. . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 5.3 Superchains in finite ω-semigroups. . . . . . . . . . . . . . 220 5.4 Equivalence of the definitions of superchains. . . . . . . . . 223 5.5 The superchain hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 6 The Wagner hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 6.1 The derived automaton. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 6.2 The Wagner hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 6.3 Biseparated differences. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 6.4 The standard representatives. . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 7 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

7.1 Classes of sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 7.2 Chains. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 7.3 Wagner hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 8 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

VI Varieties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 2 Varieties of finite or infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 2.1 Varieties of ω-semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 2.2 Identities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 2.3 The varieties theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 3 Varieties and topology. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 4 Weak recognition. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 4.1 Weak recognition by a morphism of ordered semigroups. . . 256 4.2 Recognition versus weak recognition. . . . . . . . . . . . . . 260 4.3 Properties of the strong expansion. . . . . . . . . . . . . . . 264 5 Extensions of McNaughton’s theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . 268 6 Varieties closed under aperiodic extension. . . . . . . . . . . . . . . 271 7 Concatenation hierarchies for infinite words. . . . . . . . . . . . . . 272 8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 8.1 Varieties of finite or infinite words. . . . . . . . . . . . . . . 278 8.2 Varieties and topology. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 8.3 Weak recognition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 8.4 Boolean combinations of deterministic sets . . . . . . . . . 279 8.5 Varieties closed under aperiodic extension . . . . . . . . . . 280 9 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

VII Local properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 2 Weak recognition. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 3 Local properties of infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 3.1 Properties defined by letters. . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 3.2 Prefixes and suffixes of infinite words. . . . . . . . . . . . . 289 3.3 Factors of infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293 4 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298 4.1 Local properties of finite words. . . . . . . . . . . . . . . . 298 4.2 Factors of infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298 5 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

VIII An excursion into logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301 2 The formalism of logic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 2.1 Syntax. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 2.2 Semantics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 2.3 Logic on words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309 3 Monadic second order logic on words. . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 4 First order logic of the linear order. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 4.1 First order and star-free sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 4.2 Logical hierarchy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

5 First order logic of the successor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326 5.1 Fraïssé-Ehrenfeucht Games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326 5.2 Characterization of F_1(S). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329 6 Temporal logic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 6.1 Another characterization of star-free sets . . . . . . . . . . 334 6.2 Star-free sets and temporal logic . . . . . . . . . . . . . . . 338 7 Restricted temporal logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342 8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 8.1 The formalism of logic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 8.2 Monadic second order logic on words. . . . . . . . . . . . . 345 8.3 First order logic of the linear order. . . . . . . . . . . . . . 346 8.4 First order logic of the successor. . . . . . . . . . . . . . . . 346 8.5 Temporal logic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346 9 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

IX Bi-infinite words . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349 2 Bi-infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349 3 Determinism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357 4 Morphisms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362 5 Unambiguous automata on bi-infinite words . . . . . . . . . . . . . 367 6 Discrimination. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372 7 Logic on Z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375 8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376 8.1 Bi-infinite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376 8.2 Morphisms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376 8.3 Discrimination. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377 8.4 Logic on Z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377 9 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377

X Infinite trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379

1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379 2 Finite and Infinite trees. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380 3 Tree automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 3.1 Automata on finite trees. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 3.2 Büchi tree automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384 3.3 Muller tree automata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386 3.4 Rabin basis theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389 4 Tree automata and games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390 4.1 Automaton and Pathfinder. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390 4.2 Rabin’s tree theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392 4.3 A second proof of Rabin’s basis theorem. . . . . . . . . . . 392 5 Topology. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393 5.1 The topological space of infinite trees. . . . . . . . . . . . . 393 5.2 Suslin sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393 5.3 Recognizable sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394 6 Monadic second order logic of two successors. . . . . . . . . . . . . 395 7 Effective algorithms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397 8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397

9 Notes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 398

Annex 398

A Finite semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399

1 Monoids, semigroups and semirings. . . . . . . . . . . . . . . . . . 399 1.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399 1.2 Congruences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402 1.3 Structure of finite semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . 404 2 Green relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406 3 Transformation semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410 4 Semidirect product and wreath product . . . . . . . . . . . . . . . 413 4.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 4.2 Basic decomposition results . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415 5 The wreath product principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420 5.1 Sequential functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420 5.2 Sets recognized by wreath products . . . . . . . . . . . . . 421

B Varieties of finite semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425

1 Varieties of algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 1.1 Birkhoff varieties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 1.2 Varieties of finite semigroups . . . . . . . . . . . . . . . . . 427 1.3 Profinite algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429 2 The variety theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434 3 Some examples of varieties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436 4 Star-free sets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440 4.1 Concatenation hierarchies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 444 4.2 Varieties closed under marked product. . . . . . . . . . . . 449 5 Local properties of finite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 450 5.1 Prefixes and suffixes of finite words. . . . . . . . . . . . . . 451 5.2 Factors of finite words. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455

List of Tables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479

List of Figures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 481

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 486