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(Correction)

Formules et preuves

Terminologie et notations

- p, q, p1, P, etc.: lettres propositionnelles
— A, B, Ay, A, etc.: formules du calcul propositionnel

Année 2004-2005

- T, A, II, T'y, I, etc.: multi-ensembles de formules. L’union de I" et A est notée I',A, et le
multi-ensemble qui ne contient qu’une occurrence d’une unique formule A est noté A.

— I'> A: séquent

- I'LA> A A: axiome (= séquent ol une méme formule figure & gauche et a droite)

— Un séquent est prouvable s’il existe un arbre de preuve dont la racine est ce séquent et dont
toutes les feuilles sont des axiomes. Une formule A est prouvable si le séquent > A D'est.

— Régles d’inférence:
I'>sAA (—g) IAv A
T—AbA ' ® To—-AA
I'sAA T.BrA I''"Ar B,A
TA-Boa 8 Toi-BA
I'Ar-A T'.BrA y I'>ABA vd
TAvEBoA (V8 TsAvea v
I'A,B> A (hg) I'sAA T'vBA (Ad)
TANBoA V'8 ToAABA

(=d)

(—d)

Exercice 1 (Prouvabilité) Prouver les formules:
-p—(@—p)
~p—=g—=r)—=((p—q9—p@—=r)

- (p—q — ((p— —~q) = —p)
- (eANgV(p——aq)

Montrer que la formule suivante n’est pas prouvable:

- (VoA ——a)

Correction : Pour les formules prouvables, on exhibe la preuve... On insistera sur le fait que dans le

systéme G, la construction de preuve est quasi-mécanique, modulo 'ordre d’application des régles. En

pratique, on aura toujours intérét a privilégier Papplication des régles & une prémisse (Ag, Vd et —d) a
Papplication des régles & deux prémisses (Ad, Vg et —g) afin de retarder le branchement de la preuve. Pour
montrer que la derniére formule n’est pas prouvable, on utilise la contraposée du théoréme de correction

(prouvable = vrai) en exhibant une interprétation qui falsifie la formule. Ici: p = ¢ = F.



Exercice 2 (Preuves et tables de vérité) Soient des lettres propositionnelles py, ... ,pp,q,
ol n > 0 est un entier positif fixé. Construire un arbre de preuve de la formule:

(- (prAp2)---Apn) =dl = [pr— (p2— - (pn = q)--)]

Quelle est, en fonction de n, la hauteur de ’arbre de preuve ainsi construit? Si on devait calculer
la table de vérité de la formule ci-dessus, quel serait le nombre de lignes?

Correction : L’arbre se construit en trois temps (du bas vers le haut): n 4+ 1 applications de —d, puis
1 application de —g, et enfin n — 1 applications de Ad, ce qui donne

Pi, -, Pn > @, D1 P1, -« Pn > g, P2
P1y -+ Pn ‘D Q7p1/\p2
Py - Pn B g, (PLAP2) APnaa P1, -3 Pn > 4, Pn
q,P1; -+, Pn > ¢ pla'”apnDCL"'(pl/\pQ)"'/\pn

(- (PLAD2)--APn) = @, P15 - Pn > G

(- (prAp2)--Apn) —q D:pl_’(pQ_’"'(pn_’Q)"')
> [ (prAp2) - Apn) = dl = 1= (2= (Pn = a) )]

soit 2n + 1 inférences (ou 2n + 2 lignes de preuve). La table de vérité de la méme formule comporterait
27+ lignes!

Exercice 3 (Simplification de I’axiome) On cherche & montrer qu’il est possible de res-
treindre la notion d’axiome au seul cas atomique (en n’autorisant dans les feuilles des arbres de
preuve que des axiomes de la forme I';p > p,A, ol p est une lettre propositionnelle) sans pour
autant réduire la classe des séquents prouvables. Pour cela on procéde en deux temps:

1. Montrer que tout séquent de la forme I',A -+ A,A admet un arbre de preuve dans lequel les
feuilles sont des axiomes portant sur une formule atomique.

2. En déduire que tout séquent prouvable admet un arbre de preuve qui n’a pour feuilles que
des axiomes portant sur des formules atomiques.

Correction : L’intérét de I’exercice est de combiner deux types d’induction:
1. Par induction sur la formule A;
2. Par récurrence sur la hauteur de la preuve.

Exercice 4 (Affaiblissement) Montrer que pour tous I', IV, A, et A’, si le séquent I'> A est
prouvable, alors le séquent I',\TV > A,A’ est dérivable également.

Indication: On pourra raisonner par récurrence sur la hauteur des arbres de preuve.

Correction : Tout est dit dans l’indication!

Exercice 5 (Formes normales conjonctive et disjonctive)
— Un littéral est soit une lettre propositionnelle, soit la négation d’une lettre propositionnelle.
— Une clause disjonctive est une disjonction de littéraux.
— Une forme normale conjonctive est une conjonction de clauses disjonctives.
Symeétriquement, on définit:
— Une clause conjonctive est une conjonction de littéraux.
— Une forme normale disjonctive est une disjonction de clauses conjonctives.



(la notion de littéral est la méme). Exemple de forme normale conjonctive: (pV =gV r) A (gV ).
Prouver que pour toute formule A, il existe une forme normale conjonctive A" et une forme
normale disjonctive A" telle que les trois formules A, A" et AY sont équivalentes.

Correction : Avant de commencer I'induction, on remarque que la négation d’une f.n.c. est équivalente
a une f.n.d. et vice-versa, par de Morgan.

Si A est un atome, A = A" = AV,

Si A = =B, on construit A" AV 4 partir de BY,B” et de la rémarque ci-dessus.

Si A= A1V Ay, AY = AY v AY.

A" se construit & partir de A7 et A%, par distributivité:

soit A) =di A ANdy AY =di N Ad.

(A1 V A)" = Ay g jm1.n i V

Si A= A; A Ay, pareil.

Si A= A; — A5 on considére la formule équivalente ~A; V As.

Exercice 6  Soit Ag = p — q et, pour tout n <0, A,+1 = A4, —q.
Montrer que le séquent > A,,,p est prouvable si et seulement si n est pair.

Correction :

On vérifie que >Ag,p est prouvable. Par ailleurs, on voit que si

>A,,p,q est prouvable, alors >A, 2,p est prouvable. On applique I’exo. precedente et on a fini pour
le “si”.

Pour le “seulement si”, remarquer que 'arbre de >A1,p a une feuille >p,q,p, donc il n’est pas prouvable,
et I'arbre de >A,,2,p a un noued >A,,,p,q, donc pour n = 2k + 1, Parbre de >A,,.p a une feuille >p,¢* 1 p,
donc >A,,p n’est pas prouvable.

Exercice 7 Ecrire en Caml les fonctions qui calculent des formes normales conjonctive et dis-
jonctive (définies a ’exercice 5) pour chaque formule donnée.



