
ORSAY

N

o

d'ordre: 6076

UNIVERSIT

�

E PARIS-SUD

UFR SCIENTIFIQUE D'ORSAY

TH

�

ESE

pr�esent�ee pour obtenir

Le Grade de Docteur en Sciences

de l'Universit

�

e Paris XI Orsay

Sp�ecialit�e : Informatique

par

Fr�ed�eric MAGNIEZ

Sujet :

Auto-test pour les calculs approch�e et quantique

ou ((Comment tester sans savoir faire?))

Soutenue le 27 janvier 2000 devant la Commission d'examen :

M. Harry BUHRMAN Rapporteur

M. Robert CORI

Mme. Marie-Claude GAUDEL Pr�esidente

M. Pascal KOIRAN Rapporteur

M. Miklos SANTHA Directeur

M. Jacques STERN





Remerciements

Avant tout, mes remerciements vont �a mon directeur, Miklos Santha, pour sa disponibilit�e

et son riche enseignement que je souhaite �a tout th�esard. J'ai appr�eci�e la consid�eration qu'il

me portait ainsi que les pr�ecieux conseils qu'il a toujours su me prodiguer. Je tiens aussi �a

remercier St�ephane Boucheron de m'avoir encadr�e au d�ebut de ma th�ese et dont le soutien

m'a permis de poursuivre. C'est avec plaisir que je me rem�emore les nombreuses heures de

r�eexion que nous avons pass�ees autour d'un caf�e.

Je remercie Robert Cori, Marie-Claude Gaudel, et Jacques Stern de l'honneur qu'ils me

font d'être dans mon jury, ainsi que Harry Buhrman et Pascal Koiran pour avoir accept�e d'être

mes rapporteurs et pour leur gentillesse.

J'aimerais exprimer ma reconnaissance envers mon premier co-auteur, Marcos Kiwi, pour

sa collaboration fructueuse et avant tout agr�eable, ainsi que pour son accueil chaleureux �a

Santiago.

Je remercie aussi Artur Ekert de m'avoir re�cu �a Oxford, ainsi que ses �etudiants Wim van

Dam et Michele Mosca, deux co-auteurs sympathiques au contact enrichissant.

Pour leurs discussions fructueuses et leur disponibilit�e, je tiens �a remercier chaleureusement

Jean-Benoit Bost, Charles Delorme, Luc Illusie, Michel de Rougement, Jean-Pierre Tillich,

Wenceslaz Fernandez de la Vega, ainsi que mes amis matheux St�ephane Gonnord (merci pour

la relecture !) et Nicolas Tosel.

Je ne manquerai pas d'adresser un grand merci �a tous les membres de mon �equipe pour

leurs �echanges, soutiens, aides, et amiti�es, et en particulier envers J�er�emy Barbay, Christophe

D�urr, Caroline Fontaine, David Gross, Sophie Laplante, Fabrice Noilhan, Gr�egory Olocco,

Kav�e Salamatian, Julien Stern, et Yann Verhoeven.

Pour leur accueil et leurs pr�ecieux conseils durant mon enseignement �a l'IUT d'Orsay, je

remercie ma tutrice, C�ecile Balkanski, ainsi que mes coll�egues enseignants dont plus parti-

culi�erement Nelly Bensimon, K�eta Gonzalez, H�el�ene Maynard, et Alain Vauchelles.

Je me dois d'exprimer ma gratitude envers Alain Finkel pour m'avoir fait prendre goût �a
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INTRODUCTION 1

Introduction

1. Probl�ematique

Conception et test sont indissociables dans toutes disciplines et plus encore en informa-

tique. Si la n�ecessit�e de tester un programme ou plus g�en�eralement une machine va de soi, les

m�ethodes pour y parvenir sont beaucoup moins �evidentes. Se convaincre de la validit�e d'une

machine est d�ej�a une tâche importante et non triviale, mais convaincre une personne ext�erieure

et non experte est encore plus ardu. En informatique, le probl�eme du test a pris ces derni�eres

ann�ees une importance toute particuli�ere. Il vient d'une attente r�eelle non seulement de l'utili-

sateur courant en informatique, mais aussi des concepteurs eux-mêmes. La complexit�e aidant,

la �abilit�e des programmes est de plus en plus fragile. L'utilisateur suspicieux de cette �abilit�e

aimerait s'en convaincre de mani�ere autonome et sans avoir �a s'investir dans la compr�ehension

du programme. Ce constat s'applique aussi aux concepteurs eux-mêmes qui ne peuvent ga-

rantir la qualit�e de leurs propres programmes sans une s�erie de tests approfondis. Face �a cette

situation, se d�egage la volont�e d'une proc�edure de test simple et �able, dans le sens qu'elle ne

doit faire intervenir que des proc�ed�es mâ�tris�es et moins complexes que ceux invoqu�es dans la

conception même.

Empiriquement, un test consiste en une s�erie d'exp�eriences o�u la machine est mise �a

l'�epreuve. Se posent alors plusieurs probl�emes. Citons ceux du choix des exp�eriences, de leur

pertinence, ou encore de la fa�con de d�etecter un comportement erron�e sur l'une d'entre elles.

Pour ce dernier point, une premi�ere solution consiste �a utiliser une machine de r�ef�erence cor-

recte. Même si cette m�ethode est en �n de compte courante, elle n'est pas satisfaisante. Elle

suppose l'existence d'une telle machine, ce qui ne fait que contourner le probl�eme. De plus

cette proc�edure de test est alors aussi complexe que la r�ealisation d'une machine correcte, ce

qui n'est pas non plus satisfaisant. En�n, le choix des exp�eriences est d�elicat. Si ce choix est

al�eatoire, alors l'analyse statistique qui en d�ecoule ne permet pas a priori de d�eceler les erreurs

ponctuelles. Une alternative est de d�evelopper une m�ethodologie formelle du choix des tests.

En informatique, cette m�ethodologie prend en compte la sp�eci�cation formelle du programme,

le source du programme ou seulement l'id�ee que l'on s'en fait. Une autre solution formelle

est la v�eri�cation de programme. Elle consiste �a d�emontrer la validit�e du programme �a la

vue de son source �ecrit dans un langage appropri�e. Ces deux proc�ed�es d�ependent fortement du

source, ou d'un certain nombre d'hypoth�eses faites sur celui-ci. De plus, ces m�ethodes formelles

peuvent s'av�erer extrêmement complexes et di�ciles même pour de simples programmes. Pour

la v�eri�cation, l'assistance humaine est même souvent n�ecessaire.

Une des premi�eres solutions contournant ces handicaps a �et�e propos�ee au d�ebut des ann�ees

90 en informatique par Blum et Kannan [BK89]. Ils ont introduit la notion de test de r�esultat

(result checking). Avant de d�ecrire cette notion, pr�ecisons que dans ce mod�ele le programme

test�e est vu comme une bô�te noire. Le testeur ne peut que demander la valeur du programme

sur une entr�ee choisie, et ne peut avoir acc�es ni �a son m�ecanisme interne, ni �a son proc�ed�e

de conception. Etant donn�ee une fonction f cens�ee être impl�ement�ee par un programme P ,

et une entr�ee x �x�ee, un testeur de r�esultat acceptera avec grande probabilit�e un programme

P s'il calcule partout f , et le refusera avec grande probabilit�e si P (x) 6= f(x). Dans le cas

o�u P (x) = f(x) mais P di��ere de f sur d'autres entr�ees, la r�eponse du testeur de r�esultat
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n'est pas sp�eci��ee. Contre toute attente, Blum et Kannan ont montr�e comment e�ectuer

cette tâche plus e�cacement et simplement que le calcul même de la fonction pour une s�erie

de probl�emes num�eriques dont le tri, le calcul du rang d'une matrice, et le calcul du plus

grand diviseur commun de deux entiers. L'existence de testeurs de r�esultat e�caces sugg�ere

l'utilisation syst�ematique de ces derniers lors de chaque appel �a un programme non �able. Ce

proc�ed�e ne ralentit que tr�es peu ce programme puisque la complexit�e de l'ensemble testeur de

r�esultat et programme est alors du même ordre de grandeur que celle du programme initial.

Ces id�ees ont �et�e reprises et am�elior�ees en auto-test et auto-correction [BLR90, Lip91]. Un

auto-testeur (self-tester) v�eri�e si un programme est correct sur la plupart des entr�ees, et un

auto-correcteur (self-corrector) transforme un programme correct sur beaucoup d'entr�ees en

un programme probabiliste correct partout. L'existence d'un couple auto-testeur/correcteur

peut parâ�tre surprenante. Non seulement il implique l'existence d'un testeur de r�esultat, mais

il permet aussi d'utiliser avec grande �abilit�e des programmes erron�es. De plus, lorsque le

couple auto-testeur/correcteur est su�samment e�cace, la complexit�e du programme corrig�e

est du même ordre de grandeur que celle du programme erron�e. Ce point est fondamental et

sugg�ere encore une impl�ementation syst�ematique de tels proc�ed�es. L'apport suppl�ementaire

par rapport aux testeurs de r�esultat est qu'ici le couple auto-testeur/correcteur ne se contente

pas de d�etecter une erreur, il la corrige ! Blum, Luby, et Rubinfeld [BLR90] ont d�evelopp�e

des couples d'auto-testeurs/correcteurs pour une s�erie de fonctions num�eriques. La viabilit�e

pratique de ce concept a aussi �et�e �eprouv�ee sur le bug concernant la routine de division des

premiers processeurs Pentium par Blum et Wasserman [BW96]. Ils ont montr�e comment ce

probl�eme aurait pu être d�etect�e et corrig�e e�cacement par des techniques connues d'auto-

test/correction.

L'�etape pr�eliminaire �a l'auto-correction est donc l'auto-test. En g�en�eral l'auto-correction

est ais�ee une fois �etabli un certain degr�e de �abilit�e du programme. Elle peut être vue

en terme d'auto-r�eductibilit�e al�eatoire (random self-reducibility). Plusieurs variantes d'auto-

r�eductibilit�e existent, et nous n'en pr�esentons ici qu'une variante. Une fonction f d�e�nie sur

un domaine D �ni est c-al�eatoirement auto-r�eductible [BLR90], si pour toute entr�ee x 2 D,

la valeur f(x) peut être calcul�ee �a l'aide de x;a

1

; : : : ;a

c

et f(a

1

); : : : ;f(a

c

), o�u a

1

; : : : ;a

c

sont

al�eatoirement calcul�es �a partir de x tels que chaque a

i

est uniform�ement distribu�e sur D. Cette

notion a beaucoup d'autres applications en protocoles cryptographiques, preuves interactives,

et complexit�e structurelle. Feigenbaum [Fei93] passe en revue les variantes de cette notion

ainsi que ses applications.

D�e�nir le probl�eme de l'auto-test pour une unique fonction est trop restrictif. Il est en fait

plus int�eressant de le d�e�nir pour un ensemble de fonctions, dites bonnes. Il s'agit alors de

d�ecider si un programme calcule �d�element une bonne fonction, ou dit autrement s'il v�eri�e

de bonnes propri�et�es. Cette g�en�eralisation correspond �a ce qui est fait en pratique. Une fois

�etabli le fait qu'un programme calcule une bonne fonction, il est plus ais�e de d�eterminer si

cette fonction est celle voulue. Pour illustration, consid�erons l'exemple des fonctions lin�eaires

sur Z ou sur Z

n

, l'ensemble des entiers modulo n, i.e. les fonctions de la forme x 7! ax, pour

une constante �x�ee a. Ainsi savoir si un programme calcule une fonction lin�eaire donn�ee est

une tâche facile lorsqu'il est d�ej�a �etabli que le programme calcule une fonction lin�eaire. Le

probl�eme de l'auto-test selon Blum, Luby, et Rubinfeld [BLR90] pour le calcul exact peut

donc s'�enoncer ainsi.
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Probl�eme. Etant donn�es 0 � �

1

< �

2

< 1, et F un ensemble de fonctions, construire une

machine de Turing T probabiliste �a oracle simple et e�cace telle que pour tout programme P :

{ s'il existe une fonction f 2 F telle que la proportion des entr�ees o�u P ne calcule pas f

est inf�erieure �a �

1

, alors T avec oracle P retourne BON avec grande probabilit�e;

{ si pour toute fonction f 2 F la proportion des entr�ees o�u P ne calcule pas f est

sup�erieure �a �

2

, alors T avec oracle P retourne MAUVAIS avec grande probabilit�e.

Remarque. Si le but est uniquement de d�etecter une erreur potentielle du programme,

la borne �

2

, dite seuil de rejet, est la plus importante et autant �xer �

1

= 0. Par contre,

l'estimation du degr�e de �abilit�e du programme, n�ecessaire pour e�ectuer une auto-correction,

requiert le choix d'un �

1

, dit seuil d'acceptance, aussi pr�es de �

2

que possible.

Dans cette premi�ere formalisation, dire que ((P calcule f en x)) signi�e en calcul exact

que P (x) = f(x), mais peut avoir une d�e�nition plus relâch�ee en calcul approch�e. Si jusqu'ici

l'auto-test s'�etait essay�e uniquement �a l'informatique classique pour des situations de calcul

exact ou approch�e avec erreur absolue, il est tout �a fait raisonnable de l'envisager pour d'autres

mod�eles de calculs et pour le test de toute machine en g�en�eral. V�eri�er le m�ecanisme interne

d'une machine peut n�ecessiter un �equipement rare et complexe. Lorsqu'un individu se trouve

face �a un programme ou �a une machine dont il ne veut ou ne peut �etudier le fonctionnement

interne, il aimerait pourtant sans aucune assistance et avec peu de temps et de moyens s'auto-

convaincre de leur validit�e !

Dans cette th�ese nous nous concentrons sur la notion de l'auto-test. Nous �etendons pour

la premi�ere fois cette notion �a toute classe d'objets sans restriction et d�e�nissons un mod�ele

g�en�eral de l'auto-test. Nous essayons et validons ce mod�ele pour le calcul approch�e en g�en�eral

et pour le calcul quantique. Nous esp�erons ainsi exhiber le pouvoir des techniques de l'auto-

test �a de nouvelles situations de calcul, et r�epondre en partie �a des attentes actuelles tant

th�eoriques que pratiques. Avant de pr�esenter nos r�esultats, nous d�e�nirons dans la prochaine

section ces deux notions de calcul, et pr�esenterons l'�etat de l'art de l'auto-test dans la suivante.

2. Deux mod�eles de calculs

2.1. Le calcul approch�e. Le mod�ele de calcul exact est trop restrictif pour la plupart

des situations en calcul num�erique. Le calcul approch�e prend en consid�eration l'impossibi-

lit�e de calculer exactement un nombre, une solution, ou encore une fonction. De multiples

situations motivent cette relâche. Il est impossible de repr�esenter des nombres tels que �

avec pr�ecision in�nie. De plus la repr�esentation même des nombres sur ordinateur implique

des erreurs in�evitables de pr�ecision dues aux arrondis. En�n, pour de nombreux probl�emes

num�eriques, bien que les solutions exactes ne soient pas explicitement connues, elles peuvent

être approch�ees par des proc�ed�es it�eratifs. A�n de d�ecrire la qualit�e de ces approximations,

un mod�ele de calcul appropri�e doit être d�e�ni.

En calcul exact, dire qu'un programme P calcule correctement une fonction f sur une

entr�ee x traduit l'�egalit�e P (x) = f(x). En calcul approch�e, la notion de correction d'un calcul

peut être tr�es vari�ee. Elle peut être par exemple li�ee �a l'erreur absolue ou relative.

Dans le cas g�en�eral, l'erreur maximale tol�er�ee sur un calcul suppos�e produire la valeur

v 2 R sur l'entr�ee x 2 D est un terme d'erreur, i.e. une fonction �a valeurs dans R

+

, ne

d�ependant que de x et v. Un tel terme d'erreur est appel�e dans ce contexte un terme d'erreur
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de calcul. Plus pr�ecis�ement si les valeurs r�esultats appartiennent �a un espace m�etrique (R;d), le

calcul de la fonction f par le programme P est correct en x 2 D, pour le terme d'erreur de calcul

" : D�R! R

+

, si d(P (x);f(x)) � "(x;f(x)), et est incorrect si d(P (x);f(x)) > "(x;f(x)). Ce

formalisme permet de mod�eliser plusieurs mod�eles de calcul :

{ calcul exact :

8(x;v) 2 D �R; "(x;v)

d�ef

= 0;

{ calcul approch�e avec erreur absolue :

8(x;v) 2 D �R; "(x;v)

d�ef

= "

0

;

{ calcul approch�e avec erreur ne d�ependant que de l'entr�ee :

8(x;v) 2 D �R; "(x;v)

d�ef

= "

1

(x);

{ calcul approch�e avec erreur relative, s'il existe une norme k�k associ�ee �a d sur R :

8(x;v) 2 D �R; "(x;v)

d�ef

= �kvk;

o�u "

0

2 R

+

, "

1

: D ! R

+

, et � 2 R

+

sont �x�es.

2.2. Le calcul quantique. Depuis une dizaine d'ann�ees, le calcul quantique est un do-

maine de recherche tr�es actif. Le probl�eme de la simulation d'un syst�eme physique quantique

par un ordinateur construit sur les r�egles de la m�ecanique classique remonte �a Feynman [Fey82].

Selon lui, le pouvoir de calcul d'une machine utilisant des composants quantiques �etait suscep-

tible d'être plus important que celui d'une machine classique. Cette �eventualit�e constitue un

nouveau d�e� �a la version quantitative de la th�ese de Church-Turing. Rappelons que cette th�ese

a�rme que toute machine de calcul physiquement r�ealisable est simulable par une machine de

Turing probabiliste dont le temps de calcul est polynomialement born�e en fonction de celui de

la machine simul�ee. Les premiers mod�eles de calcul quantique, la machine de Turing quantique

et les circuits quantiques, ont �et�e d�e�nis par Deutsch [Deu85, Deu89]. Yao [Yao93] a montr�e

que ces deux mod�eles �etaient polynomialement �equivalents.

Historiquement, c'est d'abord en cryptographie que le premier r�esultat d'informatique

quantique est apparu. Il s'agit du protocole de distribution de clefs secr�etes de Bennett et

Brassard [BB84] qui a �et�e prouv�e parfaitement s�ecuritaire. Ce premier r�esultat �etait �a la fois

surprenant et motivant. Mais le r�esultat qui a le plus marqu�e et donn�e son essor �a cette disci-

pline est celui de Shor [Sho94]. Il a en e�et expliqu�e comment des nombres entiers pourraient

être factoris�es en temps polynomial sur un ordinateur quantique. Ce probl�eme est r�eput�e

di�cile en informatique classique, c'est pourquoi la s�ecurit�e de nombreux protocoles crypto-

graphiques repose sur la di�cult�e de factoriser. Il va sans dire que la construction e�ective d'un

ordinateur quantique aurait entre autre de s�erieuses r�epercussions en cryptographie. L'autre

r�esultat majeur est celui de Grover [Gro96], qui explique comment rechercher avec une ma-

chine de Turing quantique un �el�ement dans une base de donn�ees non structur�ee de taille

N en seulement O(

p

N) requêtes, alors qu'une machine classique ou probabiliste n�ecessite


(N) requêtes. Cette sup�eriorit�e du calcul quantique a �et�e con�rm�ee par une suite d'ar-

ticles [DJ92, BB92, BV97, Sim94] exhibant des oracles pour lesquels les machines de Turing

quantiques sont superpolynomialement plus puissantes que leurs analogues probabilistes. En�n

r�ecemment la possibilit�e de t�el�eporter de l'information quantique a suscit�e beaucoup d'�emois

dans la communaut�e scienti�que et les m�edias. La possibilit�e th�eorique de la t�el�eportation a �et�e
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exhib�ee par Bennett, Brassard, Cr�epeau, Jozsa, Peres, et Wootters [BBC

+

93] et impl�ement�ee

pratiquement par Bouwmeester, Pan, Mattle, Eibl, Weinfurter, et Zeilinger [BPM

+

97].

La base du calcul quantique est le qubit repr�esentant les �etats possibles de l'analogue quan-

tique du bit classique. Si un bit classique est un �el�ement de f0;1g, et un bit probabiliste un

�el�ement de R

f0;1g

�a coordonn�ees positives ou nulles et de somme 1, alors un bit quantique

est un �el�ement de l'espace de Hilbert C

f0;1g

et de norme 1. Un syst�eme de n qubits est donc

repr�esent�e par un vecteur norm�e de l'espace de Hilbert C

f0;1g

n

. Un circuit quantique op�ere

sur un tel syst�eme en tant qu'application lin�eaire pr�eservant la norme, il s'agit donc d'une

transformation unitaire. Un circuit quantique est construit �a partir de portes quantiques e�ec-

tuant des transformations unitaires locales, i.e. agissant uniquement sur un nombre constant

de qubits. A la �n du calcul, une mesure est e�ectu�ee sur un ou plusieurs qubits. Cette mesure

correspond �a ce que nous appellerons la mesure de von Neumann dans la base de calcul. La

mesure d'un qubit est une exp�erience probabiliste produisant 0 ou 1, de sorte que la probabilit�e

d'observer b est le carr�e de la norme de la projection orthogonale du vecteur d�ecrivant l'�etat

du syst�eme sur l'espace compatible avec cette observation.

Les portes unitaires quantiques agissant sur peu de qubits sont tr�es �etudi�ees pour plusieurs

raisons. L'une d'elles �etant qu'�a ce jour seules les portes �a moins de trois qubits ont pu être

construites. La possibilit�e de construire dans l'avenir des portes utilisant un grand nombre

de qubits est incertaine. Les technologies actuelles sont entre autre bas�ees sur les trappes

lin�eaires �a ions propos�ees par Cirac et Zoller [CZ95], et sur des techniques RMN propos�ees par

Gershenfeld et Chuang [GC97] et par Cory, Fahmy et Havel [CFH97]. L'autre raison est qu'il

existe des ensembles universels de portes �a moins de trois qubits. Un ensemble de portes est

universel si n'importe quel circuit peut être approximativement simul�e par un autre construit

uniquement �a partir de ces portes. Le premier ensemble universel constitu�e de portes agissant

sur au plus trois qubits a �et�e exhib�e par Deutsch [Deu89]. Apr�es une suite de travaux sur de

telles familles [DiV95, Bar95, DBE95, Llo95, BBC

+

95, Sho96, KLZ96, Kit97], Boykin, Mor,

Pulver, Roychowdhury, et Vatan [BMP

+

99] ont exhib�e un ensemble universel �ni tr�es simple

�a base de trois portes usuelles et d�ej�a impl�ement�ees. Deux de ces portes agissent sur un seul

qubit, et la troisi�eme sur deux qubits. De plus cet ensemble poss�ede la propri�et�e d'être tol�erant

�a l'erreur (fault-tolerant), i.e. qui r�esiste �a d'�eventuelles perturbations physiques.

Nous serons amen�e �a consid�erer une forme plus g�en�erale des �etats d'un syst�eme physique.

E�ectivement, l'�etat d'un syst�eme peut être plus complexe que ceux d�e�nis pr�ec�edemment,

appel�es �etats purs. Il peut aussi être m�elang�e, i.e. être une distribution de probabilit�e d'�etats

purs. De tels �etats m�elang�es sont par exemple produits suite �a la mesure partielle d'un �etat

pur. Les �etats m�elang�es d'un syst�eme de n qubits sont repr�esent�es par des matrices complexes

de dimension 2

n

particuli�eres appel�ees matrices densit�es. Entre autre la matrice densit�e �

caract�erisant l'�etat d'un syst�eme est telle que la probabilit�e que ce syst�eme soit dans l'�etat

pur v est donn�ee par le r�eel v

y

�v, o�u v

y

repr�esente le vecteur adjoint associ�e �a v. Un des int�erêts

majeurs de ce formalisme est qu'il d�ecrit �d�element les �etats possibles d'un syst�emes ainsi que

ses �evolutions physiquement autoris�ees. Ces �evolutions sont math�ematiquement d�ecrites par

des op�erateurs agissant sur les matrices densit�es et appel�ees superop�erateurs compl�etement

positifs (CPSO). Dans ce formalisme, les op�erateurs unitaires et les mesures sont des CPSO

particuliers. Les circuits quantiques ont �et�e red�e�nis pour ce mod�ele par Aharonov, Kitaev,

et Nisan [AKN98], qui ont entre autre montr�e qu'ils �etaient polynomialement �equivalents aux

circuits pr�ec�edents d�e�nis pour des �etats purs.
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3. Travaux ant�erieurs

3.1. Auto-test exact. Les premiers auto-testeurs ont d'abord �et�e construits pour des

programmes d�e�nis sur des groupes �nis dans un cadre de calcul exact, i.e. sans erreur de

pr�ecision. Dans ce mod�ele Blum, Luby, et Rubinfeld [BLR90] ont d�evelopp�e plusieurs auto-

testeurs pour des fonctions num�eriques telles que la multiplication modulaire, la multiplication

de polynômes et de matrices, l'inversion de matrice, et le calcul de d�eterminant. Ces auto-

testeurs utilisent la possibilit�e d'auto-tester simplement l'ensemble des homomorphismes entre

deux groupes. Il s'agit du test de lin�earit�e [BLR90].

Etudions de plus pr�es le probl�eme du test de lin�earit�e. Etant donn�e un programme P

calculant une fonction entre un groupe ab�elien G et un autre groupe, le probl�eme est de

v�eri�er si P calcule un certain homomorphisme sur la plupart des entr�ees de G. Lorsque

G d�esigne l'anneau Z

n

des entiers modulo n, l'ensemble des homomorphismes de Z

n

! Z

n

sont les applications f pour lesquelles il existe un �el�ement a 2 Z

n

tel que f(x) = ax, pour

tout x 2 Z

n

. Le calcul de f n�ecessite intuitivement une multiplication, alors qu'il existe un

auto-testeur qui n'utilise que peu d'additions.

Cet auto-testeur est bas�e sur l'�equation de Cauchy, ou de lin�earit�e, f(x+y) = f(x)+f(y),

pour tout x;y 2 G, qui est satisfaite quand f est un homomorphisme. Il consiste �a v�eri�er que

l'�equation pr�ec�edente est satisfaite pour des instances al�eatoires. Plus pr�ecis�ement, il v�eri�e

que P (x+y) = P (x)+P (y), pour deux entr�ees x;y prises uniform�ement al�eatoirement dans G.

Si la probabilit�e que le test �echoue est faible, alors P calcule bien un homomorphisme sauf sur

une fraction tout aussi faible des entr�ees. Plus formellement, si Rej(P ) d�esigne la probabilit�e

de rejet au test, et Dist(P;h) la fraction des entr�ees sur lesquelles P ne calcule pas la fonction

h, alors

Rej(P ) < 1=6 =) InffDist(P;h) : h homomorphismeg �

Rej(P )

2

:

Cette caract�eristique de l'�equation de lin�earit�e est appel�ee robustesse. Ce terme a �et�e introduit

par Rubinfeld et Sudan [RS92], et �etudi�e plus g�en�eralement pour les propri�et�es d�e�nies �a partir

d'�equations fonctionnelles par Rubinfeld [Rub94]. Pour le cas G = (Z

2

)

n

, la relation entre

distance d'un programme aux fonctions lin�eaires et probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e a fait

l'objet d'une �etude plus pr�ecise par Bellare, Coppersmith, H�astad, Kiwi, et Sudan [BCH

+

95].

L'analyse du test repose dans tous les cas sur la possibilit�e d'auto-corriger P avec peu de

questions. Soit g la fonction qui prend en x 2 G la valeur majorit�e des votes (P (x+y)�P (y)),

pour chacun des votants y 2 G. Quand la probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e est faible,

alors la majorit�e est en fait une quasi-unanimit�e, g est un homomorphisme, et g �egale P sauf

sur une fraction des entr�ees proportionnelle �a la probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e. Plus

pr�ecis�ement, si Rej(P ) � �, pour un r�eel � � 0, alors g satisfait :

8x 2 G; Pr

y2G

[g(x) 6= P (x+ y)� P (y)] � 2�;

Pr

x2G

[P (x) 6= g(x)] � 2�;

et si � < 1=6,

8x;y 2 G; g(x+ y) = g(x) + g(y):



INTRODUCTION 7

D'autres travaux ont suivi construisant de nouveaux auto-testeurs pour de nouvelles fonc-

tions ou am�eliorant les pr�ec�edents. Citons les travaux de Rubinfeld et Sudan [RS92] qui ont

montr�e comment auto-tester l'ensemble des fonctions polynomiales de degr�e born�e, de Ru-

binfeld [Rub94] pour les fonctions v�eri�ant une propri�et�e additive de la forme f(x + y) =

G(f(x);f(y)) pour une fonction G �x�ee, d'Erg�un [Erg95] pour les transform�ees de Fourier

rapides, l'�evaluation de polynômes, la multiplication de polynômes, et de matrices, et de

Ravi Kumar et Sivakumar [KS96] pour les fonctions satisfaisant des �equations de r�ecurrences

lin�eaires.

3.2. Preuves interactives et transparentes. Ces r�esultats ainsi que les techniques

d�evelopp�ees ont permis d'�etablir de nouvelles caract�erisations probabilistes de certaines classes

de complexit�e traditionnelles �a l'aide de classes bas�ees sur l'interaction entre un prouveur (ou

plusieurs) de pouvoir de calcul illimit�e, et un v�eri�eur probabiliste de complexit�e en temps

polynomiale. Intuitivement le v�eri�eur d�ecide de l'appartenance d'une entr�ee x �a un langage L

en utilisant la puissance du prouveur tout en le contraignant �a ne pas tricher. Dans le mod�ele

des preuves interactives, un langage est dit dans la classe de complexit�e IP [GMR89, Bab85]

(Interactive Proofs) lorsqu'il existe un v�eri�eur telle que : si x 2 L, alors il existe un prou-

veur qui convainc toujours le v�eri�eur; mais si x 62 L, alors pour tout prouveur le v�eri�eur

n'est pas convaincu avec grande probabilit�e. La classe MIP [FRS88] est d�e�nie de mani�ere

analogue pour plusieurs prouveurs. En�n la classe PCP(f(n),g(n)) [AS92] (Probabilistic Che-

cking of Proofs) est d�e�nie pour un prouveur non adaptatif qui correspond alors �a une fonc-

tion oracle, et un v�eri�eur utilisant O(f(n)) bits al�eatoires et demandant �a l'oracle O(g(n))

bits. Les caract�erisations IP=PSPACE [LFKN92, Sha92], MIP=NEXPTIME [BFL91], et

PCP(ln(n);1)=NP [AS92, ALM

+

92] reposent toutes sur la même id�ee. Une premi�ere �etape,

dite d'arithm�etisation, consiste pour le v�eri�eur �a transformer une formule bool�eenne en un

polynôme. Dans une seconde �etape, le v�eri�eur utilise le prouveur pour se convaincre que le

polynôme satisfait un certain nombre de propri�et�es sp�eci�ques �equivalant �a la satisfaisabilit�e

de la formule initiale. Dans cette derni�ere �etape est utilis�e implicitement un auto-test des

fonctions polynomiales de degr�e born�e. Ces caract�erisations ont d'importantes retomb�ees sur

la non-approximabilit�e, pour certaines erreurs relatives, de plusieurs probl�emes d'optimisa-

tion comme entre autre le probl�eme de la clique maximale, ou de tout probl�eme Max-SNP-

di�cile [AS92, ALM

+

92, FGL

+

96]. Pour plus de d�etails sur le sujet, on pourra consulter les

synth�eses de Babai [Bab93] et d'Arora [Aro98].

3.3. Test de propri�et�e. Lorsque l'objectif de l'auto-test est plus orient�e vers la v�eri�ca-

tion d'une propri�et�e sur le programme, parler de test de propri�et�e [GGR96] est plus appropri�e.

Etant donn�ee une propri�et�e fonctionnelle �, un testeur de propri�et�e pour � est en fait un auto-

testeur pour la classe des fonctions satisfaisant la propri�et�e �.

Goldreich, Goldwasser, et Ron [GGR96, GR97] ont d�evelopp�e de tels auto-testeurs pour

les graphes vus soit comme des matrices d'adjacence, i.e. des fonctions de f1; : : : ;ng

2

!

f0;1g, o�u n est le nombre de sommets, soit comme des listes d'incidence, i.e. des fonctions de

f1; : : : ;ng�f1; : : : ;dg ! f0;1; : : : ;ng, o�u n est le nombre de sommets et d le degr�e du graphe.

Pour le test de propri�et�e, la premi�ere repr�esentation est plus appropri�ee aux graphes denses, et

la deuxi�eme aux graphes de degr�e born�e. Chacune de ces repr�esentations induit une distance

entre deux graphes d�e�nie comme la fraction des entr�ees o�u leurs fonctions caract�eristiques
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di��erent. Un testeur de propri�et�e pour � doit donc d�ecider si un graphe donn�e est proche,

pour l'une des deux distances, d'un autre graphe satisfaisant �.

Goldreich, Goldwasser, et Ron [GGR96] ont d�evelopp�e de tels testeurs pour plusieurs

propri�et�es de graphes, repr�esent�es par des matrices d'adjacence, comme la k-colorabilit�e, �-

clique, �-coupe (�-CUT), et �-bissection. Pour les graphes de degr�e born�e, vus comme des

listes d'incidence, Goldreich et Ron [GR97] ont trait�e des propri�et�es de graphes comme la

connectivit�e, la k-connectivit�e de sommets (resp. d'arêtes pour k = 2;3), la planarit�e, et

l'absence de cycle.

Puisque certaines de ces propri�et�es sont d�eduites de probl�emes d'optimisation comme Max-

clique et Max-coupe (Max-CUT), Goldreich, Goldwasser, et Ron [GGR96] ont remarqu�e que

leurs testeurs, pour des graphes repr�esent�es des matrices d'adjacence, permettaient d'exhiber

des sch�emas d'approximation tr�es e�caces pour les probl�emes d'optimisation associ�es. Pre-

nons l'exemple du probl�eme Max-coupe et supposons l'existence d'une machine de Turing

probabiliste qui, prenant en entr�ee les r�eels � � 0 et " > 0, et l'entier n � 1, soit un testeur

sur les graphes �a n sommets pour la propri�et�e �-coupe, dont le seuil de rejet est inf�erieur �a

" > 0, et admettant pour complexit�e en temps une fonction t(";n) ind�ependante de �. Alors

cette machine peut être utilis�ee pour approcher, avec erreur additive "n

2

, la taille de la coupe

maximale avec une complexit�e en temps en O(t(";n)="). Puisque cette erreur est relative si

le graphe est dense, et qu'un tel testeur existe [GGR96] pour t(";n) = 2

~

O(1="

3

) 1

, Max-coupe

peut donc être approch�e pour les graphes denses en temps constant et avec erreur relative.

Les pr�ec�edents r�esultats d'Arora, Karger, et Karpinski [AKK95] d'une part, et de Fernandez

de la Vega [Fer96] d'autre part, avaient exhib�e des sch�emas d'approximation de complexit�es

en temps respectives n

O(1="

2

)

et 2

~

O(1="

2

)

n

2

. Les techniques d'auto-test en g�en�eral ont donc

permis d'am�eliorer signi�cativement ces bornes. Inversement, il est naturel de se demander

si des sch�emas d'approximation peuvent entrâ�ner des testeurs pour les propri�et�es associ�ees.

Actuellement la r�eponse n'est pas connue, même si l'on observe que la structure de plusieurs

sch�emas induisent naturellement des testeurs.

Le traitement des sch�emas d'approximation pour les graphes denses est actuellement en

plein essor. Suite �a plusieurs travaux [AKK95, FK96], Frieze et Kannan [FK99] ont montr�e

comment il �etait possible d'approcher tout probl�eme d'optimisation Max-SNP pour les graphes

denses en temps ne d�ependant que de l'erreur relative ". Plus pr�ecis�ement, cette complexit�e

en temps pour Max-coupe est 2

~

O(1="

2

)

, ce qui am�eliore le sch�ema pr�ec�edemment cit�e [GGR96].

Ind�ependamment, Alon, Fischer, Krivelevich, et Szegedy [AFKS99] ont r�esolu le probl�eme

g�en�eral du test de propri�et�e du type ((98)) de graphes, vus comme des matrices d'adjacence,

en exhibant des testeurs de complexit�e en temps ind�ependante de la taille du graphe. Ils ont

aussi donn�e un contre exemple de ce r�esultat pour une propri�et�e du type ((89)).

Pour terminer, le test de propri�et�e a �et�e adapt�e aux langages. La distance entre deux

mots de même longueur est ici d�e�nie comme la fraction des lettres dont ils di��erent. Etant

donn�e un langage, le probl�eme est alors de d�ecider si un mot donn�e de taille quelconque est

proche d'un mot du langage. Alon, Krivelevich, Newman, et Szegedy [AKNS99] ont montr�e

qu'il �etait possible de r�esoudre ce probl�eme pour tous les langages r�eguliers en n'examinant

qu'un nombre constant de lettres du mot test�e. Par contre, ils ont montr�e que pour certains

1. La notation

~

O signi�e que les termes logarithmiques ne sont pas pris en compte.
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langages hors contexte, il est n�ecessaire d'examiner un nombre de lettres proportionnel �a la

taille du mot.

3.4. Testeur ponctuel. La notion de testeur de r�esultat �a �et�e �etendue r�ecemment �a celle

de testeur ponctuel (spot-checker) par Erg�un, Kannan, Ravi Kumar, Rubinfeld, et Viswana-

than [EKK

+

98]. Un testeur ponctuel v�eri�e si un programme P calcule bien une fonction f

en une entr�ee �x�ee x de la mani�ere suivante : si P (x) = f(x) alors le testeur ponctuel accepte

avec grande probabilit�e; et si la distance entre (x;P (x)) et (y;f(y)) est sup�erieure �a un certain

" > 0 �x�e pour toute autre entr�ee y, alors il rejette avec grande probabilit�e. Ici la distance

peut être quelconque. Intuitivement, un testeur ponctuel v�eri�e si une paire entr�ee/sortie d'un

programme est proche, pour une certaine distance, d'une autre paire entr�ee/sortie correcte.

Lorsque f repr�esente une propri�et�e et les entr�ees d�ecrivent les fonctions �a tester, alors la

notion du test ponctuel g�en�eralise celle du test de propri�et�e pour des distances quelconques.

Dans ce mod�ele, Erg�un, Kannan, Ravi Kumar, Rubinfeld, et Viswanathan [EKK

+

98] ont donc

entre autre montr�e comment tester e�cacement la propri�et�e d'être tri�ee pour une liste, o�u la

distance entre deux listes de même cardinal est le nombre minimal d'insertions et e�acements

�a e�ectuer pour aller d'une liste �a l'autre divis�e par le nombre d'�el�ements de chaque liste ; ou

encore comment tester les propri�et�es d'associativit�e ou de groupe sur des lois de composition

interne, i.e. �etant donn�e un ensemble �ni D et un programme P : D

2

! D, leur testeur

ponctuel v�eri�e e�cacement si P co��ncide avec une loi de composition interne � sur D, sauf

en une faible fraction de D

2

, telle que D muni de � poss�ede une structure de groupe.

3.5. Auto-test approch�e. Supposer qu'un programme travaille sur un domaine clos par

addition et e�ectue un calcul exact sont des hypoth�eses tr�es fortes. A�n de capturer la na-

ture r�eelle du calcul num�erique, d'autres domaines dit rationnels, ainsi que la notion de calcul

approch�e avec erreur absolue, ont �et�e introduits. Nous appelons domaines rationnels les en-

sembles �nis de la forme D

n;s

d�ef

= f

i

s

: i 2 Z;jij � ng, pour certains n 2 N et s 2 N

�

, qui sont une

repr�esentation discr�ete des intervalles r�eels [�

n

s

;

n

s

] avec pr�ecision

1

s

. Ces notions ont amen�e le

d�eveloppement d'auto-testeurs approch�es [GLR

+

91, ABCG93] tol�erant des r�esultats avec une

erreur absolue, d'auto-testeurs pour des fonctions d�e�nies sur des domaines rationnels [Lip91],

et en�n d'auto-testeurs consid�erant ces deux aspects simultan�ement [EKR96].

Dans ce dernier cas, le test approch�e de lin�earit�e consiste �a v�eri�er que jP (x+y)�P (x)�

P (y)j � ", pour des �el�ements x;y pris uniform�ement al�eatoirement dans D

n;s

, et un r�eel �x�e

" > 0. L'analyse de ce test est tr�es similaire �a sa variante exacte (cf. Paragraphe 3.1) �a quelques

modi�cations pr�es. L'op�erateur majorit�e dans la d�e�nition de la fonction corrig�ee g n'est plus

adapt�e. E�ectivement, le programme P peut être approximativement partout proche d'une

fonction lin�eaire sans qu'aucun des votes (P (x + y) � P (y)) ne co��ncident, pour x �x�e et y

variant dans D

n;s

. Un bon choix consiste �a remplacer l'op�erateur majorit�e par l'op�erateur

m�ediane. Alors g n'est plus qu'approximativement proche de P sur la plupart des entr�ees, et

qu'approximativement lin�eaire. Une seconde �etape est alors n�ecessaire pour montrer qu'une

fonction satisfaisant jf(x+y)�f(x)�f(y)j � ", pour tout x;y 2 D

n;s

, est approximativement

proche d'une autre fonction parfaitement lin�eaire. Cette �etape bien connue en math�ematiques

consiste �a prouver la stabilit�e locale de l'�equation de lin�earit�e pour les termes d'erreur absolue.

Lorsque la fonction est d�e�nie sur tout un groupe comme Z, il s'agit du probl�eme de la stabilit�e

de l'�equation de lin�earit�e plus connue sous le nom de stabilit�e de Hyers-Ulam. Ce probl�eme de
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stabilit�e est dû �a Ulam et a �et�e r�esolu pour la premi�ere fois pour des termes d'erreur absolue par

Hyers en 1941 [Hye41]. Pour une synth�ese de l'�etude de la stabilit�e de Hyers-Ulam, consulter

les travaux de Forti [For95], et de Hyers et Rassias [HR92].

3.6. Test quantique. L'historique du test en informatique quantique est succincte et,

�a ce jour, relativement �eloign�ee des concepts de l'auto-test. Citons cependant trois travaux

connect�es �a notre probl�ematique et repr�esentatifs de l'�etat de l'art en mati�ere de test quantique.

Chuand et Nielsen [CN97] et Poyatos, Cirac, et Zoller [PCZ97] ont donn�e des proc�edures

exp�erimentales pour d�eterminer certaines propri�et�es de bô�tes noires quantiques. Cependant

ces proc�edures utilisent implicitement un dispositif quantique ayant d�ej�a �et�e test�e et ca-

ract�eris�e, et ne peuvent donc pas être utilis�ees dans une situation d'auto-test.

L'id�ee de l'auto-test quantique est sous-jacente dans les travaux d'Adleman, Demarrais,

et Huand [ADH97]. Ils ont montr�e comment certaines machines de Turing quantiques, dont

l'unique composante quantique consistait en une rotation �x�ee, pouvaient d�eterminer elles-

mêmes l'angle de cette rotation sans aucune aide ext�erieure. L'inconv�enient de ce test est qu'il

repose sur une hypoth�ese tr�es forte concernant la structure de la machine.

Dans le contexte de la cryptographie quantique, Mayers et Yao [MY98] ont aussi construit

une s�erie de tests permettant de d�ecider si une source de photons �etait utilisable dans le proto-

cole de distribution de clefs secr�etes de Bennett et Brassard [BB84] sans aucune connaissance

a priori de la source.

4. Contribution

Notre contribution est de deux types. Tout d'abord nous introduisons ci-dessous un nou-

veau mod�ele d'auto-test permettant non seulement le test de programme dans un sens plus

g�en�eral, mais aussi le test de toute machine ou objet sans aucune restriction. Nous validons

ce mod�ele pour di��erentes notions de calcul approch�e, et pour le calcul quantique.

4.1. A l'extension du mod�ele. Nous initions la notion d'auto-test pour une machine,

ou objet, quelconque. Cette approche nous permettra d'uni�er di��erentes situations d'auto-

test. L'auto-testeur pour un objet d'une classe donn�ee, est une machine de Turing probabi-

liste �a oracle. L'oracle est construit �a partir de l'objet �a tester selon une interface simulant

les exp�eriences dict�ees par l'auto-testeur et retournant leurs r�esultats. Intuitivement l'inter-

face doit non seulement être plus simple et e�cace que l'objet test�e, mais doit aussi être

compl�etement �able. De plus l'objet test�e est une bô�te noire dont le contenu est invisible.

L'oracle obtenu peut être contrairement �a l'accoutum�ee probabiliste. Si l'objet correspond �a

une machine probabiliste ou quantique, alors l'observation du r�esultat d'une exp�erience ne

peut être que probabiliste. Par contre si l'objet est une machine d�eterministe, l'oracle l'est

aussi.

D�e�nissons plus formellement ces notions en posant D(R) l'ensemble des distributions de

probabilit�e sur un ensemble R.

D�e�nition. Soient Q;R deux ensembles. Un oracle probabiliste O �a questions dans Q et

�a r�eponses dans R est une application de Q! D(R).

Lorsque R est �ni, nous dirons qu'un oracle probabiliste O renvoie �a la question q 2 Q

la r�eponse r 2 R selon la probabilit�e d�e�nie par O(q). L'interface est maintenant d�e�nie

ci-dessous.
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D�e�nition. Soient C;Q;R trois ensembles. Une interface O sur C �a questions dans Q et �a

r�eponses dans R est une application de C dans l'ensemble des oracles probabilistes �a questions

dans Q et r�eponses dans R.

L'oracle probabiliste associ�e �a un �el�ement f 2 C par une interface O sera not�e O[f ].

La notion d'auto-testeur est bas�ee sur un crit�ere de qualit�e entre l'objet voulu et l'objet

test�e. A�n de ne pas perdre en g�en�eralit�e, l'auto-testeur sera d�e�ni pour des crit�eres de qualit�e

les moins restrictifs possibles que sont les pseudo-distances.

D�e�nition. Une pseudo-distance sur D est une application Dist : D

2

! R

+

telle que

Dist(z;z) = 0, pour tout z 2 D.

Nous pouvons maintenant �enoncer la d�e�nition g�en�erale de l'auto-testeur pour tout type

d'objet. Les d�e�nitions pr�ec�edentes [BLR90, GLR

+

91, EKR96] s'en trouvent enrichies par la

notion d'interface et l'utilisation des pseudo-distances. Le but �etant d'obtenir une proc�edure

de test plus simple et e�cace que l'objet test�e (s'il est correct), Blum et Kannan [BK89] ont

tent�e de donner une approche formelle de ce crit�ere d'e�cacit�e (little-oh property). Leur notion

d'e�cacit�e n'est en g�en�eral valide que pour le test de programme et pour des ensembles r�eduits

�a un �el�ement. Nous ne reprenons donc pas cette approche, et consid�erons l'e�cacit�e comme

un crit�ere ext�erieur �a cette d�e�nition qui sera pr�ecis�ee pour chaque auto-testeur.

D�e�nition (Auto-testeur). Soient F � C deux ensembles, et O une interface sur C. Soient

Dist

1

et Dist

2

deux pseudo-distances sur C, et �

1

;�

2

� 0. Un (Dist

1

;�

1

;Dist

2

;�

2

)-auto-testeur

de F sur C avec l'interface O est une machine de Turing T probabiliste �a oracle telle que pour

tout f 2 C et entr�ee 0 <  < 1 (param�etre de con�ance) :

{ si Dist

1

(f;F) � �

1

, alors T

O[f ]

() retourne BON avec probabilit�e sup�erieure �a (1� );

{ si Dist

2

(f;F) > �

2

, alors T

O[f ]

() retourne MAUVAIS avec probabilit�e sup�erieure �a (1�).

Remarque. T

O[f ]

d�esigne la machine T avec l'oracle probabiliste O[f ] associ�e �a f par O.

Nous validerons cette notion d'auto-test pour nos deux mod�eles de calculs : le calcul ap-

proch�e en g�en�eral (Premi�ere partie), et le calcul quantique (Deuxi�eme partie).

4.2. Au calcul approch�e. Dans ce mod�ele, nous testons des programmes d�eterministes

P , non adaptatifs, et suppos�es calculer une fonction d'un certain ensemble F . Le programme

même pourra donc être vu comme une fonction. L'interface triviale est choisie pour la com-

munication entre l'auto-testeur et le programme test�e. C'est �a dire qu'une question �a un

programme P : D ! R est une entr�ee x 2 D dont la r�eponse d�eterministe associ�ee est P (x).

Dans un premier temps, nous d�evelopperons une nouvelle th�eorie g�en�erale de l'auto-test

de tels programmes construite sur la notion de test approch�e de fonction (Chapitre 1). Puis,

nous envisagerons plusieurs situations de calcul approch�e g�en�eralisant celles pr�ec�edemment

envisag�ees dans la litt�erature. Nous consid�ererons d'une part les termes d'erreur de calcul ne

d�ependant que de l'entr�ee, et d'autre part les termes d'erreur de calcul relatifs, i.e. propor-

tionnels �a la norme du r�esultat du calcul.

Pour les premiers termes, nous construirons des auto-testeurs pour les fonctions lin�eaires

(Chapitre 2) et plus g�en�eralement pour les fonctions polynomiales de degr�e born�e (Chapitre 3).

Ces auto-testeurs ont �et�e pr�ealablement construits dans un travail en commun avec Kiwi et

Santha [KMS99]. Ces fonctions sont �a valeurs r�eelles et d�e�nies sur des domaines de la forme
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D

n

d�ef

= fi 2 Z : jij � ng. Pour la clart�e de notre discussion, nous avons choisi ces domaines

particuliers qui capturent la notion des domaines rationnels. En e�et puisque D

n;s

=

1

s

D

n

,

tous nos r�esultats se g�en�eralisent �a ces domaines.

En�n, nous construirons pour les termes d'erreur relatifs, des auto-testeurs pour les fonc-

tions multilin�eaires d�e�nies sur des domaines de la forme (D

n

)

d

et �a valeurs r�eelles (Chapitre 4).

Cette construction expos�ee dans un pr�ec�edent travail [Mag00] est surprenante et r�epond �a cer-

taines questions ouvertes [KMS99, Sec. 5].

Par les travaux de cette partie, nous esp�erons contribuer �a rendre les auto-testeurs plus

adapt�es aux situations du calcul num�erique en g�en�eral.

4.3. Au calcul quantique. Apr�es avoir d�e�ni les notions n�ecessaires de m�ecanique quan-

tique (Chapitre 5), nous suivrons une structure analogue �a celle du calcul approch�e. Nous

commencerons par d�evelopper une th�eorie originale de l'auto-test des fonctions probabilistes

caract�eris�ees par des �equations probabilistes (Chapitre 6). Cette m�ethodologie sera ensuite

appliqu�ee aux oracles probabilistes associ�es aux portes quantiques par l'interface quantique

maintenant d�ecrite. Intuitivement l'interface quantique est un exp�erimentateur qui r�ealise des

exp�eriences simples. Ces exp�eriences consistent �a construire un circuit dont les composants

sont uniquement ceux �a tester, puis de mettre en entr�ee du circuit un �etat classique donn�e,

et en�n d'observer la sortie du circuit selon la mesure de von Neumann dans la base de

calcul. Plus formellement, �etant donn�es un m-uplet de CPSO (G

1

; : : : ;G

m

), une question �a

l'oracle probabiliste O[G

1

; : : : ;G

m

] associ�e �a (G

1

; : : : ;G

m

) par l'interface quantique est, par

d�e�nition, de la forme (C;w). La quantit�e w repr�esente un mot de f0;1g

n

pour un certain

entier n � 1. L'objet C est une description d'un circuit quantique agissant sur n qubits et

param�etr�e par les portes correspondant aux CPSO G

1

; : : : ;G

m

. Le CPSO correspondant au

circuit associ�e est not�e C(G

1

; : : : ;G

m

). A cette question, l'oracle probabiliste O[G

1

; : : : ;G

m

]

renvoie, par d�e�nition, la distribution de probabilit�e associ�ee �a la mesure de von Neumann

dans la base de calcul de la sortie du circuit C(G

1

; : : : ;G

m

) sur l'entr�ee (classique) w. Un tel

oracle probabiliste sera appel�e oracle quantique, et l'auto-testeur pour ces oracles sera nomm�e

auto-testeur quantique.

Apr�es avoir caract�eris�e plusieurs ensembles de portes quantiques (Chapitre 7), nous �elabo-

rerons toute une s�erie d'auto-testeurs quantiques (Chapitre 8). Un de ces auto-testeurs sera

pour la famille de portes universelle et tol�erante �a l'erreur exhib�ee par Boykin, Mor, Pul-

ver, Roychowdhury, et Vatan [BMP

+

99]. Etant donn�e un triplet de portes quantiques, nous

pouvons d�ecider avec grande probabilit�e s'il est su�samment �able pour être utilis�e comme

bô�te �a outils, i.e. pour construire (approximativement) n'importe quel circuit quantique. Ces

caract�erisations et auto-testeurs quantiques ont pr�ec�edemment �et�e expos�es dans un travail en

commun avec Dam, Mosca, et Santha [DMMS00].

Ces r�esultats sont �a la fois motivants th�eoriquement car ils montrent la possibilit�e de

tester classiquement des processus quantiques, et int�eressants pratiquement car ils constituent

la premi�ere batterie de tests classiques permettant d'estimer la �abilit�e de portes quantiques

sans aucune hypoth�ese a priori.
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Premi�ere partie

Auto-test pour le calcul approch�e
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CHAPITRE 1

Pr�eliminaires

Dans cette partie, nous consid�erons le probl�eme de l'auto-test de programme pour le calcul

approch�e. Dans ce contexte, tout programme P est consid�er�e d�eterministe et associ�e �a la

fonction qu'il calcule x 7! P (x). Cette fonction est l'oracle d�eterministe associ�e au programme

par l'interface triviale : la r�eponse �a la question x est P (x).

1. Distance seuil

Rappelons que dans l'introduction, nous avons d�e�ni de mani�ere g�en�erale la notion de

correction d'un calcul pour un terme d'erreur de calcul �x�e. Ces termes d'erreur de calcul

induisent une pseudo-distance naturelle d�e�nissant la proportion des entr�ees sur lesquelles un

programme est incorrect. Avec de tels termes d'erreur de calcul, il est possible de d�e�nir la

distance seuil.

D�e�nition. Soient D est un ensemble �ni, et (R;d) un espace m�etrique. Soient f;g : D !

R deux fonctions, et " : D�R! R

+

un terme d'erreur de calcul. Alors pour tout r�eel " � 0,

la "-distance seuil de P par rapport �a f sur D est d�e�nie et not�ee par

"-Dist

D

(P;f)

d�ef

= Pr

x2D

[d(P (x);f(x)) > "(x;f(x))] :

Cette probabilit�e sera consid�er�ee dans la suite uniforme, mais il serait tout �a fait possible

d'envisager une autre probabilit�e.

2. Test : robustesse et continuit�e

Dans la litt�erature, ces notions ne sont d�ecrites que pour des situations particuli�eres. Nous

faisons ici l'e�ort d'uni�er di��erentes approches dans le cadre le plus g�en�eral possible. Nous

reprenons la d�emarche de Kiwi [Kiw96] pour l'auto-test de programme en calcul exact, qui

consiste �a extraire de l'objet informatique qu'est l'auto-testeur, celui math�ematique qu'est le

test de fonction. Ainsi sont s�epar�es les probl�emes algorithmiques de ceux math�ematiques.

Kiwi d�e�nit un test exact comme un triplet (C;T ;�), o�u C est un ensemble de fonctions, T

un ensemble d'applications de C dans l'ensemble fBON;MAUVAISg, et � une distribution de pro-

babilit�e sur T . Pour nous, la distribution de probabilit�e � sera toujours uniforme. Cependant,

dans le formalisme qui suit nous laissons ind�etermin�e ce choix. Tester une fonction f 2 C selon

le test exact (C;T ;�) signi�e e�ectuer les �etapes suivantes :

Test 1.1.

Test-exact(f)

1. Tirer selon � un �el�ement t 2 T .

2. Rejeter si t(f) = MAUVAIS.

Nous �etendons cette d�e�nition aux tests approch�es de fonction.

D�e�nition. Un test approch�e est un triplet (C;T ;�), o�u C est un ensemble de fonctions,

T un ensemble d'applications de C dans R

+

, et � une distribution de probabilit�e sur T .



16 AUTO-TEST POUR LE CALCUL APPROCH

�

E

Un test approch�e requiert aussi un terme d'erreur de test, soit une fonction � : T �C ! R

+

.

Alors tester une fonction f 2 C selon un test approch�e (C;T ;�) et un terme d'erreur de test

� : T � C ! R

+

signi�e :

Test 1.2.

Test-approch�e(f;�)

1. Tirer selon � un �el�ement t 2 T .

2. Rejeter si t(f) > �(t;f).

La probabilit�e de rejet d'une fonction f 2 C au test approch�e (C;T ;�) pour le terme d'erreur

de test � : T � C ! R

+

est not�ee et d�e�nie par

�-Rej(f)

d�ef

= Pr

t2

�

T

[t(f) > �(t;f)] :

Une fonction f 2 C �-satisfait (resp. satisfait) un test approch�e (C;T ;�), si �-Rej(f) = 0

(resp. 0-Rej(f) = 0, i.e. � est la fonction nulle). Les �el�ements de C satisfaisant le test approch�e

(C;T ;�) forment alors l'ensemble caract�eris�e par ce test.

La qualit�e du test (C;T ;�) pour l'ensemble F qu'il caract�erise s'exprime en terme de ro-

bustesse et de continuit�e. La robustesse a �et�e introduite la premi�ere fois par Rubinfeld et

Sudan [RS92], et �etudi�ee en calcul exact pour des tests construits sur des �equations fonction-

nelles par Rubinfeld [Rub94]. Nous �etendons cette notion aux tests approch�es et introduisons

de plus la notion de continuit�e. Cette derni�ere existait implicitement mais n'�etait pas for-

malis�ee. Son introduction permet de simpli�er l'�etude des tests. A�n de ne pas perdre en

g�en�eralit�e, nous d�e�nissons ces deux notions pour les pseudo-distances car seule l'hypoth�ese

Dist(z;z) = 0 est n�ecessaire dans notre mod�ele.

D�e�nition. Le test (C;T ;�), caract�erisant F , est (�;�)-continue pour le terme d'erreur de

test � et la pseudo-distance Dist, si

8f 2 C; Dist(f;F) � � =) �-Rej(f) � �:

D�e�nition. Le test (C;T ;�), caract�erisant F , est (�;�)-robuste pour le terme d'erreur de

test � et la pseudo-distance Dist, si

8f 2 C; �-Rej(f) � � =) Dist(f;F) � �:

3. Equation fonctionnelle et test

Soit C un espace de fonctions �a valeurs dans un espace m�etrique (R;d). Une �equation

fonctionnelle sur C du type

8x

1

; : : : ;x

k

2 D; G(f;x

1

; : : : ;x

k

) = 0;

induit naturellement un test. Pour chaque x

1

; : : : ;x

k

2 D, soit l'application t

x

1

;::: ;x

k

: C ! R

+

d�e�nie par

t

x

1

;::: ;x

k

(f)

d�ef

= d(G(f;x

1

; : : : ;x

k

);0):

Alors ce test est formellement d�e�ni par (C;T ;�), avec T

d�ef

= ft

x

1

;::: ;x

k

: x

1

; : : : ;x

k

2 Dg et �

une distribution de probabilit�e sur T , i.e. surD

k

, que nous prendrons uniforme. Intuitivement,

ce test consiste �a v�eri�er sur des valeurs x

1

; : : : ;x

k

prises uniform�ement al�eatoirement dans D

que cette �equation est satisfaite, pour le calcul exact, ou approximativement satisfaite, pour le
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calcul approch�e. Encore une fois, il est tout �a fait possible d'envisager une autre distribution

de probabilit�e. Les termes d'erreur de test consid�er�es d�ependent alors en g�en�eral uniquement

des entr�ees x

1

; : : : ;x

k

et non de la fonction test�ee.

Test 1.3.

Test-Equation-fonctionnelle(f;�)

1. Tirer al�eatoirement x

1

; : : : ;x

k

2 D.

2. Rejeter si kG(f;x

1

; : : : ;x

k

)k > �(x

1

; : : : ;x

k

).

Rubinfeld [Rub94] a �etudi�e la robustesse de ces tests particuliers dans le cadre du calcul

exact, puis avec Erg�un et Ravi Kumar [EKR96] pour le calcul approch�e avec erreur absolue.

Nous emploierons aussi constamment ce parall�elisme. Lorsque nous parlerons des robus-

tesse et continuit�e d'une �equation fonctionnelle, nous d�esignerons celles du test associ�e �a cette

�equation fonctionnelle.

4. Un auto-testeur g�en�erique

Tout test approch�e (C;T ;�) r�ealisable qui est robuste et continu induit un auto-testeur. La

notion de r�ealisabilit�e fait ici intervenir l'existence d'une machine de Turing M probabiliste �a

oracle impl�ementant le test comme suit. Rappelons avant queM

f

d�esigne la machineM muni

de l'oracle f avec l'interface triviale.

D�e�nition. Une machine de Turing M probabiliste �a oracle r�ealise le test (C;T ;�) pour

le terme d'erreur de test � si

8f 2 C; Pr

h

M

f

retourne BON

i

= �-Rej(f);

o�u la probabilit�e du terme de gauche est prise sur les tirages uniform�ement al�eatoires de M .

La plupart des auto-testeurs de la litt�erature et tout ceux que nous envisagerons en calcul

approch�e sont construits sur le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 1.1. Soit (C;T ;�) un test caract�erisant F et r�ealisable pour un terme d'erreur

de test � par une machine M . Soit 0 < � < 1=2. Si (C;T ;�) est (�

1

;�=2)-continue pour � et

une pseudo-distance Dist

1

, et (�

2

;2�)-robuste pour � et une autre pseudo-distance Dist

2

, alors

il existe un (Dist

1

;�

1

;Dist

2

;�

2

)-auto-testeur de F sur C qui utilise, pour tout param�etre de

con�ance 0 <  < 1, au plus O(ln(1=)=�)

1

it�erations de M , incr�ementations, comparaisons,

et d�ecalages binaires.

Preuve. La construction d'un tel auto-testeur utilise les bornes de Cherno�. L'auto-

testeur T consiste �a r�ep�eter N fois M sur le programme �a tester P . Apr�es N tests, T calcule

la fraction err des tests ayant �et�e rejet�es. Si err > �, alors T retourne MAUVAIS, et BON sinon.

Pour faciliter cette estimation, N est choisi �egal �a une puissance de 2.

N est choisi su�samment grand tel que si �-Rej(P ) � �=2 (resp. Rej(P ) > 2�), alors err �

� (resp. err > �) avec probabilit�e sup�erieure �a 1�. Les bornes de Cherno� montrent alors qu'il

su�t de choisir N tel que N � 16 ln(2=)=� (voir par exemple [McD98, Th. 2.3] ou [BLR93,

Cor. 16]). Un tel N = O(ln(1=)=�) peut être calcul�e e�cacement, de sorte que la complexit�e

1. Ce nombre ne d�epend pas du test mais bien uniquement de � et .
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totale de l'auto-testeur consiste en au plus N it�erations deM , incr�ementations, comparaisons,

et d�ecalages binaires. De plus, la valeur N ne d�epend pas du test mais uniquement de � et .

Montrons que T convient. Supposons d'abord que Dist

1

(P;F) � �

1

. La continuit�e du test

implique que �-Rej(P ) � �=2, et donc avec probabilit�e sup�erieure �a (1�), la machine T

P

()

calcule err � � et retourne BON.

Supposons maintenant que Dist

2

(P;F) > �

2

. La contrapos�ee de la robustesse entrâ�ne que

�-Rej(P ) > 2�. Donc avec probabilit�e sup�erieure �a (1� ), la machine T

P

() calcule err > �

et retourne MAUVAIS.

5. Robustesse : robustesse approch�ee et stabilit�e

Soit (C;T ;�) un test caract�erisant un ensemble de fonctions F . A�n de construire un auto-

testeur bas�e sur ce test pour une pseudo-distance donn�ee, il su�t de trouver un bon terme

d'erreur de test rendant le test robuste et continu. Si la continuit�e ne pose en g�en�eral pas de

probl�emes majeurs, la robustesse est elle divis�ee en deux sous-�etapes, la robustesse approch�ee et

la stabilit�e. Ce d�ecoupage est inspir�e des travaux d'Erg�un, Ravi Kumar, et Rubinfeld [EKR96]

pour le calcul approch�e avec erreur absolue.

Si la robustesse consiste �a montrer qu'une fonction ayant une faible probabilit�e de rejet

reste proche d'une fonction satisfaisant le test, la robustesse approch�ee montre uniquement

qu'une telle fonction reste proche d'une fonction �-satisfaisant le test. Puis la stabilit�e prend

le relais en montrant qu'une telle fonction est n�ecessairement proche d'une autre satisfaisant

exactement le test.

La stabilit�e est en fait une th�eorie tr�es d�evelopp�ee en math�ematiques, notamment lorsqu'il

s'agit d'�equation fonctionnelle. Justement les tests de cette partie sont tous bas�es sur de telles

�equations, et plus particuli�erement sur l'�equation de lin�earit�e et de ses d�eriv�ees.

6. Stabilit�e de l'�equation de lin�earit�e

La stabilit�e de l'�equation de lin�earit�e, ou la stabilit�e de Hyers-Ulam, a �et�e largement

�etudi�ee pour les fonctions d�e�nies sur un semi-groupe. Hyers [Hye41], motiv�e par une question

d'Ulam, a initi�e en 1941 une s�erie d'articles. Ulam se demandait si une fonction v�eri�ant

approximativement l'�equation de lin�earit�e restait proche ou non d'une fonction la v�eri�ant

exactement. Hyers r�epond positivement �a cette question lorsque l'�equation est v�eri��ee �a un

terme d'erreur constant pr�es, i.e. avec erreur absolue. Beaucoup d'autres r�eponses positives

pour d'autres contextes d'approximation ont �et�e depuis apport�es. Pour une discussion des ces

r�esultats on pourra consulter les travaux de Hyers et Rassias [HR92], ou de Forti [For95].

Pour illustrer notre discussion citons un th�eor�eme de Rassias [Ras78] qui consid�ere des termes

d'erreur de calcul ne d�ependant que de l'entr�ee x et proportionnels �a kxk

p

, pour un r�eel

0 � p < 1 �x�e.

Th�eor�eme 1.2 ([Ras78]). Soient E

1

un semi-groupe norm�e et E

2

un espace de Banach.

Soit h : E

1

! E

2

une application satisfaisant pour deux r�eels � � 0 et 0 � p < 1 :

8x;y 2 E

1

; kh(x + y)� h(x)� h(y)k � �Maxfkxk

p

;kyk

p

g:

Alors la fonction l : E

1

! E

2

d�e�nie en x 2 E

1

par

l(x)

d�ef

= lim

m!1

h(2

m

x)=2

m

;
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est bien d�e�nie, lin�eaire et telle que

8x 2 E

1

; kh(x) � l(x)k �

1

2� 2

p

�kxk

p

:

Remarquons que terme d'erreur de calcul et terme d'erreur de test sont ici tous les

deux construits sur la fonction �(x)

d�ef

= �kxk

p

, g�en�eralis�ee �a deux arguments par �(x;y)

d�ef

=

Maxf�(x);�(y)g. En ce sens, le terme d'erreur de calcul est similaire au terme d'erreur de test

intervenant dans l'�equation de lin�earit�e approch�ee. Ceci est dû �a la structure particuli�ere de

cette �equation dans laquelle se propagent lin�eairement les erreurs de calcul. Les notions de

termes d'erreur de calcul et de test s'en trouvent naturellement confondues.

Bien que ces r�esultats ne s'appliquent en g�en�eral que pour des fonctions d�e�nies sur des

semi-groupes, il est possible de les utiliser pour des fonctions d�e�nies sur des sous-ensembles

de semi-groupes. Une �etape interm�ediaire consiste alors �a �etendre une fonction v�eri�ant lo-

calement l'�equation de lin�earit�e approch�ee en une fonction d�e�nie sur tout le semi-groupe

et v�eri�ant toujours l'�equation de lin�earit�e approch�ee. La fonction �etendue satisfait alors les

hypoth�eses pr�ec�edentes, et est donc proche d'une fonction lin�eaire partout. Il en est de même

localement pour la fonction initiale. Initialement bas�ee sur un argument de Skof [Sko83], nous

avons d�evelopp�e cette technique pour notre cadre [KMS99].

Mais revenons un instant sur le Th�eor�eme 1.2. Lorsque p = 1 cet �enonc�e n'est plus valide.

Hyers et Semrl [HS92] ont en e�et montr�e que la fonction f : R ! R d�e�nie en x 2 R par

f(x)

d�ef

= �x log

2

(1 + jxj), pour un certain r�eel � > 0, satisfaisait jf(x + y) � f(x) � f(y)j �

2�Maxfjxj;jyjg, pour tout x;y 2 R, mais n'�etait proche d'aucune fonction lin�eaire. Ce même

contre-exemple reste pertinent pour les sous-domaines D

n

. Il n'est donc pas possible de garder

un terme d'erreur lin�eaire dans l'�equation de lin�earit�e.

Dans un premier temps, nous avons utilis�e l'�equation de lin�earit�e pour construire un auto-

testeur pour les fonctions lin�eaires, en consid�erant des termes d'erreur de calcul � dits valides

pour lesquels l'�equation reste stable. Ces termes d'erreur sont dans la classe �(jxj

p

), pour

un certain r�eel �x�e 0 � p < 1. Ils induisent des termes d'erreur de calcul non relatifs mais

mod�elisant un fait important souvent ignor�e dans la litt�erature. La plupart des erreurs d'ap-

proximation en calcul num�erique d�ependent de la taille des entr�ees. Ces r�esultats sur l'�equation

de lin�earit�e servent aussi �a d�e�nir un auto-testeur pour les fonctions polynomiales de degr�e

born�e. Rappelons que le cas de l'erreur absolue, p = 0, a �et�e pr�ealablement �etudi�e par Erg�un,

Ravi Kumar, et Rubinfeld [EKR96] mais sans utiliser les techniques �el�egantes d�evelopp�ees

dans la th�eorie de la stabilit�e de Hyers-Ulam. Nous d�evelopperons cette �etude [KMS99] au

Chapitre 2 pour les fonctions lin�eaires et au Chapitre 3 pour les polynômes.

Au Chapitre 4 une autre approche [Mag00] est d�etaill�ee. Elle repose cette fois-ci sur

une nouvelle caract�erisation des fonctions lin�eaires qui reste stable pour les termes d'erreur

lin�eaires. Il s'agit du cas p = 1 du paragraphe pr�ec�edent. Le grand int�erêt de cette m�ethode

est qu'elle permet de construire un auto-testeur avec erreur relative pour les fonctions multi-

lin�eaires.
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CHAPITRE 2

Fonctions lin�eaires

L'objectif de ce chapitre est de montrer que le test induit par l'�equation de lin�earit�e

est robuste pour certains termes d'erreur dits valides (Corollaire 2.1). Ces termes d'erreur

d�e�niront simultan�ement des termes d'erreur de calcul et de test. De l�a pourra être construit

un auto-testeur approch�e pour l'ensemble L des fonctions lin�eaires de Z! R (Th�eor�eme 2.3).

La preuve de la robustesse sera d�ecoup�ee en deux parties : la stabilit�e (Th�eor�eme 2.1) et la

robustesse approch�ee (Th�eor�eme 2.2).

1. Test et termes d'erreur valides

Dans toute ce chapitre nous �etudierons le test associ�e �a l'�equation de lin�earit�e sur D

4n

:

8x;y 2 D

4n

; f(x+ y)� f(x)� f(y) = 0:

Ce test caract�erise sur D

8n

l'ensemble des fonctions lin�eaires L. Ce test est robuste pour des

termes d'erreur de calcul et d'erreur construits �a partir d'autres termes d'erreur dits valides.

D�e�nition. � : Z ! R

+

est un terme d'erreur valide de degr�e p 2 R

+

si � est paire,

croissante sur N, et satisfait :

8� 2 [1;+1[; 8s 2 Z; �s 2 Z =) �(�s) � �

p

�(s):

Pour �xer les id�ees, voici deux exemples de termes d'erreur valides :

Exemple. Soient �;a � 0 des r�eels. Les termes d'erreur suivants sont valides de degr�e p :

{ �(s)

d�ef

= �jsj

p

,

{ �(s)

d�ef

= �Maxfa;jsj

p

g.

Un terme d'erreur �a une variable sera �etendu �a plusieurs variables de la mani�ere suivante.

Si ~z 2 Z

d

, alors

�(~z)

d�ef

= Maxf�(z

1

); : : : ;�(z

d

)g:

Chaque terme d'erreur valide � d�e�nit un terme d'erreur de calcul ne d�ependant que de

l'entr�ee, et donc la distance seuil �-Dist

D

peut lui être associ�ee. Il d�e�nit aussi un terme

d'erreur de test. Le test approch�e de lin�earit�e suivant lui est alors associ�e :

Test 2.1.

Test-lin�earit�e(P;�)

1. Tirer al�eatoirement x;y 2 D

4n

.

2. Rejeter si jP (x+ y)� P (x)� P (y)j > �(x;y).

2. Stabilit�e

Cette section est destin�ee �a la stabilit�e locale de l'�equation de lin�earit�e pour les termes

d'erreur valides de degr�e 0 � p < 1. Le r�esultat suivant va y être d�emontr�e.

Th�eor�eme 2.1. Soit � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1. Soit g : D

2n

! R

telle que

8x;y 2 D

n

; jg(x+ y)� g(x) � g(y)j � �(x;y):
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Alors la fonction lin�eaire l : D

n

! R d�e�nie par l(n)

d�ef

= g(n) satisfait

8x 2 D

n

; jg(x) � l(x)j �

1 + 2

p

2� 2

p

�(x):

Ce th�eor�eme est une contribution �a l'�etude de la stabilit�e locale de l'�equation de lin�earit�e

qui est g�en�eralement �etablie pour des fonctions d�e�nies sur des groupes ou plus g�en�eralement

sur des semi-groupes. La stabilit�e locale et la stabilit�e sur un semi-groupe sont reli�ees par le

lemme suivant bas�e sur un argument dû �a Skof [Sko83]. Il permet de prolonger une fonction

satisfaisant localement l'�equation de lin�earit�e approch�ee, en une fonction la v�eri�ant partout

(Figure 2.1). Alors un th�eor�eme similaire au Th�eor�eme 1.2 permet de conclure.

Lemme 2.1. Soit � un terme d'erreur valide de degr�e p � 0. Soit g : D

2n

! R telle que

8x;y 2 D

n

; jg(x + y)� g(x)� g(y)j � �(x;y):

Alors l'application h : Z! R d�e�nie en x 2 Z par

h(x)

d�ef

=

8

>

<

>

:

g(x) si x 2 D

n

;

h(x� n) + g(n) si x > n;

h(x+ n)� g(n) si x < �n;

satisfait

8x;y 2 Z; jh(x+ y)� h(x)� h(y)j � (1 + 2

p

)�(x;y):
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Fig. 2.1. Construction de h : Z! R �a partir de gj

D

n

.

En fait, une version plus faible de ce lemme est su�sante pour �etablir la stabilit�e locale.

Puisque la limite l(x)

d�ef

= lim

m!1

h(2

m

x)=2

m

intervenant au Th�eor�eme 1.2 existe toujours et

d�e�nit n�ecessairement une fonction lin�eaire, il su�t de prouver que la fonction l reste proche

de h. Ceci est alors garanti par le fait que pour tout x 2 D

n

, jh(2x) � 2h(x)j � (1 + 2

p

)�(x).

Commen�cons par montrer que l'extension h satisfait cette propri�et�e de doublement.

Lemme 2.2. Soit � un terme d'erreur valide de degr�e p � 0. Soit g : D

2n

! R telle que

8x;y 2 D

n

; jg(x + y)� g(x)� g(y)j � �(x;y):

Alors l'application h : Z! R d�e�nie en x 2 Z par

h(x)

d�ef

=

8

>

<

>

:

g(x) si x 2 D

n

;

h(x� n) + g(n) si x > n;

h(x+ n)� g(n) si x < �n;
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satisfait

8x 2 Z; jh(2x) � 2h(x)j � (1 + 2

p

)�(x):

Preuve. Par d�e�nition de h, il su�t de montrer la propri�et�e pour x 2 D

n

. E�ectivement,

si x > n, h(2x) � 2h(x) = h(2(x � n)) � 2h(x � n), et si x < �n, h(2x) � 2h(x) = h(2(x +

n))� 2h(x+ n).

Supposons d'abord que x 2 D

n=2

. Alors h(2x) = g(2x) et h(x) = g(x), donc par hypoth�ese

jh(2x) � 2h(x)j � �(x):

Si n=2 < x � n, alors h(2x) = g(2x � n) + g(n) et h(x) = g(x). La propri�et�e vient alors

par une suite de manipulations �el�ementaires :

jh(2x) � 2h(x)j = jg(2x � n) + g(n)� 2g(x)j

� jg(2x) � g(2x � n)� g(n)j+ jg(2x) � 2g(x)j

� �(2x� n;n) + �(x);

car g est approximativement lin�eaire sur D

n

par hypoth�ese. Mais � est un terme d'erreur

valide de degr�e p, donc puisque 0 � 2x� n � n � 2x, la quantit�e �(2x � n;n) est born�ee par

�(2x) � 2

p

�(x).

En�n lorsque �n � x < �n=2, h(2x) = h(x+ n)� g(n) et h(x) = g(x), une manipulation

analogue permet de conclure :

jh(2x) � 2h(x)j = jg(2x + n)� g(n)� 2g(x)j

� jg(2x + n)� g(x+ n)� g(x)j + jg(x+ n)� g(n)� g(x)j

� �(x+ n;x) + �(n;x):

Mais jx + nj � jxj et jxj � jnj � j2xj donc le dernier terme se majore par �(2x) + �(x) �

(1 + 2

p

)�(x).

Si la fonction h satisfait les conclusions du lemme pr�ec�edent, alors h reste e�ectivement

proche de la limite introduite au Th�eor�eme 1.2. Ce r�esultat est �enonc�e pour des fonctions

d�e�nies sur des sous-domaines de Z stables par multiplication par 2. Si dans ce chapitre, seul

le cas du domaine Z est utile, le cas plus g�en�eral servira �a la preuve du Th�eor�eme 4.2 du

Chapitre 4.

Lemme 2.3. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1, et D � Z stable par

multiplication par 2 (i.e. x 2 D =) 2x 2 D). Soit h : D ! R telle que

8x 2 D; jh(2x) � 2h(x)j � �(x):

Si pour tout x 2 D la limite f(x)

d�ef

= lim

m!1

h(2

m

x)=2

m

est bien d�e�nie, alors f satisfait

8x 2 D; jf(x)� h(x)j �

1

2�2

p

�(x):

Preuve. Cette preuve est calqu�ee sur une �etape interm�ediaire de celle du Th�eor�eme 1.2.

Nous l'avons g�en�eralis�ee et adapt�ee �a notre situation.

Nous prouvons par r�ecurrence sur l'entier m � 1 que pour chaque entier x 2 D,

�

�

�

�

h(2

m

x)

2

m

� h(x)

�

�

�

�

�

1

2

�(x)

m�1

X

i=0

2

i(p�1)

:(2.1)
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Le cas m = 1 de (2.1) correspond �a l'hypoth�ese faite sur h.

Supposons que (2.1) soit satisfaite pour un entier m � 1. Alors, les hypoth�eses sur g et de

r�ecurrence impliquent :

�

�

�

�

h(2

m+1

x)

2

m+1

� h(x)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

h(2x)

2

� h(x)

�

�

�

�

+

1

2

�

�

�

�

h(2

m

� 2x)

2

m

� h(2x)

�

�

�

�

�

1

2

�(x) +

1

4

�(2x)

m�1

X

i=0

2

i(p�1)

:

Mais � est un terme d'erreur valide de degr�e p, donc �(2x) � 2

p

�(x). L'�etape (m + 1) de la

r�ecurrence est alors d�emontr�ee.

Donc pour tout entier m � 1, l'in�egalit�e (2.1) est satisfaite. La preuve est alors achev�ee

en faisant tendre m!1.

La preuve du Th�eor�eme 2.1 consiste alors simplement �a mettre bout �a bout les Lemme 2.2

et 2.3. Le Lemme 2.3 est alors appliqu�e avec le terme d'erreur valide x 7! (1 + 2

p

)�(x).

3. Robustesse approch�ee

Dans cette section l'�equation de lin�earit�e est prouv�ee approximativement robuste. Nous uti-

lisons une technique similaire �a celle du test de lin�earit�e [BLR90]. Rappelons qu'en calcul exact

sur un domaineG �a structure de groupe, l'id�ee est de construire, �a l'aide du programme test�e P ,

une fonction g corrigeant P et d�e�nie en chaque x 2 G par g(x)

d�ef

= Maj

y2G

(P (x+ y)� P (y)),

i.e. comme la majorit�e des votes (P (x+ y)� P (y)) pour tout votant y 2 G. Lorsque P passe

le test de lin�earit�e avec grande probabilit�e, alors la fonction g est lin�eaire et proche de P . Une

�etape interm�ediaire consiste �a montrer que la majorit�e est en fait une quasi-unanimit�e. En

calcul approch�e sur D

n

, plusieurs di��erences majeures apparaissent. Tout d'abord puisque le

domaine n'est plus stable par addition, il convient de tester P sur un domaine plus grand :

D

4n

. Puis de part la nature du calcul approch�e, l'op�erateur majorit�e n'est plus adapt�e. En

e�et, P peut être approximativement proche d'une fonction lin�eaire alors que peu de votes

co��ncident. Erg�un, Ravi Kumar, et Rubinfeld [EKR96] ont montr�e que l'op�erateur m�ediane

d�e�ni ci-apr�es pouvait remplacer l'op�erateur majorit�e dans le cas de l'erreur absolue.

D�e�nition. Soient X un ensemble �ni et f : X ! R. La m�ediane des valeurs prises par

f sur X est not�ee M�ed

x2X

(f(x)) et d�e�nie par

M�ed

x2X

(f(x))

d�ef

= Inffa 2 R : Pr

x2X

[f(x) � a] � 1=2g:

Dans le cas g�en�eral du terme d'erreur valide, tous les votants ne peuvent être autoris�es �a

voter dans la correction du programme en x. En e�et de trop grands votants peuvent introduire

de trop grandes erreurs pour de petits x. Toutefois lorsque x est trop petit, les �el�ements plus

petits que x sont en proportion insu�sante pour corriger P . Notre solution prend en compte

ces deux probl�emes a�n de d�e�nir un ensemble convenable de votants pour chaque entr�ee x.

La robustesse approch�ee de l'�equation de lin�earit�e s'�enonce alors comme suit.
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Th�eor�eme 2.2. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e p � 0, 0 � � � 1, et ' : Z! R

la fonction d�e�nie en x 2 Z par '(x)

d�ef

= Maxf

p

�n;jxjg. Soit P : D

8n

! R tel que

Pr

x;y2D

4n

[jP (x+ y)� P (x)� P (y)j > �(x;y)] �

�

384

:

Alors la fonction g : D

2n

! R d�e�nie en x 2 D

2n

par

g(x)

d�ef

= M�ed

y2D

'(x)

(P (x+ y)� P (y)) ;

satisfait

Pr

x2D

n

[jP (x)� g(x)j > �('(x))] �

�

24

;

et

8x;y 2 D

n

; jg(x + y)� g(x)� g(y)j � 4(2 + 2

p

)�('(x);'(y)):

La preuve du th�eor�eme est s�epar�ee en plusieurs lemmes. Commen�cons par citer le plus

simple que nous nommerons le Lemme de Contraction.

Lemme 2.4 (Contraction). Soient 
 et S deux ensembles �nis tels que S � 
, et  une

formule bool�eenne d�e�nie sur 
. Alors

Pr

x2S

[ (x)] �

j
j

jSj

Pr

x2


[ (x)] :

Le lemme suivant montre que g reste proche de P .

Lemme 2.5. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 2.2, la fonction g satisfait

Pr

x2D

4n

[jP (x)� g(x)j > �('(x))] �

�

96

:

Preuve. Soit P

x;y

d�ef

= P (x + y) � P (x) � P (y). Alors la d�e�nition de g et l'in�egalit�e de

Markov utilis�ee sur la d�e�nition de la m�ediane entrâ�nent

Pr

x2D

4n

[jg(x) � P (x)j > �('(x))] = Pr

x2D

4n

�

j M�ed

y2D

'(x)

(P

x;y

)j > �('(x))

�

� 2 Pr

x2D

4n

;y2D

'(x)

[jP

x;y

j > �('(x))] :

Alors les minorations '(x) � '(y) � jyj et '(x) � jxj, puis le Lemme de Contraction 2.4

concluent la preuve par la suite de majorations :

2 Pr

x2D

4n

;y2D

'(x)

[jP

x;y

j > �('(x))]

� 2

jD

4n

j

2

jx;y : x 2 D

4n

;y 2 D

'(x)

j

Pr

x;y2D

4n

[jP

x;y

j > �(x;y)]

�

4�

384

=

�

96

:
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A�n de montrer l'additivit�e approch�ee de g, il convient d'�etablir que la plupart des votes

intervenant dans sa d�e�nition restent proches de leur valeur m�ediane.

Lemme 2.6. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 2.2, la fonction g satisfait pour tout c 2

D

2n

, et I � D

'(c)

tel que jIj �

p

�n+ 1,

Pr

y2I

[jg(c) � (P (c+ y)� P (y))j > 4�('(c))] < 1=3:

Preuve. Posons encore P

x;y

d�ef

= P (x+y)�P (x)�P (y). Alors la d�e�nition de g et l'in�egalit�e

de Markov induisent comme pr�ec�edemment la majoration

Pr

y2I

[jg(c) � (P (c + y)� P (y))j > 4�('(c))]

� 2 Pr

y2I;z2D

'(c)

[jP

c+y;z

� P

c+z;y

j > 4�('(c))]

� 2 Pr

y2I;z2D

'(c)

[jP

c+y;z

j > 2�('(c))] + 2 Pr

y2I;z2D

'(c)

[jP

c+z;y

j > 2�('(c))] :

En observant que dans ces deux derni�eres probabilit�es la quantit�e '(c) majore jyj,jzj et jcj, on

obtient que 2�('(c)) est plus grand que �(c+ y;z) et �(c+ z;y). Alors en utilisant le Lemme

de Contraction 2.4, chacune de ces probabilit�es est ind�ependamment major�ee par

jD

4n

j

2

jIj � jD

'(c)

j

Pr

u;v2D

4n

[jP

u;v

j > �(u;v)] :

La preuve se conclut donc en se souvenant que par hypoth�ese �=384 majore ce terme de

probabilit�e et que jD

4n

j

2

=(jIj � jD

'(c)

j) < 32=�.

Prouvons maintenant le Th�eor�eme 2.2.

Preuve. Tout d'abord le Lemme 2.5 coupl�e au Lemme de Contraction 2.4 permet de

montrer que g est proche de P comme annonc�e dans le th�eor�eme.

Pour prouver l'additivit�e approch�ee de g prenons a et b deux �el�ements de D

n

. Sans perte

de g�en�eralit�e supposons que jaj � jbj. Si a � 0 (resp. a < 0) alors par le Lemme 2.6 il existe,

avec probabilit�e non nulle, un �el�ement y 2 f�

p

�n; : : : ;0g (resp. y 2 f0; : : : ;

p

�ng) tel que

jg(a) � (P (a+ y)� P (y))j � 4�('(a));

jg(b) � (P (b+ (a+ y))� P (a+ y))j � 4�('(b));

jg(a+ b)� (P (a+ b+ y)� P (a+ b+ y))j � 4�('(a + b)):

Or jaj � jbj et � � ' est un terme d'erreur valide de degr�e p puisque � en est un. Donc

�('(a)) � �('(b)) et �('(a + b)) � 2

p

�('(b)), ce qui donne �nalement le r�esultat avec la

combinaison des trois in�egalit�es pr�ec�edentes.

4. Auto-tester les fonctions lin�eaires

Les deux sections pr�ec�edentes impliquent la robustesse du test de lin�earit�e (Test 2.1) pour

des termes d'erreur valides de degr�e 0 � p < 1. Le corollaire suivant, d�eduit des Th�eor�emes 2.2

et 2.1, pr�ecise cette robustesse. Rappelons que L d�esigne l'ensemble des fonctions lin�eaires, et

posons �-Rej(P ) la probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e sur D

4n

, i.e.

�-Rej(P )

d�ef

= Pr

x;y2D

4n

[jP (x+ y)� P (x)� P (y)j > �(x;y)] :
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Corollaire 2.1. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1, et 0 � � � 1.

Alors pour tout P : D

8n

! R,

�-Rej(P ) �

�

384

=) (

49

2�2

p

�)-Dist

D

n

(P;L)) �

8

>

<

>

:

�

24

si p = 0;

25

p

�

24

si 0 < p < 1:

Preuve. Supposons �-Rej(P ) �

�

384

. Alors d'apr�es Th�eor�eme 2.2, P est proche d'une

fonction g d�e�nie sur D

2n

:

Pr

x2D

n

[jP (x)� g(x)j > �('(x))] �

�

24

;

telle que g est de plus approximativement lin�eaire :

8x;y 2 D

n

; jg(x + y)� g(x)� g(y)j � 4(2 + 2

p

)�('(x);'(y)):

Alors le Th�eor�eme 2.1 permet de montrer que g est proche d'une fonction lin�eaire l :

8x 2 D

n

; jg(x) � l(x)j � 4(2 + 2

p

)

1 + 2

p

2� 2

p

�('(x)):

Donc P est aussi proche de l au sens suivant :

Pr

x2D

n

�

jP (x)� l(x)j >

49

2� 2

p

�('(x))

�

�

�

24

:

Pour conclure, observons que si p = 0 alors �('(x)) = �(x), et si p > 0 alors

Pr

x2D

n

[�('(x)) > �(x)] �

p

�:

Le test de lin�earit�e est aussi continue. Plus exactement :

Lemme 2.7. Soit � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p � 1. Alors tout P : D

8n

! R

satisfait

�-Rej(P ) � 6 � (�=4)-Dist

D

8n

(P;L):

Preuve. Soient �

d�ef

= (�=4)-Dist

D

8n

(P;L), et l 2 L telle que (�=4)-Dist

D

8n

(P;l) = �. Si x et

y sont pris uniform�ement al�eatoirement dans D

4n

, alors d'apr�es le Lemme de Contraction 2.4,

avec probabilit�e sup�erieure �a 1� 6�, les in�egalit�es suivantes sont satisfaites :

jP (x)� l(x)j �

�(x)

4

;

jP (y)� l(y)j �

�(y)

4

;

jP (x+ y)� l(x+ y)j �

�(x+ y)

4

:

Mais �(x)+�(y)+�(x+y) � 4�(x;y), et donc la probabilit�e de rejet au test est bien inf�erieure

�a 6�.
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Pour que notre auto-testeur soit simple et e�cace, il faut s'assurer que � est facilement

calculable. Ceci n'est �a priori pas toujours le cas, d'autant plus que �(x) est proportionnel �a

jxj

p

. Or nous ne pouvons permettre �a un auto-testeur d'avoir la puissance de calcul n�ecessaire

pour faire une telle exponentiation. Un moyen de contourner cette di�cult�e est d'approcher

ce terme d'erreur par un autre �equivalent. Nous dirons que le terme d'erreur � est (�;�

0

)-

�equivalent au terme d'erreur � si ��(x) � �(x) � �

0

�(x), pour tout entier x.

Ainsi par exemple, si calculer �(x)

d�ef

= 2

k

0

jxj

1=2

k

est di�cile, le calcul de

�(x)

d�ef

=

(

0 si x = 0,

2

k

0

+dlog

2

xe=2

k

sinon,

est de complexit�e lin�eaire en x, et de plus � est (1;2)-�equivalent �a �.

Pour construire un auto-testeur selon des distantes seuil construites avec un terme d'erreur

valide � de degr�e 0 � p < 1, il est possible d'utiliser �eventuellement un terme d'erreur �

�equivalent �a �. Ainsi la robustesse et la continuit�e du test de lin�earit�e entrâ�nent avec le

Th�eor�eme 1.1 l'existence de l'auto-testeur suivant.

Th�eor�eme 2.3. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1 et � un terme

d'erreur (�;�

0

)-�equivalent �a �, o�u �;�

0

> 0. Alors pour tout 0 < � � 1=2 il existe un auto-

testeur T qui satisfait sur l'entr�ee 0 <  < 1 et pour tout programme P : D

8n

! R :

{ si (

��

4

)-Dist

D

8n

(P;L) �

�

4608

alors T

P

() retourne BON avec probabilit�e sup�erieure �a

(1� ),

{ si (

49�

0

2�2

p

�)-Dist

D

n

(P;L) >

8

>

<

>

:

�

12

si p = 0;

3

p

�

2

si 0 < p < 1;

alors T

P

() retourne MAUVAIS avec

probabilit�e sup�erieure �a (1� ),

en utilisant au plus O(ln(1=)=�) appels �a P , comparaisons, d�ecalages binaires, additions, et

�evaluations de �.

5. Optimalit�e du test

Le Corollaire 2.1 montre que la distance seuil d'un programme aux fonctions lin�eaires

est major�ee, �a une constante pr�es, par la racine carr�ee de sa probabilit�e de rejet au test de

lin�earit�e. Cette racine carr�ee est surprenante d'autant plus qu'elle n'apparâ�t pas en calcul

exact ou approch�e avec erreur absolue (cas p = 0). Il est donc naturel de se demander si ce

r�esultat est optimal. Si aucune hypoth�ese suppl�ementaire n'est faite, le Lemme 2.8 montre

qu'il l'est �a une constante pr�es. En e�et, pour chaque terme d'erreur valide �(x) = �jxj

p

de
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degr�e 0 < p < 1, il est possible d'expliciter une fonction P (voir Figure 2.2) pour laquelle le

Corollaire 2.1 est tendu �a une constante pr�es.

p

�n�

p

�n

�(

p

�n)

p

��(

p

�n)

p

�

Fig. 2.2. Exemple tendu du test de lin�earit�e.

Lemme 2.8. Soient 0 < p < 1, 0 < � < 1=4, et �;c > 0. Soient �(x) = �jxj

p

, et P : Z! R

d�e�nie en x 2 Z par

P (x)

d�ef

=

8

>

<

>

:

��(

p

�n)

p

si �

p

�n � x < 0;

�(

p

�n)

p

si 0 < x �

p

�n;

0 sinon:

Alors P satisfait pour tout n

0

� n

Pr

x;y2D

n

0

[jP (x+ y)� P (x)� P (y)j > 2�(x;y)] � �;

et de plus

(c�)-Dist

D

n

(P;L) �

p

�

2(Maxf1;2cg)

1=p

:

Preuve. Tout d'abord, observons que si jxj ou jyj est plus grand que

p

�n, alors jP (x +

y)� P (x)� P (y)j � 2�(x;y). Donc si n

0

� n, la probabilit�e de rejet de P au test de lin�earit�e

sur D

n

0

, pour le terme d'erreur 2�, est bien major�ee par �.

Soit maintenant une fonction lin�eaire l 2 L. Nous allons montrer par l'absurde que l est

su�samment �eloign�ee de P sur D

n

. Supposons donc que (c�)-Dist

D

n

(P;l) <

p

�

2(Maxf1;2cg)

1=p

.

Posons d

d�ef

= 1=(Maxf1;2cg)

1=p

, donc d � 1, et a

d�ef

= l(1), i.e. l(x) = ax pour tout x. Alors

montrons que n�ecessairement

jajn

1�p

�

c�

(1� d

p

�)

1�p

:(2.2)

Prenons un �el�ement x 2 D

n

tel que jxj >

p

�n. Alors l'�ecart entre P et l en x est jP (x) �

l(x)j = j0 � l(x)j = jaxj: L'�el�ement x contribue donc �a augmenter la distance seuil entre P

et l s'il satisfait jaxj > c�(x), i.e. jajjxj

1�p

> c�. Dans ce cas, tout autre �el�ement y 2 D

n

satisfaisant jyj � jxj contribue aussi dans la distance seuil entre P et l. Par cons�equent

l'�el�ement x = dn(1� d

p

�)e (>

p

�n) ne doit pas satisfaire jajjxj

1�p

> c�, sinon la majoration

(c�)-Dist

D

n

(P;l) < d

p

�=2 serait contredite. Donc n�ecessairement l'in�egalit�e (2.2) est satisfaite.
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L'in�egalit�e (2.2) se r�e�ecrit en

jaj(

p

�n)

1�p

� c�

 

p

�

1� d

p

�

!

1�p

:

Mais comme d � 1 et � < 1=4, il vient

jaj(

p

�n)

1�p

< c�:

Alors pour tout x 2 D

n

tel que 0 < jxj � d

p

�n (�

p

�n) on a :

jP (x)� l(x)j = j�(

p

�n)

p

� ajxjj

� �(

p

�n)

p

� jajjxj

� (�(d)

�p

� jajjxj

1�p

)jxj

p

� (2c� � jaj(

p

�n)

1�p

)jxj

p

> c�(x):

Donc P est trop �eloign�e de l sur une proportion des entr�ees de D

n

sup�erieure �a b2d

p

�nc=(2n+

1) qui est minor�ee d

p

�=2. Ce qui contredit l'hypoth�ese.
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CHAPITRE 3

Polynômes

Nous allons maintenant utiliser le chapitre pr�ec�edent pour d�e�nir un auto-testeur approch�e

pour l'ensemble des fonctions polynomiales de degr�e �x�e. Pour une consid�eration technique

nous noterons ce degr�e (d� 1) pour un certain entier d � 1 �x�e.

1. Un test bas�e sur l'interpolation polynomiale

Nous utilisons une caract�erisation bien connue des polynômes reposant sur l'it�eration de

l'op�erateur nabla d�e�ni ci-apr�es.

D�e�nition. Pour tout r�eel t, soit r

t

l'op�erateur nabla d�e�ni par

r

t

f(x)

d�ef

= f(x+ t)� f(x);

pour toute fonction r�eelle f telle que x et x+ t sont dans son domaine de d�e�nition.

Pour plus de simplicit�e, r

d

t

d�enotera l'op�erateur r

t

it�er�e d fois, et r

~

t

, pour un certain

~

t 2 R

d

, la composition des op�erateurs r

t

1

� : : : � r

t

d

.

Les propri�et�es suivantes de r

t

sont facilement v�eri�ables :

r

t

est lin�eaire;(3.1)

r

t

1

et r

t

2

commutent;(3.2)

r

t

1

;t

2

= r

t

1

+t

2

�r

t

1

�r

t

2

;(3.3)

r

d

t

f(x) =

d

X

k=0

(�1)

d�k

�

d

k

�

f(x+ kt):(3.4)

Les polynômes r�eels de degr�e au plus (d � 1) sont alors caract�eris�es par l'�equation fonc-

tionnelle suivante, dite identit�e d'interpolation polynomiale :

r

d

t

f(x) = 0:

Plus pr�ecis�ement

Lemme 3.1. Si f : Z! R est telle que

8x;t 2 Z; r

d

t

f(x) = 0;

alors f est une fonction polynomiale de degr�e au plus (d� 1).

Pour la preuve de ce lemme, voir par exemple [Cie59] ou [Kem57].

L'utilit�e de cette identit�e a �et�e reconnue en auto-test par Rubinfeld et Sudan [RS92]. Grâce

�a sa simplicit�e, ils ont pu d�e�nir, pour le calcul exact, des auto-testeurs pour les polynômes

d�e�nis sur des corps �nis ou des domaines rationnels �nis plus e�caces qu'un de ceux propos�es

pr�ec�edemment par Lipton [Lip91].

En utilisant des r�esultats connus sur la stabilit�e de cette �equation fonctionnelle [AB83],

Erg�un, Ravi Kumar, et Rubinfeld ont �etendu l'auto-testeur de [RS92] au cas du calcul approch�e

avec erreur absolue [EKR96]. L'approche est la suivante. La robustesse approch�ee de l'�equation

r

d

t

f(x) = 0 se montre de mani�ere analogue �a la robustesse approch�ee de l'�equation de lin�earit�e.

L'�etape de la stabilit�e est plus d�elicate et consiste �a la r�eduire �a celle de la stabilit�e de la
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multilin�earit�e, i.e. que toute fonction satisfaisant approximativement l'�equation de lin�earit�e

en chacune de ses coordonn�ees est proche d'une fonction multilin�eaire. Nous reprendrons cette

même structure pour le cas plus g�en�eral des termes d'erreur valides [KMS99] a�n de montrer

la robustesse du test d'interpolation polynomiale. Dans ce qui suit d � 1 est un entier et �

d

est le plus petit multiple commun des entiers 1; : : : ;d.

Test 3.1.

Test-Interpolation-polynomiale(P;�)

1. Tirer al�eatoirement x 2 D

d(d+1)

2

�

d

n

et t 2 D

d(d+1)�

d

n

.

2. Rejeter si jr

d

t

P (x)j > �(x;t).

2. Stabilit�e

2.1. Fonctions multilin�eaires. Le th�eor�eme suivant �etablit la stabilit�e d'un syst�eme

fonctionnel bas�e sur l'�equation de lin�earit�e. Nous en simpli�ons grandement la d�emonstration

partielle pr�ec�edemment publi�ee dans nos travaux [KMS99], tout en donnant un �enonc�e plus

g�en�eral. Dans le th�eor�eme suivant, nous utilisons la notation ~z

z

i

=t

pour d�esigner le vecteur ~z

dont la i-�eme coordonn�ee a �et�e remplac�ee par t.

Th�eor�eme 3.1. Soit � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1. Soit g : (D

2n

)

d

! R

telle que pour chaque i = 1; : : : ;d, tout ~z 2 (D

n

)

d

et tout x;y 2 D

n

,

jg(~z

z

i

=x+y

)� g(~z

z

i

=x

)� g(~z

z

i

=y

)j � �(~z

z

i

=x

;~z

z

i

=y

):

Alors la fonction multilin�eaire l : (D

n

)

d

! R d�e�nie par l(n; : : : ;n)

d�ef

= g(n; : : : ;n) satisfait

8~z 2 (D

n

)

d

; jg(~z)� l(~z)j � (2d� 1)

1 + 2

p

2� 2

p

�(~z):

Preuve. Fixons la constante C

p

d�ef

= (1 + 2

p

)=(2� 2

p

). La preuve s'e�ectue par r�ecurrence

sur l'entier d. Le cas d = 1 correspond au Th�eor�eme 2.1.

Supposons que la propri�et�e soit satisfaite aux rangs 1 et (d� 1) pour un entier d � 2 �x�e.

Soit alors g : (D

2n

)

d

! R satisfaisant les hypoth�eses du th�eor�eme. Il existe d'apr�es l'hypoth�ese

de r�ecurrence, deux fonctions r�eelles l

1

et l

2

d�e�nies sur (D

n

)

d

telles que l

1

est lin�eaire par

rapport �a ses (d� 1) premi�eres variables, l

2

est lin�eaire par rapport �a sa derni�ere variable, et

pour tout ~z 2 (D

n

)

d

:

jl

1

(~z)� g(~z)j � (2d � 3)C

p

�(~z);(3.5)

jl

2

(~z)� g(~z)j � C

p

�(~z);(3.6)

et de plus l

1

(n; : : : ;n;z

d

) = g(n; : : : ;n;z

d

) et l

2

(z

1

; : : : ;z

d�1

;n) = g(z

1

; : : : ;z

d�1

;n).

Soit l : (D

n

)

d

! R la fonction multilin�eaire d�e�nie par l(n; : : : ;n)

d�ef

= g(n; : : : ;n). Cette

fonction v�eri�e l(:; : : : ;:;n) = l

1

(:; : : : ;:;n). Nous allons montrer que l reste proche de g sur

(D

n

)

d

. Fixons ~z 2 (D

n

)

d

et

~

z

0

d�ef

= ~z

z

d

=n

. La distance jg(~z) � l(~z)j est d'abord major�ee par

l'in�egalit�e triangulaire jg(~z)� l

2

(~z)j+ jl

2

(~z)� l(~z)j. L'in�equation (3.5) sert �a majorer le premier

terme. En utilisant la lin�earit�e par rapport �a la derni�ere variable de l et l

2

, le deuxi�eme terme

se r�e�ecrit

x

n

jl

2

(

~

z

0

)�l(

~

z

0

)j. Mais alors la d�e�nition de l implique l(

~

z

0

) = l

1

(

~

z

0

). Nous avons donc :

jg(~z)� l(~z)j � C

p

�(~z) +

x

n

jl

2

(

~

z

0

)� l

1

(

~

z

0

)j:
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Une in�egalit�e triangulaire permet de majorer jl

2

(

~

z

0

)�l

1

(

~

z

0

)j �a l'aide des in�egalit�es (3.5) et (3.6),

et nous obtenons :

jg(~z)� l(~z)j � C

p

�(~z) +C

p

x

n

(�(

~

z

0

) + (2d� 3)�(

~

z

0

)):

Mais par d�e�nition �(n) � (n=x)

p

� �(x), pour tout x 2 D

n

, et donc (x=n) � �(

~

z

0

) � �(~z), ce

qui conclut la preuve.

2.2. Polynômes. La stabilit�e de l'identit�e d'interpolation polynomiale r

d

t

f(x) = 0 (cas

uniforme) utilise la stabilit�e plus simple de l'�equation r

~

t

f(0) = 0 (cas non uniforme), elle-

même fond�ee sur la stabilit�e des fonctions multilin�eaires expos�ee pr�ec�edemment. Dans le pre-

mier cas l'�equation est fond�ee sur l'it�eration de l'op�erateur nabla pour une même variation,

alors que dans le deuxi�eme la variation est arbitraire �a chaque pas. Le lien avec les fonctions

multilin�eaires vient d'une des propri�et�es de r. En e�et, puisque r

t

1

;t

2

= r

t

1

+t

2

�r

t

1

�r

t

2

,

l'�egalit�e r

~

t

f(0) = 0 est satisfaite sur (D

n

)

d

si et seulement si la fonction g :

~

t

0

! r

~

t

0

f(0),

�a (d � 1) variables, est multilin�eaire sur (D

n

)

(d�1)

. Cependant le lien entre les cas uniforme

et non uniforme introduit des creux o�u nous ne savons actuellement pas si la fonction reste

proche d'un polynôme.

Lemme 3.2. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e p � 0 et �

d

le plus petit multiple

commun des entiers 1; : : : ;d. Soit g : D

d(d+1)�

d

n

! R telle que

8x;t 2 D

d�

d

n

; jr

d

t

g(x)j � �(x;t):

Alors la fonction f : D

dn

! R d�e�nie en x 2 D

dn

par f(x)

d�ef

= g(�

d

x), satisfait

8

~

t 2 (D

n

)

d

; jr

~

t

f(0)j � (d�

d

)

p

2

d

�(

~

t):

Preuve. Pour tout

~

� 2 f0;1g

d

et

~

t 2 (D

n

)

d

, soient t

0

~

�

d�ef

= �

P

d

i=1

�

i

t

i

=i, t

00

~

�

d�ef

=

P

d

i=1

�

i

t

i

, et

(�1)

~

�

d�ef

= (�1)

�

1

+:::+�

d

. La relation suivante [EKR96, Fact 17] relie les deux types d'it�eration

de l'op�erateur nabla :

r

~

t

f(0) =

X

~

�2f0;1g

d

(�1)

~

�

r

d

t

0

~

�

f(t

00

~

�

):

Or d'apr�es l'hypoth�ese sur g, et puisque �

d

t

00

~

�

;�

d

t

0

~

�

2 D

d�

d

n

, on d�eduit que

jr

d

t

0

~

�

f(t

00

~

�

)j = jr

d

�

d

t

0

~

�

g(�

d

t

00

~

�

)j

� �(�

d

t

00

~

�

;�

d

t

0

~

�

)

� (d�

d

)

p

�(

~

t):

La preuve se conclut alors par une in�egalit�e triangulaire.

La stabilit�e du cas non uniforme s'�enonce comme suit.

Lemme 3.3. Soit � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1. Soit f : D

dn

! R telle

que

8

~

t 2 (D

n

)

d

; jr

~

t

f(0)j � �(

~

t):
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Alors il existe un polynôme h

d�1

: D

n

! R de degr�e au plus (d� 1) tel que

8x 2 D

n

; jf(x)� h

d�1

(x)j � �(x)

d�1

Y

i=1

(1 + (2i� 1)C

p

);

o�u C

p

d�ef

= (1 + 2

p

)=(2 � 2

p

).

Preuve. Prouvons le lemme par r�ecurrence sur l'entier d. Lorsque d = 1, par hypoth�ese,

jf(x)�f(0)j = jr

x

f(0)j � �(x), pour tout x 2 D

n

, et donc la fonction constante h

0

(x)

d�ef

= f(0)

convient.

Supposons maintenant la propri�et�e vraie au rang d pour un certain d � 1, et d�emontrons

la au rang (d + 1). Soit donc f : D

(d+1)n

! R une fonction satisfaisant les hypoth�eses du

lemme. Par hypoth�ese, la fonction G : (D

2n

)

d

! R d�e�nie en

~

t 2 (D

2n

)

d

par G(

~

t)

d�ef

= r

~

t

f(0)

est approximativement multilin�eaire. Pour chaque i = 1; : : : ;d, tout

~

t 2 (D

n

)

d

et x;y 2 D

n

,

jG(

~

t

t

i

=x+y

)�G(

~

t

t

i

=x

)�G(

~

t

t

i

=y

)j = jr

t

1

;::: ;t

i�1

;x;y;t

i+1

;::: ;t

d

f(0)j

� �(

~

t

t

i

=x

;

~

t

t

i

=y

):

D'apr�es le Th�eor�eme 3.1, il existe donc une fonction multilin�eaire l : (D

n

)

d

! R telle que

8

~

t 2 (D

n

)

d

; jG(

~

t)� l(

~

t)j � (2d� 1)C

p

�(

~

t):(3.7)

Etendons l �a tout Z

d

en pr�eservant sa multilin�earit�e. Soit alors la fonction f

0

: D

(d+1)n

!

R d�e�nie en x 2 D

(d+1)n

par f

0

(x)

d�ef

= f(x) � l(x; : : : ;x)=d!. Nous allons montrer que f

0

satisfait les conditions de l'hypoth�ese de r�ecurrence pour un nouveau terme d'erreur valide

�

0

d�ef

= (1+(2d�1)C

p

)�. Pour ce, observons [Djo69, Lemme 2] tout d'abord que la multilin�earit�e

de l entrâ�ne que la fonction H : Z! R d�e�nie en x 2 Z par H(x)

d�ef

= l(x; : : : ;x), satisfait

8x 2 D

n

; 8

~

t 2 (D

n

)

d

; r

~

t

H(x) = d! � l(

~

t):(3.8)

Alors la d�e�nition de f

0

, l'in�equation (3.7), et l'�equation (3.8) impliquent directement pour

tout

~

t 2 (D

n

)

d

:

jr

~

t

f

0

(0)j = jr

~

t

f(0)�r

~

t

H(0)=d!j

� jr

~

t

f(x)�r

~

t

f(0)j+ jr

~

t

f(0)�r

~

t

H(0)=d!j

= jr

~

t
;0

f(0)j+ jG(

~

t)� l(

~

t)j

� (1 + (2d� 1)C

p

)�(

~

t):

D'apr�es l'hypoth�ese, un polynôme h

d�1

: D

n

! R de degr�e au plus (d� 1) existe tel que

8x 2 D

n

; jf

0

(x)� h

d�1

(x)j � �(x)(1 + (2d� 1)C

p

)

d�1

Y

i=1

(1 + (2i� 1)C

p

):

Alors le polynôme h

d

de degr�e au plus d d�e�ni par h

d

d�ef

= h

d�1

+ H montre que la propri�et�e

est vraie au rang (d+ 1).
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Nous pouvons maintenant �etablir la stabilit�e du cas uniforme en mettant bout �a bout les

Lemmes 3.2 et 3.3. Dans ce th�eor�eme la notation kD

n

d�esigne l'ensemble fkx : x 2 D

n

g.

Th�eor�eme 3.2. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1 et �

d

le plus petit

commun diviseur des entiers 1; : : : ;d. Soit g : D

d(d+1)�

d

n

! R telle que

8x;t 2 D

d�

d

n

; jr

d

t

g(x)j � �(x;t):

Alors existe un polynôme h

d�1

: �

d

D

n

! R de degr�e au plus (d� 1) tel que

8x 2 �

d

D

n

; jg(x) � h

d�1

(x)j � �(x)(d�

d

)

p

2

d

d�1

Y

i=1

(1 + (2i � 1)C

p

);

o�u C

p

= (1 + 2

p

)=(2 � 2

p

).

3. Robustesse approch�ee

La robustesse approch�ee du test d'interpolation polynomiale peut s'�enoncer comme ci-

dessous.

Th�eor�eme 3.3. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e p � 0, �

d

le plus petit multiple

commun des entiers 1; : : : ;d, 0 � � � 1, et ' : Z ! R la fonction d�e�nie en x 2 Z par

'(x)

d�ef

= Maxfd�

d

p

�n;jxjg. Soit P : D

2d(d+1)

2

�

d

n

! R tel que

Pr

x2D

d(d+1)

2

�

d

n

;t2D

d(d+1)�

d

n

h

jr

d

t

P (x)j > �(x;t)

i

�

�

16(d + 1)

5

:

Alors la fonction g : D

(d+1)�

d

n

! R d�e�nie en x 2 D

(d+1)�

d

n

par

g(x)

d�ef

= M�ed

y2D

'(x)

 

d

X

i=1

�

i

P (x+ it)

!

;

o�u �

i

= (�1)

i+1

�

d

i

�

, satisfait

Pr

x2�

d

D

n

[jP (x)� g(x)j > �('(x))] �

�

d

�

4(d+ 1)

2

;

et

8x;t 2 D

d�

d

n

; jr

d

t

g(x)j � (d+ 1)

3

2

2(d+1)

�('(x);'(t)):

Comme pour la robustesse approch�ee de l'�equation de lin�earit�e, nous s�eparons ici la preuve

en deux lemmes. Tout d'abord montrons que g reste proche de P au sens suivant.

Lemme 3.4. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.3 et m

d�ef

= d�

d

n, la fonction g satisfait

Pr

x2D

(d+1)m

[jP (x)� g(x)j > �('(x))] �

�

4(d+ 1)

4

:

Preuve. Soit P

x;t

d�ef

=

P

d

i=0

�

i

P (x + it). La d�e�nition de g et l'in�egalit�e de Markov im-

pliquent

Pr

x2D

(d+1)m

[jg(x) � P (x)j > �('(x);'(t))] � 2 Pr

x2D

(d+1)m

;t2D

'(x)

[jP

x;t

j > �('(x))] :
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Mais jP

x;t

j = jr

d

t

P (x)j, '(x) � '(t) � jtj, '(x) � jxj, et le Lemme de Contraction 2.4

impliquent que le terme de droite est major�ee par

2

jD

(d+1)

2

m

j � jD

(d+1)m

j

j(x;t) : x 2 D

(d+1)m

;t 2 D

'(x)

j

Pr

u2D

(d+1)

2

m

;s2D

(d+1)m

[jP

u;s

j > �(u;s)]

� 2

2(d+ 1)�

16(d + 1)

5

=

�

4(d+ 1)

4

:

Le prochain lemme �etablit que la valeur m�ediane de la d�e�nition de g est en accord avec

la plupart des votes.

Lemme 3.5. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.3 et m

d�ef

= d�

d

n, la fonction g satisfait

pour tout c 2 D

(d+1)m

et I � D

(d+1)m

tel que jIj �

p

�m+ 1,

Pr

t

0

2I

2

4

jg(c) �

d

X

j=1

�

j

P (c+ jt

0

)j > (d+ 1)

2

2

d+1

�('(c);'(t

0

))

3

5

<

1

2(d+ 1)

:

Preuve. Soit P

x;t

d�ef

=

P

d

i=0

�

i

P (x + it). Comme pr�ec�edemment, en rempla�cant g par sa

d�e�nition et en utilisant l'in�egalit�e de Markov, le terme de gauche se majore par

2 Pr

t2D

'(c)

;t

0

2I

h

jP

c;t

� P

c;t

0

j > (d+ 1)

2

2

d+1

�('(c);'(t

0

))

i

:

Nous utilisons maintenant la relation

d

X

i=0

�

i

P

c+it

0

;t

=

d

X

j=0

�

j

P

c+jt;t

0

;

qui se r�e�ecrit en

P

c;t

� P

c;t

0

=

d

X

i=1

�

i

P

c+it

0

;t

�

d

X

j=1

�

j

P

c+jt;t

0

;

et qui permet de majorer l'expression pr�ec�edente par

2

d

X

i=1

Pr

t2D

'(c)

;t

0

2I

h

j�

i

P

c+it

0

;t

j > (d+ 1)2

d

�('(c);'(t

0

))

i

+ 2

d

X

j=1

Pr

t2D

'(c)

;t

0

2I

h

j�

j

P

c+jt;t

0

j > (d+ 1)2

d

�('(c);'(t

0

))

i

:
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Mais �

k

� 2

d

, (d + 1)�('(c);'(t)) � �(c + it

0

;t) et (d + 1)�('(c);'(t)) � �(c + jt;t

0

) donc la

quantit�e pr�ec�edente se majore par :

2

d

X

i=1

Pr

t2D

'(c)

;t

0

2I

�

jP

c+it

0

;t

j > �(c+ it

0

;t)

�

+ 2

d

X

j=1

Pr

t2D

'(c)

;t

0

2I

�

j�

j

P

c+jt;t

0

j > �(c+ jt;t

0

)

�

:

Le Lemme de Contraction 2.4 permet alors de majorer chacun de ces termes de probabilit�e

par

jD

(d+1)

2

m

j � jD

(d+1)m

j

jD

'(c)

j � jIj

�

16(d + 1)

5

<

�

8(d+ 1)

2

;

ce qui conclut la preuve.

Nous pouvons maintenant d�emontrer le Th�eor�eme 3.3.

Preuve. Tout d'abord le Lemme 3.4 montre avec le Lemme de Contraction 2.4 que g reste

proche de P comme annonc�e.

Montrons maintenant que g satisfait approximativement l'identit�e d'approximation. Pour

ce, posons m

d�ef

= d�

d

n et G

u;s

d�ef

= g(u) �

P

d

k=1

�

k

P (u + ks). Fixons x;t 2 D

m

. Appliquons le

Lemme 3.5 successivement aux cas c = x et I = fx + jt

0

: t

0

2 D

p

�m

g, puis c = x + it et

I = fit

0

: t

0

2 D

p

�m

g, pour i;j 2 f1; : : : ;dg. Nous en d�eduisons qu'il existe avec probabilit�e

non nulle un �el�ement t

0

2 D

p

�m

tel que pour tout i;j 2 f1; : : : ;dg,

jG

x;t+jt

0

j � (d+ 1)

2

2

d+1

�('(x);'(t + jt

0

))

et

jG

x+it;it

0

j � (d+ 1)

2

2

d+1

�('(x+ it);'(it

0

)):

Mais t

0

2 D

p

�m

, donc les quantit�es �('(x);'(t + jt

0

)) et �('(x + it);'(it

0

)) sont toutes deux

major�ees par (d+ 1)�('(x);'(t)). Pour conclure, observons l'�egalit�e

�

�

�

�

�

d

X

i=0

�

i

g(x+ it)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

d

X

i=1

�

i

G

x+it;it

0

�

d

X

j=1

�

j

G

x;t+jt

0

�

�

�

�

�

�

;

et la majoration j�

i

j � 2

d

, pour chaque 0 � i � d, ce qui entrâ�ne :

jr

d

t

g(x)j =

�

�

�

�

�

d

X

i=0

�

i

g(x+ it)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

d

X

i=1

�

i

G

x+it;it

0

�

d

X

j=1

�

j

G

x;t+jt

0

�

�

�

�

�

�

� 2

d

d

X

i=1

jG

x+it;it

0

j+ 2

d

d

X

j=1

jG

x;t+jt

0

j

� (d+ 1)

3

2

2(d+1)

�('(x);'(t)):
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4. Auto-tester les polynômes

Comme pour les fonction lin�eaires, les r�esultats pr�ec�edents conduisent naturellement �a

un auto-testeur construit sur le test d'interpolation polynomiale (Test 3.1). Sa robustesse

est explicit�ee par le corollaire suivant des Th�eor�emes 3.3 et 3.2. L'ensemble P

d�1

y d�esigne

l'ensemble des fonctions polynomiales de Z ! R de degr�e au plus (d � 1), et �-Rej(P ) la

probabilit�e de rejet suivante :

�-Rej(P )

d�ef

= Pr

x2D

d(d+1)

2

�

d

n

;t2D

d(d+1)�

d

n

h

jr

d

t

P (x)j > �(x;t)

i

:

Corollaire 3.1. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1, �

d

le plus petit

multiple commun des entiers 1; : : : ;d, et 0 � � � 1. Alors pour tout P : D

2d(d+1)

2

�

d

n

! R,

�-Rej(P ) �

�

16(d + 1)

5

=) (C�)-Dist

�

d

D

n

(P;P

d�1

)) �

�

d

�

4(d+ 1)

2

+ d

p

�;

o�u C

d�ef

= 2

�(d ln(d=(2�2

p

))

. Si de plus p = 0, alors le terme d

p

� disparâ�t dans la majoration

pr�ec�edente.

La continuit�e du même test peut être �enonc�ee ainsi.

Lemme 3.6. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p � 1 et �

d

le plus petit

multiple commun des entiers 1; : : : ;d. Alors tout P : D

2d(d+1)

2

�

d

n

! R satisfait

�-Rej(P ) � 2(d+ 1) � (

�

(d+1)

2

2

d

)-Dist

D

2d(d+1)

2

�

d

n

:

Les preuves du Corollaire 3.1 et du Lemme 3.6 �etant structurellement similaires �a leurs

analogues pour le test de lin�earit�e (Corollaire 2.1 et Lemme 2.7), elles sont omises.

Alors comme pour les fonctions lin�eaires, un auto-testeur des polynômes de degr�e au plus

(d� 1) peut être construit �a l'aide du Th�eor�eme 1.1.

Th�eor�eme 3.4. Soient � un terme d'erreur valide de degr�e 0 � p < 1, � un terme

d'erreur (�;�

0

)-�equivalent �a �, o�u �;�

0

> 0, et �

d

le plus petit multiple commun des entiers

1; : : : ;d. Alors pour tout 0 < � � 1=2 il existe un auto-testeur T qui satisfait sur l'entr�ee

0 <  < 1 et pour tout programme P : D

2d(d+1)

2

�

d

n

! R :

{ si (

��

d+1)

2

2

d

)-Dist

D

2d(d+1)

2

�

d

n

(P;P

d�1

) �

�

64(d+1)

6

alors T

P

() retourne BON avec probabi-

lit�e sup�erieure �a (1� ),

{ si (�

0

C�)-Dist

�

d

D

n

(P;P

d�1

) >

(

�

d

�

2(d+1)

3

si p = 0;

2�

d

p

� si 0 < p < 1;

, alors T

P

() retourne MAUVAIS

avec probabilit�e sup�erieure �a (1� ),

o�u C

d�ef

= 2

�(d ln(d=(2�2

p

))

, et en utilisant au plus O(d

6

ln(1=)=�) appels �a P , comparaisons,

d�ecalages binaires, additions, et �evaluations de �.
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CHAPITRE 4

Fonctions multilin�eaires

Nous pr�esentons dans le dernier chapitre de cette partie une nouvelle caract�erisation des

fonctions lin�eaires [Mag00]. Cette caract�erisation consiste en une nouvelle �equation fonction-

nelle bas�ee sur l'�equation de lin�earit�e dans laquelle est introduite un terme de dilatation la

rendant stable pour les termes d'erreur lin�eaires. Il s'agit de la premi�ere �equation fonction-

nelle qui non seulement reste stable pour des termes d'erreur valides de degr�e 1, mais de plus

n'utilise que des additions et des multiplications par des puissances de 2. Cette caract�erisation

permettra ensuite de construire un auto-testeur pour les fonctions multilin�eaires avec erreur

relative proprement dite. Pour simpli�er la discussion, nous supposerons que l'entier n est

pair.

1. Une �equation de lin�earit�e dilat�ee

Consid�erons un instant la caract�erisation f(x) = xf(1), pour tout x, des fonctions lin�eaires.

Cette �equation utilisant une multiplication peut être rendue robuste pour les termes d'erreur

lin�eaires ainsi :

8x;� f(�x) = �f(x):(4.1)

La multiplication intervenant dans cette �equation fonctionnelle est en g�en�eral aussi complexe

que le calcul de la fonction elle-même, et n'est donc pas directement utilisable en auto-test.

Cependant une multiplication peut parfois être aussi simple qu'une addition, i.e. de com-

plexit�e lin�eaire en la taille des entr�ees. Cette situation se pr�esente entre autre quand � est une

puissance de 2. L'�equation restreinte peut alors s'�ecrire :

8x;k f(2

k

x) = 2

k

f(x);

o�u k d�esigne n�ecessairement un entier. Le probl�eme est maintenant que cette �equation ne

caract�erise plus uniquement les fonctions lin�eaires. Cependant, elle corrige l'instabilit�e de

l'�equation de lin�earit�e lorsqu'elle est int�egr�ee �a celle-ci de la mani�ere suivante.

8x;y;k f(2

k

x+ y) = 2

k

f(x) + f(y):

Avant de pr�eciser quels sont les bons choix des entiers k nous devons d�e�nir un processus

d'ampli�cation. L'entier n � 0 �etant �x�e, pour tout x 2 Z, nous noterons k

x

l'entier d�e�ni par

k

x

d�ef

=

(

0 si x = 0,

Minfk 2 N : 2

k

jxj �

n

2

g sinon.

L'application x 7! 2

k

x

x transforme e�cacement tout entier x petit, i.e. tel que jxj < n=2, en

un entier grand, i.e. plus grand que n=2 en valeur absolue (cf. Figure 4.1).
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Fig. 4.1. Ampli�cation par l'application x 7! 2

k

x

x.
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Nous pouvons maintenant d�e�nir compl�etement notre nouvelle �equation fonctionnelle, dite

�equation de lin�earit�e dilat�ee, qui caract�erise les fonctions lin�eaires :

8x;y 2 D

4n

; f(2

k

x

x+ y)� 2

k

x

f(x)� f(y) = 0:

Cette �equation nous am�enera donc �a consid�erer le test suivant param�etr�e par un r�eel � > 0.

Test 4.1.

Test-lin�earit�e-dilat�ee(P;�)

1. Tirer al�eatoirement x;y 2 D

4n

.

2. Rejeter si jP (2

k

x

x+ y)� 2

k

x

P (x)� P (y)j > �2

k

x

jxj.

Une fa�con de voir ce test est de le consid�erer comme un test de lin�earit�e ordinaire avec

erreur absolue pour les grands x, auquel est ajout�e un terme de dilatation pour les petits x.

2. Robustesse approch�ee

La robustesse approch�ee du test de lin�earit�e dilat�ee s'�enonce ainsi.

Th�eor�eme 4.1. Soient 0 � � � 1=512 et � � 0. Soit P : D

8n

! R tel que

Pr

x;y2D

4n

h

jP (2

k

x

x+ y)� 2

k

x

P (x)� P (y)j > �2

k

x

jxj

i

� �:

Alors la fonction g : D

2n

! R d�e�nie en x 2 D

2n

par

g(x)

d�ef

= M�ed

y2D

2n

:xy�0

�

1

2

k

x

P (2

k

x

x+ y)� P (y)

�

;

satisfait

Pr

x2D

n

[jP (x)� g(x)j > �jxj] � 32�;

jg(n) + g(�n)j � 16�n;

8x 2 D

2n

; g(x) =

1

2

k

x

g(2

k

x

x);

et pour tout x;y 2 fn=2; : : : ;ng (resp. x;y 2 f�n=2; : : : ;� ng)

jg(x+ y)� g(x) � g(y)j � 24�n:

Pour prouver ce th�eor�eme, nous utilisons le même d�ecoupage que celui des Th�eor�emes 2.2

et 3.3.

Lemme 4.1. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 4.1, la fonction g satisfait

Pr

x2D

n

[jg(x)� P (x)j > �jxj] � 32�:

Preuve. La preuve du lemme est tr�es similaire �a celle des Lemmes 2.5 et 3.4. Posons

P

x;y

d�ef

= P (2

k

x

x+ y)� 2

k

x

P (x)� P (y). Alors la technique usuelle permet d'�ecrire :

Pr

x2D

n

[jg(x) � P (x)j > �jxj] = Pr

x2D

n

�

j M�ed

y2D

2n

:xy�0

(P

x;y

)j > �2

k

x

jxj

�

� 32�:
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Lemme 4.2. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 4.1, la fonction g satisfait pour tout c 2

D

2n

tel que jcj � n=2, et pour tout I � fy 2 D

2n

: jc+ yj � n=2g non vide,

Pr

y2I

[jg(c) � (P (c+ y)� P (y))j > 8�n] < 16

jD

4n

j

jIj

�:

Preuve. Fixons c 2 D

2n

tel que jcj � n=2 et reprenons la structure de la preuve du

Lemme 2.6. Posons P

x;y

d�ef

= P (2

k

x

x+ y)� 2

k

x

P (x) � P (y) et D

d�ef

= fz 2 D

2n

: cz � 0g. Apr�es

avoir observ�e que k

c+t

= 0 pour tout t 2 D [ I, le proc�ed�e habituel permet d'�ecrire :

Pr

y2I

[jg(c) � (P (c+ y)� P (y))j > 8�n] � 2 Pr

y2I;z2D

[jP

c+y;z

� P

c+z;y

j > 8�n] :

Mais 4n � jc+ tj, pour tout t 2 D [ I, donc �nalement :

Pr

y2D

[jg(c) � (P (c+ y)� P (y))j > 8�n]

� 2 Pr

y2I;z2D

[jP

c+y;z

j > �jc+ yj]

+2 Pr

y2I;z2D

[jP

c+z;y

j > �jc+ zj]

< 16

D

4n

jIj

�:

D�emontrons maintenant le Th�eor�eme 4.1.

Preuve. Le Lemme 4.1 montre que la fonction g reste proche de P . Ensuite la d�e�nition

de g implique directement g(2

k

x

x) = 2

k

x

g(x), pour tout x 2 D

2n

.

Montrons que g(�n) et �g(n) sont proches. D'apr�es Lemme 4.2, il existe avec probabilit�e

strictement sup�erieure �a (1� 512�), donc non nulle, un �el�ement y 2 f0;1; : : : ;n=2g tel que

jg(�n)� (P (�n+ y)� P (y))j � 8�n

jg(n)� (P (n+ (�n+ y))� P (�n+ y))j � 8�n:

Alors la distance entre g(�n) et �g(n) est born�ee comme voulue suite �a une in�egalit�e trian-

gulaire utilisant ces majorations.

Reste �a montrer l'additivit�e de g. Fixons a;b 2 D

n

, tels que a;b � n=2 (resp. a;b � �n=2).

Le Lemme 4.2 permet alors d'exhiber avec probabilit�e strictement sup�erieure �a (1 � 384�),

donc non nulle, un �el�ement y 2 f0;1; : : : ;ng (resp. y 2 f0;� 1; : : : ;� ng) tel que :

jg(a+ b)� (P (a+ b+ y)� P (y))j � 8�n

jg(a) � (P (a+ y)� P (y))j � 8�n

jg(b) � (P (b+ (a+ y))� P (a+ y))j � 8�n:

La preuve s'ach�eve alors par une in�egalit�e triangulaire combinant ces trois majorations.
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3. Stabilit�e

Nous nous int�eressons ici �a un sous-probl�eme de la stabilit�e de l'�equation de lin�earit�e

dilat�ee. Cette stabilit�e est su�sante pour d�emontrer la robustesse compl�ete du test de lin�earit�e

dilat�ee avec l'aide de la robustesse approch�ee pr�ec�edemment �etudi�ee (Th�eor�eme 4.1). Avant

d'�enoncer le r�esultat, introduisons la notation D

+

n

pour d�esigner la partie positive de D

n

, i.e.

D

+

n

d�ef

= fx 2 D

n

: x > 0g.

Th�eor�eme 4.2. Soit � � 0. Soit g : D

+

2n

! R telle que

8x;y 2 fn=2; : : : ;ng; jg(x+ y)� g(x) � g(y)j � �n;

8x 2 D

+

n

; g(x) =

1

2

k

x

g(2

k

x

x):

alors la fonction lin�eaire l : D

+

n

! R d�e�nie par l(n)

d�ef

= g(n) satisfait

8x 2 D

+

n

; jg(x) � l(x)j � 5�x:

Preuve. La preuve est similaire �a celle du Th�eor�eme 2.1. Tout d'abord g est prolong�e en

une fonction h sur l'ensemble d'entiers D d�e�ni par D

d�ef

= fx 2 Z : x � n=2g. Apr�es avoir

montr�e que h satisfait approximativement une propri�et�e de doublement, le Lemme 2.3 est

utilis�e pour conclure que h reste proche d'une fonction lin�eaire. La propri�et�e de dilatation de

g ach�eve alors la preuve.

L'extension h est construite de sorte que g et h co��ncident sur l'ensemble fn=2; : : : ;ng, et

que h suive la même direction que la fonction lin�eaire l d�e�nie par l(n)

d�ef

= g(n). Soit donc

pour tout x 2 D :

h(x)

d�ef

=

(

g(x) si n=2 � x � n,

h(x� n=2) + g(n)=2 si x > n

:

Montrons alors que pour tout x 2 D,

jh(2x) � 2h(x)j �

5�n

2

:(4.2)

Puisque h(x) = h(x�n=2)+g(n)=2 pour les entiers x > n, Il su�t de d�emonter cette propri�et�e

lorsque n=2 � x � n.

Supposons d'abord que n=2 � x � 3n=4. Alors h(2x) = g(2x�n=2)+g(n)=2 et h(x) = g(x),

donc l'additivit�e approch�ee de g entrâ�ne :

jh(2x) � 2h(x)j = jg(2x � n=2) + g(n)=2 � 2g(x)j

� jg(2x) � g(2x � n=2)� g(n=2)j +

1

2

jg(n)� 2g(n=2)j + jg(2x) � 2g(x)j

�

5�n

2

:

Consid�erons maintenant le cas 3n=4 < x � n. Alors h(2x) = g(2x�n)+g(n) et h(x) = g(x),

donc de mani�ere analogue :

jh(2x)� 2h(x)j = jg(2x � n) + g(n)� 2g(x)j

� jg(2x) � g(2x � n)� g(n)j+ jg(2x) � 2g(x)j

� 2�n:
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Apr�es avoir observer que pour tout x 2 D, lim

m!1

h(2

m

x)=2

m

= l(x), le Lemme 2.3

entrâ�ne

8x 2 D; jl(x)� h(x)j �

5�n

2

:

La preuve est alors termin�ee puisque pour tout x 2 D

+

n

, la fonction g satisfait g(x) =

g(2

k

x

x)=2

k

x

et 2

k

x

x � n=2.

4. Auto-tester les fonctions lin�eaires (bis)

4.1. Pour des termes d'erreur lin�eaires. Les r�esultats des deux sections pr�ec�edentes

nous permettent de construire un auto-testeur pour des distances seuils construites sur des

termes d'erreurs de calcul lin�eaires. Ces termes d'erreurs sont valides de degr�e 1 dans la ter-

minologie du Chapitre 2. Par cons�equent cet auto-testeur comble une lacune du Th�eor�eme 2.3

qui ne traite que les termes d'erreur valides de degr�e 0 � p < 1.

Tout d'abord, la robustesse du test de lin�earit�e dilat�ee (Test 4.1) d�ecoule des Th�eor�emes 4.1

et 4.2, et est explicit�ee dans le corollaire suivant. Par abus de notation, �-Rej(P ) y d�esigne la

probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e dilat�ee sur D

4n

et param�etr�e par le r�eel � � 0 :

�-Rej(P )

d�ef

= Pr

x;y2D

4n

h

jP (2

k

x

x+ y)� 2

k

x

P (x)� P (y)j > �2

k

x

jxj

i

;

et (�jxj)-Dist(P;L) la distance seuil de P �a l'ensemble des fonctions lin�eaires pour le terme

d'erreur de calcul (x;v) 7! �jxj.

Corollaire 4.1. Soient � � 0 et 0 � � � 1=512. Alors pour tout P : D

8n

! R,

�-Rej(P ) � � =) (137�jxj)-Dist

D

n

(P;l) � 32�;

o�u la fonction lin�eaire l 2 L est d�e�nie par

l(n)

d�ef

= M�ed

y2D

2n

:y�0

(P (n+ y)� P (y)) :

Preuve. Supposons �-Rej(P ) � �. Les Th�eor�emes 4.1 et 4.2 entrâ�nent l'existence d'une

fonction g : D

2n

! R qui reste proche de P :

Pr

x2D

n

[jP (x)� g(x)j > �jxj] � 32�;

mais aussi proche sur D

+

n

(resp. D

�

n

) d'une fonction lin�eaire l (resp. l

0

) co��ncidant avec g en

n (resp �n) :

8x 2 D

+

n

; jg(x) � l(x)j � 120�jxj;

8x 2 D

�

n

; jg(x) � l

0

(x)j � 120�jxj;

et en�n telle que g(0) = 0 et jg(n) + g(�n)j � 16�n. Donc �nalement

8x 2 D

n

; jg(x) � l(x)j � 136�jxj:

Observons que d'apr�es la construction de g au Th�eor�eme 4.1, la fonction l est bien d�e�nie

comme annonc�ee.
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La continuit�e du même test s'�etablie simplement comme suit en utilisant la même m�ethode

qu'au Lemme 2.7.

Lemme 4.3. Soit � � 0. Alors tout P : D

8n

! R satisfait

�-Rej(P ) � 6 � (

�jxj

18

)-Dist

D

8n

(P;L):

A�n que notre auto-testeur soit e�cace, le terme d'erreur x ! �2

k

x

jxj sera remplac�e

comme �a la Section 4 par le terme d'erreur (1;4)-�equivalent

x!

(

0 si x = 0 ou � = 0

2

dlog

2

�e+k

x

+dlog

2

(jxj)e

sinon:

Ainsi robustesse et continuit�e du test de lin�earit�e dilat�ee entrâ�nent avec le Th�eor�eme 1.1

l'existence d'un auto-testeur pour les fonctions lin�eaires comme suit.

Th�eor�eme 4.3. Soit � � 0. Alors pour tout 0 < � � 1=1024 il existe un auto-testeur T

qui satisfait sur l'entr�ee 0 <  < 1 et pour tout programme P : D

8n

! R:

{ si (

�jxj

18

)-Dist

D

8n

(P;L) �

�

12

alors T

P

() retourne BON avec probabilit�e sup�erieure �a (1�

),

{ si (548�jxj)-Dist

D

n

(P;L) � 64� alors T

P

() retourne MAUVAIS avec probabilit�e sup�erieu-

re �a (1� ),

en utilisant au plus O(ln(1=)=�) appels �a P , comparaisons, d�ecalages binaires, et additions.

4.2. Pour des termes d'erreurs relatifs. Le test de lin�earit�e dilat�ee peut être modi��e

pour �etablir une continuit�e et une robustesse pour des distances seuil construites sur des termes

d'erreur de calcul relatifs. Soit donc le test suivant nomm�e test de lin�earit�e relative.

Test 4.2.

Test-lin�earit�e-relative(P;�)

1. Tirer al�eatoirement y 2 f0; : : : ;ng.

2. Calculer G = P (n� y) + P (y).

3. Calculer

~

� = �jGj=n.

4. E�ectuer Test-lin�earit�e-dilat�ee(ext(P;G);

~

�).

O�u la fonction ext(P;G) est d�e�nie en x 2 Z par :

ext(P;G)(x)

d�ef

=

8

>

<

>

:

P (x) si x 2 D

n

,

ext(P;G)(x� n) +G si x > n,

ext(P;G)(x+ n)�G si x < �n.

Posons �-Rej

r

(P ) la probabilit�e de rejet �a ce test, et �-Dist

r

D

n

(P;L) la distance seuil de P

aux fonctions lin�eaires sur D

n

pour le terme d'erreur relatif (x;v) 7! �jvj. Le test de lin�earit�e

relative est drobuste pour cette distance seuil.

Th�eor�eme 4.4. Soient � � 0 et 0 � � � 1=512. Alors pour tout P : D

n

! R,

�-Rej

r

(P ) � � =) 137�-Dist

r

D

n

(P;L) � 32�:
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Preuve. Soit P : D

n

! R satisfaisant �-Rej

r

(P ) � �. N�ecessairement il existe un �el�ement

y 2 D

n

tel que pour les valeurs G

d�ef

= P (n� y) + P (y) et

~

�

d�ef

= �jGj=n, la fonction ext(P;G) ait

une probabilit�e de rejet inf�erieure �a � au test Test-lin�earit�e-dilat�ee(ext(P;G);

~

�). Alors la

robustesse de ce test exhib�ee au Corollaire 4.1 nous apprend l'existence d'une fonction lin�eaire

l 2 L d�e�nie par

l(n)

d�ef

= M�ed

y2D

2n

:y�0

(P (n+ y)� P (y)) ;

et satisfaisant (137

~

�jxj)-Dist

D

n

(P;l) � 32�: Mais un simple calcul montre que l(n) = G, et

donc

17�-Dist

r

D

n

(P;l) = (17

~

�jxj)-Dist

D

n

(P;l) � 32�:

La continuit�e du même test s'�enonce ainsi.

Lemme 4.4. Soit 0 � � � 18. Alors tout P : D

n

! R satisfait

�-Rej

r

(P ) � 10 � (

�

72

)-Dist

r

D

n

(P;L):

Preuve. Soient �

d�ef

= (

�

72

)-Dist

r

D

n

(P;L), et l 2 L satisfaisant (

�

72

)-Dist

r

D

n

(P;l) = �. Posons

G

d�ef

= P (n� y) + P (y), et

~

�

d�ef

= �jGj=n, pour chaque y 2 f0; : : : ;ng.

Le Lemme de Contraction 2.4 permet d'�etablir que, avec probabilit�e sup�erieure �a (1� 4�)

prise sur y parcourant f0; : : : ;ng, la valeur G satisfait jG� l(n)j � �jl(n)j=36.

Lorsque l'in�egalit�e pr�ec�edente est satisfaite la distance (

�

36

)-Dist

r

D

8n

(ext(P;G);l) se majore

ais�ement par �. Mais comme �=36 � 1=2, l'in�egalit�e suppos�ee entrâ�ne aussi jl(n)j � 2jGj, et

la majoration de la distance pr�ec�edente a une variante non relative :

(

�jxj

18

)-Dist

D

8n

(ext(P;G);l) � �:

Le Lemme 4.3 nous dit alors que la probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e dilat�ee est inf�erieure

�a 6�.

En conclusion, la probabilit�e de rejet au test de lin�earit�e relative est inf�erieure �a 10�.

Le Th�eor�eme 1.1 nous permet maintenant de construire �a partir du test de lin�earit�e relative,

un auto-testeur pour les fonctions lin�eaires avec erreur relative. Pour être e�cace, la quantit�e

~

�

apparaissant dans le test de lin�earit�e relative sera remplac�ee par

~

�

0

, une puissance de 2 d�e�nie

par

~

�

0

d�ef

=

(

0 si � = 0 ou G = 0,

2

dlog

2

�e+dlog

2

jGje�blog

2

nc

sinon,

qui v�eri�e

~

� �

~

�

0

� 8

~

�.

Th�eor�eme 4.5. Soit 0 � � � 18. Alors pour tout 0 < � � 1=1024 il existe un auto-testeur

T qui satisfait sur l'entr�ee 0 <  < 1 et pour tout programme P : D

8n

! R:

{ si (

�

72

)-Dist

r

D

n

(P;L) �

�

20

alors T

P

() retourne BON avec probabilit�e sup�erieure �a (1�),

{ si (137�)-Dist

r

D

n

(P;L) � 64� alors T

P

() retourne MAUVAIS avec probabilit�e sup�erieure

�a (1� ),

en utilisant au plus O(ln(1=)=�) appels �a P , comparaisons, d�ecalages binaires, et additions.
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5. Auto-tester les fonctions multilin�eaires

Nous abordons en�n l'auto-test des fonctions multilin�eaires. Nous allons exhiber un test

pour ces fonctions construit sur le test de lin�earit�e relative (Test 4.2). Intuitivement ce test

v�eri�e al�eatoirement que le programme est approximativement lin�eaire suivant chacune de ses

variables.

Test 4.3.

Test-multilin�earit�e-relative(P;�)

1. Tirer al�eatoirement ~z 2 (D

n

)

d

.

2. Tirer al�eatoirement i 2 f1; : : : ;dg.

3. E�ectuer Test-lin�earit�e-relative(

~

P

i

~z

;�).

O�u la fonction

~

P

i

~z

est d�e�nie en t 2 D

n

par

~

P

i

~z

(t)

d�ef

= P (z

1

; : : : ;z

i�1

;t;z

i+1

; : : : ;z

d

):

La robustesse et la continuit�e de ce test peuvent se montrer �a l'aide de celles de la sec-

tion pr�ec�edente. Pour ce, nous utilisons une m�ethode similaire �a celle de Friedl, H�ats�agi, et

Shen [FHS94] pour un sc�enario d'auto-test de polynômes en calcul exact. En majorant et

minorant la distance entre une fonction �a d variables et aux fonctions multilin�eaires, par ses

distances successives aux fonctions lin�eaires par rapport �a leur i-�eme variable, pour i = 1; : : : ;d.

Nous �etablissons les mêmes encadrements pour notre situation. Avant de les �enoncer, posons

L

d

l'ensemble des fonctions multilin�eaires sur (D

n

)

d

, et L

d

i

l'ensemble des fonctions d�e�nies

sur (D

+

n

)

d

et lin�eaires par rapport �a leur i-�eme variable.

Lemme 4.5. Soit � � 0. Alors toute fonction f : (D

n

)

d

! R satisfait

1

d

d

X

i=1

�-Dist

r

(D

n

)

d

(f;L

d

i

) � �-Dist

r

(D

n

)

d

(f;L

d

):

Preuve. La preuve est imm�ediate en remarquant que pour chaque i = 1; : : : ;d :

�-Dist

r

(D

n

)

d

(f;L

d

i

) � �-Dist

r

(D

n

)

d

(f;L

d

):

L'autre borne est par contre plus complexe �a d�emontrer.

Lemme 4.6. Soit 0 � � � 1=(16d

2

). Alors toute fonction f : (D

n

)

d

! R satisfait

(4d�)-Dist

r

(D

n

)

d

(f;L

d

) � 2

d

X

i=1

�-Dist

r

(D

n

)

d

(f;L

d

i

):

Preuve. Nous prouvons le r�esultat par r�ecurrence sur d en r�eutilisant certaines id�ees de

la preuve du Th�eor�eme 3.1.

Le cas d = 1 est imm�ediat. Supposons la propri�et�e vraie au rang (d�1) pour un entier d � 2.

Nous allons alors prouver que l'in�egalit�e suivante est vraie, ce qui prouvera avec l'hypoth�ese

de r�ecurrence que la propri�et�e est vraie au rang d :

(4d�)-Dist

r

(f;L

d

) � (4(d � 1)�)-Dist

r

(f;L

d�1

) + 2(�-Dist

r

(f;L

d

d

));(4.3)



4. FONCTIONS MULTILIN

�

EAIRES 47

o�u Dist

r

repr�esente pour simpli�er Dist

r

(D

n

)

d

, et L

d�1

l'ensemble des fonctions r�eelles d�e�nies

sur (D

n

)

d

et qui sont lin�eaires par rapport �a leurs (d� 1) premi�eres variables.

Posons �

1

d�ef

= (4(d � 1)�)-Dist

r

(f;L

d�1

) et �

2

d�ef

= �-Dist

r

(f;L

d

d

). Soient alors l

1

2 L

d�1

et

l

2

2 L

d

d

telles que (4(d� 1)�)-Dist

r

(f;l

1

) = �

1

; et �-Dist

r

(f;l

2

) = �

2

: Nous avons clairement la

majoration :

Pr

~z2(D

n

)

d

�

jl

2

(~z)� f(~z)j > �jl

2

(~z)j

ou jf(~z)� l

1

(~z)j > (4d� 4)�jl

1

(~z)j

�

� �

1

+ �

2

:(4.4)

Cette in�egalit�e implique n�ecessairement l'existence d'un �el�ement b 2 D

n

tel que

Pr

~z2(D

n

)

d

:z

d

=b

�

jl

2

(~z)� f(~z)j > �jl

2

(~z)j

ou jf(~z)� l

1

(~z)j > (4d� 4)�jl

1

(~z)j

�

� �

1

+ �

2

:(4.5)

Soit donc l 2 L

d

la fonction multilin�eaire d�e�nie sur (D

n

)

d

par l(�; : : : ; � ;b)

d�ef

= l

1

(�; : : : ; � ;b).

Nous allons montrer que f est proche de l au sens de l'in�egalit�e (4.3).

Tout d'abord, puisque 0 � � � 1=(16d

2

) on a facilement que :

(4d�)-Dist

r

(f;l) � Pr

~z2(D

n

)

d

2

4

jf(~z)� l

2

(~z)j > �jl

2

(~z)j

ou jl

2

(~z)� l(~z)j > (4d� 2)�jl

2

(~z)j

ou jl

2

(~z)j > (1 + 4d�)jl(~z)j

3

5

:

Mais l et l

2

sont lin�eaires par rapport �a leur derni�ere variable, donc la variable z

d

peut arbi-

trairement �x�ee �a z

d

= b dans les deux derni�eres in�egalit�es sans changer la probabilit�e globale.

En utilisant alors la d�e�nition de l

2

, nous obtenons :

(4d�)-Dist

r

(f;l) � �

2

+ Pr

~z2(D

n

)

d

:z

d

=b

�

jl

2

(~z)� l(~z)j > (4d� 2)�jl

2

(~z)j

ou jl

2

(~z)j > (1 + 4d�)jl(~z)j

�

:

En r�ep�etant la premi�ere manipulation puisque 0 � � � 1=(16d

2

) et l(�; : : : ; � ;b) = l

1

(�; : : : ; � ;b),

nous avons :

(4d�)-Dist

r

(f;l) � �

2

+ Pr

~z2(D

n

)

d

:z

d

=b

2

6

6

4

jl

2

(~z)� f(~z)j > �jl

2

(~z)j

ou jf(~z)� l

1

(~z)j > (4d� 4)�jl

1

(~z)j

ou jl

2

(~z)j > (1 + 4d�)jl

1

(~z)j

ou jl

1

(~z)j > (1 + 4d�)jl

2

(~z)j

3

7

7

5

:

Etant donn�e l'encadrement 0 � � � 1=(16d

2

), il se trouve que lorsque les deux premi�eres

in�egalit�es ne sont pas satisfaites, alors n�ecessairement aucune des deux derni�eres ne l'est.

Donc ce terme de probabilit�e ne d�epend pas des deux derni�eres conditions. Alors en�n,

l'in�egalit�e (4.5) nous am�ene �a la majoration souhait�ee :

(4d�)-Dist

r

(f;l) � �

2

+ Pr

~z2(D

n

)

d

:z

d

=b

�

jl

2

(~z)� f(~z)j > �jl

2

(~z)j

ou jf(~z)� l

1

(~z)j > (4d � 4)�jl

1

(~z)j

�

� 2�

2

+ �

1

:

Alors comme pr�ec�edemment, la robustesse et la continuit�e du test de multilin�earit�e relative

peuvent être �etablies, et elles conduiront ensuite par le Th�eor�eme 1.1 �a l'auto-testeur suivant.
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Th�eor�eme 4.6. Soit 0 � � � O(1=d

2

). Alors pour tout 0 < � � O(1) il existe un auto-

testeur T qui satisfait sur l'entr�ee 0 <  < 1 et pour tout programme P : (D

8n

)

d

! R:

{ si �-Dist

r

D

n

(P;L) � � alors T

P

() retourne BON avec probabilit�e sup�erieure �a (1� ),

{ si (C

1

�)-Dist

r

D

n

(P;L) � C

2

� alors T

P

() retourne MAUVAIS avec probabilit�e sup�erieure

�a (1� ),

o�u C

1

d�ef

= O(d) et C

2

d�ef

= O(d), et en utilisant au plus O(ln(1=)=�) appels �a P , comparaisons,

d�ecalages binaires, et additions.
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Deuxi�eme partie

Auto-test pour le calcul quantique
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CHAPITRE 5

Mod�ele

Cette partie est une introduction au mod�ele du calcul quantique. Les notions math�emati-

ques de la physique quantique n�ecessaires pour notre �etude sont pr�esent�ees comme axiomes.

Pour une pr�esentation plus physique on pourra consulter les notes de cours en ligne de Pres-

kill [Pre98].

1. L'�etat quantique

Consid�erons l'ensemble S des �etats possibles d'un syst�eme classique. S peut être �ni lorsque

par exemple S = f0;1g pour les �etats d'un bit, ou S = f0;1g

n

pour n bits, mais aussi in�ni

pour les �etats possibles d'une machine de Turing. Puisque nous nous int�eressons aux portes

quantiques, S sera suppos�e �ni et pour simpli�er nous supposons S = f0;1; : : : ;N � 1g.

Le formalisme qui suit servira �a d�ecrire les �etats possibles de n bits correspondant au cas

S = f0;1g

n

, i.e. N = 2

n

.

Nous consid�erons maintenant successivement les cas o�u ce syst�eme peut �evoluer de mani�ere

probabiliste, quantique, ou les deux �a la fois. S d�esigne les �etats classiques associ�es �a ces

�evolutions, i.e. les �etats dans lequel un syst�eme peut se retrouver apr�es observation.

Le syst�eme est dans un �etat probabiliste lorsqu'il est d�ecrit par une distribution de proba-

bilit�e sur S, soit un vecteur v 2 R

S

�a coordonn�ees positives ou nulles et de somme 1 de sorte

que la probabilit�e d'observer le syst�eme dans un �etat i 2 S est donn�ee par la coordonn�ee v

i

.

Par exemple, un bit probabiliste est un �el�ement (p;1�p) 2 R

2

, avec 0 � p � 1. L'�evolution d'un

syst�eme probabiliste est mod�elis�ee par une matrice r�eelle A de taille N dont les coe�cients

sont positifs ou nuls et de somme 1 sur chacune des colonnes. Une telle matrice est dite positive

et stochastique. Apr�es l'�evolution A le nouvel �etat v

0

du syst�eme d�epend de l'�etat pr�ec�edent v

par la relation v

0

= Av. Dans le cas de la corr�elation de deux syst�emes dont les �etats classiques

sont respectivement d�ecrits par S

1

et S

2

, l'�etat probabiliste du syst�eme global est d�ecrit par

un vecteur v 2 R

S

1

�S

2

= R

S

1


R

S

2

. Intuitivement un �etat est s�epar�e lorsque les deux syst�emes

n'interagissent pas, et enchevêtr�e sinon. Formellement, l'�etat est s�epar�e si v = v

1


 v

2

, avec

v

1

2 R

S

1

et v

2

2 R

S

2

, et enchevêtr�e dans le cas contraire. Si l'�evolution de v est elle-même

s�epar�ee, alors la partie v

1

�evolue selon A

1

, et la partie v

2

selon A

2

, de sorte que l'�evolution

de v est d�ecrite par la matrice A

1


A

2

satisfaisant A

1


A

2

(v

1


 v

2

)

d�ef

= (A

1

v

1

)
 (A

2

v

2

). Ces

notions s'�etendent pour plusieurs syst�emes corr�el�es.

Lorsqu'un syst�eme est en superposition quantique, son �etat quantique est d�ecrit par un

vecteur norm�e de l'espace de Hilbert (C

S

;k�k

2

). Dans la notation de Dirac, un tel vecteur

est repr�esent�e par j i, son vecteur adjoint j i

y

par h j, le produit scalaire (resp. ext�erieur)

entre j i et j 

0

i par h j 

0

i (resp. j ih 

0

j). Un bit quantique, ou qubit, est donc un �el�ement

jbi = �j0i + �j1i, avec �;� 2 C tels que j�j

2

+ j�j

2

= 1. L'�evolution d'une superposition

quantique est d�ecrite par une matrice unitaire A de dimension N , i.e. qui pr�eserve la norme,

ou encore une matrice complexe telle que A

y

A soit l'identit�e. La mesure de von Neumann

d'un syst�eme consiste �a transformer son �etat quantique en un �etat probabiliste de sorte que

la probabilit�e d'observer j i dans un �etat i 2 S apr�es la mesure, est donn�ee par le carr�e du

module de la coordonn�e j i

i

, soit jhij ij

2

. Implicitement cette mesure est reli�ee �a la base

canonique (jii)

i2S

de C

S

. Une mesure de von Neumann dans une autre base orthonorm�ee est

tout �a fait envisageable. Alors l'observation de j i 2 C

S

par une mesure de von Neumann
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dans une base orthonorm�ee B de C

S

produit avec probabilit�e jh'j ij

2

l'�etat j'i 2 B. Lorsque

S = f0;1g

n

, la base canonique (jwi)

w2f0;1g

n
est appel�ee base de calcul. Si S = S

1

�S

2

repr�esente

la corr�elation de deux syst�emes, alors l'�etat quantique du syst�eme global est d�ecrit par un

vecteur j i 2 C

S

1

�S

2

= C

S

1


 C

S

2

. Comme pour les �etats probabilistes, les �etats s�epar�es sont

de la forme j 

1

i 
 j 

2

i, et enchevêtr�es sinon. Une �evolution s�epar�ee sur S

1

et S

2

est alors de

la forme A

1


 A

2

. Une mesure du premier syst�eme est possible. Ce nouvel �etat est �a la fois

probabiliste et quantique. Un nouveau mod�ele est alors n�ecessaire pour d�ecrire tous les �etats

possibles d'un syst�eme physique.

Les �etats quantiques repr�esentant des superpositions quantiques sont dits �etats purs. L'�etat

d'un syst�eme est ditm�elang�e lorsqu'il est une distribution de probabilit�e d'�etats purs. Une telle

distribution est appel�ee m�elange. Physiquement deux distributions de probabilit�e d'�etats purs

peuvent repr�esenter le même �etat physique. L'objet math�ematique repr�esentant �d�element

tout �etat physique est la matrice densit�e.

D�e�nition. Une matrice densit�e � de taille N est une matrice complexe de dimension N

telle que :

{ � est hermitienne : �

y

= �,

{ � est positive : 8j i 2 C

N

;h j�j i � 0,

{ � est de trace 1 : Tr � = 1.

Tout �etat pur j i est repr�esent�e par la matrice densit�e  = j ih j, et tout m�elange

f(p

k

;j 

k

i)g par  =

P

k

p

k

j 

k

ih 

k

j. Par abus de notation, la matrice densit�e associ�ee �a l'�etat

pur j i sera not�ee  . Par exemple, les �etats purs e

i

j i, pour 0 �  < 2�, ou les m�elanges

f(

1

2

;j0i);(

1

2

;j1i)g et f(

1

2

;

j0i+j1i

2

);(

1

2

;

j0i�j1i

2

)g ont respectivement la même matrice densit�e.

Inversement, toute matrice densit�e � de taille N se diagonalise dans une base orthonorm�ee

de vecteurs propres (je

i

i)

0�i<N

dont les valeurs propres associ�ees (�

i

)

0�i<N

sont des r�eels

positifs ou nuls de somme 1, et repr�esente donc le m�elange f(�

i

;je

i

i) : 0 � i < Ng, soit dit

autrement � =

P

N�1

i=0

�

i

je

i

ihe

i

j. Les matrices densit�es repr�esentant des �etats purs ont une

caract�erisation alg�ebrique simple : � repr�esente un �etat pur si et seulement si � a exactement

les deux valeurs propres 0 avec multiplicit�e N � 1 et 1 avec multiplicit�e 1, ou de mani�ere

�equivalente si �

2

= �.

La matrice densit�e � d'un qubit s'�ecrit en particulier � = pj0ih0j+(1� p)j1ih1j+�j1ih0j+

�

�

j0ih1j, o�u 0 � p � 1 et � 2 C sont tels que j�j

2

� p(1� p). Cette matrice densit�e repr�esente

un �etat pur lorsque son d�eterminant est nul, i.e. j�j

2

= p(1 � p). Elle sera not�ee par la suite

�(p;�) :

�(p;�)

d�ef

=

�

p �

�

� 1� p

�

:

En�n lorsque la discussion portera sur la corr�elation de plusieurs syst�emes, nous emploie-

rons comme pr�ec�edemment le quali�catif s�epar�e pour d�esigner un �etat dont la matrice densit�e

s'�ecrit comme produit tensoriel des matrices densit�es de chaque �etat local, et celui d'enchevêtr�e

dans le cas contraire.

2. Superop�erateurs

2.1. G�en�eralit�es. L'�evolution de tout syst�eme physique est d�ecrite par une transforma-

tion sp�eci�que agissant sur les matrices densit�es repr�esentant les �etats du syst�eme. De telles
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transformations agissant sur les op�erateurs matrices densit�es sont exactement caract�eris�ees

par les superop�erateurs compl�etement positifs, ou CPSO, d�e�nis ci-dessous.

D�e�nition.

{ Un superop�erateur de taille N est une transformation lin�eaire sur C

N�N

.

{ Un superop�erateur positif (PSO) est un superop�erateur qui conserve l'espace des ma-

trices densit�es.

{ Un superop�erateur compl�etement positif (CPSO) G est un superop�erateur positif tel

que pour tout entier M � 1, le superop�erateur G 
 I

M

est positif, o�u I

M

d�esigne le

superop�erateur identit�e de taille M .

Tout PSO n'est pas n�ecessairement un CPSO. Par exemple, le PSO transposition T agis-

sant sur un qubit d�e�ni par T (jiihjj)

d�ef

= jjihij, pour i;j 2 f0;1g n'est pas un CPSO. En e�et,

si � d�esigne la matrice densit�e caract�erisant l'�etat pur

1

2

(j0i + j1i)




2

, alors T 
 I

2

(�) admet

la valeur propre �1.

2.2. Transformations unitaires. Le calcul quantique est fond�e sur la possibilit�e de

construire des CPSO particuliers, dits unitaires, pr�eservant entre autre l'ensemble des �etats

purs. Ces superop�erateurs sont construits �a partir des matrices unitaires comme suit.

D�e�nition. Un superop�erateur G de taille N est unitaire s'il existe une matrice unitaire

A de taille N telle que

8V 2 C

N�N

; G(V ) = A

y

V A:

Par abus de notation, le superop�erateur unitaire associ�e �a la matrice unitaire A sera not�e

A. Si j 

0

i repr�esente Aj i, alors le superop�erateur unitaire A envoie l'�etat pur  sur l'�etat

pur  

0

. Comme pour la repr�esentation de Dirac des �etats purs, plusieurs matrices unitaires

peuvent d�e�nir le même superop�erateur unitaire. Si A est une matrice unitaire, alors pour

tout r�eel 0 �  < 2�, les matrices unitaires e

i

A d�e�nissent le même superop�erateur unitaire.

Il su�t donc de consid�erer les matrices unitaires de U(N)=U(1), o�u la notation U(M) d�esigne

l'ensemble des matrices unitaires de taille M , pour tout entier M � 1.

2.3. Mesures. Les mesures sont une autre classe importante de CPSO (non unitaires).

Elles d�ecrivent les transformations physiques correspondant �a une observation du syst�eme.

Etant donn�ee une base orthonorm�ee B de C

N

, la mesure de von Neumann dans la base B est

le superop�erateurM

B

de taille N satisfaisantM

B

(V )

d�ef

=

P

j i2B

(h jV j i)j ih j, pour toute

matrice complexe V de taille N . Nous dirons alors que la probabilit�e d'observer j i 2 B sur la

matrice densit�e � est h j�j i. Lorsque B = fjii : 0 � i < Ng, la mesure de von Neumann est

dite canonique et seulement not�ee M . Elle est alors simplement d�e�nie parM(jiihij)

d�ef

= jiihij

et M(jiihjj)

d�ef

= 0, si i 6= j. Lorsque S = f0;1g

n

et N = 2

n

, la mesure de von Neumann

canonique est appel�ee mesure de von Neumann dans la base de calcul. Dans le cas d'un seul

qubit, cette mesure envoie la matrice densit�e �(p;�) vers la matrice densit�e �(p;0).

Une mesure g�en�eralis�ee est simplement une mesure de von Neumann pr�ec�ed�ee de l'appli-

cation d'un CPSO. Toute mesure g�en�eralis�ee peut donc s'�ecrire de la formeM �G, o�u G est

un CPSO quelconque.
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3. Sph�ere de Bloch

L'�etat du qubit ainsi que ses transformations physiques ont une repr�esentation beaucoup

plus naturelle dans R

3

. Cette repr�esentation est bas�ee sur l'isomorphisme entre U(2)=U(1) et

SO(3), le groupe sp�ecial des rotations sur R

3

. Elle nous permet de repr�esenter les �etats purs

comme des points de la sph�ere unitaire de R

3

, les �etats m�elang�es comme des points de la boule

unitaire de R

3

, et les superop�erateurs unitaires comme des rotations dans R

3

. Les CPSO en

g�en�eral sont alors simplement des transformations a�nes particuli�eres conservant entre autre

la boule unitaire de R

3

. Pour une justi�cation de ce qui suit dans cette section, on pourra

consulter le cours de Preskill [Pre98].

Plus pr�ecis�ement, la boule de Bloch B (resp. sph�ere de Bloch S) est la boule unit�e (resp.

sph�ere unit�e) de l'espace a�ne euclidien R

3

. Chaque point u 2 R

3

d�etermine un vecteur de

mêmes coordonn�ees qui sera aussi not�e u par abus de notation. Le produit scalaire sur R

3

entre deux vecteurs u et v sera not�e u� v, et la norme kuk.

Chaque vecteur u 2 R

3

est aussi caract�eris�e par sa norme r � 0, sa latitude 0 � � � �, et sa

longitude 0 � ' < 2�. La latitude est l'angle entre l'axe z et le vecteur u, et la longitude l'angle

entre l'axe x et la projection orthogonale de u sur le plan d'�equation z = 0. Si u = (x;y;z)

alors ces param�etres satisfont x = r sin � cos', y = r sin � sin', et z = r cos �.

Les matrices densit�es d'un qubit sont envoy�ees dans B par la bijection a�ne

�(p;�) 7! (2Re(�);2 Im(�);2p� 1);

dont l'application inverse est d�e�nie par

(x;y;z) 7!

1

2

�

I

2

+ x

�

0 1

1 0

�

+ y

�

0 �i

i 0

�

+ z

�

1 0

0 �1

��

:

Les trois matrices intervenant sont appel�eesmatrices de Pauli. Ces matrices ont la particularit�e

de former avec l'identit�e une base r�eelle des matrices complexes hermitiennes de taille 2. Par

abus de notation, le point de B associ�e �a la matrice densit�e � de taille 2 sera not�e �.

Dans ce formalisme, les �etats purs sont caract�eris�es dans B par leur norme.

Proposition 5.1. Une matrice densit�e � d'un qubit repr�esente un �etat pur si et seulement

si k�k = 1.

De plus, si 0 � � � � et 0 � ' < 2� sont respectivement la latitude et la longitude de

 2 S, alors la matrice densit�e correspondante d�ecrit l'�etat pur

j i = cos(�=2)j0i + sin(�=2)e

i'

j1i:

La Figure 5.1 illustre cette repr�esentation. En particulier, deux �etats purs orthogonaux dans

C

2

se retrouvent diam�etralement oppos�es dans R

3

. La notation suivante sera utilis�ee pour les

six �etats purs port�es par les trois axes de coordonn�ees x, y, et z :

j�

+

x

i

d�ef

=

1

p

2

(j0i+ j1i) j�

+

y

i

d�ef

=

1

p

2

(j0i+ ij1i) j�

+

z

i

d�ef

= j0i

j�

�

x

i

d�ef

=

1

p

2

(j0i � j1i) j�

�

y

i

d�ef

=

1

p

2

(j0i � ij1i) j�

�

z

i

d�ef

= j1i;
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dont les coordonn�ees dans R

3

satisfont �

�

x

= (�1;0;0), �

�

y

= (0; � 1;0), �

�

z

= (0;0; � 1).

-

y

6

z

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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�
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Fig. 5.1. Repr�esentation d'un �etat pur sur la sph�ere de Bloch

Toute matrice densit�e � d'un qubit pouvant s'�ecrire � = pj ih j+(1� p)j 

?

ih 

?

j, o�u j i

et j 

?

i sont deux vecteurs orthonorm�es de C

2

, sa repr�esentation � dans R

3

(voir Figure 5.2)

s'�ecrit simplement comme le barycentre des points  et  

?

respectivement pond�er�es par p et

(1� p).

Tout PSO G agissant sur un qubit induit naturellement une transformation a�ne G sur

R

3

conservant B et d�e�nie en � par G(�)

d�ef

= G(�). De plus l'application G 7! G est un

isomorphisme entre l'ensemble des PSO agissant sur un qubit et l'ensemble des applications

a�nes de R

3

conservant B. Si de plusG est un CPSO, alors G v�eri�e d'autres propri�et�es. Une

de ses propri�et�es, expos�ee au Th�eor�eme 5.1, sera fondamentale pour notre travail. Elle exprime

le fait qu'une transformation a�ne correspondant �a un CPSO peut parfois être uniquement

d�e�nie par l'image de trois points non align�es, alors que cette situation ne peut jamais se

produire pour une application dont on sait uniquement qu'elle est a�ne. En�n, G est un

CPSO unitaire si et seulement si G est une rotation de R

3

, i.e. l'application A 7! A est un

isomorphisme de U(2)=U(1) dans SO(3).

Pour les r�eels �� < � � �, 0 � � � �=2, et 0 � ' < 2�, nous noterons R

�;�;'

la

transformation unitaire sur C

2

d�e�nie par R

�;�;'

j i

d�ef

= j i et R

�;�;'

j 

?

i

d�ef

= e

i�

j 

?

i, o�u

j i

d�ef

= cos(�=2)j0i+sin(�=2)e

i'

j1i et j 

?

i

d�ef

= sin(�=2)j0i� cos(�=2)e

i'

j1i. Ces transformations

parcourent tout U(2)=U(1) et correspondent dans R

3

aux rotations d'angle � autour de l'axe
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coupant S en  et  

?

. Lorsque � = 0, la transformation R

�;0;'

ne d�epend pas de ' et nous la

noterons R

�

.

-

y

6

z
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Fig. 5.2. Repr�esentation d'une matrice densit�e dans la boule de Bloch

Distinguons quelques CPSO unitaires correspondant �a quelques portes bien connues en

calcul quantique. Pour tout r�eel 0 � ' < 2�, soit NOT

'

la porte n�egation dans la base

(j0i;e

i'

j1i) d�e�nie comme la transformation unitaire de C

2

telle que NOT

'

j0i

d�ef

= e

i'

j1i et

NOT

'

(e

i'

j1i)

d�ef

= j0i, et satisfaisant NOT

'

= R

�;�=2;'

; et soit H

'

la porte Hadamard dans

la même base telle que H

'

j0i

d�ef

=

j0i+e

i'

j1i

p

2

et H

'

(e

i'

j1i)

d�ef

=

j0i�e

i'

j1i

p

2

, et satisfaisant H

'

=

R

�;�=4;'

.

En�n, le CPSO correspondant �a la mesure de von Neumann du qubit dans la base de

calcul peut être vu dans R

3

comme la projection orthogonale sur l'axe z. Alors la probabilit�e

d'observer 0 (resp. 1) sur la matrice densit�e � telle que � = (x;y;z) est

1+z

2

(resp.

1�z

2

).

4. Norme

A�n de parler d'approximation de CPSO, nous devons d�e�nir une distance. Cette distance

est d�e�nie par rapport �a la norme trace, entre autre pr�ec�edemment utilis�ee par Aharonov, Ki-

taev, et Nisan [AKN98] pour l'�etude de la propagation des erreurs dans les circuits quantiques.

La norme trace k�k

1

est d�e�nie sur les matrices complexes de taille N � 1 par

kV k

1

d�ef

= Tr

p

V

y

V ;

o�u

p

V

y

V repr�esente la matrice hermitienne positive A telle que A

2

= V

y

V . Une telle matrice

A existe toujours car V

y

V est toujours hermitienne positive. On peut aussi d�e�nir kV k

1

comme
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la somme des modules des valeurs propres de V , pour tout V 2 C

N�N

. En particulier, si � est

une matrice densit�e, alors k�k

1

= 1.

Cette norme capture physiquement tr�es bien la notion de distance entre deux matrices

densit�es, et c'est pourquoi nous l'utiliserons. Etant donn�ee une mesure de von Neumann,

ou g�en�eralis�ee, une matrice densit�e � induit une distribution d de probabilit�e sur la base

de la mesure. La norme trace de la di��erence de deux matrices densit�es est la distance en

variation maximale entre les deux distributions de probabilit�e induites, pour toutes les mesures

g�en�eralis�ees possibles. Le maximum �etant atteint en fait pour une mesure de von Neumann

seule. Formalisons ceci en notant d

M�G

(�) la distribution de probabilit�e associ�ee �a chaque

matrice densit�e � par la mesure g�en�eralis�ee M � G. La distance en variation entre deux

distributions d et d

0

sur f0; : : : ;N � 1g est d�e�nie et not�ee par

jd� d

0

j

d�ef

=

N�1

X

i=0

jd

i

� d

0

i

j;

o�u d

i

(resp. d

0

i

) d�enote la probabilit�e de l'�ev�enement i par la distribution d (resp. d

0

).

Proposition 5.2. Soient �

1

et �

2

deux matrices densit�es de taille N . Soit M le CPSO

de taille N correspondant �a la mesure de von Neumann dans la base canonique. Alors

k�

1

� �

2

k

1

= Maxfjd

M�G

(�

1

)� d

M�G

(�

2

)j : G CPSO de taille Ng:

En fait ce maximum est atteint pour la mesure de von Neumann dans la base des vecteurs

propres de (�

1

� �

2

) ([AKN98, Lem. 11]).

Dans le cas du qubit, cette norme satisfait la propri�et�e suivante.

Lemme 5.1. Pour toutes matrices densit�es d'un qubit �(p;�) et �(q;�),

k�(p;�)� �(q;�)k

1

= k�(p;�) � �(q;�)k = 2

p

(p� q)

2

+ j�� �j

2

:

Preuve. Soit V

d�ef

= �(p;�)� �(q;�). Alors

V =

�

p� q (�� �)

�

�� � q � p

�

:

Calculons le produit V

y

V :

V

y

V =

�

(p� q)

2

+ j�� �j

2

0

0 j�� �j

2

+ (p� q)

2

�

:

Donc le membre de gauche �egale le membre de droit dans la double �equation du lemme.

Calculons maintenant le membre du milieu :

k�(p;�) � �(q;�)k = k(2Re(�);2 Im(�);2p � 1)� (2Re(�);2 Im(�);2q � 1)k

= 2

p

(p� q)

2

+ j�� �j

2

:

Nous aurons aussi recours �a des propri�et�es plus g�en�erales �enonc�ees dans la proposition

suivante. La premi�ere partie est tir�ee de [AKN98, Lem. 10], et la deuxi�eme est imm�ediate en

remarquant que si kV k

1

est la somme des modules des valeurs propres de V , alors

p

Tr(V

y

V )

est la somme des carr�es des modules des mêmes valeurs propres.
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Proposition 5.3. Pour tout V 2 C

N�N

et W 2 C

M�M

, la norme trace satisfait

kV 
Wk

1

= kV k

1

kWk

1

et

q

Tr(V

y

V ) � kV k

1

:

La norme trace induit une norme d'op�erateur sur les superop�erateurs. Cette norme not�ee

k�k

1

est d�e�nie pour tout superop�erateur G par

kGk

1

d�ef

= SupfkG(V )k

1

: kV k

1

= 1g:

Les CPSO sont contractants pour cette norme (voir [AKN98, Lem. 12]) :

Proposition 5.4. Tout CPSO G satisfait kGk

1

= 1.

La norme k�k

1

est g�en�eralis�ee pour les k-uplets de superop�erateurs par

k(G

1

; : : : ;G

k

)k

1

d�ef

= MaxfkG

1

k

1

; : : : ;kG

k

k

1

g:

Nous noterons aussi Dist

1

(�;�) la distance induite par cette norme.

Notons en�n qu'Aharonov, Kitaev, et Nisan [AKN98] ont mis en �evidence un inconv�enient

de la norme k�k

1

. La norme d'un superop�erateur peut crô�tre lorsqu'il est tensoris�e avec

l'identit�e. Ce probl�eme est s�erieux lorsque l'�etude porte sur des circuits quantiques �a plusieurs

qubits construits �a partir de portes agissant localement sur peu de qubits. Pour r�esoudre ce

probl�eme, ils ont propos�e une autre norme, not�ee k�k

�

et appel�ee norme losange, qui est mul-

tiplicative par rapport au produit tensoriel. Cette norme est d�e�nie par kGk

�

d�ef

= kG
 I

N

k

1

,

pour tout superop�erateur G de taille N . La notion d'erreur induite k�k

1

�etant physiquement

plus int�eressante, nous exprimerons nos r�esultats avec cette norme et ne nous servirons de la

norme k�k

�

que comme outil dans la preuve du Lemme 8.1. Toutefois, notons que ces normes

restent �equivalentes pour des superop�erateurs de taille born�ee. Or notre �etude portant sur des

superop�erateurs agissant au plus sur deux qubits, nos r�esultats restent donc valides pour la

norme k�k

�

.

Lemme 5.2. Pour tout superop�erateur G de taille N ,

kTk

1

� kTk

�

� NkTk

1

:

Preuve. La majoration de gauche fait r�ef�erence �a [AKN98, Lem. 12].

Pour la majoration de droite, rappelons que kTk

�

= kG 
 I

N

k

1

, et prenons un �el�ement

V 2 C

N


 C

N

tel que kV k

1

= 1. D�ecomposons V dans la base canonique, alors :

V =

N�1

X

i;j;k;l=0

�

ijkl

(jiihjj) 
 (jkihlj):

Mais

p

Tr(V

y

V ), qui est major�ee par 1 d'apr�es Proposition 5.3, est aussi �egale �a la somme

P

ijkl

j�

ijkl

j

2

. Donc par une in�egalit�e de Cauchy-Schwartz, on d�eduit la majoration

X

ijkl

j�

ijkl

j � N:

La preuve se termine en observant que pour chaque i;j;k;l :

k(G
 I

N

)((jiihjj) 
 (jkihlj))k

1

= kG(jiihjj)k

1

kjkihljk

1

� kGk

1

:
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Donc pour tout V 2 C

N


 C

N

tel que kV k

1

= 1, nous avons

k(G
 I

N

)(V )k

1

� NkGk

1

:

5. Propri�et�es des CPSO

5.1. Propri�et�es g�en�erales aux PSO. Pour le cas du qubit, certaines propri�et�es des

CPSO sont directement reli�ees �a celles de transformations a�nes de R

3

conservant B et sont

donc aussi valables plus g�en�eralement pour les PSO.

Lemme 5.3. Soit f : R

3

! R

3

une transformation a�ne telle que f(B) � B. Alors f

satisfait les deux propri�et�es suivantes :

(a) 8u;v 2 R

3

; kf(u)� f(v)k � ku� vk;

(b) Si f n'est pas constante alors pour tout u 2 B, f(u) 2 S =) u 2 S.

Ce lemme se r�e�ecrit pour les PSO de la mani�ere suivante.

Lemme 5.4. Soit G un PSO agissant sur un qubit, et soient � et � deux matrices densit�es

d'un qubit. Alors :

(a) kG(�)�G(�)k

1

� k�� �k

1

;

(b) Si G n'est pas constant et G(�) repr�esente un �etat pur, alors � repr�esente aussi un �etat

pur.

Remarque. La premi�ere propri�et�e est imm�ediate lorsque G est un CPSO puisqu'alors

kGk

1

= 1.

Prouvons maintenant le premier lemme qui implique le second.

Preuve. (a) Soient deux �el�ements distincts u;v 2 R

3

. Puisque f est une application

a�ne, nous avons

f(u)� f(v) = ku� vkf

�

u� v

ku� vk

�

:

Mais

u�v

ku�vk

est de norme 1, et par hypoth�ese f(B) � B, donc

kf(u)� f(v)k = ku� vk �









f

�

u� v

ku� vk

�









� ku� vk:

(b) Prouvons la deuxi�eme propri�et�e par l'absurde. Supposons donc qu'il existe un �el�ement

u 2 B�S tel que kf(u)k = 1. Comme f n'est pas constante, il existe un autre �el�ement

v 2 B tel que f(v) 6= f(u). Pour chaque r�eel " > 0, soit w

"

d�ef

= u + "(u � v). Fixons un

" > 0 tel que w

"

2 B. Un tel " existe car d'apr�es notre hypoth�ese de travail u est �a

l'int�erieur de B. L'a�nit�e de f en w

"

donne

f(w

"

) = f(u) + "(f(u)� f(v)):
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Donc en utilisant kf(u)k = 1, la norme de f(w

"

) satisfait

kf(w

"

)k

2

= 1 + 2"(f(u)� f(v))� f(u) + "

2

kf(u)� f(v)k

2

= 1 + 2"(1 � f(v)� f(u)) + "

2

kf(u)� f(v)k

2

� 1 + "

2

kf(u)� f(v)k

2

> 1:

Nous avons donc exhib�e un �el�ement w

"

2 B tel que f(w

"

) 62 B, ce qui contredit l'hy-

poth�ese f(B) � B.

5.2. Propri�et�es sp�eci�ques aux CPSO. Un premier fait surprenant des CPSO est

qu'un CPSO admettant un inverse �etant aussi un CPSO est alors n�ecessairement un CPSO

unitaire. Une preuve de ce r�esultat est disponible sur le cours de Preskill [Pre98, Ch. 3, Sec. 8].

Proposition 5.5. Soient G et H deux CPSO de taille N tels que G �H = I

N

. Alors G

et H sont des CPSO unitaires.

Une transformation a�ne de R

3

est uniquement d�e�nie par les images de quatre points

non coplanaires. Etonnement, trois points non align�es peuvent être su�sants si cette transfor-

mation correspond �a un CPSO agissant sur un qubit. Coupl�ee avec la Proposition 5.5, cette

propri�et�e des CPSO est fondamentale pour la suite. Ces deux r�esultats nous apprennent que

si deux CPSO compos�es agissent comme l'identit�e en trois points bien choisis, alors ils sont

tous les deux unitaires. Ce n'est pas tant le passage de quatre points �a trois points qui est

important mais plus l'absence de la condition de non-coplanarit�e. Ainsi même si les it�er�es

des �etats classiques �

�

z

par une porte Hadamard sont coplanaires dans B, il sera possible de

caract�eriser une telle porte uniquement en fonction de ses it�er�es sur les �etats classiques. Voici

donc ce r�esultat g�en�eralis�e pour n qubits.

Th�eor�eme 5.1. Soient �

1

, �

2

, et �

3

trois matrices densit�es distinctes repr�esentant des

�etats de qubits purs, et telles que le plan dans R

3

contenant les points �

1

, �

2

, et �

3

passe

par le centre de B. Si G est un CPSO agissant comme l'identit�e sur l'ensemble de n qubits

f�

1

;�

2

;�

3

g




n

de cardinal 3

n

, alors G est l'identit�e.

Preuve. Soit P le plan de R

3

contenant les points �

1

, �

2

, et �

3

. Pour simpli�er la preuve,

supposons que �

�

z

et �

�

x

sont dans P . Chaque matrice densit�e � d'un qubit telle que � 2 P ,

est en faite une combinaison lin�eaire des matrices �

1

, �

2

, et �

3

. Par cons�equent, la lin�earit�e

du superop�erateur G entrâ�ne qu'il agit comme l'identit�e sur toutes les matrices densit�es de n

qubits de l'ensemble f� : � 2 Pg


n

. Nous allons montrer que G agit comme l'identit�e sur les

matrices densit�es s�epar�ees de n qubits, i.e. s'exprimant comme produit tensoriel de matrices

densit�es d'un qubit. Les combinaisons lin�eaires �nies de ces matrices engendrant toutes les

autres matrices, le r�esultat sera alors d�emontr�e.

Pour ce, soient pour tout entier k l'ensemble A

k

des matrices densit�e de k qubits s�epar�ees,

et l'ensemble B

k

d�ef

= f�

�

x

;�

�

z

g


k

. Nous allons montrer par r�ecurrence sur k, que pour tout

0 � k � n, le CPSO G agit comme l'identit�e sur A

k


 B

n�k

. Le cas k = 0 est vrai par

hypoth�ese.

Supposons le r�esultat vrai pour un entier 0 � k � n�1. Fixons alors � 2 A

k

et � 2 B

n�k�1

.

Pour chaque matrice densit�e d'un qubit �, nous noterons ~� la matrice densit�e de n qubits
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~�

d�ef

= � 
 � 
 � . Nous prouvons maintenant que G(~�) = ~�, pour tout � 2 A

1

. Pour ce, la

possibilit�e d'�ecrire la matrice densit�e 	

+

repr�esentant l'�etat enchevêtr�e (j00i + j11i)=

p

2, dit

EPR, comme produit tensoriel des matrices �

�

�

sera utilis�ee :

	

+

=

1

2

(�

+

x


 �

+

x

+ �

�

x


 �

�

x

+ �

+

z


 �

+

z

+ �

�

z


 �

�

z

)�

1

2

(�

+

y


 �

+

y

+ �

�

y


 �

�

y

):

Ceci se g�en�eralise imm�ediatement pour l'�etat pur j�i

d�ef

= (j

~

0ij

~

0i+ j

~

1ij

~

1i)=

p

2:

� =

1

2

(

~

�

+

x




~

�

+

x

+

~

�

�

x




~

�

�

x

+

~

�

+

z




~

�

+

z

+

~

�

�

z




~

�

�

z

)�

1

2

(

~

�

+

y




~

�

+

y

+

~

�

�

y




~

�

�

y

):

Appliquons maintenant le CPSO I

2

n


G �a la matrice densit�e � :

(I

2

n


G)(�) =

1

2

[

~

�

+

x




~

�

+

x

+

~

�

�

x




~

�

�

x

+

~

�

+

z




~

�

+

z

+

~

�

�

z




~

�

�

z

�

~

�

+

y


G(

~

�

+

y

)�

~

�

�

y


G(

~

�

�

y

)]:

Posons alors pour tout j'i et j'

0

i repr�esentant des �etats purs et orthogonaux de n qubit,

j�

�

''

0

i

d�ef

= (j'ij'

0

i� j'

0

ij'i)=

p

2. Les vecteurs j�

�

''

0

i sons tous dans le cône isotrope de chaque

matrice densit�e de la forme  
  , o�u  repr�esente un �etat pur de n qubits :

h�

�

''

0

j 
  j�

�

''

0

i = 0:

Inversement, on peut v�eri�er que toute matrice densit�e de 2n qubits de cône isotrope contenant

tous les vecteurs j�

�

''

0

i est n�ecessairement de la forme  
 , avec  repr�esentant un �etat pur

de n qubits.

Par cons�equent, chaque vecteur j�

�

''

0

i satisfait

h�

�

''

0

j(I

2

n


G)(�)j�

�

''

0

i = �

1

2

h�

�

''

0

j

~

�

+

y


G(

~

�

+

y

)j�

�

''

0

i �

1

2

h�

�

''

0

j

~

�

�

y


G(

~

�

�

y

)j�

�

''

0

i:

Puisque G est un CPSO, chacun des membres ((h�j � j�i)) devant être positifs ou nuls, ils sont en

fait tous nuls, et donc G(

~

�

y

�

) =

~

�

�

y

. Par cons�equent, G agit comme l'identit�e sur les matrices

densit�es

~

�

�

z

,

~

�

�

x

, et

~

�

�

y

, dont les combinaisons lin�eaires �nies g�en�erent toutes les matrices

densit�es ~�. Finalement, G �etant lin�eaire, il agit comme l'identit�e sur chacune des matrices

densit�es ~�.

Ce th�eor�eme admet une variante approch�ee pour le cas du qubit.

Th�eor�eme 5.2. Soient �

1

et �

2

deux matrices densit�es distinctes repr�esentant des �etats

de qubit purs, et telles que les vecteurs �

1

et �

2

sont orthogonaux dans R

3

. Soit 0 � " � 1. Si

G est un CPSO agissant sur un qubit tel que kG(�) � �k � ", pour � 2 f��

1

; � �

2

g, alors

kG� I

2

k

1

� 121".

Preuve. Comme pr�ec�edemment nous supposons pour simpli�er que �

1

= �

+

x

et �

2

= �

+

z

.

Posons �

d�ef

= G(�

+

y

) et (x;y;z)

d�ef

= �. Le Lemme 5.4(a) implique kG(�

+

z

)��k

1

� k�

+

z

��

+

y

k

1

=

p

2.

Par hypoth�ese nous savons de plus que kG(�

+

z

)��

+

z

k

1

� ". Par cons�equent k�

+

z

��k

1

�

p

2+".

La même relation peut être �ecrite pour les trois autres matrices densit�es �

�

z

, �

+

x

, et �

�

x

. Alors

n�ecessairement, les coordonn�ees de � doivent satisfaire les quatre in�egalit�es suivantes.

x

2

+ y

2

+ (z � 1)

2

� (

p

2 + ")

2

� 2 + 4" et (x� 1)

2

+ y

2

+ z

2

� 2 + 4":(5.1)
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D'autres restrictions sur (x;y;z) viennent du fait queG est un CPSO. Nous utilisons encore

la d�ecomposition de l'�etat EPR 	

+

:

(I

2


G)(	

+

) =

1

2

(�

+

x


G(�

+

x

) + �

�

x


G(�

�

x

) + �

+

z


G(�

+

z

) + �

�

z


G(�

�

z

))

�

1

2

(�

+

y


G(�

+

y

) + �

�

y


G(�

�

y

)):

En utilisant les hypoth�eses du th�eor�eme, la projection de cet �etat sur l'�etat pur enchevêtr�e et

antisym�etrique j�

�

i = (j01i � j10i)=

p

2 donne

h�

�

j(I

2


G)(	

+

)j�

�

i � 2"�

1

2

h�

�

j�

+

y


G(�

+

y

)j�

�

i �

1

2

h�

�

j�

�

y


G(�

�

y

)j�

�

i:

Puisque G est un CPSO, les termes ((h�j � j�i)) sont positifs ou nuls, et donc 0 � h�

�

j�

+

y




�j�

�

i � 4". Une �etape calculatoire permet alors de montrer que cette relation implique que

la coordonn�ee y doit satisfaire 1� 16" � y � 1.

Cette derni�ere in�egalit�e implique l'autre in�egalit�e y

2

� 1 � 32", qui combin�ee avec les

autres restrictions en (5.1), entrâ�ne (x� 1)

2

� 2 + 4" � y

2

� z

2

� 1 + 36", et similairement

(z � 1)

2

� 1+36". Alors n�ecessairement les coordonn�ees x et z de � satisfont�18" � x;z � 18".

Ces bornes combin�ees �a l'encadrement 1�16" � y � 1 donnent �nalement kG(�

+

y

)��

+

y

k

1

=

p

x

2

+ (y � 1)

2

+ z

2

�

p

904". La même majoration peut être d�emontr�ee pour �

�

y

. Alors le

Lemme 5.5 permet de conclure la preuve.

Lemme 5.5. Soit G un superop�erateur agissant sur un qubit. Soit " � 0 tel que kG(�)�

�k

1

� ", pour � 2 f�

�

x

;�

�

y

;�

�

z

g, alors kG� I

2

k

1

� 4".

Preuve. Toute matrice complexe V de taille 2 s'�ecrit

V

d�ef

=

�

a b

c d

�

= a�

+

z

+ d�

�

z

+

b+ c

2

(�

+

x

�

1

2

(�

+

z

+ �

�

z

)) + i

b� c

2

(�

+

y

�

1

2

(�

+

z

+ �

�

z

)):

Les normes k�

�

�

k

1

valant toutes 1, les hypoth�eses sur G entrâ�nent

kG(V )� V k

1

� 2"(jaj + jbj+ jcj + jdj):

Mais d'apr�es la Proposition 5.3

p

Tr(V

y

V ) � kV k

1

. Or Tr(V

y

V ) = jaj

2

+ jbj

2

+ jcj

2

+ jdj

2

. Une

in�egalit�e de Cauchy-Schwarz permet donc d'�etablir jaj+ jbj+ jcj+ jdj � 2kV k

1

, ce qui conclut

la preuve.
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CHAPITRE 6

Auto-tester les fonctions probabilistes

L'auto-test de portes quantiques, i.e. vues comme des CPSO, est reli�e �a l'auto-test d'objets

plus g�en�eraux que sont les fonctions probabilistes. Dans ce chapitre, des m�ethodes g�en�eriques

de construction de tels auto-testeurs vont être expos�ees avant de revenir �a l'auto-test quan-

tique.

1. Caract�erisation probabiliste : robustesse et continuit�e

Dans ce qui suit, une fonction probabiliste f de D dans S est une fonction d�e�nie sur D et

�a valeurs dans l'ensemble D(S) des distributions de probabilit�e sur S. Avec le formalisme du

chapitre pr�ec�edent, pour chaque x 2 D, la distribution f(x) est donc un �etat probabiliste sur

S. A partir de maintenant le cas S = f0;1; : : : ;N � 1g est consid�er�e. On notera Pr [f(x) = i]

la probabilit�e d'observer i 2 S sur f(x). Alors �evaluer f en x signi�e tirer al�eatoirement i 2 S

selon la distribution de probabilit�e f(x). Si f est une fonction probabiliste d'une certaine

classe C, on veut pouvoir d�ecider si, pour une certaine pseudo-distance, f est proche d'une

sous-classe F de C. Intuitivement, une fonction probabiliste repr�esentera l'oracle probabiliste

associ�e aux portes quantiques test�ees par l'interface quantique.

En reprenant la d�emarche g�en�erale de l'auto-test, une caract�erisation probabiliste bas�ee

sur des �equations fonctionnelles particuli�eres �a la fois robustes et continues entrâ�nent ensuite

la possibilit�e d'auto-tester simplement les fonctions probabilistes.

D�e�nition. Une �equation probabiliste est une �equation de la forme

Pr [f(x) = i] = r;(6.1)

o�u 0 � r � 1 est un r�eel, i � 0 un entier, et f une variable repr�esentant une fonction

probabiliste. Le terme de probabilit�e d�esigne le membre de gauche de l'�equation, et le terme

constant celui de droite.

Une terminologie relative �a ces �equations doit maintenant être introduite. Pour tout r�eel

� � 0, une fonction probabiliste f �-satisfait (6.1) si jPr [f(x) = i] � rj � �. Lorsque � = 0,

on dira seulement que f satisfait (6.1). Ces notions de satisfaisabilit�e sont naturellement

�etendues �a un syst�eme �ni (E) d'�equations probabilistes de sorte que f �-satisfait (E) si f

�-satisfait chaque �equation probabiliste de (E). Etant �x�ee une classe C de fonctions probabi-

listes, l'ensemble ff 2 C : f satisfait (E)g sera not�e F

(E)

(C), ou simplement F

(E)

lorsque C est

sous-entendu dans le contexte. En�n, un ensemble F est caract�erisable dans C s'il correspond

�a F

(E)

(C) pour un certain syst�eme �ni (E) d'�equations probabilistes. Dans ce cas, nous dirons

que (E) caract�erise F dans C. Inversement, un syst�eme �ni d'�equations probabilistes (E) est

satisfaisable dans C si F

(E)

(C) 6= ;.

Les notions de robustesse et de stabilit�e d�e�nies dans la premi�ere partie se g�en�eralisent

ais�ement �a ces �equations.

D�e�nition. Soit (E) un syst�eme �ni d'�equations probabilistes satisfaisable. Le syst�eme

(E) est (�;�)-continue sur C pour la pseudo-distance Dist, si

8f 2 C; Dist(f;F

(E)

(C)) � � =) f �-satisfait (E):
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D�e�nition. Soit (E) un syst�eme �ni d'�equations probabilistes satisfaisable. Le syst�eme

(E) est (�;�)-robuste sur C pour la pseudo-distance Dist, si

8f 2 C; f �-satisfait (E) =) Dist(f;F

(E)

(C)) � �:

2. Un auto-testeur g�en�erique

Dans cette section, nous montrons l'existence g�en�erique d'un auto-testeur pour les en-

sembles de fonctions probabilistes caract�erisables. Pour cet auto-testeur l'interface est triviale.

Cependant ce r�esultat s'appliquera �a toute classe d'objets dont la classe des oracles probabi-

listes, pour une certaine interface, est caract�erisable.

Th�eor�eme 6.1. Soit (E) un syst�eme de d �equations probabilistes caract�erisant F sur C.

Soit 0 < � < 1=2. Si (E) est (�

1

;�=2)-continue sur C pour une pseudo-distance Dist

1

, et (�

2

;2�)-

robuste sur C pour une autre pseudo-distance Dist

2

, alors il existe un (Dist

1

;�

1

;Dist

2

;�

2

)-

auto-testeur de F sur C qui utilise, pour tout param�etre de con�ance 0 <  < 1, au plus

O(d ln(d=)=�

2

) appels �a la fonction probabiliste test�ee, incr�ementations, comparaisons, et

d�ecalages binaires.

Preuve. Le testeur T consiste simplement en l'estimation des termes de probabilit�es de

chaque �equation probabiliste de (E) a�n de les comparer aux termes constants associ�es. Cette

estimation est e�ectu�ee par des �evaluations successives de la fonction test�ee. Les bornes de

Cherno� nous garantissent alors que cette estimation est bonne avec grande probabilit�e.

Plus pr�ecis�ement, soit f 2 C repr�esentant la fonction probabiliste test�ee. Consid�erons une

�equation probabiliste de (E) dont le terme de probabilit�e pour f vaut p et le terme constant

r. Tout d'abord, on demande �a T de connâ�tre une approximation rationnelle ~r de r telle

que j~r � rj � �=4. Ensuite, un argument de type bornes de Cherno� garantit que T peut

calculer une estimation ~p de p avec probabilit�e sup�erieure �a (1� =d). tel que j~p� pj � �=4 en

�echantillonnant O(ln(d=)=�

2

) fois f (voir par exemple [McD98, Th. 2.1]). Alors T accepte si

pour chaque �equation probabiliste de (E), l'estimation ~p satisfait j~p� ~rj � �.

Si Dist

1

(f;F) � �

1

, alors la continuit�e de (E) implique que f (�=2)-satisfait (E), i.e.

jp � rj � �=2, pour chaque �equation probabiliste de (E), et j~p � ~rj � � avec probabilit�e

sup�erieure �a (1� =d). Donc T accepte f avec probabilit�e sup�erieure �a (1� ).

Si en revanche Dist

2

(f;F) > �

2

, alors la contrapos�ee de la robustesse de (E) implique que

f ne (2�)-satisfait pas (E), i.e. jp � rj > 2� pour une �equation probabiliste de (E), et pour

cette �equation j~p � ~rj > 3�=2 > � avec probabilit�e sup�erieure �a (1 � =d). Donc T n'accepte

pas f avec probabilit�e sup�erieure �a (1� ).

3. Cas des portes quantiques

Pour auto-tester une porte quantique, vue comme CPSO, l'interface quantique introduite

dans le chapitre d'introduction est utilis�ee. L'oracle probabiliste associ�e au CPSO G par

cette interface est not�e O[G] et appel�e oracle quantique. Les CPSO repr�esentant certaines

portes quantiques unitaires seront caract�eris�es par des syst�emes �nis d'�equations probabilistes

sur leurs oracles quantiques. Soient 0 � r � 1 un r�eel, v et w deux mots de n bits, et C

une description d'un circuit quantique [Deu89, AKN98] agissant sur n qubits et construit

uniquement �a partir de m param�etres, G

1

; : : : ;G

m

, repr�esentant des CPSO. A�n d'all�eger les
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notations, une �equation probabiliste de la forme

Pr [O[G

1

; : : : ;G

m

](C;w) = v] = r;

sera repr�esent�ee par une �equation probabiliste CPSO �a m variables,

Pr

v

[(C(G

1

; : : : ;G

m

)(jwihwj)] = r:

La distance entre deux oracles quantiques, l'un d�e�ni �a partir des CPSO (G

1

; : : : ;G

m

) et

l'autre �a partir de (G

0

1

; : : : ;G

0

m

), est prise �egale �a Dist

1

((G

1

; : : : ;G

m

);(G

0

1

; : : : ;G

0

m

)).

Dans le Chapitre 7, une s�erie de syst�emes d'�equations probabilistes de CPSO caract�erisant

des ensembles de portes importants va être exhib�ee. Apr�es une �etude de la continuit�e et de

la robustesse de ces caract�erisations, nous pourrons �etablir l'existence d'auto-testeurs quan-

tiques [DMMS00] pour ces ensembles au Chapitre 8.
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CHAPITRE 7

Caract�erisation des portes quantiques

Nous nous int�eressons maintenant �a caract�eriser certaines portes quantiques unitaires. En

particulier, nous caract�eriserons un ensemble de triplets de portes dont chaque triplet est

universel et tol�erant �a l'erreur.

1. Cas impossibles

Evidemment, le cas id�eal consisterait �a pouvoir d�ecider avec grande probabilit�e si une porte

donn�ee est proche de la porte souhait�ee. En g�en�eral ceci est impossible dans notre mod�ele de

test. A chaque CPSO G, il est possible d'associer un ensemble G de CPSO indistinguables,

i.e. tel qu'aucun auto-test ne peut distinguerG d'un �el�ement de G. Pour pr�eciser l'ensemble G

introduisons quelques notations. La base de calcul du qubit, (j0i;j1i), d�e�nit implicitement la

base de calcul de n-qubit par (jwi

d�ef

= jw

1

i 
 : : :
 jw

n

i : w 2 f0;1g

n

), puis celle canonique des

matrices densit�es (jwihw

0

j : w;w

0

2 f0;1g

n

). Changer de base de calcul signi�e consid�erer une

nouvelle base orthonorm�ee (j 

0

i;j 

1

i) comme base de calcul du qubit. Alors la nouvelle base

de calcul pour n qubits est (j 

w

i

d�ef

= j 

w

1

i 
 : : : 
 j 

w

n

i : w 2 f0;1g

n

), et pour les matrices

densit�es (j 

w

ih 

w

0

j : w;w

0

2 f0;1g

n

). Intuitivement, j 

0

i remplace j0i, et j 

1

i remplace j1i.

Pour tout CPSO G agissant sur n qubits (resp. matrice densit�e � de n qubits), la notation

G

'

(resp. �

'

) d�esigne le CPSO G (resp. la matrice densit�e �) exprim�e dans la nouvelle base

de calcul obtenue par la substitution de j1i par e

i'

j1i (j0i restant inchang�e); et G

�

(resp. �

�

)

d�esigne le superop�erateur G (resp. la matrice densit�e �) dans lequel chaque coe�cient de sa

matrice est remplac�e par son conjugu�e. A tout CPSO G, est associ�e l'ensemble I(G) d�e�nie

par

I(G)

d�ef

= fG

�

;G

'

: 0 � ' < 2�g:

Cet ensemble v�eri�e la propri�et�e annonc�ee.

Lemme 7.1. Soient G un CPSO agissant sur n qubits, et w 2 f0;1g

n

. Alors pour tout

G

0

2 I(G),

M �G(jwihwj) =M �G

0

(jwihwj);

o�u M d�esigne la mesure de von Neumann dans la base de calcul.

Preuve. Fixons v;w 2 f0;1g

n

, et posons alors �

d�ef

= G(jwihwj). Par d�e�nition nous avons,

pour chaque r�eel 0 � ' < 2�,

�

'

= G

'

(jwihwj

'

);

�

�

= G

�

(jwihwj

�

):

Mais les changements de base consid�er�es n'a�ectent pas les matrices densit�es de la forme jtihtj,

pour tout t 2 f0;1g

n

, ni les �el�ements (r�eels) de la diagonale de toute matrice densit�e. Donc

jwihwj = jwihwj

'

, jwihwj = jwihwj

�

, et siM est le CPSO associ�e �a la mesure de von Neumann

dans la base de calcul, alorsM =M

'

etM =M

�

.

Donc �nalement,M (�) =M

'

(�

'

) etM(�) =M

�

(�

�

), ce qui conclut la preuve.

Le lemme pr�ec�edent a une interpr�etation g�eom�etrique reposant sur l'�etude des degr�es de

libert�e de la repr�esentation du qubit dans B.
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Puisque seules les matrices densit�es construites �a partir de produits tensoriels de j0ih0j et

j1ih1j sont utilis�ees dans les �equations probabilistes de CPSO, nous pouvons consid�erer que

l'axe z est �x�e, mais que les axes x et y ne le sont pas. Le choix de l'axe x correspond au

choix de l'origine des latitudes, et celui de z au sens positif des rotations. Le sens positif des

rotations revient aussi �a choisir �a laquelle des deux racines du polynôme X

2

+1 est �egal �a ((i)).

Alors appliquer la transformation G 7! G

'

revient �a faire pivoter la boule B autour de

l'axe z d'un angle ', et appliquer G 7! G

�

�a changer de sens positif de rotation autour de

l'axe z.

Donnons maintenant une version de ce lemme pour les oracles quantiques, prouvant l'ins-

distinguabilit�e des CPSO de I(G).

Lemme 7.2. Soient G

1

; : : : ;G

m

m superop�erateurs agissant chacun sur un nombre �ni

de qubits. Alors pour tout 0 � ' < 2�,

O[G

1

; : : : ;G

m

] = O[G

'

1

; : : : ;G

'

m

];

O[G

1

; : : : ;G

m

] = O[G

�

1

; : : : ;G

�

m

]:

Preuve. Soit (C;w) une question �a ces oracles quantiques. Nous allons montrer que

leurs r�eponses d�e�nissent les mêmes distributions de probabilit�e. Posons le CPSO G

d�ef

=

C(G

1

; : : : ;G

m

). Alors G satisfait pour tout 0 � ' < 2�,

G

'

= C(G

'

1

; : : : ;G

'

m

);

G

�

= C(G

�

1

; : : : ;G

�

m

):

Le Lemme 7.1 permet de conclure que n�ecessairement, pour tout 0 � ' < 2� :

M �G(jwihwj) =M �G

'

(jwihwj) =M �G

�

(jwihwj):

Pour le cas des CPSO unitaires agissant sur un qubit, il vient naturellement, avec les

observations pr�ec�edentes, que R

'

�;�;0

= R

�;�;'

et R

�

�;�;'

= R

��;�;'

. Par cons�equent, l'ensemble

I(R

�;�

;'), not�e R

�;�

, v�eri�e

R

�;�

= fR

��;�;'

: 0 � ' < 2�g:

Pour les portes n�egations et Hadamard, nous posons

N

d�ef

= R

�;�=2

= fNOT

'

: 0 � ' < 2�g

et

H

d�ef

= R

�;�=4

= fH

'

: 0 � ' < 2�g:

2. Portes isol�ees �a un qubit

Nous nous int�eressons dans cette section �a caract�eriser les ensembles R

�;�

. Puisque le

signe de � ne peut être test�e, nous le supposerons encadr�e par 0 � � � �. De plus, nous

ne consid�ererons que les superop�erateurs unitaires tels que �=� est rationnel. Ce choix est

raisonnable puisque ces superop�erateurs sont denses dans l'ensemble des superop�erateur uni-

taires agissant sur un qubit. Pour un tel superop�erateur, soit n

�

d�ef

= Minfn 2 Nnf0g : n� = 0

mod 2�g. Le cas n

�

= 1 correspond au superop�erateur identit�e.
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Une caract�erisation des ensembles R

�;�

est donn�ee dans le th�eor�eme suivant. Pour � = �

et � = �=4, il caract�erise entre autre l'ensemble H des portes Hadamard.

Th�eor�eme 7.1. Soient 0 < � � � et 0 < � � �=2 tels que �=� est rationnel et (�;�) 6=

(�;�=2). Alors le syst�eme d'�equations probabilistes de CPSO suivant caract�erise R

�;�

:

Pr

0

[G

n

�

(j1ih1j)] = 0; Pr

0

[G

k

(j0ih0j)] = (1 + z

k

(�;�))=2; k 2 f1; : : : ;n

�

g;(7.1)

o�u z

k

(�;�) = cos

2

� + sin

2

� cos(k�).

Preuve. Tout d'abord, observons que chaque CPSO dans R

�;�

satisfait les �equations du

th�eor�eme puisque la coordonn�ee en z des points R

k

�;�;'

(j0ih0j) est z

k

(�;�) pour tout 0 � ' <

2�.

Soit maintenant un CPSO G satisfaisant ces �equations. Nous allons prouver que G est un

CPSO unitaire. Alors le Lemme 7.3 impliquera que n�ecessairement G 2 R

�;�

.

Par hypoth�ese sur � et �, la coordonn�ee z

1

satisfait n�ecessairement z

1

(�;�) 6= �1, et

donc G(j0ih0j) 62 fj0ih0j;j1ih1jg. Puisque z

n

�

(�;�) = 1, on sait aussi que G

n

�

(j0ih0j) = j0ih0j.

Donc G n'est pas constant et le Lemme 5.4(b) implique alors par r�ecurrence descendante que

G(j0ih0j) repr�esente un �etat pur. De plus G

n

�

+1

(j0ih0j) = G(j0ih0j), car G

n

�

(j0ih0j) = j0ih0j.

Les matrices densit�es j0ih0j, j1ih1j, et G(j0ih0j) repr�esentent donc trois �etats purs distincts,

et G

n

�

agit comme l'identit�e sur eux. Par le Th�eor�eme 5.1 G

n

�

est n�ecessairement l'identit�e

partout. Puis la Proposition 5.5 permet de conclure queG est bien un superop�erateur unitaire.

Lemme 7.3. Soient 0 < � � �, 0 < � � �=2, �� < �

0

� �, 0 � �

0

� �=2 tels que �=�

est rationnel. Si z

k

(�;�) = z

k

(�

0

;�

0

) pour tout k 2 f1; : : : ;n

�

g, alors j�

0

j = � et �

0

= �.

Preuve. Par hypoth�ese, z

1

(�;�) 6= 1 et donc n�ecessairement �

0

6= 0 et �

0

6= 0. Alors

l'�egalit�e z

n

�

(�

0

;�

0

) = 1 entrâ�ne n

�

�

0

= 0 mod 2�, i.e. il existe un entier k 2 f1; : : : ;bn

�

=2cg

tel que �

0

= �k�. Or il existe un polynôme de Chebishev T de degr�e k tel que cos(kx) =

T (cos(x)), pour tout x 2 R. Donc l'�egalit�e z

k

(�;�) = z

k

(�

0

;�

0

) peut se r�e�ecrire en

cos

2

� + sin

2

�x = cos

2

�

0

+ sin

2

�

0

T (x);

pour tout x 2 fcos�; : : : ; cos(n

�

�)g. Le cardinal des valeurs que peut prendre x est exactement

1 + bn

�

=2c. Donc l'�egalit�e pr�ec�edente est en fait une �egalit�e polynomiale en x, et le r�esultat

se d�eduit par identi�cation des coe�cients des polynômes de chaque membre.

Les ensembles R

�;�

restants pour lesquels �=� est rationnel, sont fR

��

;R

�

g, pour � 2

[0;�], et N . Le lemme suivant �etablit qu'ils ne sont pas caract�erisables isol�ement.

Lemme 7.4. Il n'existe pas de syst�emes �nis d'�equations probabilistes de CPSO �a une

variable caract�erisant un des ensembles R

�

, pour � 2 [0;�], ou N .

Preuve. Par d�e�nition les CPSO de R

�

(resp. N ) laissent �xe (resp. �echangent) j0ih0j

et j1ih1j. Donc, suivis d'une mesure de von Neumann dans la base de calcul, ils d�e�nissent

encore le même oracle quantique. Par cons�equent, siM d�esigne cette mesure, on a pour tout

CPSO G 2 R

�

(resp. G 2 N ),

O[M �G] = O[G]:

MaisM n'�etant pas unitaire, il est clair queM �G n'est pas dans R

�

(resp. N ).
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N�eanmoins il est possible de les caract�eriser en même temps qu'une porte Hadamard. La

section suivante d�eveloppe cette approche.

3. Paires de portes �a un qubit

L'ensemble N peut être caract�eris�e �a l'aide de l'ensemble H de la mani�ere suivante.

Th�eor�eme 7.2. L'ensemble f(H

'

;NOT

'

) : 0 � ' < 2�g est caract�eris�e par le syst�eme

d'�equations probabilistes de CPSO �a deux variables (F ;G) :

Pr

0

[F (j0ih0j)] = 1=2; Pr

0

[F

2

(j0ih0j)] = 1; Pr

0

[F

2

(j1ih1j)] = 0;

Pr

0

[G(j0ih0j)] = 0; Pr

0

[G(j1ih1j)] = 1; Pr

0

[F �G

2

� F (j0ih0j)] = 1;

Pr

0

[F �G � F (j0ih0j)] = 1:

(7.2)

Preuve. Observons d'abord que les paires (F ;G) de f(H

'

;NOT

'

) : ' 2 [0;2�)g satisfont

le syst�eme du th�eor�eme.

Soient maintenant F et G deux CPSO satisfaisant ce syst�eme. Le CPSO F satisfait en

particulier le syst�eme en (7.1) pour � = � et � = �=4, donc d'apr�es le Th�eor�eme 7.1 il

existe 0 � ' < 2� tel que F = H

'

. Par hypoth�ese, G

2

agit comme l'identit�e sur les deux

matrices densit�es j0ih0j et j1ih1j. De plus H

'

�G

2

� F (j0ih0j) = j0ih0j. Appliquons H

'

sur

chacun des membres de cette derni�ere �egalit�e. Alors puisqueH

2

'

= I

2

, le CPSO G

2

agit aussi

comme l'identit�e sur H

'

(j0ih0j). Le Th�eor�eme 5.1 nous dit alors que G

2

est l'identit�e, puis

la Proposition 5.5 que G est un CPSO unitaire. L'axe de la rotation G est n�ecessairement

contenu dans le plan d'�equation z = 0 puisque j0ih0j et j1ih1j sont �echang�es par G. De plus

cet axe passe par H

'

(j0ih0j) car d'apr�es la derni�ere �equation, G laisse invariant H

'

(j0ih0j).

Le CPSO G est donc bien NOT

'

.

Voici maintenant la caract�erisation des ensembles fR

��

;R

�

g, pour 0 � � � � �a l'aide de

H. Lorsque � = 0, ce th�eor�eme caract�erise le CPSO agissant comme l'identit�e sur un qubit

avec les portes Hadamard.

Th�eor�eme 7.3. Soit 0 � � � �. Si �=� est rationnel, alors l'ensemble H � fR

��

g est

caract�eris�e par le syst�eme d'�equations probabilistes de CPSO �a deux variables (F ;G) :

Pr

0

[F (j0ih0j)] = 1=2; Pr

0

[F

2

(j0ih0j)] = 1; Pr

0

[F

2

(j1ih1j)] = 0;

Pr

0

[G(j0ih0j)] = 1; Pr

0

[G(j1ih1j)] = 0; Pr

0

[F �G

n

�

� F (j0ih0j)] = 1;

Pr

0

[F �G � F (j0ih0j)] = (1 + cos�)=2:

(7.3)

Preuve. Ce syst�eme est bien satisfait par l'ensemble de couples de CPSO (F ;G) dans

H� fR

��

g.

Soient maintenant deux CPSO F et G satisfaisant ce syst�eme. De mani�ere analogue �a la

preuve du Th�eor�eme 7.2, il existe un r�eel 0 � ' < 2� tel que F = H

'

, et G

n

�

est l'identit�e.

Donc G est un CPSO unitaire. Puisque G laisse invariant j0ih0j et j1ih1j, l'axe de la rotation

G est l'axe z. La derni�ere �equation du syst�eme nous apprend que son angle de rotation �

0

satisfait cos�

0

= cos�, i.e. j�

0

j = �.
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4. La porte c-NOT

Le cas de plusieurs qubits est plus d�elicat. Nous n'envisagerons que la porte c-NOT. Ce

choix est motiv�e par le fait qu'il su�t de savoir r�ealiser cette porte plus quelques autres agissant

sur un seul qubit pour pouvoir simuler tout circuit quantique unitaire. Nous reviendrons sur

ce point lors de la section suivante. Pour chaque 0 � ' < 2�, l'application c-NOT

'

d�esigne

l'unique transformation unitaire de C

4

telle que c-NOT

'

(j0ij i)

d�ef

= j0ij i et c-NOT

'

j1ij i

d�ef

=

j1iNOT

'

j i, pour tout j i 2 C

2

. L'ensemble I(c-NOT

'

), pour chaque 0 � ' < 2�, est

l'ensemble fc-NOT

'

0

: 0 � '

0

< 2�g. Comme pour l'ensemble N , cet ensemble qui ne peut

être test�e seul le devient avec une porte Hadamard.

Th�eor�eme 7.4. L'ensemble f(H

'

;c-NOT

'

) : 0 � ' < 2�g est caract�eris�e par le

syst�eme d'�equations probabilistes de CPSO �a deux variables (F ;K):

Pr

0

[F (j0ih0j)] = 1=2; Pr

0

[F

2

(j0ih0j)] = 1; Pr

0

[F

2

(j1ih1j)] = 0;

Pr

00

[K(j00ih00j)] = 1; Pr

01

[K(j01ih01j)] = 1;

Pr

11

[K(j10ih10j)] = 1; Pr

10

[K(j11ih11j)] = 1;

Pr

00

[(I

2


 F ) �K � (I

2


 F )(j00ih00j)] = 1;

Pr

10

[(I

2


 F ) �K � (I

2


 F )(j10ih10j)] = 1;

Pr

00

[(F 
 I

2

) �K

2

� (F 
 I

2

)(j00ih00j)] = 1;

Pr

01

[(F 
 I

2

) �K

2

� (F 
 I

2

)(j01ih01j)] = 1;

Pr

00

[(F 
 F ) �K � (F 
 F )(j00ih00j)] = 1:

(7.4)

Preuve. Ce syst�eme est bien satisfait par les couples de CPSO de l'ensemble annonc�e.

Soient maintenant F et K deux CPSO satisfaisant ce syst�eme. Puisque F satisfait entre

autre le syst�eme en (7.1) pour � = � et � = �=4, le Th�eor�eme 7.1 implique F = H

'

, pour

un certain r�eel 0 � ' < 2�. Posons � = H

'

(j0ih0j). D'apr�es les �equations restantes le CPSO

K

2

agit comme l'identit�e sur l'ensemble fj0ih0j;j1ih1j;�g




2

. Alors le Th�eor�eme 5.1 entrâ�ne

K

2

= I

4

, puis par la Proposition 5.5 que K est un CPSO unitaire.

Nous montrons maintenant que K = c-NOT

'

. Pour simpli�er et quitte �a remplacer j1i

par j1

0

i

d�ef

= e

i'

j1i, nous supposons maintenant ' = 0. Si K 2 U(4) est une transformation

unitaire associ�ee �a K, alors puisque K agit comme l'identit�e sur j00ih00j, il existe un r�eel

0 �  < 2� tel que Kj00i = e

i

j00i. Puisque e

�i

K est aussi une transformation unitaire

associ�ee �a K, nous supposons sans perte de g�en�eralit�es que  = 0. Mais par hypoth�ese K agit

aussi comme l'identit�e sur les matrices densit�es j01ih01j et j0ih0j 
 �. Donc n�ecessairement la

lin�earit�e de K entrâ�ne Kj01i = j01i.

De même, puisque K agit comme c-NOT

0

sur les matrices densit�es j10ih10j, j11ih11j, et

j1ih1j 
 �, il existe un r�eel 0 � 

0

< 2� tel que Kj10i = e

i

0

j11i et Kj11i = e

i

0

j10i.

Alors la derni�ere �equation en (7.4), i.e. que K agit comme l'identit�e sur �
 �, entrâ�ne

K(j00i+ j01i + j10i + j11i) = e

i

00

(j00i + j01i + j10i+ j11i);

pour un certain r�eel 0 � 

00

< 2�. Donc la lin�earit�e de K entâ�ne n�ecessairement 

0

= 0,



00

= 0, et K = c-NOT

0

.

5. Des portes universelles et tol�erantes �a l'erreur

L'existence d'ensembles universels de portes est fondamentale �a la notion de circuit quan-

tique. Un ensemble de portes est dit universel si tout circuit peut-être approximativement
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construit �a partir des portes de cet ensemble. Contrairement aux circuits r�eversibles clas-

siques, il existe pour les circuits quantiques (r�eversibles par d�e�nition) des ensembles de portes

universels agissant au plus sur deux qubits [DiV95, Bar95, DBE95, Llo95, BBC

+

95]. Un ar-

gument [Kit97] utilisant des alg�ebres et groupes de Lie permet de montrer qu'�etant donn�e

un ensemble universel de portes et un entier n, il existe un polynôme p

n

tel que tout circuit

agissant sur n qubits peut être simul�e avec pr�ecision " en utilisant moins de p

n

(ln(1=")) portes

de l'ensemble universel. De plus la liste de ces portes peut être d�etermin�ee par une machine

de Turing en temps p

n

(ln(1=")).

Mais l'universalit�e ne garantit pas la r�ealisabilit�e physique des circuits quantiques. Il faut

de plus être en mesure de corriger tout ph�enom�ene d'erreur dû �a l'impr�ecision des portes

ou encore �a la d�ecoh�erence [Zur91], i.e. l'interaction avec l'environnement. Le probl�eme de

la protection de l'information quantique est plus di�cile que son analogue classique car non

seulement les �etats de base classiques doivent être prot�eg�es, mais aussi leurs superpositions.

L'ensemble des �etats possibles de n qubits n'est donc pas seulement in�ni mais continu. De

plus cloner un �etat �etant impossible [WZ82], plusieurs travaux [Unr95, Lan95] ont tent�e de

justi�er l'impossibilit�e de prot�eger ou de corriger l'information quantique au cours d'un calcul.

Cependant de r�ecents travaux initi�es par Shor [Sho96] tendent �a prouver le contraire.

Shor a montr�e comment il �etait possible de prot�eger de l'information quantique en utilisant

des codes correcteurs quantiques introduits par Shor [Sho95], Calderbank et Shor [CS96], et

Steane [Ste96]. En particulier chaque qubit est cod�e par un bloc de qubits, et les op�erations

qui devaient lui être appliqu�ees sont alors e�ectu�ees sur ce bloc. Ainsi les donn�ees restent

prot�eg�ees par ces codes. Plus pr�ecis�ement, Shor montre pour un certain ensemble universel E

de portes, comment r�ealiser chacune des op�erations de E directement sur les blocs codants, et

ce uniquement avec les op�erations de E . De tels ensembles sont appel�es universels et tol�erants

�a l'erreur. Ainsi il montre comment pr�eserver l'information quantique �a chaque �etape d'un

circuit quantique, pourvu que le taux d'erreur sur chaque qubit reste polylogarithmiquement

faible.

R�ecemment, Aharonov et Ben-Or [AB97] ont rendu ce r�esultat plus r�ealiste physiquement,

en montrant l'existence d'un seuil d'erreur constant en dessous duquel il est toujours possible

de r�eduire l'erreur globale. De plus, ils ont prouv�e que ce seuil existait pour tout ensemble de

portes universel [AB99].

Nous allons montrer qu'il est possible de caract�eriser un triplet de portes universel et

tol�erant �a l'erreur. Ces triplets sont de la forme (H

'

;R

s�=4

;c-NOT

'

), o�u 0 � ' < 2� et

s = �1. P. Boykin, T. Mor, M. Pulver, V. Roychowdhury, et F. Vatan [BMP

+

99] ont montr�e

qu'ils �etaient tous universels et tol�erants �a l'erreur. Un autre avantage de ces triplets est qu'ils

correspondent �a des portes d�ej�a impl�ement�ees physiquement. Leur rôle est donc fondamental,

tout comme la possibilit�e de les tester. Mais avant, les Th�eor�emes 7.3 et 7.4 nous apprennent

qu'il est possible de les caract�eriser.

Corollaire 7.1. L'ensemble f(H

'

;R

s�=4

;c-NOT

'

) : 0 � ' < 2� ;s = �1g est caract�eris�e

par le syst�eme d'�equations probabilistes de CPSO �a trois variables (F ;G;K) constitu�e du

syst�eme en (7.3), pour � = �=4, et du syst�eme en (7.4).
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CHAPITRE 8

Auto-tester des portes quantiques

Les syst�emes �nis d'�equations probabilistes de CPSO ont la particularit�e d'être toujours

continus et robustes. Si la continuit�e d�epend simplement de la taille du circuit invoqu�e dans

chaque �equation du syst�eme, la robustesse est plus complexe et n�ecessite une �etude plus

approfondie du syst�eme.

1. Continuit�e g�en�erique

Le nombre de portes d'un circuit C est d�e�ni comme le nombre de CPSO, apparaissant,

�eventuellement plusieurs fois, dans le circuit C. Par exemple si G est un CPSO, le circuit C

d�e�ni par C(G)

d�ef

= G

3

est un circuit �a 3 portes.

La norme k�k

�

�etant sous-multiplicative par composition et produit tensoriel, elle rend

continue tout syst�eme d'�equations probabilistes de CPSO. Elle peut s'exprimer dans un

premier temps comme une version faible d'un r�esultat d'Aharonov, Kitaev, et Nisan sur le

probl�eme de la pr�ecision dans un circuit quantique [AKN98, Th. 4].

Proposition 8.1. Soit " > 0. Soient C un circuit quantique, et C

0

le circuit obtenu �a

partir de C en rempla�cant �eventuellement chaque porte par une autre �a distance inf�erieure �a

", pour la norme k�k

�

. Si L est le nombre de portes de C, alors les CPSO associ�es �a C et C

0

sont �a distance au plus L" pour la norme k�k

�

.

Puisque les normes k�k

�

et k�k

1

sont �equivalentes, ce r�esultat s'�ecrit en terme de continuit�e

pour la distance Dist

1

.

Lemme 8.1. Soit (E) un syst�eme �ni d'�equations probabilistes de CPSO satisfaisable tel

que chaque �equation utilise un circuit agissant sur au plus n qubits et dont le nombre de portes

est au plus L. Alors pour tout � � 0, le syst�eme (E) est (�;2

n

L�)-continue.

Preuve. Fixons � � 0. Le syst�eme (E) est (�;2

n

L�)-continue si et seulement si chacune

de ces �equations l'est aussi. Fixons en une de la forme

Pr

v

[C(G

1

; : : : ;G

m

)(jwihwj)] = r:

Soit alors (G

0

1

; : : : ;G

0

m

) un m-uplet de CPSO �a distance inf�erieure �a �, pour la distance

Dist

1

, d'un autre m-uplet (G

1

; : : : ;G

m

) satisfaisant cette �equation. L'�equivalence des normes

k�k

1

et k�k

�

explicit�ee au Lemme 5.2, et la Proposition 8.1 entrâ�nent

kC(G

0

1

; : : : ;G

0

m

)� C(G

1

; : : : ;G

m

)k

1

� 2

n

L�;

et donc

kC(G

0

1

; : : : ;G

0

m

)(jwihwj) � C(G

1

; : : : ;G

m

)(jwihwj)k

1

� 2

n

L�:

L'interpr�etation statistique de la norme k�k

1

selon la Proposition 5.2 permet de conclure.

2. Robustesse g�en�erique

Une vision alg�ebrique des CPSO et de leur caract�erisation par des �equations probabilistes

permet d'�etablir la robustesse de tout syst�eme �ni satisfaisable d'�equations probabilistes de

CPSO. Le th�eor�eme suivant pr�ecise ceci.
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Th�eor�eme 8.1. Soit (E) un syst�eme �ni d'�equations probabilistes de CPSO satisfaisable.

Alors il existe un entier k � 1 et un r�eel C > 0 tels que, pour tout � � 0, le syst�eme (E) est

(C�

1=k

;�)-robuste.

La preuve faisant intervenir la structure des ensembles semi-alg�ebriques, nous allons in-

troduire quelques notions de g�eom�etrie alg�ebrique r�eelle. Un ensemble semi-alg�ebrique (r�eel)

est un sous-ensemble de R

m

d�e�ni par

X

d�ef

= fx 2 R

m

: Q(x)g;

o�u Q est une combinaison bool�eenne �nie d'expressions de la forme P (x) > 0, P (x) < 0, ou

P (x) = 0, avec P un polynôme r�eel quelconque. Les ensembles semi-alg�ebriques sont stables

par r�eunions �nies, intersections �nies, et compl�ementation. Un des r�esultats fondamentaux

sur ces ensembles est qu'ils sont aussi stables par projection. Il s'agit du th�eor�eme de Tarski-

Seidenberg (voir par exemple [BR90, Th. 2.3.4]). Une cons�equence de ce r�esultat est que

l'utilisation des quanti�cateurs 9y 2 Y et 8y 2 Y , pour tout ensemble semi-alg�ebrique r�eel Y ,

est autoris�ee dans la d�e�nition d'un ensemble semi-alg�ebrique.

Soit X � R

m

. Une fonction f : X ! R

m

0

est dite semi-alg�ebrique si son graphe est un

ensemble semi-alg�ebrique. Naturellement la composition de deux fonctions semi-alg�ebriques

l'est aussi. Le th�eor�eme de Tarski-Seidenberg implique qu'une fonction d�e�nie sur X � R

m

,

�a valeurs r�eelles, et de la forme x 7! Infff(x;y) : (x;y) 2 X

0

g (resp. x 7! Supff(x;y) :

(x;y) 2 X

0

g, o�u X

0

� R

m

0

et f : X

0

! R sont semi-alg�ebriques, reste semi-alg�ebrique (voir

par exemple [H�or83, Cor. A.2.4]). En particulier la distance �a un compact semi-alg�ebrique est

une fonction semi-alg�ebrique continue. Une autre cons�equence fondamentale du th�eor�eme de

Tarski-Seidenberg, pour les fonctions semi-alg�ebriques continues, est l'in�egalit�e de Lojasiewicz

(pour une preuve, voir [BR90, Prop. 2.3.11]).

Proposition 8.2 (In�egalit�e de Lojasiewicz). Soit X � R

m

un ensemble compact et semi-

alg�ebrique. Soient f;g : X ! R deux fonctions semi-alg�ebriques et continues. Si pour tout

�el�ement x 2 X,

f(x) = 0 =) g(x) = 0;

alors il existe un entier k � 1 et un r�eel C > 0 tels que pour tout x 2 X,

jg(x)j

k

� Cjf(x)j:

D�emontrons maintenant le Th�eor�eme 8.1, soit la robustesse g�en�erique des syst�emes �nis

d'�equations probabilistes de CPSO.

Preuve. L'ensemble K

N

des CPSO de taille N est compact et semi-alg�ebrique lorsque C

est identi��e �a R

2

, ce qui sera le cas tout au long de cette preuve. Une mani�ere de le montrer

est d'utiliser une des variantes de la repr�esentation de Kraus des CPSO. Pour ce, l'op�erateur

trace partielle, Tr

2

, est d�e�nie comme l'unique application lin�eaire sur C

N

2


 C

N

2

satisfaisant

pour chaque i;j = 1; : : : ;N

2

et tout V 2 C

N

2

,

Tr

2

(V 
 jiihjj)

d�ef

=

(

V si i = j;

0 sinon:

Alors l'ensemble K

N

des CPSO de taille N est caract�eris�e par [Pre98, Ch. 3, Sec 3] :

K

N

= fG : 9A 2 U(N

2

); 8V 2 C

N�N

; G(V ) = Tr

2

(A(V 
 I

N

)A

y

)g:
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L'espace U(N

2

) �etant compact et semi-alg�ebrique, K

N

l'est aussi.

Supposons maintenant que le syst�eme (E) est compos�e de m variables de CPSO agissant

respectivement sur n

1

; : : : ;n

m

qubits. Soient alors K

d�ef

= K

2

n

1

� : : : K

2

n

m

, et f : K ! R la

fonction faisant correspondre �a chaque m-uplet (G

1

; : : : ;G

m

) 2 K le maximum, sur toutes

les �equations de (E), des valeurs absolues des di��erences entre chaque terme de probabilit�e

et terme constant. La fonction f est continue et semi-alg�ebrique car elle s'exprime comme le

maximum d'un nombre �ni de valeurs absolues de fonctions polynomiales en les coe�cients

(vus sur R) de chaque G

i

, pour i 2 f1; : : : ;mg. En�n, par d�e�nition de f nous avons f

�1

(0) =

F

(E)

.

Puisque K est un compact semi-alg�ebrique, nous avons vu que la fonction g : K ! R

d�e�nie par

g((G

1

; : : : ;G

m

))

d�ef

= Dist

1

((G

1

; : : : ;G

m

);F

(E)

);

est aussi une fonction continue semi-alg�ebrique.

Puisque, sur K, les z�eros de f sont exactement ceux de g, la Proposition 8.2 permet de

conclure.

3. Une robustesse explicite

Par une �etude minutieuse, il est possible de pr�eciser la robustesse g�en�erique du chapitre

pr�ec�edent au cas par cas. Ici nous illustrons cette approche pour le syst�eme d'�equations en (7.1)

caract�erisant les portes Hadamard pour � = � et � = �=4.

Th�eor�eme 8.2. Pour tout 0 � � < 1=144, le syst�eme en (7.1) pour � = � et � = �=4 est

(2299

p

�;�)-robuste.

Preuve. Soit G un CPSO agissant sur un qubit et qui �-satisfait le syst�eme de l'�enonc�e :

jPr

0

[G(j0ih0j)]� 1=2j � �;(8.1)

jPr

0

[G

2

(j0ih0j)]� 1j � �;(8.2)

jPr

0

[G

2

(j1ih1j)]j � �:(8.3)

D'abord nous montrons qu'il existe un point � 2 S de coordonn�ee z nulle et dont la distance

�a G(j0ih0j) est au plus 10

p

�. Les in�equations (8.2) et (8.3) impliquent

kG

2

(jbihbj) � jbihbjk

1

� 3

p

�;(8.4)

pour b = 0;1. Donc kG

2

(j0ih0j)�G

2

(j1ih1j)k

1

� 2� 6

p

�, soit encore d'apr�es le Lemme 5.4(a)

kG(j0ih0j) �G(j1ih1j)k

1

� 2� 6

p

�:(8.5)

Mais kG(jbihbj)k

1

� 1, pour b = 0;1, et donc �nalement pour b = 0;1 :

kG(jbihbj)k � 1� 6

p

� >

1

2

:(8.6)

Posons �(p;�)

d�ef

= G(j0ih0j), puis �

d�ef

= �(

1

2

;�). N�ecessairement � 6= 0, sinon l'in�equation

pr�ec�edente n'est pas satisfaite. La contrainte en (8.1) entrâ�ne alors

k� �G(j0ih0j)k � 2�:(8.7)
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Soit � la matrice densit�e d�e�nie par �

d�ef

= �(

1

2

;

�

2j�j

) satisfaisant aussi � = �=k�k. La combinaison

des deux in�equations (8.6) et (8.7) permet d'�ecrire

kG(j0ih0j) � �k

1

� 10

p

�:(8.8)

Le point � de S d�e�nit un unique r�eel 0 � ' < 2� tel que H

'

(j0ih0j) = �. L'in�egalit�e (8.5)

entrâ�ne

k(G�H

'

)(j1ih1j)k

1

� 16

p

�:(8.9)

Ensuite puisque H

2

'

est l'identit�e, les in�egalit�es (8.4) et (8.8) entrâ�nent

k(G�H

'

)(H

'

j0ih0j)k

1

� 13

p

�;

et les in�egalit�es (8.4) et (8.9),

k(G�H

'

)(H

'

j1ih1j)k

1

� 19

p

�:

En conclusion, H

�1

'

�G agit comme l'identit�e avec une erreur au plus 19

p

� sur les quatre

matrices densit�es j0ih0j, j1ih1j, H

'

(j0ih0j), et H

'

(j1ih1j). Le Th�eor�eme 5.2 permet alors de

conclure.

4. Bilan

Nous sommes donc capables en regroupant les caract�erisations des Th�eor�emes 7.1, 7.2,

7.3, et 7.4, les r�esultats de continuit�e (Lemme 8.1) et de robustesse (Th�eor�eme 8.1), ainsi que

l'auto-testeur g�en�erique du Th�eor�eme 6.1, d'�etablir l'existence d'auto-testeurs pour toute une

s�erie d'ensembles importants de portes. En particulier, nous exhibons un auto-testeur pour la

famille de portes universelle et tol�erante �a l'erreur de Boykin, Mor, Pulver, Roychowdhury, et

Vatan [BMP

+

99].

Th�eor�eme 8.3. Soit F d�esignant un des ensembles suivants :

{ R

�;�

, pour tout 0 < � � � et 0 < � � �=2 tels que �=� est rationnel et (�;�) 6= (�;�=2),

{ f(H

'

;NOT

'

) : 0 � ' < 2�g,

{ H� fR

��

g, pour tout 0 � � � � tel que �=� est rationnel,

{ f(H

'

;c-NOT

'

) : 0 � ' < 2�g,

{ f(H

'

;R

s�=4

;c-NOT

'

) : 0 � ' < 2�;s = �1g.

Il existe un entier k � 1 et un r�eel C > 0 tels que, pour tout 0 < � < 1, il existe un

(Dist

1

;�;Dist

1

;C�

1=k

)-auto-testeur pour F qui, pour tout param�etre de con�ance 0 <  < 1,

utilise au plus O(ln(1=)=�

2

) appels �a l'oracle quantique, incr�ementations, comparaisons, et

d�ecalages binaires.

Pour les portes Hadamard, le Th�eor�eme 8.2 explicite la robustesse des �equations la ca-

ract�erisant, et permet donc de pr�eciser la qualit�e de l'auto-testeur pr�ec�edent.

Th�eor�eme 8.4. Pour tout 0 < � < 1=288, il existe un (Dist

1

;�=8;Dist

1

;3252

p

�)-auto-

testeur pour H qui, pour tout param�etre de con�ance 0 <  < 1, utilise au plus O(ln(1=)=�

2

)

appels �a l'oracle quantique, incr�ementations, comparaisons, et d�ecalages binaires.
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R�esum�e

Nous consid�erons une extension du mod�ele de l'auto-test d�e�ni par Blum, Luby, et Rubinfeld.

Initialement, l'auto-test est une notion de test de programme informatique devant respecter certaines

contraintes. Le programme est vu comme une bô�te noire compl�etement inconnue, et le test doit être

de pr�ef�erence plus e�cace que n'importe quel programme correct connu.

L'auto-test a d�emontr�e son utilit�e dans des domaines aussi vari�es que le calcul num�erique, la

complexit�e structurelle, et les algorithmes d'approximation. N�eanmoins �a ce jour, seules les situations

de calcul exact ou approch�e avec erreur absolue avaient �et�e consid�er�ees.

Nous �etendons pour la premi�ere fois la notion de l'auto-test �a toute classe d'objets sans restriction,

et validons ce nouveau concept sur deux mod�eles de calculs :

{ pour le calcul approch�e, nous construisons des auto-testeurs de fonctions lin�eaires, polynomiales,

ou multilin�eaires [KMS99, Mag00];

{ pour le calcul quantique, nous construisons des auto-testeurs de composants internes d'un cir-

cuit quantique, et en particulier d'ensembles universels et tol�erants �a l'erreur de portes quan-

tiques [DMMS00].

Pour parvenir �a nos �ns, nous d�eveloppons deux nouvelles m�ethodes permettant de construire

des auto-testeurs et qui reposent respectivement sur les tests approch�es et les �equations probabilistes.

Ainsi nous distingons tr�es nettement les probl�emes math�ematiques de ceux algorithmiques sous-jacents

�a l'auto-test, et clari�ons les analyses des auto-testeurs.

Mots cl�es : v�eri�cation de programme, erreur d'approximation, auto-test, robustesse et stabilit�e

d'�equation fonctionnelle, porte quantique, superop�erateur, sph�ere de Bloch.

Abstract

We consider an extension of the self-testing model de�ned by Blum, Luby, and Rubinfeld. Self-testing is

a variant of program testing, where the tester is considered as a black box and should be more e�cient

than any known correct program.

Self-testing has several applications in numerical computation, structural complexity, and approxi-

mation algorithms. Nevertheless, until now, only the case of exact computation and approximate com-

putation with absolute error were studied.

For the �rst time, we provide a general framework for self-testing an arbitrary class of objects

without any restriction, and we demonstrate the viability of this new concept by addressing two speci�c

models of computation:

{ in approximate computation, we construct self-testers for linear, polynomial, and multi-linear

functions [KMS99, Mag00];

{ in quantum computation, we construct self-testers for the components of quantum circuits, and

in particular for universal and fault-tolerant sets of quantum gates [DMMS00].

To achieve our goals, we develop two new methods for constructing self-testers which are based on

approximate tests and probabilistic equations. Thus we highlight the distinction between the underlying

mathematical structure and the algorithmic problems of self-testing.

Key words: program veri�cation, approximation error, self-testing, robustness and stability of func-

tional equations, quantum gate, superoperator, Bloch sphere.


