
Couplage maximum dans les modèles de streamingOmar FawziStage enadré par Frédéri Magniezdans l'équipe Algorithmique et Complexité du LRI24 août 2008Le ontexte généralAu ours des dix dernières années, le modèle de streaming a fait l'objet de nombreux tra-vaux, motivés par le besoin de aluls dynamiques de statistiques sur des masses de données,mais aussi par des avanées théoriques omme par exemple [FM83℄ et [AMS99℄ qui a obtenu leprix Gödel. La partiularité de e modèle est une forte ontrainte sur la quantité de mémoiredisponible qui est sous-linéaire en la taille de l'entrée, et un petit nombre de letures séquen-tielles (passes) de l'entrée. Cependant, les problèmes bien étudiés se restreignaient jusqu'àréemment majoritairement à une atégorie spéi�que de problèmes : le alul approhé destatistiques. L'étude de problèmes sur les graphes dans e modèle a ommené réemment àprendre de l'importane [BYKS02, FKM+05a, FKM+05b, MG05, Zel08℄. Les problèmes surles graphes sont en général di�iles dans e modèle et ne peuvent pas être résolus en espaepoly-logarithmique, la ontrainte sur l'espae est en général relaxée pour autoriser une taillemémoire de l'ordre du nombre de sommets du graphes (qui est potentiellement de l'ordre dela raine arrée de la taille de l'entrée). Dans e modèle, le problème du ouplage de taillemaximale a été étudié dans [FKM+05a, MG05, Zel08℄. Dans [FKM+05a℄, un algorithmed'approximation du ouplage maximum dans un graphe biparti est donné, et un algorithmed'approximation du ouplage de taille maximale dans un graphe ave poids est présenté. Dans[MG05, Zel08℄, es algorithmes sont améliorés pour donner de meilleures garanties sur lefateur d'approximation.Le problème étudiéLe problème général étudié ii est le problème de trouver un ouplage de taille maximaledans un graphe dans les modèles de streaming. Dans le modèle simple à une passe, le meilleuralgorithme onnu est l'algorithme glouton qui alule un ouplage dont la taille est au pirela moitié de elle d'un ouplage de taille maximale. Cependant, il n'existe auune preuved'optimalité de et algorithme pour le modèle. Un problème naturel dans e adre est deherher à montrer l'optimalité de et algorithme ou de trouver un meilleur algorithme. Ceproblème ne semble pas avoir été abordé dans la littérature, sans doute (rétrospetivement)à ause de sa di�ulté. Mais les études onernant le problème du ouplage maximum enstreaming ont plut�t été poursuivies dans l'objetif d'obtenir des shémas d'approximationsen plusieurs passes. Par exemple, l'algorithme de [MG05℄ présente un algorithme ave fateurd'approximation 1 − ǫ utilisant un nombre de passes qui ne dépend que de ǫ.1



Les autres problèmes abordés ii sont la omparaison des di�érents modèles de streamingen e qui onerne le alul de ouplage maximum. Par exemple, nous avons herhé unevariante du modèle dans laquelle il est possible de aluler un ouplage de taille raisonnable(par exemple un ouplage maximal) ave une mémoire poly-logarithmique.La ontribution proposéePour tenter de trouver un algorithme trouvant en une passe un ouplage qui donne unrapport d'approximation meilleur que 1
2 , j'ai essayé plusieurs méthodes dont prinipalementdeux : garder plusieurs ouplages en mémoire et les ombiner, ou partitionner le graphe enpaquets de diverses façons. Ces méthodes n'aboutissant pas, il m'a semblé que e modèle nepermet pas de faire beauoup mieux qu'un ouplage maximal. J'ai don herhé une borneinférieure pour e problème. D'abord j'ai herhé à démontrer que le problème de trouver unouplage de taille maximale est impossible à résoudre dans notre modèle. Puis j'ai essayé degénéraliser ette preuve d'impossibilité au problème d'approximation. Malheureusement, ettetehnique ne donne que l'impossibilité d'approximation à un fateur sous-linéaire.J'ai don herhé à prouver une impossibilité dans un modèle restreint, ei donna unpreuve d'impossibilité d'approximation à un fateur onstant donné mais ave peu de mémoire.Cette preuve donne ependant une ompréhension du problème sous un autre angle et sembleindiquer la possibilité de l'existene d'un algorithme. La notion de paire ǫ-régulière fait alorsson apparition, omme un as spéial où le problème devient plus faile.Dans les modèles de streaming plus ompliqués, notamment dans un modèle introduitréemment ave une primitive de tri, les algorithmes parallèles peuvent être traduits dans emodèle et donner des algorithmes performants n'utilisant qu'une mémoire poly-logarithmique.Les arguments en faveur de sa validitéLes bornes inférieures proposées dans e rapport et les bornes inférieures en général pourles modèles de streaming sont des bornes inférieures sur la ommuniation, 'est-à-dire qu'aveune petite mémoire, il est impossible de transmettre une ertaine information du début dustream à la �n. Ce type de borne inférieure ne parait pas su�re pour résoudre omplètementnotre problème. La di�ulté peut aussi venir du fait que l'ordre d'arrivée du stream estarbitraire, ou enore de la di�ulté du alul lui même ave peu de ressoures.Le bilan et les perspetivesCe travail a ommené une étude approfondie du problème du ouplage maximum dansle modèle simple de streaming à une passe. Quelques bornes inférieures ont été montréesmais elles-i restent loin du meilleur algorithme onnu. Quelques résultats laissent roire quel'existene d'algorithmes d'approximation ave des fateurs d'approximation meilleures que 1

2est possible. La piste du lemme de régularité de Szemerédi semble prometteuse. D'autre part,de meilleures bornes inférieures dans les modèles à plusieurs passes seraient très intéressantes.
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1 Préliminaires1.1 Le modèleLes modèles de streaming sont dé�nis dans le but de modéliser le fait que l'entrée arrivetrès rapidement et que la mémoire pour stoker l'entrée est petite. Les algorithmes doiventalors résoudre le problème en un petit nombre de passes ave un espae mémoire sous-linéaireen la taille de l'entrée. L'origine de es modèles est la multipliation des �data streams� ou�ux de données, par exemple pour des données onernant le tra� internet, des données�nanières, mais aussi des données en provenane de réseaux de apteurs. Souvent, e que l'onsouhaite aluler sur un stream est de type statistique : aluler des agrégats, les éléments quiapparaissent le plus souvent, déteter des anomalies et... Les solutions de e type de problèmesont le plus souvent approhées et probabilistes.Au fur et à mesure que le modèle a pris de l'importane d'autres problèmes ont ommenéà être étudiés dans e modèle, en partiulier les problèmes de graphes. De grands graphesapparaissent naturellement sous la forme de stream, par exemple un all-graph est un graphedont les sommets représentent les numéros de téléphone et les arêtes représentent des ommu-niations téléphoniques pendant un intervalle de temps donné. Un stream pour un graphe estune liste de ses arêtes dans un ordre arbitraire. Un graphe sera noté en général G = (V,E) où
V l'ensemble de ses sommets et E l'ensemble des ses arêtes, ave m = |E|. On supposera quele nombre de sommets du graphes |V | est donné au début du stream, par ontre le longueurdu stream m est inonnue avant le passage du stream.Definition 1. Un stream représentant un graphe G = (V,E) est une suite d'arêtes de Edans un ordre arbitraire.Les deux ontraintes imposées par le modèle de streaming sont le petit nombre de passessur l'entrée et le peu de mémoire, on peut voir e modèle omme un intermédiaire entre les al-gorithmes dynamiques qui doivent maintenir une propriété sur un objet dynamique mais n'ontpas de ontrainte sur l'espae mémoire, et les algorithmes en espae poly-logarithmique maissans ontrainte sur le nombre de passes sur l'entrée. De nombreux algorithmes dynamiquessur les graphes sont onnus, mais à l'inverse, les problèmes de graphes sont onsidérés ommedi�iles en espae poly-logarithmique. Le modèle peut être dé�ni omme suitDefinition 2. Un algorithme de streaming en p passes ave mémoire s est un algorithmequi fait p passes séquentielles sur l'entrée en utilisant une mémoire de travail de taille s, etérit sa sortie sur la mémoire de travail.Généralement, les algorithmes de streaming utilisent un espae poly-logarithmique et unnombre de passes onstant (de préférene une seule passe). Cependant, sur les graphes, unespae poly-logarithmique est souvent trop faible. Par exemple, ne serait-e que pour déiders'il existe un hemin de longueur 2 entre deux sommets x et y, une mémoire Ω(|V |) ('est-à-direde l'ordre du nombre de sommets) est néessaire [KS92℄.Mais la taille de l'entrée est de l'ordre de m qui est potentiellement quadratique en |V | etdon un algorithme qui n'utiliserait qu'un espae O(|V | ·polylog(|V |)) serait intéressant. Ceinous amène à onsidérer le modèle semi-streaming introduit dans [Mut06℄ : 'est le modèlede streaming pour les problèmes de graphes ave un espae s = O(|V | · polylog(|V |)), qui estsous-linéaire pour les graphes denses par exemple. Cette mémoire nous permet de garder unreprésentant ompat du graphe, les problèmes qui seront résolubles dans e modèle seront3



don les propriétés sur les graphes qui peuvent bien être résumées. Dans le modèle semi-streaming des algorithmes sont onnus pour le alul approhé de plus ourt hemin, le aluld'un arbre ouvrant de poids minimum et le alul des omposantes onnexes [FKM+05a℄ parexemple. Beauoup de es algorithmes s'inspirent de travaux omme [EGIN97℄ où la notion desparsi�ation est introduite pour obtenir des algorithmes dynamiques e�aes, il s'agit d'unereprésentation par un graphe peu dense du graphe onsidéré qui onserve ertaines propriétés.Le problème du ouplage maximum, pour lequel les tehniques de sparsi�ation ne semblentpas s'appliquer, est aussi étudié dans [FKM+05b℄ qui donne un algorithme d'approximationpour les graphes bipartis, [MG05℄ donne des algorithmes d'approximation pour les graphessans et ave poids. [Zel08℄ donne un meilleur algorithme d'approximation en une passe pourles graphes ave poids.1.2 Complexité de ommuniationPour prouver des résultats d'impossibilité dans le modèle de streaming, une méthode estd'utiliser la omplexité de ommuniation. En général e qui est di�ile ave une petite mé-moire, 'est de faire passer de l'information d'une partie de l'entrée à l'autre. Ainsi, les preuvesde bornes inférieures dans les modèles de streaming passent par des rédutions à un problèmede ommuniation, dont on alule la omplexité de ommuniation.La omplexité de ommuniation a été introduite par Yao dans [Yao79℄ qui étudiait leproblème du alul de la valeur d'une fontion sur une entrée qui est partagée entre Alie etBob. Pour f : X × Y → Z, Alie hoisit x ∈ X, Bob y ∈ Y et le but est de aluler f(x, y)ave le minimum de ommuniation entre Alie et Bob. Le nombre de bits utilisés par unprotoole est le nombre de bits de ommuniation utilisés sur la pire entrée. La omplexité deommuniation D(f) d'un fontion f est le minimum sur l'ensemble des protooles détermi-nistes alulant f du nombre de bits utilisés par e protoole. La omplexité de ommuniationprobabiliste Rδ(f) est la ommuniation minimum d'un protoole qui alule f en se trompantave probabilité ≤ δ.La ommuniation peut être à sens unique, 'est-à-dire que e n'est qu'Alie qui envoiedes données à Bob et 'est Bob qui doit aluler le résultat de la fontion, ou à double sens'est-à-dire qu'Alie et Bob peuvent tous les deux s'éhanger des informations.Le seul résultat de omplexité de ommuniation utile dans e rapport est un résultat surla fontion Disj : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}Disj(x, y) =

{

0 si il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que xi = yi = 1
1 sinonThéorème 1 ([KS92℄). La omplexité de ommuniation probabiliste de Disj est Ω(n).1.3 Le problème du ouplage maximumDefinition 3. Un ouplage d'un graphe G = (V,E) est un sous-ensemble M ⊂ E tel queauun ouple d'arêtes de M ne partage un sommet.Le problème que l'on se pose est de trouver un ouplage de grande taille. Remarquonsqu'un algorithme glouton qui rajoute les arêtes si possible ne donne pas néessairement unouplage de taille maximum. En e�et, omme le montre la �gure 1, le ouplage M est maximal(auune arête ne peut lui être rajoutée) et est de taille 1, alors qu'il existe un ouplage detaille 2. 4



MFig. 1 � Un ouplage maximal n'est pas néessairement de taille maximaleOn notera dans la suite MaxMat(G) la taille d'un ouplage de taille maximale (ou ou-plage maximum) de G. On dit qu'un graphe a un ouplage parfait si tous ses sommets sontouplés, i.e. MaxMat(G) = |V |
2Remarquons qu'un ouplage maximal ne peut pas être arbitrairement mauvais. En e�et,Propriété 1. Soit G un graphe pour lequel M est un ouplage maximal, alors |M | ≥

1
2MaxMat(G).Démonstration. Soit M ′ un ouplage maximum. Considérons une arête (u, v) ∈ M ′, alors aumoins un des deux sommets u et v est ouvert par M . En e�et, si ni u ni v ne sont ouvertsalors l'existene de l'arête (u, v) dans le graphe G ontredit le aratère maximal de M . Don
M ouvre au moins autant de sommets que M ′ a d'arêtes. On a alors |M | ≥ 1

2 |M ′|.L'étude de e problème a fait l'objet de très nombreux travaux depuis les années 50 quisont exposés dans [LP86℄. Plusieurs variantes du problème existent, par exemple, pour desgraphes dont les arêtes ont des poids, l'objetif est alors de trouver un ouplage de poids totalmaximal.Le problème de trouver un ouplage maximum dans un graphe se résout en temps poly-nomial, ependant, les algorithmes existants ne sont pas triviaux et ils ont mis du temps à semettre en plae.Une notion importante onernant les ouplages est elle de hemin augmentant. Il s'agitpour un ouplage, d'un hemin alternant entre des arêtes du ouplage et des arêtes qui n'ysont pas.Definition 4. Soit G un graphe et M un ouplage de G. On dit qu'un hemin C = v1, . . . , vmest alternant par rapport à M si pour tout 1 ≤ i ≤ m − 2,
(vi, vi+1) ∈ M si et seulement si (vi+1, vi+2) /∈ M.Un hemin augmentant pour M est un hemin alternant tel que le premier et le derniersommets ne sont pas ouverts par M .Un hemin augmentant C pour un ouplage M donne un autre ouplage M ′ en supprimantles arêtes de M ∩ C et en rajoutant les arêtes de C − M . Il est don lair que si un ouplage

M admet un hemin augmentant alors, il n'est pas de taille maximum. Il se trouve que laréiproque est aussi vraie et 'est e qui permet de donner des algorithmes pour résoudre leproblème, en augmentant un ouplage de départ jusqu'à e que e ne soit plus possible.Théorème 2 (Berge). Soit M un ouplage du graphe G. Alors M est un ouplage maximumsi et seulement si G n'a pas de hemin augmentant pour M .De ette propriété, on peut déduire une lasse d'algorithmes qui onstruisent un ouplagede manière inrémentale en ommençant ave un ouplage simple (par exemple un ouplagemaximal), puis en augmentant la taille du ouplage tant que 'est possible en trouvant un5



hemin augmentant. Cependant herher tous les hemins augmentants est une opérationdéliate, qui est plus simple pour les graphes bipartis.Le meilleur algorithme onnu pour trouver un ouplage maximum dans un graphe général
G = (V,E), a un oût de O(

√

|V ||E|) dans [MV80℄. Pour un graphe ave poids, l'algorithmele plus rapide pour aluler un ouplage de poids maximal dérit dans [Gab90℄ a un oût de
O(|V ||E| + |V |2 log |V |) .Dans la suite, on va onsidérer des graphes bipartis dont l'ensemble des sommets sera noté
(L,R) ave |L| = |R| = n pour la suite sauf indiation ontraire. La onvention générale denotation pour n dans la suite est n = Θ(|V |), ainsi parfois on notera |V | = 4n−2 ou |V | = 4npour alléger les éritures. La de�ieny d'un graphe biparti est une notion utile qu'on utiliserapar la suite.Definition 5. Soit G = (L,R,E) un graphe biparti. Pour X ⊂ L, on note def G(X) =
|X| − |Γ(X)| où Γ(X) représente le voisinage de X dans G. Pour le graphe G,

def (G) = max
X⊂L

def G(X).L'intérêt de ette notion est qu'elle aratérise d'une manière assez simple la taille duouplage maximum d'un graphe biparti.Théorème 3 (Hall). La taille d'un ouplage maximum d'un graphe biparti G = (L,R,E)est |L| − def (G).Il existe une multitude de formulations (parfois appelées théorème de König ou théorèmedes mariages) et de preuves de e résultat.Pour �nir, introduisons un lemme qui va nous être utile par la suiteLemme 1. Soit G = (V,E) un graphe, et u un sommet de degré 1 ave une arête (u, v). Alorsil existe un ouplage maximum qui ontient (u, v).Démonstration. Soit M un ouplage maximum quelonque. Si (u, v) ∈ M , alors on a �ni. Si
(u, v) /∈ M , alors u n'est pas ouplé dans M puisque u est de degré 1, et v est ouplé à unertain x. On onstruit alors M ∪ (u, v) − (v, x) qui est bien un ouplage et qui a la mêmetaille que M .2 Couplage maximum dans le modèle de streaming à une passeEn une passe, l'algorithme le plus simple est l'algorithme glouton qui rajoute une arête auouplage si 'est possible.Fait 1. L'algorithme glouton GreedyMat est un algorithme de streaming en 1 passe avemémoire O(|V | log |V |) qui donne un ouplage tel que pour tout graphe G, |GreedyMat(G)| ≥
1
2MaxMat(G).Une question naturelle ii est de voir si il est possible de faire mieux que et algorithme.
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2.1 Complexité de ommuniation2.1.1 Borne inférieure pour le alul exatPour ommener, essayons de montrer qu'un algorithme en une passe qui alule un ou-plage de taille maximum doit utiliser une mémoire Ω(|V |2). Pour ei, on montre une borneinférieure sur la ommuniation néessaire : pour résoudre le problème, presque toutes lesinformations du stream doivent être maintenues.Pour formaliser le problème, on le dé�nit en terme de problème de ommuniation. Alieet Bob détiennent haun une partie d'un graphe biparti, Alie doit envoyer un message à Bobet Bob doit déider si le graphe a un ouplage parfait ou pas. La répartition des arêtes est�xée omme suit. Le graphe a 4n−2 sommets, 2n−1 à gauhe et 2n−1 à droite. Alie détientles arêtes entre les n premiers sommets de gauhe et les n premiers sommets de droite (onappellera es sommets les sommets d'Alie), et Bob détient les autres arêtes. Cette répartitionest illustrée dans la �gure 2. On herhe alors la omplexité de ommuniation à sens uniquede la fontionPerfetMatn(G,H) =

{

1 si le graphe formé des arêtes G ∪ H a un ouplage parfait
0 sinon

Fig. 2 � La répartition des arêtes entre Alie et Bob, l'entrée d'Alie G orrespond à un sous-ensembledes arêtes noires et l'entrée de Bob H orrespond à un sous-ensemble des arêtes rougesSi un algorithme en une passe déide si le graphe a un ouplage parfait, alors il fournitun protoole pour aluler la fontion PerfetMatn : Alie fait tourner l'algorithme surson graphe, et envoie l'état de la mémoire à Bob qui ontinue l'exéution de l'algorithmeen utilisant la mémoire qu'Alie lui a envoyée. On en déduit don que l'espae utilisé parun algorithme en une passe est supérieur à la omplexité de ommuniation de la fontionPerfetMatn.Lemme 2. Soit G1 et G2 deux graphes bipartis distints d'Alie. Alors il existe un graphe Hde Bob tel que le graphe G1 ∪H a un ouplage parfait et G2 ∪H n'en a pas (ou l'inverse), i.e.PerfetMatn(G1,H) 6= PerfetMatn(G2,H).Démonstration. Si G1 et G2 sont distints, alors il existe une arête qui est uniquement dansun des deux graphes. On peut supposer que (u, v) est dans G1 mais pas dans G2. Construisonsalors le graphe H de Bob. H est omposé d'un ouplage parfait entre les sommets {1, . . . n}−
{u} de gauhe et les sommets {n + 1, . . . 2n − 1} de droite et un ouplage parfait entre {n +7



1, . . . 2n−1} de gauhe et les sommets {1, . . . n}−{v} de droite. Cette onstrution est illustréedans la �gure 3.
u

v

Fig. 3 � Deux graphes qui di�èrent en une arête peuvent être di�éreniés par un graphe H, représentéii en rouge. Pour plus de larté, les sommets de Bob sont dessinés de part et d'autre des sommetsd'AlieMontrons d'abord que G2 ∪H n'a pas de ouplage parfait. Les sommets {n+1, . . . 2n−1}de gauhe et de droite sont tous de degré au plus 1, don par le lemme 1 il existe un ouplagede taille maximale qui ontient toutes les arêtes de H. Les arêtes de H ouplent tous lessommets du graphe sauf u et v. Puisque l'arête (u, v) est la seule à pourvoir ouplé u et vensemble, et que (u, v) /∈ G2 et don (u, v) /∈ G2 ∪H, les arêtes de H forment un ouplage detaille maximale de G2 ∪H. La taille maximale d'un ouplage de G2 ∪H est don 2n− 2, et lenombre de sommets du graphe est 4n− 2. En onlusion, G2 ∪H n'a pas de ouplage parfait.A l'inverse, pour G1 ∪ H, rajouter (u, v) aux arêtes de H forme un ouplage parfait dugraphe.Remarque : ette onstrution sera utilisée plusieurs fois dans e rapport. Lorsqu'onparlera de la onstrution du graphe H du lemme 2 relatif à G1 et G2, il s'agira de prendreune arête (u, v) qui est dans G1 et pas dans G2 (ou l'inverse) et de onstruire H omme indiquédans la �gure 3.On en déduit immédiatementLemme 3. La omplexité déterministe de ommuniation à sens unique de la fontionPerfetMatn est au moins n2.Démonstration. D'après le lemme 2, pour deux entrées distintes d'Alie G1 et G2 le messageenvoyé par Alie doit être di�érent. Le nombre de graphes d'Alie est le nombre de graphebipartis ave n sommets à gauhe et n à droite, il y en a don 2n2 . Alie doit don pouvoirenvoyer 2n2 messages distints. Le nombre de bits du message envoyé doit don être log 2n2

=
n2. Un algorithme de streaming en une passe utilisant pour un graphe G = (V,E) s(|V |) bitsde mémoire se traduit en un protoole pour le problème PerfetMatn utilisant s(4n − 2)bits de ommuniation, puisque la taille du graphe du problème PerfetMatn est 4n − 2.Le lemme préédent montre alors que pour tout n, s(4n − 2) ≥ n2.Corollaire 1. Un algorithme déidant de l'existene d'un ouplage parfait en une passedes arêtes du graphe utilise une mémoire de taille Ω(|V |2).
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2.1.2 Borne inférieure pour le alul approhéOn herhe maintenant à améliorer ette borne inférieure pour dire que même trouver unouplage de taille prohe de la taille maximum est di�ile. On va utiliser la onstrution dela setion préédente et la répliquer pour onstruire un grand nombre de graphes d'Alie, telque pour toute paire de graphes G1, G2, il existe un graphe de Bob qui fait que l'un des deuxgraphes G1 ∪ H et G2 ∪ H a un ouplage maximum beauoup plus grand que l'autre.Le graphe onsidéré est un graphe biparti (L,R) ave L = L1 ∪ L2 et R = R1 ∪ R2 ave
|L1| = |L2| = |R1| = |R2| = n. Le nombre de sommets du graphe est alors 4n. On va égalementonsidérer un problème de ommuniation entre Alie et Bob. La répartition des arêtes entreles deux parties sera similaire à elle de la setion préédente : Alie ontr�le les arêtes de
L1 × R1, et Bob ontr�le toutes les autres arêtes.On dé�nit don un problème de ommuniation approhé, on veut maintenant aluler ungrand ouplage du graphe et non seulement déider l'existene d'un ouplage parfait.AppMaxMatk

n(G,H) :� Entrée : Un sous-ensemble d'arêtes G (graphe d'Alie) de L1 × R1 et un sous-ensembled'arêtes H (graphe de Bob) de L × R − L1 × R1.� Sortie : Bob alule un ouplage M de G ∪ H tel que |M | ≥ MaxMat(G ∪ H) − k.Remarquons qu'ii, nous ne herhons pas à montrer une borne inférieure sur une fontionpartiulière, mais sur un problème pour lequel une entrée peut avoir plusieurs sorties possibles.La stratégie pour démontrer une borne inférieure sur la ommuniation est de trouver ungrand ensemble de graphes d'Alie, tel que pour toute paire de graphes G1, G2, il existe ungraphe H de Bob tel que pour tout protoole P qui résout AppMaxMatk
n, les sorties duprotoole sur les entrées (G1,H) et (G2,H) doivent être di�érentes. Pour garantir que deuxgraphes ont des sorties di�érentes, on assure que

|MaxMat(G1 ∪ H) −MaxMat(G2 ∪ H)| > k. (1)Ainsi, les messages qu'Alie envoie pour G1 et pour G2 doivent être di�érents, ei quelque soitle protoole utilisé. En e�et, si les messages pour G1 et G2 étaient les mêmes, les sorties d'unprotoole sur (G1,H) et (G2,H) serait les mêmes. Les graphes G1∪H et G2∪H aurait don unouplage ommun M et elui-i véri�e |M | ≥ MaxMat(G1∪H)−k et |M | ≥ MaxMat(G2∪
H) − k. Mais puisque |M | ≤ MaxMat(G1 ∪ H) et |M | ≤ MaxMat(G2 ∪ H), on obtientMaxMat(G1 ∪H) ≤ MaxMat(G2 ∪H)+ k et MaxMat(G2 ∪H) ≤ MaxMat(G1 ∪H)+ k,e qui ontredit la propriété 1. On herhe don une grande famille de graphes telle que haquepaire de graphes G1, G2 véri�e la propriété 1.Commençons par donner une onstrution simple qui donne une borne inférieure pour laommuniation de Ω((n

k )2) pour AppMaxMatk
n.Le grand ensemble de graphes d'Alie est dé�ni omme suit. Un graphe sera la juxtapositionde k + 1 opies d'un graphe biparti ayant n

k+1 sommets de gauhe omme de droite. Cetteonstrution est illustrée dans la �gure 4.Le hoix de répéter k + 1 fois le même graphe sert à garantir que lorsqu'on ompare deuxgraphes di�érents, ils sont di�érents dans les k + 1 omposantes du graphes.
G = {k + 1 opies de g|g biparti ave 2

n

k + 1
sommets}Pour G1 ∈ G et G2 ∈ G, H est onstruit de la manière suivante : vu que G1 6= G2, lesmotifs de onstrution g1 et g2 de G1 et G2 sont di�érents, on onstruit alors le graphe de9



k + 1

Fig. 4 � Constrution de G : répétition d'un graphe de taille n

k+1Bob h relatif à g1 et g2 omme dérit dans la preuve du lemme 2, et ei est fait pour haqueomposante du graphe, omme indiqué dans la �gure 5.
k + 1

Fig. 5 � Constrution de H pour G1 et G2Montrons alors que MaxMat(G1 ∪ H) ≥ MaxMat(G2 ∪ H) + (k + 1) (en fait on amême égalité). En e�et, on peut toujours supposer que les arêtes de H sont dans un ouplagemaximum d'après le lemme 1, vu que les sommets de L2 et de R2 sont de degré au plus 1.On a don entre G1 ∪ H et G2 ∪ H une di�érene de 1 en taille de ouplage pour haqueomposante du graphe et don une di�érene de k + 1 au total. D'où on déduit que G1 et G2doivent envoyer des messages di�érents.La taille de notre ensemble de graphe est |G| = 2( n
k+1

)2 et don on obtient une borneinférieure pour la ommuniation d'un protoole qui résout AppMaxMatk
n de Ω((n

k )2).Mais on peut obtenir une meilleure borne.Théorème 4. Soit α < 1√
32

une onstante. Pour tout n assez grand et k ≤ αn, un protoolepour AppMaxMatk
n utilise au moins n2

k ( 1
16 − 2α2) bits de ommuniation.10



Démonstration. Le prinipe est le même, on va onstruire un grand ensemble G,
∀G1, G2 ∈ G, G1 6= G2 ⇒ ∃H, |MaxMat(G1 ∪ H) −MaxMat(G2 ∪ H)| > k.On va proéder de la même manière en déoupant le graphe en omposantes, sauf qu'onaura 4k omposantes au lieu de k+1. Dans haque omposante, on voudrait mettre un graphede sorte que pour tout ouple de graphe de G, ils di�èrent en au moins 2k + 1 omposantes.Supposons et ensemble onstruit, on aura don pour tout ouple de graphes G1, G2 ∈ G,

G1 di�ère de G2 dans au moins 2k + 1 omposantes, et don, quitte à éhanger G1 et G2,on peut supposer qu'il y a au moins k + 1 omposantes du graphe où G1 à une arête que
G2 n'a pas. On onstruit don H tel que pour haune de es k + 1 omposantes, on faitomme dans le lemme 2 et pour les autres omposantes, on rajoute un ouplage parfait entreles sommets des omposantes et des sommets de Bob. De ette manière MaxMat(G1 ∪H) =MaxMat(G2 ∪ H) + (k + 1).Il reste à onstruire l'ensemble véri�ant la propriété que pour tout ouple de graphes ave
4k omposantes, il existe au moins 2k + 1 omposantes où ils di�èrent. Ce problème peut êtrevu omme un problème sur les mots où notre alphabet est l'ensemble des graphes possiblesdans une omposante (alphabet de taille 2( n

4k
)2), on veut onstruire un ensemble de mots delongueur 4k telle que haque paire de mots di�ère en au moins 2k + 1 positions. On utilise lelemme suivantLemme 4. Soit A un alphabet �ni. Il existe un ensemble E ⊂ A4k, |E| ≥ ⌊|A|k2−2k⌋ motstel que

∀w1, w2 ∈ E,w1 6= w2 ⇒ dH(w1, w2) > 2koù dH est la distane de Hamming, dH(w1, w2) = |{i, w1(i) 6= w2(i)}|.Démonstration. On utilise la méthode probabiliste. On met la distribution uniforme sur l'en-semble des mots de taille 4k. On hoisit r mots aléatoires w1, . . . wrOn a alors
P(∃i, j ∈ {1, . . . r}, dH(wi, wj) ≤ 2k) ≤

(

r

2

)

P(dH(w1, w2) ≤ 2k)

≤ 1

2
r2

∑2k
l=0

(4k
l

)

(|A| − 1)l

|A|4k

≤ 1

2
r2 24k|A|2k

|A|4k

=
1

2
r224k|A|−2k.Don si on prend r = ⌊|A|k2−2k⌋, ette probabilité va être stritement inférieure à 1 et donun ensemble E véri�ant les onditions demandées existe bien.En appliquant e lemme on obtient don un ensemble G qui a les propriétés qu'on souhaiteet qui est de taille supérieure à

(2
n2

16k2 )k2−2k = 2
n2

16k
−2k.L'espae mémoire néessaire vaut don au moins n2

16k − 2k ≥ n2

16k − 2αn, puisque k ≤ αn.Ensuite n ≤ αn
k n et don l'espae mémoire néessaire est au moins n2

k ( 1
16 − 2α2).11



Corollaire 2. Soit ǫ > 0 une onstante. Pour tout n assez grand et k(n) = O(n1−ǫ), unalgorithme de streaming en 1 passe alulant pour tout graphe G ayant n sommets un ouplage
M(G) qui véri�e |M(G)| ≥ MaxMat(G)− k(n) néessite une mémoire de taille Ω(n1+ǫ).Démonstration. Soit A un algorithme de streaming en 1 passe alulant pour tout graphe Gayant n sommets un ouplage M(G) qui véri�e |M(G)| ≥ MaxMat(G) − k(n) et utilisantune mémoire s(n).Par la même rédution que elle du orollaire 1, pour résoudre le problème AppMaxMatk

l ,on peut appliquer l'algorithme A à un graphe de taille 4l, et obtenir un protoole utilisant
s(4l) bits de ommuniation. Soit α tel que 1

16 − 2α2 = 1
32 . Puisque k(n) = O(n1−ǫ) et que

n = 4l alors k(n) ≤ αl pour n assez grand. Le théorème 4 dit alors s(4l) ≥ l2

32k(n) . Il en déoule
s(n) = Ω(n1+ǫ).2.1.3 Borne inférieure probabilisteOn a supposé jusqu'à présent que tous les algorithmes étaient déterministes. On peut seposer la question si es bornes inférieures s'appliquent aux algorithmes probabilistes également.Un algorithme probabiliste est un algorithme qui utilise des bits aléatoires et qui donne unesolution fausse (on supposera ii qu'une solution fausse est un ouplage mais qui ne véri�epas la ondition d'approximation) ave petite probabilité ≤ 1

3
1, la mémoire utilisée par unalgorithme probabiliste est dé�nie omme la mémoire maximum sur les entrées et sur lesbits aléatoires. Pour montrer une borne inférieure probabiliste on onsidère la omplexité deommuniation probabiliste de AppMaxMatk

n.Théorème 5. Pour tout n et k < n, un protoole probabiliste qui résout AppMaxMatk
nutilise une mémoire Ω( n2

k2 log n
)Démonstration. Comme dans le prinipe minimax de Yao [Yao77℄, la preuve proède enonstruisant à partir d'un protoole probabiliste, un protoole déterministe qui marhe surune fration des entrées. La onstrution déterministe à laquelle on se ramène ii est ellequi donne une borne en Ω(n2

k2 ) et pas la onstrution du théorème 4. Cette dernière utilisebeauoup de graphes de Bob di�érents, 'est pour ela que le passage en probabiliste sembledi�ile.Soit P un protoole probabiliste qui résout AppMaxMatk
n ave ommuniation s(n, k).Alie et Bob ont une haîne ommune de bits aléatoires r à leur disposition, Alie, en fontionde son entrée G et de r, envoie à Bob un message. Bob reçoit e message, et ave son entrée

H sort un ouplage P (G,H, r). La orretion du protoole assure que pour tout G et H laprobabilité d'erreur,
Pr(|P (G,H, r)| ≤ |MaxMat(G ∪ H)| − k) ≤ 1

3
.On onstruit alors un protoole P ′ qui se trompe moins souvent. P ′ tire t = 2 log 2nhaînes aléatoires indépendantes r1, . . . , rt et prend le ouplage le plus grand parmi

P (G,H, r1), . . . , P (G,H, rt). Remarquons que le protoole P ′ utilise s(n, k) · t bits de ommu-niation. Ainsi, pour tout G et H,
Pr(|P ′(G,H, r)| ≤ |MaxMat(G ∪ H)| − k) ≤ (

1

3
)t ≤ 1

4n2
.1La onstante 1

3
a peu d'importane et peut être remplaée par n'importe quelle onstante γ < 1/212



Pour G = {k + 1 opies de g|g biparti ave 2 n
k+1 sommets} de la setion 2.1.2, on a alorspour tout H,

PG∈G,r(|P ′(G,H, r)| ≤ |MaxMat(G ∪ H)| − k) ≤ 1

4n2
.Considérons maintenant l'ensemble H de graphes de Bob utilisés pour di�érenier deuxgraphes de G. Puisque haque graphe H est onstruit ave k + 1 motifs d'un graphe h, pourompter le nombre de graphes dans H, il su�t de ompter le nombre de h pour un motif. Ungraphe h onstruit à partir de g1 et g2 ne dépend que du hoix d'une arête (u, v) qui est dansla di�érene symétrique g1 ⊕ g2 omme le montre la �gure 3. Ainsi, on a |H| = ( n

k+1)2 ≤ n2.En majorant la probabilité de l'union par la somme des probabilités,
PG∈G,r(∃H ∈ H, |P ′(G,H, r)| ≤ |MaxMat(G ∪ H)| − k) ≤ n2 · 1

4n2
=

1

4
.Il existe don r0 tel que

PG∈G(∃H ∈ H, |P ′(G,H, r0)| ≤ |MaxMat(G ∪ H)| − k) ≤ 1

4
.Soit G′ = {G ∈ G,∀H ∈ H, |P ′(G,H, r0)| ≥ |MaxMat(G∪H)|−k} l'ensemble des graphessur lesquels le protoole marhe pour tout H ∈ H. Le protoole P ′

r0
ave la haîne r0 est alorsun protoole déterministe qui fontionne sur les graphes de G′ × H. En reprenant le mêmeraisonnement que la setion 2.1.2, et en hangeant G par G′, le protoole P ′

r0
utilise au moins

log |G′| ≥ log 3
42( n

k+1
)2 ≥ ( n

k+1)2 − 1 bits de ommuniation. On en déduit
2 log(2n) · s(n, k) ≥ (

n

k + 1
)2 − 1.Soit s(n, k) = Ω( n2

k2 log n
).Don, pour le problème du ouplage en streaming, on obtient une borne inférieure proba-biliste un peu plus faible que la borne inférieure déterministe :Corollaire 3. Soit ǫ > 0 une onstante. Pour tout n assez grand et k(n) = O(n

1

2
−ǫ), unalgorithme probabiliste de streaming en 1 passe alulant pour tout graphe G ayant n sommetsun ouplage M(G) qui véri�e |M(G)| ≥ MaxMat(G)− k(n) néessite une mémoire de taille

Ω(n1+ǫ).2.2 Borne inférieure dans un modèle restreintVu que démontrer une borne inférieure pour le problème d'approximation à un fateuronstant dans e modèle semble di�ile, on peut tenter de montrer des bornes inférieuresdans un modèle restreint ou sur une lasse restreinte d'algorithmes. Par exemple, tous les algo-rithmes onnus (l'algorithme glouton, les algorithmes dans le as ave poids [FKM+05b, Zel08℄)ne maintiennent en mémoire qu'une partie graphe en entrée. Ces algorithmes fontionnent dela manière suivante : quand une nouvelle arête arrive, on la garde en mémoire, puis on peutretirer des arêtes qui sont stokées en mémoire. Les arêtes que l'on déide de retirer de lamémoire ne peuvent plus jamais être réupérées. Lorsque le stream est passé, un ouplagemaximum du graphe en mémoire est alors alulé. Il est aussi naturel de s'intéresser à ette13



lasse d'algorithme puisqu'il s'agit des algorithmes utilisant la tehnique de sparsi�ation in-troduite dans [EGIN97℄. L'esprit de e que l'on herhe à montrer est que si on oublie tropd'arêtes, alors on pourra ompléter le graphe de sorte que es oublis omptent pour la tailledu ouplage maximum. Pour ela on onsidère que l'exéution de l'algorithme sur un streamqui débute par une lique de grande taille. On regarde alors le graphe maintenu en mémoirepour ette lique. Si elui-i a trop peu d'arêtes il existe un moyen de ompléter le streamde telle sorte que le stream ait un ouplage beauoup plus grand que le graphe maintenu enmémoire.Théorème 6. Soit A un algorithme qui fontionne en une passe et qui renvoie un ouplagedu graphe en entrée. Supposons que A ne garde en mémoire qu'un sous-ensemble d'arêtes dugraphe en entrée de taille au plus l|V |. Alors pour tout ǫ > 0, il existe un graphe G pour lequel
|A(G)| ≤ ( 4

3+
√

1+1/l
− ǫ) ·MaxMat(G).Démonstration. Le graphe en entrée est un graphe biparti (L,R) ave L = L1 ∪ L2 et R =

R1 ∪R2, |L1| = |L2| = |R1| = |R2| = n. On a alors |V | = 4n. La preuve proède également enonsidérant la répartition des arêtes introduite dans la setion préédente, 'est-à-dire que lapremière partie du stream ontient les arêtes de G entre les sommets L1 de gauhe et R1 dedroite, et la deuxième partie onerne le reste des arêtes.Soit A un algorithme qui alule un ouplage en une passe, et qui maintient en mémoireun graphe dont la taille est ≤ kn, en notant k = 4l. Soit alors E′ les arêtes en mémoireobtenues lorsque la première partie du �ux est le graphe omplet E = L1 × R1 entre L1 et
R1, (|E′| ≤ kn).Commençons par indiquer un shéma de la preuve. Puisque le graphe G′ = (L1, R1, E

′) apeu d'arêtes, on va montrer qu'il existe un ensemble X de taille linéaire dont le omplémentairedu voisinage dans R1 R1 −ΓG′(X) est aussi de taille linéaire. Une fois et ensemble hoisi, onva exhiber un ensemble d'arêtes H pour rendre les arêtes entre X et R1−ΓG′(X) (qui sont desarêtes qu'on a oubliées) importantes. Plus préisément, la di�érene entre MaxMat(E ∪ H)et MaxMat(E′ ∪ H) sera linéaire en n.Soit α un paramètre à �xer plus tard, et Y = {v ∈ L1, degG′(v) ≤ αk}, alors |Y | ≥ (1− 1
α)n.En e�et, sinon le nombre d'arêtes dans E′ serait > 1

αn × αk = kn, e qui ontredirait laontrainte du nombre d'arêtes dans E′. On hoisit X ⊂ Y quelonque de taille ⌊(1 − 1
α )n⌋.Maintenant |ΓG′(X)| ≤ αk×|X|, et don le omplémentaire |R1−ΓG′(X)| ≥ n−αk|X| ≥

(1 − αk + k)n. La valeur de α est �xée pour que |X| ≤ |R1 − ΓG′(X)|. Cei peut être véri�ési α véri�e
1 − 1

α
= 1 − αk + k

α2k − αk − 1 = 0Cei donne α = 1
2(1 +

√

1 + 4
k ).

H est ensuite onstruit omme indiqué dans la �gure 6 : un ouplage entre L1 − X et
n− |X| sommets de R2, et un ouplage entre n− |X| sommets de L2 et ΓG′(X) ∪A où A estun ensemble de sommets éventuellement vide de R1−ΓG′(X) pour que |ΓG′(X)∪A| = n−|X|.On a alors MaxMat(E ∪ H) = (n − |X|) + (n − |X|) + |X| = 2n − |X|14



X

R1 − ΓG′(X)

L1 − X

ΓG′(X)

Fig. 6 � Constrution de H (en rouge) : un ouplage entre L1 −X et n− |X | sommets de R2, et unouplage entre n − |X | sommets de L2 et ΓG′(X)et MaxMat(E′ ∪ H) = (n − |X|) + (n − |X|) = 2n − 2|X|.Le fateur d'approximation de l'algorithme ne peut alors exéder
2n − 2|X|
2n − |X| =

2n − 2⌊(1 − 1/α)n⌋
2n − ⌊(1 − 1/α)n⌋

≤ 2n − 2(1 − 1/α)n + 2

2n − (1 − 1/α)n

=
2/α

1 + 1/α
− 2

(1 + 1/α)n

=
2

1 + 1
2(1 +

√

1 + 4
k )

− 2

(1 + 1/α)n

=
4

3 +
√

1 + 4
k

− 2

(1 + 1/α)nPour n assez grand 2
(1+1/α)n ≤ ǫ, d'où le résultat.Par exemple, si e théorème est appliqué ave l = 1

2 , la onstante d'approximation nepeut pas exéder 0.85. Ce théorème donne bien une borne inférieure linéaire mais utilise unnombre d'arêtes uniquement linéaire, alors qu'il serait envisageable d'avoir une mémoire en
n · polylog(n). Si k = log n dans le théorème par exemple, la borne inférieure sur le fateurd'approximation tend vers 0. On peut alors se demander si ette méthode peut s'étendre à des15



graphes ave un nombre d'arêtes un peu plus que linéaire. La réponse est non : un ensemble Xvéri�ant les propriétés demandées (à savoir un ensemble X de taille linéaire tel que la taille duomplémentaire du voisinage de X soit aussi linéaire) n'existe pas pour tout graphe ontenantmoins de kn arêtes. En fait, presque tous les graphes qui ont n log n arêtes ne véri�ent pasette propriété.Lemme 5. Soit ǫ > 0, et G un graphe biparti aléatoire sur les sommets (L,R) ayant n log narêtes, alors
P(∃X ⊂ L, |X| ≥ ǫn, ave |R − Γ(X)| ≥ ǫn) −−−→

n→∞
0Démonstration. Le preuve de e lemme est un as partiulier de la preuve du lemme 7 de lasetion suivante. Il su�t de lire la preuve du lemme 7 en prenant omme graphe G du lemme7 le graphe biparti omplet.Cei nous amène à l'idée de onsidérer l'algorithme très simple suivant : on prend haquearête ave probabilité n log n

m , et à la �n on alule un ouplage maximum du graphe en mémoirequi a n log n arêtes en moyenne. Cet algorithme trouve pour le graphe omplet biparti pourtout ǫ > 0 un ouplage de taille (1−ǫ)n ave grande probabilité (dépendant de ǫ). Mais lorsquele graphe présente moins de régularité, l'algorithme ne peut pas fontionner tel quel vu queertains sommets peuvent avoir peu de voisins et don vont se retrouver isolés ave grandeprobabilité. Mais il est quand même possible de maintenir un degré minimum, par exemplehaque sommet hoisit au hasard log n voisins. Il se trouve que et algorithme ne marhe pasnon plus, par exemple sur le graphe de la �gure 7. En e�et, si e sont les arêtes noires quiarrivent en premier, en moyenne O(log n) arêtes parmi les arêtes en gras vont être maintenuespar l'algorithme. Puis lorsque les arêtes en rouge arrivent, on se rend ompte que les arêtes engras étaient importantes, mais puisqu'on en a oublié une grosse partie, on ne peut pas sortirun grand ouplage.
Fig. 7 � Un éhantillonnage simple ne peut pas di�érenier les arêtes en gras2.3 Algorithme dans un as partiulierCette disussion nous montre que la �régularité� du graphe est une aratéristique quirendrait peut être plus faile nos analyses. Il semble qu'une ertaine régularité ferait qu'unsous-graphe aléatoire du graphe initial représenterait bien le graphe. Une notion de régularitéutilisée est la suivante :Definition 6 (ǫ-régularité). Soit ǫ > 0. Étant donnés deux ensembles de sommets A et Bd'un graphe G = (V,E), on dit que la paire (A,B) est ǫ-régulière si pour tout X ⊂ A, Y ⊂ Bave |X| > ǫ|A| et |Y | > ǫ|B| alors 16



|d(X,Y ) − d(A,B)| < ǫoù d(X,Y ) représente la densité d'arêtes entre X et Y , d(X,Y ) = e(X,Y )
|X||Y | ave e(X,Y ) =

|E ∩ X × Y |.Cette notion est importante ar elle intervient dans le élèbre lemme de régularité de Sze-merédi très utilisé en théorie des graphes. Ce lemme dit que tout graphe peut être partitionnéde sorte que presque toutes les paires soient ǫ-régulières.Théorème 7 (Lemme de régularité de Szemerédi [Sze76℄). Pour tout ǫ > 0 et l, il existedeux entiers N(ǫ, l) et M(ǫ, l) tels que pour tout graphe G ave n ≥ N(ǫ, l) sommets, il existeune partition des sommets en k + 1 lasses V = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vk� l ≤ k ≤ M(ǫ, l)� |V0| < ǫn� |V1| = |V2| = · · · = |Vk|� toutes les paires (Vi, Vj) sont ǫ-régulières sauf au plus ǫk2.Ce théorème n'a d'intérêt que pour les graphes denses (i.e. qui ont Ω(n2) arêtes), puisquepour une famille de graphes ave Gn ave o(n2) arêtes, le graphe vide approxime bien Gn.Tout d'abord montrons qu'une paire (A,B) ǫ-régulière a un ouplage (entre A et B) detaille ≥ (1 − ǫ)n.Pour ela, le lemme suivant est utile.Lemme 6. Soit (A,B) une paire ǫ-régulière ave ǫ < d(A,B). S'il n'y a pas d'arêtes entre
X ⊂ A et Y ⊂ B alors |X| ≤ ǫn ou |Y | ≤ ǫn.Démonstration. Si X > ǫn et Y > ǫn, alors par régularité, |d(X,Y ) − d(A,B)| < ǫ. Mais
d(X,Y ) = 0, et don d(A,B) < ǫ e qui ontredit l'hypothèse de départ.Propriété 2. Soit G = (L,R,E) un graphe biparti ave |L| = |R| = n, et ǫ < 1

2 , et
ǫ < d(L,R) = |E|

|L||R| . Si (L,R) est ǫ-régulière, alors G a un ouplage de taille ≥ (1 − ǫ)n.Démonstration. Pour ela, on montre que la de�eny du graphe G = (L,R,E) est plus petiteque ǫn, e qui montre par le théorème de Hall que G a un ouplage de taille ≥ (1 − ǫ)n.Pour X ⊂ L tel que |X| ≤ ǫn, on a def (X) = |X| − |Γ(X)| ≤ ǫn.Pour X ⊂ L tel que |X| > ǫn, on peut appliquer le lemme 6 au non voisinage de X.On en déduit que elui-i est de taille ≤ ǫn et don que le voisinage Γ(X) de X véri�e
|Γ(X)| ≥ (1 − ǫ)n. Finalement def (X) = |X| − |Γ(X)| ≤ n − (1 − ǫ)n ≤ ǫn.En onlusion def (G) ≤ ǫn.L'approximation du ouplage maximum entre des paires ǫ-régulières est faile dans lamesure où un sous-graphe aléatoire de petite taille ave n log n arêtes onserve un ouplagemaximum de grande taille. En fait, on utilise une propriété un peu plus générale que la ǫ-régularité.Propriété 3. Soit G = (L,R,E) un graphe biparti ave |L| = |R| = n, et ǫ < d = d(L,R) =
|E|

|L||R| . On suppose que (L,R) est ǫ-régulière. Alors il existe δ > 0 tel que pour tout X ⊂ L,
Y ⊂ R ave |X| > ǫn, |Y | > ǫn, d(X,Y ) > δ. On dira que (L,R) est (ǫ, δ) dense.17



Démonstration. Il su�t de prendre δ = d − ǫ.Lemme 7. Soit ǫ, δ > 0. Soit G = (L,R,E) un graphe biparti ave |L| = |R| = n, où (L,R)est une paire (ǫ, δ) dense. Alors un sous-graphe aléatoire de G ontenant n log n arêtes a unouplage de taille ≥ (1 − ǫ)n ave grande probabilité.Démonstration. L'analyse est plus simple si on onsidère un sous-graphe aléatoire où haquearête est hoisie ave probabilité p. Soit g un sous-graphe aléatoire de G où haque arête estprise ave probabilité p (on notera g ∈ Gp). Pour ela, on borne la probabilité que la de�ienydu graphe g soit plus grande que ǫn. Γ(X) représente le voisinage de X ⊂ L dans le graphealéatoire g.
Pg(def (g) > ǫn) ≤ Pg(∃S ⊂ L, |S| − |Γ(S)| > ǫn)

≤
∑

S⊂L,|S|>ǫn

Pg(|Γ(S)| ≤ |S| − ǫn)

≤
∑

S⊂L,|S|>ǫn

∑

T⊂R,|T |<|S|−ǫn

Pg(Γ(S) ⊂ T )Maintenant pour un S tel que |S| > ǫn et T tel que |R− T | > ǫn. La ondition de densités'applique alors entre les ensembles S et R − T , d'où la densité d(S,R − T ) ≥ δ, et don lenombre d'arêtes entre S et R − T dans le graphe G est au moins δ(ǫn)2.
Pg(Γ(S) ⊂ T ) ≤ (1 − p)e(S,R−T )

≤ (1 − p)δǫ
2n2Il en déoule que

Pg(def (g) > ǫn) ≤ 22n(1 − p)δǫ
2n2

≤ 22ne−pδǫ2n2

= e2 ln 2n−pδǫ2n2Don si p = log n
n par exemple, ette probabilité tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni.Plus généralement, il su�t que p > 2 ln 2

δǫ2
1
n .Montrons maintenant que ette propriété reste vraie si le sous-graphe aléatoire est hoisiave un nombre �xé d'arêtes M = n log n. On montre d'abord qu'ave grande probabilité un

g ∈ Gp a moins de n log n arêtes. Pour p = 4 ln 2
δǫ2

1
n , et g ∈ Gp, par l'inégalité de Markov

Pg∈Gp(e(g) > n log n) ≤ E(e(g))

n log n
=

pn2

n log n
= O(

1

log n
)en notant e(g) le nombre d'arêtes de g, et le O(.) ne dépend que de ǫ et de δ. D'autre partpour g ∈ Gp, sahant que e(g) ≤ M , g est distribué uniformément sur l'ensemble des graphesayant moins de M arêtes. On notera g ∈ G≤M et g ∈ GM lorsque g est distribué uniformémentsur les sous-graphes de G ayant moins de M ou exatement M arêtes respetivement.18



Si on note P (g) le fait que g a un ouplage de taille ≥ (1 − ǫ)n, on a
Pg∈Gp(P (g)) = Pg∈G≤M

(P (g))Pg∈Gp(e(g) ≤ n log n)

+ Pg∈Gp(P (g)|e(g) > n log n)Pg∈Gp(e(g) > n log n)

≤ Pg∈G≤M
(P (g)) + Pg∈Gp(e(g) > n log n).Mais puisque l'ajout d'arêtes ne peut qu'augmenter les hanes de véri�er P ,

Pg∈GM
(P (g)) ≥ Pg∈G≤M

(P (g)). Pour mieux voir ette inégalité, il su�t de dire que pourgénérer un g ∈ GM , il est possible de générer un h ∈ G≤M puis de le ompléter par un graphe
h′ aléatoire ave le bon nombre d'arêtes, et alors Pg(P (g)) = Ph,h′(P (h ∪ h′)) ≤ Ph(P (h)).Ainsi,

Pg∈GM
(P (g)) ≥ Pg∈Gp(P (g)) − O(

1

log n
)

≥ 1 − e−2 ln 2n − O(
1

log n
)

= 1 − O(
1

log n
)Don ave probabilité tendant vers 1 lorsque n → ∞, le ouplage maximum de sous-graphealéatoire est de taille supérieure ou égale à (1 − ǫ)n.Cette propriété donne don immédiatement un algorithme de streaming qui alule une

(1− ǫ) approximation pour les paires ǫ-régulières denses ou plus généralement pour les paires(ǫ, δ) denses, il su�t de maintenir un éhantillon aléatoire des arêtes de taille n log n, ei peutêtre fait ave un éhantillonnage réservoir.Algorithme d'éhantillonage :1. Pour la i-ème arête e,� si i ≤ n log n garder l'arête en mémoire� si i > n log n, ave probabilité 1
i , garder e en mémoire en prenant la plae d'une arêteen mémoire hoisie au hasard.2. Lorsque tout le graphe est lu, aluler un ouplage maximum du graphe en mémoire(qui a n log n arêtes).Mais sur une paire ǫ-régulière, l'algorithme glouton marhe bien aussi.Propriété 4. Soit ǫ, δ > 0. Soit G = (L,R,E) un graphe biparti. Si (L,R) est une paire

(ǫ, δ) dense, alors l'algorithme glouton sur G trouve un ouplage de taille ≥ (1 − ǫ)n.Démonstration. Il su�t de voir qu'un ouplage maximal a néessairement une taille ≥ (1−ǫ)n.Pour ela, onsidérons les sommets non ouplés X et Y de part et d'autre du graphe. Alorsnéessairement, il n'y a auune arête entre X et Y , sinon l'algorithme glouton les aurait ajoutéau ouplage. Il en déoule alors, |X| ≤ ǫn ou |Y | ≤ ǫn (sinon on aurait d(X,Y ) ≥ δ) et puisque
|L| = |R|, alors |X| = |Y | et don |X| = |Y | ≤ ǫn.3 Couplage maximum dans les modèles à plusieurs passesOn étudie maintenant le problème lorsque plusieurs passes sur l'entrée sont possibles. Unalgorithme peut don utiliser les informations aquises et stokées en mémoire lors d'une passedans une passe ultérieure. 19



3.1 Modèle leture seuleOn se plae ii dans le modèle semi-streaming, 'est-à-dire que l'on dispose d'une mémoirede taille O(n · polylog(n)). Il est possible de aluler un ouplage maximal en une passe. Lesartiles [FKM+05b, MG05℄ présentent des algorithmes qui améliorent à haque passe le ou-plage ourant en trouvant des hemins augmentants. L'algorithme de [FKM+05b℄ donne uneapproximation à 2
3−ǫ près du ouplage maximum dans un graphe biparti en O( log(1/ǫ)

ǫ ) passes.On donne une desription assez brève de l'algorithme pour donner l'esprit d'un algorithme enplusieurs passes en annexe.3.2 Modèle leture/éritureUn autre modèle étudié dans la littérature est le modèle de stream en leture/ériture. Cemodèle se rapprohe des modèles de rubans qui étaient étudiés dans les années 40-60 motivéspar les limitations des disques de l'époque.Le stream passe alors un petit nombre de fois mais à haque passe un stream de sortie estérit sur un autre stream, et elui-i est utilisé omme entrée pour la passe suivante. La tailledu stream ne doit ependant pas trop augmenter, pour ela on impose que la taille du streamreste linéaire. Dans e modèle, la sortie peut se présenter sur le stream lui-même, on peutdon imaginer résoudre le problème du ouplage maximum ou l'approximer ave une mémoiresous-linéaire en le nombre de sommets ave un nombre onstant de passes par exemple. Cen'est en fait pas possible à ause du théorème suivant.Théorème 8. Si un algorithme probabiliste dans le modèle de streaming en leture/ériturealule un ouplage maximal pour des graphes ayant n sommets en p passes ave une mémoire
s alors p · s = Ω(n).Démonstration. La di�ulté du problème du ouplage maximal déoule de la di�ulté duproblème de ommuniation de Disj. En e�et, ave un algorithme utilisant p passes et unemémoire s pour le ouplage de graphe ave n sommets, on peut résoudre le problème Disj detaille n ave O(ps) bits de ommuniation.Soit x = {x1, . . . , xa} et y = {y1, . . . , yb} les ensembles d'entrée d'Alie et de Bob. Ononstruit un graphe biparti G = (L,R,E) ave L = {1, . . . , 2n} et R = {1, . . . , n}, ontenantles arêtes suivantes :� EA = {(i, xi), i ∈ {1, . . . a}}, les arêtes d'Alie� EB = {(n + j, yj), j ∈ {1, . . . b}, les arêtes de BobLe protoole de ommuniation est alors le suivant. Alie fait tourner l'algorithme sur EA,garde l'état du stream, envoie l'état de la mémoire à Bob, qui ontinue d'exéuter l'algorithmepuis fait de même en renvoyant son état de la mémoire à Alie, qui ontinue l'algorithme.Lorsque l'algorithme est terminé, il est possible de aluler le nombre d'arêtes dans le ouplageave une ommuniation O(log n) (haun envoie le nombre d'arête dans la partie du ouplagequ'il détient). De plus Alie et Bob s'envoient les tailles de leurs ensembles a et b. Pour déidersi les ensembles x et y sont disjoints, il su�t de omparer a+b et la taille du ouplage renvoyé.Notre protoole a don un oût en ommuniation de 2ps + O(log n). Sahant que laomplexité de ommuniation du problème Disj est Ω(n) d'après [KS92℄, on a ps = Ω(n).En réalité la possibilité d'érire sur le �ux n'augmente pas vraiment la puissane de alul,par exemple, pour les problèmes de déision, il su�t d'augmenter la mémoire d'un fateur ppour simuler la possibilité d'érire. 20



Lemme 8 ([Ruh03℄). Pour un problème de déision, un algorithme de streaming en le-ture/ériture en p passes ave mémoire s peut être transformé en un algorithme de streamingsimple (en leture seule) en p passes ave mémoire sp.3.3 Modèle de streaming ave proédure de tri3.3.1 Motivations, modèleCe n'est don pas tant le fait de ne pas pouvoir érire qui limite le modèle de streaming,mais plut�t l'impossibilité de réordonner le stream. En e�et, pour trier une liste de n élémentsdans le modèle de streaming ave ériture, alors il faut que sp ≥ n [Ruh03℄. Pourtant desmahines qui trient extrêmement rapidement existent [Aga96℄, elles atteignent des vitessesomparables aux vitesses des aès mémoire. Pour prendre ei en ompte [ADRR04℄ dé�-nissent un modèle �streaming and sorting� qui ontient une primitive de tri du stream. Letri est e�etué par une fontion de omparaison qui tient dans la mémoire. Une passe de triprend don en entrée un stream et renvoie le stream trié selon la fontion de omparaison enmémoire.Un autre motivation pour e modèle est le fait que le tri est une opération qui peut êtree�etuée dans des modèles de streaming ave plusieurs rubans (modèle introduit dans [GS05℄par exemple). En e�et, une mahine de Turing à 3 rubans peut trier une liste de n élémentsen O(log n) passes et ave mémoire O(log n). Le prinipe est basé sur le tri fusion, la premièrepasse trie les éléments 2 par 2, la deuxième 4 par 4 et ainsi de suite jusqu'à e que la listeentière soit triée. Deux rubans servent pour lire les deux listes à fusionner et le troisième pourérire la liste fusionnée.Definition 7 (StrSort [Ruh03℄). On dé�nit StrSort(pStr, pSort,m) l'ensemble des fon-tions alulables en omposant pStr passes en leture ériture, pSort passes de tri et une mé-moire de taille m. De plus, la taille des streams intermédiaires doit rester linéaire.On s'intéressera surtout à StrSort(O(polylog(n)), O(polylog(n)), O(polylog(n))), que l'onnotera simplement StrSort. Lorsqu'on parlera du nombre de passes d'un algorithme, il s'agirade la somme du nombre de passes normales et du nombre de passes de tri. Pour une desriptionexhaustive du modèle, se référer à [Ruh03℄.Les algorithmes dans e modèle ressemblent aux algorithmes parallèles dans les modèlesPRAM. Le modèle PRAM est un modèle dans lequel plusieurs proesseurs ont aès à unemémoire partagée, le but est alors de minimiser le temps de alul des proesseurs. Vu queplusieurs proesseurs peuvent érire en même temps sur une même ase mémoire, il existeplusieurs variantes du modèle dans lequel les letures et éritures simultanées sont autoriséesou pas. Il s'avère que es modèles peuvent se simuler les uns les autres au prix d'une petiteperte en temps d'exéution (un fateur logarithmique), on se limitera au modèle où les letureset les éritures simultanées sont autorisées, et les on�its éritures simultanées en donnant àhaque proesseur une priorité (modèle PRIORITY PRAM).La lasse NC est l'ensemble des problèmes qui sont massivement parallélisables, dans lesens où ave un nombre polynomial de proesseurs, le problème peut être résolu en tempspoly-logarithmique.Definition 8. La lasse NC est l'ensemble des problèmes pour lesquels il existe un algo-rithme en temps poly-logarithmique utilisant un nombre polynomial de proesseurs.21



La lasse NC est aussi l'ensemble des problèmes résolubles par une famille uniforme deiruit de taille polynomiale et de profondeur poly-logarithmique.Ave la vision iruit de la lasse NC, il est possible de voir un lien ave la lasse StrSort.Les passes de tri orrespondent à l'arrangement des sorties d'un ertain niveau dans l'ordrepour orrespondre à l'ordre des portes du prohain niveau.Lemme 9 ([ADRR04℄). Une fontion dans NC alulable ave un nombre linéaire de proes-seurs est aussi dans StrSort.Démonstration. On donne l'idée de la preuve. On montre qu'une famille uniforme de iruitspeut être évaluée dans StrSort. L'algorithme alule et maintient sur le stream pour haqueprofondeur l du iruit la liste des entrées des portes du iruit de ette profondeur dansl'ordre des portes. Une passe alule les sorties de haque porte. Pour passer aux entrées de laprofondeur l + 1, il su�t de marquer les sorties ave la porte qui les prend en tant qu'entréeet de les trier dans l'ordre voulu.Ainsi, dans e modèle de streaming, des algorithmes parallèles e�aes existant pour leproblème du ouplage maximum peuvent être traduits diretement. Le problème du aluld'un ouplage maximum dans la lasse RNC, qui est la lasse NC randomisée, mais lesalgorithmes onnus, par exemple [KUW86℄, utilisent un trop grand nombre de proesseurs
O(n6.5). Ces algorithmes sont basés sur une aratérisation algébrique des ouplages parfaitsdans les graphes à l'aide de déterminants.3.3.2 Couplage maximalRemarquons qu'ave O(polylog(n)) mémoire, il n'est pas évident de trouver un ouplagemaximal. En e�et, garder les sommets qui sont déjà ouplés est impossible. Don il n'est paslair que aluler un ouplage maximal est possible dans le modèle StrSort. Mais il s'avèrequ'il est possible de trouver un ouplage maximal en utilisant un algorithme randomisé entemps moyen O(log n) ave O(|E|) proesseurs [II86℄.Théorème 9 ([II86℄). Il existe un algorithme randomisé qui alule un ouplage maximal enun nombre de passes moyen de O(log n) dans le modèle streaming and sorting.Il existe également un algorithme déterministe dans le modèle PRAM utilisant un nombrede proesseurs O(|E|) en temps O(log3 |V |) dans [IS86℄. Caluler un ouplage maximal estdon dans StrSort de manière déterministe.3.3.3 Approximations du ouplage maximumDes approximations du ouplage maximum dans les modèles parallèles ne sont pas trèsétudiées dans la littérature, e qui est ompréhensible puisque depuis [KUW86℄, un algorithmequi résout le problème exatement est onnu, et que la lasse NC ave un nombre linéaire deproesseurs ne semblait pas une lasse de omplexité d'une grande importane.Cependant, l'algorithme d'approximation dans [FKM+05b℄ dérit en annexe qui donnedans le modèle semi-streaming une approximation à 2

3 − ǫ près du ouplage maximum dansun graphe biparti en O( log 1/ǫ
ǫ ) passes, peut être traduit dans un modèle PRAM. La prinipaledi�ulté est de trouver un ouplage maximal entre ertains sommets, e qui peut être faite�aement d'après [IS86℄. 22



On dérit sans détailler l'algorithme dans le modèle PRAM. L'algorithme utilise |E| pro-esseurs (sans ompter les proesseurs qui exéutent l'algorithme de [IS86℄) qui gèrent haunedes arêtes. L'état de haque sommet est maintenu dans un tableau en mémoire. L'algorithmequi trouve un grand ensemble de hemins augmentants se traduit ainsi :� Répéter de manière séquentielle� Trouver un ouplage maximal (ave [IS86℄) entre des sommets libres de R et dessommets ouplés de L.� Marquer les sommets ouplés (les sommets qui ont une aile gauhe).� Caluler la taille de e ouplage (se fait en O(log n) étapes ave un arbre). Si la taille
≤ δ|M |, quitter.� Trouver un ouplage maximal (ave [IS86℄) entre les sommets de R qui sont ouplésdans M à des sommets de L qui ont une aile gauhe.� Oublier les sommets d'une arête de M qui a une aile gauhe.� Oublier les sommets des ailes des arêtes de M qui ont deux ailes (elles-i vont êtreutilisées dans les hemins augmentants).De plus toutes les opérations d'augmentations du ouplage peuvent se faire en parallèle.Il en déoule don un algorithme dans le modèle streaming and sorting qui alule une 2

3 − ǫapproximation du ouplage maximum.3.3.4 Couplage maximum ave poidsIl semble que le meilleur algorithme PRAM utilisant un nombre linéaire de proesseurs etrésolvant le ouplage maximum ave poids est l'algorithme de [UC00℄.Théorème 10. [UC00℄ Il existe un algorithme qui approxime le ouplage de poids maximalà un fateur 1
2+ǫ en O(1

ǫ log5 n) passes dans le modèle streaming and sorting.4 ConlusionDans e rapport, le problème de ouplage maximum a été étudié dans divers modèlesde streaming. Dans le modèle de streaming à une passe, le meilleur algorithme existant estl'algorithme glouton le plus simple. La ontrainte d'espae empêhe-t-elle de faire mieux ?La borne inférieure du théorème 4 fait un pas dans e sens en montrant qu'il n'existe pasd'algorithme dans e modèle simple de semi-streaming qui approhe la taille du ouplagemaximum ave un fateur additif de O(n1−ǫ) pour ǫ > 0. Mais ei laisse la possibilité del'existene d'une meilleure approximation. Il n'est pas lair si la di�ulté est une di�ulté deommuniation ou pas. En e�et, la disussion de 2.2 suggère que le problème de ommuniationpeut être faile. Existe-t-il un protoole de ommuniation pour le problème d'approximationà (1− ǫ) près ave ommuniation O(n ·polylog(n)) ? Dans e as, la rédution à un problèmede ommuniation ne pourrait pas donner de meilleures bornes inférieures. Un modèle deommuniation ave plusieurs parties permettrait-il d'obtenir de meilleures bornes inférieures ?Problème ouvert 1. Montrer qu'un algorithme en une passe qui trouve un ouplage detaille supérieure à 1
2 + ǫ ave ǫ > 0 néessite une mémoire de taille Ω(n2), ou bien trouver untel algorithme qui utilise o(n2) mémoire.La performane de l'algorithme est mesurée dans le pire as sur l'ordre d'arrivée des arêtes.Il est possible de s'intéresser à des problèmes dans lesquels l'ordre d'arrivée des arêtes n'est23



pas arbitraire. Par exemple, dans le as d'un graphe biparti, si les arêtes arrivent par sommet,à la manière d'une liste d'adjaene, un algorithme online [KVV90℄ qui atteint un fateurd'approximation en moyenne de e−1
e peut être adapté dans le modèle semi-streaming à unepasse.Si le modèle autorise plusieurs passes sur l'entrée, des algorithmes meilleurs que l'algo-rithme glouton existent. Mais auune borne inférieure n'est onnue, auune borne inférieuren'élimine l'existene d'un algorithme semi-streaming même pour le alul exat ave 2 passes.La tehnique généralement utilisée pour prouver des bornes inférieures ave plusieurs passesest l'utilisation de la omplexité de ommuniation à deux sens omme dans la preuve duthéorème 8. Mais la omplexité de ommuniation à deux sens du ouplage parfait sembleêtre un problème di�ile. Ce problème est posé omme une question ouverte dans [HMT88℄et semble l'être enore aujourd'hui. En fait, dans [HMT88℄, le modèle est plus di�ile quele n�tre ar la répartition des arêtes entre Alie et Bob est prise dans le meilleur des as,alors que nous ne voulons qu'une borne inférieure pour une répartition donnée. Néanmoins, leproblème reste assez di�ile.Problème ouvert 2. Montrer qu'un algorithme semi-streaming en 2 passes alulant unouplage de taille maximale ne peut pas exister, ou en trouver un.Je remerie toute l'équipe Algorithmique et Complexité du LRI pour son aueil et enpartiulier Frédéri Magniez pour son aide tout au long du stage.Référenes[ADRR04℄ Gagan Aggarwal, Mayur Datar, Sridhar Rajagopalan, and Matthias Ruhl. Onthe streaming model augmented with a sorting primitive. In IEEE Symposiumon Foundations of Computer Siene, pages 540�549, 2004.[Aga96℄ Ramesh C. Agarwal. A super salar sort algorithm for RISC proessors. In ACMInternational Conferene on Management of Data, pages 240�246, 1996.[AMS99℄ N. Alon, Y. Matias, and M. Szegedy. The spae omplexity of approximating thefrequeny moments. Journal of Computer and System Sienes, 58(1) :137�147,1999.[BYKS02℄ Ziv Bar-Yossef, Ravi Kumar, and D. Sivakumar. Redutions in streaming al-gorithms, with an appliation to ounting triangles in graphs. In ACM-SIAMSymposium on Disrete Algorithms, pages 623�632, 2002.[EGIN97℄ David Eppstein, Zvi Galil, Giuseppe F. Italiano, and Amnon Nissenzweig. Spar-si�ation a tehnique for speeding up dynami graph algorithms. Journal of theACM, 44 :669�696, 1997.[FKM+05a℄ Joan Feigenbaum, Sampath Kannan, Andrew MGregor, Siddharth Suri, andJian Zhang. Graph distanes in the streaming model : the value of spae. InACM-SIAM Symposium on Disrete Algorithms, pages 745�754, 2005.[FKM+05b℄ Joan Feigenbaum, Sampath Kannan, Andrew MGregor, Siddharth Suri, andJian Zhang. On graph problems in a semi-streaming model. Theoretial ComputerSiene, 348(2-3) :207�216, 2005.[FM83℄ P. Flajolet and G. N. Martin. Probabilisti ounting. In IEEE Symposium onFoundations of Computer Siene, pages 76�82, 1983.24
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AnnexeDesription de l'algorithme de [FKM+05b℄La méthode générale des algorithmes d'approximations pour le problème du ouplage maxi-mum est de trouver des hemins augmentants de petite taille. Ces algorithmes utilisent le faitsuivant :Propriété 5. Soit k ≥ 1. Si un ouplage M de G n'admet pas de hemin augmentant delongueur ≤ 2k + 1 alors |M | ≥ k+1
k+2MaxMat(G).Démonstration. Cette propriété peut être visualisée simplement en onsidérant le graphe de ladi�érene symétrique M⊕M∗ où M∗ est un ouplage maximum. En e�et, le graphe M⊕M∗ estun ensemble de hemins augmentants pour M . Le fait qu'il n'y ait pas de hemin augmentantde longueur ≤ 2k+1 assure que les omposantes onnexes de M ⊕M∗ qui sont des hemins delongueur plus petite que 2k + 1 ont un même nombre d'arêtes qui viennent de M que d'arêtesqui viennent de M∗. Don au mieux, pour obtenir un ouplage maximum à partir de M , onutilise des hemins augmentants de longueur 2k + 3, on remplae alors k + 1 arêtes de M par

k + 2 arêtes. Ce qui donne |M | ≥ k+1
k+2 |M∗|.Cet algorithme proède en phases pour trouver un grand ensemble de hemins augmentantsde longueur 3, puis d'augmenter le ouplage. Le fait que l'ensemble soit grand, fait que l'ons'approhe en peu de phases de ne plus avoir de hemins augmentants de longueur 3. Unensemble maximal de hemins augmentants de longueur 3 onvient, mais e n'est pas faileà trouver en streaming. L'ensemble va alors être un ensemble presque maximal de heminsaugmentants pour notre ouplage ourant.L'algorithme suivant permet de trouver un ensemble presque maximal de hemins simul-tanément augmentants de longueur 3, en entrée G = (L,R,E) et un ouplage maximal M enmémoire.� Répéter� Trouver un ouplage maximal entre des sommets libres de R et des sommets ouplésde L. On appellera une arête de e ouplage une aile gauhe. Si et ensemble est detaille ≤ δ|M |, quitter.� Trouver un ouplage maximal entre les sommets de R qui sont ouplés dans M à dessommets de L qui ont une aile gauhe. Ce sont les ailes droites.� Oublier les sommets d'une arête de M qui a une aile gauhe (pour un tel sommet, soitune aile droite a été trouvée, soit une aile droite n'a pas été trouvée et dans e as onveut tout de même oublier le sommet pour laisser une plae à d'autres sommets pourla prohaine passe).� Oublier les sommets des ailes des arêtes de M qui ont deux ailes (elles-i vont êtreutilisées dans les hemins augmentants).Une itération de ette proédure est illustrée dans la �gure 8. Cette proédure est utiliséepour trouver des hemins augmentants qui sont utilisés pour augmenter la taille du ouplage

M . On répète e proédé de l'ordre de Θ(log 1/ǫ) fois, en hoisissant δ = Θ(ǫ) et on se retrouveave un ouplage dont la taille est 2
3 − ǫ plus grande que la taille d'un ouplage maximum de

G. Pour une étude détaillée de et algorithme, on se référera à [FKM+05b℄. Cet algorithme estgénéralisé dans [MG05℄ pour les graphes généraux et pour trouver des hemins augmentants26



Fig. 8 � Proédure pour trouver un ensemble de hemins augmentants de longueur 3de n'importe quelle taille, il est probabiliste et trouve un ouplage ave un fateur d'approxi-mation 1 − ǫ en O((1/ǫ)(1/ǫ)poly(1/ǫ)) passes.

27


