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1 - Quelques définitions : cartes, orientations.
2 - Existence d'orientations
3 - Flip et flop : treillis des orientations.

Hier soir : séances d’'exercices

Autour des triangulations simples.

Maintenant : Application des orientations : dessins, couplages, bijections

1 - Schnyder woods et dessins de cartes.
2 - Trelllis des arbres couvrants et couplages.
3 - Orientations et arbres bourgeonnants
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Application au dessin

a2 a2

ai as

Théoreme ([Schnyder '89]) :

L 'algorithme produit un dessin de la triangulation ou toutes les arétes
sont des segments et ou les sommets appartiennent a une grille de taille

[E(M)| x [F(M)].
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Arbres couvrants et orientations

Proposition : [Propp '93, Felsner '04] ar(©)=ar(®)=20
Les arbres couvrants de M sont en bijection avec { ar(0) =ar(@®)=1
les av-orientations de M. ar(d) =3

A chaque sommet O, 2 configurations possibles :

B

[{arétes bleues}| = |V(M)| — 1
Pour montrer que c'est un arbre, montrer qu'il n'existe pas de cycles.
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Structure de treillis sur les arbres couvrants.

ar(©) =ar(®) =

ar(0)=ar(@) = ,
ar(d) =3 .

Quels sont les cycles essentiels?  Quelles sont les arétes rigides ?
Pour simplifier on prend M sans isthme.

Propriété :

Les seules arétes rigides sont les arétes incidentes au sommet racine.

Propriété :

Les cycles essentiels sont les cycles faciaux de M ne contenant pas de
sommets racines.
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Structure de treillis sur les arbres couvrants.

~

Les cycles essentiels sont les cycles faciaux de M ne contenant pas de
sommets racines.
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Peut-on toujours transformer une carte plane en un arbre
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Théoreme [Bernardi '07], [A., Poulalhon '14+] :

Soit une carte plane M enracinée est munie d'une orientation
accessible et minimale ( = sans cycle antihoraire).
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Alors, 1l existe un unique arbre bourgeonnant enracinc
et dont la cloture est M munie de la méme orientation.
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Orientations canoniques

On peut donc appliquer la construction des qu’'on dispose d'une
orientation canonique accessible pour la famille de cartes qui nous
Intéresse.

Cartes 4-régulieres Triangulations simples

2 arétes sortantes / sommet 3 arétes sortantes / sommet interne
2 arétes entrantes / sommet 1 aréte sortante / sommet externe

Une triangulation est simple ssi elle admet une orientation telle que :
chaque sommet interne a degré sortant 3
chaque sommet externe a degré sortant 1.
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Méthode bijective

e Considérer une famille de cartes
e [rouver une caractérisation via des orientations
e Considérer |'unique orientation sans cycle antihoraire.

e Appliquer la bijection.
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Méthode bijective

e Considérer une famille de cartes

e [rouver une caractérisation via des orientations

e Considérer |'unique orientation sans cycle antihoraire.
e Appliquer la bijection.

e Etudier la famille d’arbres bourgeonnants.

Cartes avec degré pair = cartes eulériennes Arbres avec
N / H N /7
Méme degré entrant/sortant. méme degré entrant/sortant.



Méthode bijective

e Considérer une famille de cartes

e [rouver une caractérisation via des orientations

e Considérer |'unique orientation sans cycle antihoraire.
e Appliquer la bijection.

e Etudier la famille d’arbres bourgeonnants.

Applications :

génération aléatoire, encodage, ...

étude des cartes planaires : controle de la distance grace aux chemins les plus a gauche

Perspectives :
autre approche d'unification [Bernardi, Fusy '10], comprendre les liens.

unifier la compréhension des distances.
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Référence sur la théorie des a-orientations (dont je me suis tres largement
inspirée pour ce cours) [Felsner '04] (mais aussi [Propp '93]).
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‘These d'Eric Fusy '07]

Arbres couvrants et couplages :

[Propp '93] |
[Kenyon, Propp, Wilson '00] MerC| :

Bijections et orientations :
Bernardi '07] + [A.,Poulalhon +14]
Bernardi, Fusy '12] : autre unification des bijections existentes reposant sur des orientations

Addario-Berry, A. +14] + [Bernardi, Collet, Fusy '14] : contrdle de la distance.




