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Constellations

Une p-constellation est une carte planaire telle que :
e les faces sont bicoloriées en noir et blanc
e les faces noires sont de degré p.
e les faces blanches sont de degré multiple de p.

. 2-constellations = cartes biparties
Convention :



Constellations : Différents contextes

e Factorisation de permutations [Hurwitz (1891)]

e Revétements ramifiés de la sphere [Goulden and Jackson '97]

e (Cartes planaires :
— Bijection avec arbres décorés |Bousquet-Mélou, Schaeffer "00]
— Bijection avec mobiles [Bouttier, Di Francesco, Guitter '04]
— Enumération 2 la Tutte [Bousquet-Mélou, Jehanne '06]

A lire : ler chapitre de [Lando et Zvonkin '00]
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Méthode a la Tutte

F,, = série génératrice des constellations comptées selon leur
nombre de faces blanches telle que la face racine est de degré np
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Méthode a la Tutte

F,, = série génératrice des constellations comptées selon leur
nombre de faces blanches telle que la face racine est de degré np

Suppression de
|'aréte racine

Bousquet-Mélou, Schaeffer ('00)]
Bousquet-Mélou, Jehanne ('06)]
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Distances et constellations

Convention : @

Propriété :
Les arétes sont de 2 types possibles :

5 g 1 sommet origine marqué
>om rques ' + une racine de type (4,7 — 1)

V; = SG des constellations pointées + racine (i, — 1), i < j
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Résultats précédents

V; = SG des constellations pointées + racine (¢,7 — 1), i < j

e Bijection avec des mobiles Equations de récurrence
[Bouttier, di Francesco] ~ |

[Guitter '03 et '04] pour les V;

e Certaines solutions "devinées’ puis vérifiées :
i+4)

Triangulations eulériennes : _y . =V (1 — Y )1(1 —y” )
p = 3 et deg(fb) = 3 (]_ — yz—l— )(1 L yz_|_ )

ou V=142zV?2 et y+y t=(zV) 1 -2

+ Conjectures par di Francesco

e Lien entre V; et fractions continues pour les cartes planaires
[Bouttier, Guitter '10]



Objectif

Généraliser le travail de Bouttier et Guitter au
cadre des constellations.
e Lien entre F,, et V, sous forme de fractions

continues
e Calcul des V;

Motivation:
e Interprétation combinatoire des formules.
e Preuve des conjectures.
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Proposition : |l existe une bijection entre :

e |es constellations comptées par F),
e les p-excursions constellées de longueur np.

p-excursions constellées = chemin > 0 de (0,0) a (np,0).

A
e 2typesdepas: , 1 / A
VARNE
e poids sur les pas : 1
N/z', pas de hauteur i a i — 1

ViV,




F,, en fonction des V]

A ]
z |
_1 .
o /\‘1 /\Vi,deiéil
\J Y :

Décomposition en tranches :

On part du bord et on suit
le chemin géodésique le
plus a gauche.




F,, en fonction des V]

A ]
z |
_1 .
o /\‘1 /\Vi,deiéil
\J Y :

Décomposition en tranches :

On part du bord et on suit
le chemin géodésique le
plus a gauche.




F,, en fonction des V]

A ]
z |
_1 .
o /\‘1 /\Vi,deiéil
\J Y :

Décomposition en tranches :

On part du bord et on suit
le chemin géodésique le
plus a gauche.




F,, en fonction des V]

A ]
z |
_1 .
o /\‘1 /\Vi,deiéil
\J Y :

Décomposition en tranches :

On part du bord et on suit
le chemin géodésique le
plus a gauche.




F,, en fonction des V]

A ]
z |
_1 .
o /\‘1 /\Vi,deiéil
\J Y :

Décomposition en tranches :

On part du bord et on suit
le chemin géodésique le
plus a gauche.




F,, en fonction des V]

A ]
z |
_1 .
o /\‘1 /\Vi,deiéil
\J Y :

Décomposition en tranches :

On part du bord et on suit
le chemin géodésique le
plus a gauche.







F, en fonction des V;




F,, en fonction des V]

1
\%,deiéi—l

Décomposition en tranches :



F, en fonction des V;

Proposition : |l existe une bijection entre :
e |es constellations comptées par F),
e les p-excursions constellées de longueur np.
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Chemins et fractions continues

C' = série génératrice des chemins = >, w(P)

2

p=2

Vi,detai—1

7\

1
1-W CVi<—Vi+1

Déterminants de Hankel,
Polyndmes orthogonaux

[Flajolet '80]
[Viennot '86]
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b; = (3¢,0)
az; = (—31,0)
azi+1 — (—37: — 1, 1)

@ >

b3
Lindstrom-Gessel-Viennot Lemma : Coi i = Fi

2,] 1+
. 1
det((Cij)ij) = Y (—1)““non-inter(o), Coiv1y = FLY)
o

e C;; := poids(chemins de a; a b;) seule config non-intersect :

e non-inter(o):= poids (non-intersect de a; a b,;)) pOidS — 1(V3V2V1)(V6 et Vl)



LGV Lemma et généralisation des déterminants de Hankel

Lindstrom-Gessel-Viennot Lemma Coi i =

i+J
. 1
det((Cij)iy) = Y (1) non-inter(s), Chir1j = Fii)
o . .
e (;; := poids(chemins de a; a b;) seule config non-intersect :

e non-inter(c):= poids (non-intersect de a; a b,(;)) poids = 1(V3V2V1)(V6 e Vl)

( Fo Fy ... F;
1 1 1
F R0 £
. F F: F; —
1 2 1+1
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b; = (3t,0)
az; = (—3i—1,1)
Goir1 = (—3i — 3,0)

@ >
b3
Lindstrom-Gessel-Viennot Lemma : O - — F(l)
20,9 — L4y
det((Cij)i ) = Z(—l)e(")non—inter(a), Coit1,j = Fiyjr

o

e C;; := poids(chemins de a; a b;) seule config non-intersect :

pOidS S Vl(V4 < Vl)(V7 s Vl)

e non-inter(o):= poids (non-intersect de a; a b,;))
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/ FO Fl Fz
1 1 1
FD pO) £
. FF Fo|=
Holi] :=det | ") 1) i)
1 2 1+1

F(’l) 52) Fi(—l_)l

1 1 1) | =

Hyli] i=det | £1 12 Fiih
Fy  F3 Fito




LGV Lemma et généralisation des déterminants de Hankel

Théoreme :

Hy[t]Hglt — 1]
Hqli — 1]Hglt]

Vait1 =
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Retour aux cartes

Interprétation des Fz-(l) comme cartes ?

(L
~ 7
~ s
~ ,/
~ 7’
~ 4
N 0
N /g
~
~
~
~
~
~
~
@

pas de poids sur ce pas

1 - . . .
= Fi( ) = cartes avec voisin de la racine bivalent.
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Triangulations eulériennes

Triangulation eulérienne =
3-constellation t.q. deg(f.b.) =3

F, = (pg’) (1 —aV)—pi- (SEV)> v

ol V=1+22V? pp =4 /\/\/\’\/\ ) = #s/\/‘/\/\z\

<® Py
< >

P np+1

A
\J

FO = (o0 (@ =aV)? = ply - (av)) Vo



Triangulations eulériennes

N L 2

n) = /‘/J\’V\
FY = (o) (1= av)? = pl0), - (@) vere? p =
np
NCO N g/\/‘/\/\,\
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Fo= (p7 - (1= aV) =l - (av)) V2!

B = (p) - (1= 2v)? = pl), - (V) V2t

ou V=1+2sV?

) = # /\/‘/\/\,\

< =
< >

np
NCO N Q/\/\/\/\/\

np+1 i

>

B; = (3i,0)
Ag; = (—3i,—1)
Agip1 = (=3i—1,—1)

poids : /1\(1
i—1
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ou V=1+2sV?
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Triangulations eulériennes

Fo= (p7 - (1= aV) =l - (av)) V2!

B = (p) - (1= 2v)? = pl), - (V) V2t

Coij =% - (1 —2V) —ph) - (xV)

ou V=1+2sV?

py) = # /\/‘/\/\,\
np
p7(11) = "/\/\/\/\/\

poids : 1 i\v/l
i—1




Triangulations eulériennes
Fo= (P (= aV) =0 @) voes
it = (pq(zl) (1—a2V)?—p% . (a:V)) 1/2n+2
Coi5 = pq(l()) (1 —2aV) — pg) - (2V)

Coit1,5 = p) (1= 2V)?

ol V =1+2zV?

pg)Z%#.fVA/\/\J\

< =

- >

np

np+1 g

>

pOiCIS ) 1 i \V/l
1—1
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ou V=1+2sV?

Fo= (p - (1= av) = pl) - (@v)) V2t
(1 _ (1 _ 2 _ (0 2n+42 py) = # /‘/\/\’\/\
F.’ =(pn -(1—2V) (zV) )V

— Pni1 - 7D >
CQi,j _ p7(10) . (1 o an) o pgl) . (ZEV) p7(11) = H 3‘/\/\/\/\/}
D 0) - np+1
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B; = (3i,0)
Ags = (=3i,—1)
Agip1 = (=3i—1,-1)

poids : / 7;\'/1
i—1

1— 2V (1—xV)?
A\ P /\IJ

Aoy —zV Azit1
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Triangulations eulériennes

B; = (3i,0)
Ags = (=3i,—1)
Agip1 = (=3i—1,-1)

poids : j// @\<j
i—1

By B B2 B3
As Az A1 Ao

ﬁo[n] — ﬁo[n — 1] + ﬁl[n — 1]

On reconnait des polynomes orthogonaux...
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Merci |



