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Diagramme de tresses positives

diagramme de tresse = une suite de croisements de brins.

Ots = 0st (5 < t) = croisement des brins s et t avec le brin s au
dessus

diagramme de tresse = mot sur |'alphabet des o ¢

8 ‘
7
N
4 24
L e
1 —"\ :

01,3 ' 036 ' 027

Figure: Diagramme de tresse et mot associé
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Diagrammes équivalents
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Diagrammes équivalents

y/j SE~
: —




Présentation des tresses Le lien avec les empilements Partitions non-croisées Autres exemples de monoides

Diagrammes équivalents

6 6
sﬁ 5/\/—
4 4

3 A

2 —_—

1

01,4046 =04601,6
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Diagrammes équivalents

E— Ef\ﬁ
4
3 g
P
1

—_— N WA LN
/

01,4046 =04601,6

Tresse = classe d'équivalence de diagrammes.



Présentation des tresses Le lien avec les empilements Partitions non-croisées Autres exemples de monoides
Présentation du monoide dual de tresses.
L'ensemble de générateurs de B, * est :

Y, ={ost=o0rspourl <s<t<n,}
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Présentation du monoide dual de tresses.
L'ensemble de générateurs de B, ™* est :
Y, ={ost=o0rspourl <s<t<n,}
soumis aux relations de tresses suivantes :

OstOyy = Ouyv0Ost SIS <st<su<sv,

Ost Oty = OtuOus SIS <st<suU.
ol <s = ordre sur Z/nZ défini par :

§<s5+1<s5+2<s...<ss—1.
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Présentation du monoide dual de tresses.
L'ensemble de générateurs de B, ™* est :
Y, ={ost=o0rspourl <s<t<n,}
soumis aux relations de tresses suivantes :

OstOyy = Ouyv0Ost SIS <st<su<sv,

Ost Oty = OtuOus SIS <st<suU.
ol <s = ordre sur Z/nZ défini par :

§<s5+1<s5+2<s...<ss—1.

Longueur d'une tresse = |b|y,



Présentation des tresses

Série génératrice du monoide de tresses dual

Théoréme (A., Nadeau ‘08)

La série génératrice des tresses duales sur n brins comptées selon
leur longueur est égale a :

= Z #{tresses de longueur n} t" = Z ¢lbl=n

beB*

= (=1 E=a)
Falt) = Z;,7—1— K)TkI(k + 1)
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Etapes de la preuve

— < Calcul de la série génératrice du monoide de tresse

Polyndme générateur alterné des ppcm
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Empilements de piéces

H = (a, b, clac = ca).

Figure: Trois représentations de abac = abca sous forme d’empilements.
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Enumération d'empilements, Viennot ‘86

Soit M |'ensemble des empilements de hauteur au plus un :

Viennot construit une involution ¥ : M x H — M x H
o SiV(m,h)=(m' H), alors mh=m'h et |m| = |m'| £ 1
e U admet uniquement (1,1) comme point fixe.

[Viennot, 86], [Krattenthaler, 00], [Bouillard et Mairesse, 04]
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I
:
I
—_— \V
—_— : —_—
- B
v : : v
a a ! b
a|c a|c : C ¢
b b ! b | b |
I
1

Figure: Quelques exemples de |'application W
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Calcul de la série génératrice

= 145 Y (mmzy (1) (mh — m' ) ou W ((m, h)) = (m', )

=1
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Calcul de la série génératrice

(Zmead=1)1mm)(Shep h)

> (mpy (=1)Immh
= 1432 (mmz) (=)l (mh — m'K) ot W ((m, h)) = (m', H')
=1

En projetant, on obtient la série génératrice :

.
O ) _0O

Ft)1-3t+t*) =1
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Un peu de divisibilité

o < b =il existe un diagramme de b commencant par o :

b=o...

b est un multiple commun de J C X, :

b=o... pourtout o € J
J ={J C ¥, tel que M, = ppcmJ existe}

Empilements : 7 = {0, {a}, {b},{c},{a, c}}.
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Empilements — tresses

V involution définie par :

VT x B — Jx B
(J,b) — (J',b') avec Myb= Myb' et |JAS| =1
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Empilements — tresses

V involution définie par :

VT x B — Jx B
(J,b) — (J',b') avec Myb= Myb' et |JAS| =1

Sm = min{s tel que s < M_]b}

(JU{sm}, (Myiqsy) ™t b) sised

\U(J’ b) - {(J\{S}, (MJ\{S})_I MJ . b) sinon



Présentation des tresses Le lien avec les empilements Partitions non-croisées Autres exemples de monoides

Théoréme

(ZJEJ(_l)‘J‘MJ)(ZbEB,T* b) =1

Corollaire (Bronfman '05, Kraamer '05)

La série génératrice du monoide est alors :

0= [, 0]
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Une large classe de monoides

Cette approche est valable pour tous les monoides M présentés par
générateurs et relations qui sont :
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Une large classe de monoides

Cette approche est valable pour tous les monoides M présentés par
générateurs et relations qui sont :

e atomiques,
e simplifiables a gauche : a,u,ve M, au=av = u=v,

e si un sous-ensemble de générateurs admet un multiple
commun a droite, alors il admet un ppcm.

[Bronfman, 00], [Krammer, 04]
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Une large classe de monoides

Cette approche est valable pour tous les monoides M présentés par
générateurs et relations qui sont :

e atomiques,
e simplifiables a gauche : a,u,ve M, au=av = u=v,

e si un sous-ensemble de générateurs admet un multiple
commun a droite, alors il admet un ppcm.

[Bronfman, 00], [Krammer, 04]

Monoides de traces, de . d .
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Une large classe de monoides

Cette approche est valable pour tous les monoides M présentés par
générateurs et relations qui sont :

e atomiques,
e simplifiables a gauche : a,u,ve M, au=av = u=v,

e si un sous-ensemble de générateurs admet un multiple
commun a droite, alors il admet un ppcm.

[Bronfman, 00], [Krammer, 04]

Monoides de traces, de . d

Pour en déduire la série génératrice, les relations doivent préserver
la longueur.
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Etapes de la preuve

— < Calcul de la série génératrice du monoide de tresse

Polyndme générateur alterné des ppcm
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Retour aux tresses duales

Ppcm de {013,024 ,0513,059,06,7,0812,0810,010,12 !

SESEESRANE

6 7 8 9 10 11 12 13
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Retour aux tresses duales

Ppcm de {013,024 ,0513,059,067,0812,0810,010,12 !

AT

6 7 10 11

. G

7 10 11
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Retour aux tresses duales

Ppcm de {013,024 ,0513,059,067,0812,0810,010,12 !

AT

6 7 10 11
7 10 11

My = 014043023 - 051301312 012,10 010,0 09,8 * 07,6

|M,| = nombre de sommets - nombre de parties = 13 - 4 = 9.
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Involution sur les configurations d'arétes

SERRESRANE

6 7 8 9 10 11 12 13
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Involution sur les configurations d'arétes

-

(O A .

7 ’—\\\
/ \
\
1
!
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
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Involution sur les configurations d'arétes

-

(O e .

7z "\\\
/ \
/ \
|
/
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

/ N
m s<t<u<v

\ s<t<u<v
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Involution sur les configurations d'arétes

NN

7 10 11
10 11

= il faut compter des foréts alternantes non croisées

Longueur du ppcm = nombre d'arétes de la forét
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Etapes de la preuve

— < Calcul de la série génératrice du monoide de tresse

Polyndme générateur alterné des ppcm
'R
TR

Foréts alternantes non-croisées
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Foréts alternantes non-croisées et arbres unaires-binaires

A2 ln A

9 10 11 12 13
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Foréts alternantes non-croisées et arbres unaires-binaires

KA ln A

9 10 11 12 13

As 12 13
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Foréts alternantes non-croisées et arbres unaires-binaires

A ln A

9 10 11 12 13

As 12 13

Bijection entre les foréts alternantes non-croisées a n sommets et k
arétes et les arbres unaires-binaires a n + k nceuds dont k noeuds
binaires.

[Gelfand et al., 97]
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Etapes de la preuve

Calcul de la série génératrice du monoide de tresse

Polyndme générateur alterné des ppcm

Foréts alternantes non-croisées

Arbres unaires-binaires



Partitions non-croisées

Série génératrice du monoide de tresses dual

Théoréme

La série génératrice des tresses duales sur n brins comptées selon
leur longueur est égale a :

= Z #{tresses de longueur n} t" = Z tlblzn
beB*

— (a-1tRIC
(n—1—k)k!(k +1)!

M

k:0
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Autre exemple de monoide de tresses

0; = 0j i+1 = croisement des brins i et i + 1 avec le brin i au dessus
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Autre exemple de monoide de tresses

0; = 0j i+1 = croisement des brins i et i + 1 avec le brin i au dessus

—C o — —~
~— T —C T T

Relations de tresses classiques :

0j0i+10; = 0j4+10i041

0j0j = 00 Si |I'*_j'|22
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(e W)y e

oK
IS
in = -
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[ =0
mJ:O

Al Il Iy ==
HH a2

J SR

f

=3
my;==6
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(e W)y e

oK
IS
in = -

1
1—-3t+t24213

Fa(t) =
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|
/=0 |
= |
— J=2
' ( (
|
J J JoM=1
[ [ "
: | =3
| m; =6
7/
J\J HI=2 : ;
[ ™ N
|
! (
I
1
Fa(t) =

1—3t4+t242t3 -6



Autres exemples de monoides

Extensions

Travail en cours :

e Extensions aux monoides d'Artin-Tits sphériques classiques et
duaux de type B et C.

e Interprétation combinatoire pour les monoides de tresses
duaux : liens avec d'autres treillis de partitions non-croisées.

e Tresses sur un cylindre [Digne, 05]
e Conséquences algébriques : algébres de Koszul . ..
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Perspectives : Monoides sans ppcm

(a, b, c,d tel que ab = bc = ca et ba = ad = db) .

c d

-\

b
iJCiﬁutif\L,

)
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Perspectives : Monoides sans ppcm

(a, b, c,d tel que ab = bc = ca et ba = ad = db) .

a | b | ¢ | d
| — | — | — —
[ J: [ [ ﬂ
> I XS I

{a, b} admet des multiples communs mais PAS de ppcm.

1+ x
FO) =13,

Interprétation combinatoire 7?7
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Perspectives : Monoides sans homogénéité

(a, b,c,d tel que ac =d et ca=d).

] -]

] | ]
I U I
S D ca
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Perspectives : Monoides sans homogénéité

(a, b,c,d tel que ac =d et ca=d).

-]

]
-] ]
L] b L]
[ 1]

PAS d'homogeénéité
14 x

F) =13

Interprétation combinatoire 7 ?
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Merci |
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