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Plan de la séance

1 — Lambda-calcul

2 — Catégories et 2-catégories



Premiere partie

Lambda-calcul

e calcul des fonctions



Church 1935: invention syntaxique du A-calcul
Le A-calcul est le calcul syntaxique ou formel des fonctions.
Les expressions du A-calcul sont appelés des A-termes.

Le A-calcul est un calcul plutét bizarre ou fout A-terme P est a la fois:
+ une fonction qui s’applique a tous les A-termes, y compris lui-méme,
+ un argument de n'importe quel A-terme, y compris lui-méme.

On a longtemps cru que le A-calcul n’était qu’un jeu d’écriture, auquel on ne
saurait pas donner de sens mathématique — jusqu’au modéle dénotationnel de
Dana Scott (1976).



Curry 1958: le A-calcul simplement typé

Il est possible de typer certaines expressions du A-calcul au moyen de types sim-
ples A, B construits par la grammaire:

AB:=a|A = B.

On appelle contexte de typage I' une suite finie I’ = (xq : Ay, ..., x, : A,) OU x; est
une variable et A; est un type simple, pour fout 1 <i < n.

On appelle sequent un triplet:
x1:A1,..,%,: A, v P: B

ou xy : Ay, ..., X, : A, €St un contexte de typage, P est un A-terme et B est un type
simple.



Curry 1958: le A-calcul simplement typé

Variable

Abstraction

Application

Affaiblissement

Contraction

Permutation

x:AFx:A

I'x:A+ P :B
I'Ax.P:A=B

I'-P:A=B ArQ:A

T,Ar PQ B

I'+P:B
I''x:A+P:B

Ix:Avy:AvrP:B
I',z:Av Plx,y < z] :B

I'x:A,y:B,A+P:C
I',y:B,x:A,A+rP:C




Propriétés remarquables du fragment simplement typé

Un A-terme P est appelé simplement typé lorsqu’il existe un contexte de typage
I' et un type simple A tels que:

I'tP: A

On démontre que I'ensemble des A-termes simplement typés est clos par g-réduction:
Subject Reduction: SiT'-P: Aet P —g Q. alorsT'+ Q : A.

Un A-terme P est appelé forfement normalisable lorsque fous les chemins de -
réduction:

tferminent.,
Normalisation forte: Si P est simplement typé alors P est fortement normalisable.

En particulier, le A-terme AA qui boucle n’est pas simplement typé.



Curry-Howard (1) Logigue minimale infuitioniste

Variabl
ariable T A
. I, A+ B
Abstraction T TS B
Aoplicat I'r A=2B Ar A
pplication TAF =
o '+ B
Affaiblissement T AT B
Contract I, A, A+ B
ontfraction T Ar z
. I, A BA+r C
Permutation

I, B, AA+r C



Curry-Howard (1) A-calcul simplement typé

Variable
X:AFx:A
| [L,x:A+DP:B
Abstraction Tk ArP A= B
N T+P:A=B ArQ:A
pplication T,A+ PO B
o I'-P:B
Affaiblissernent T x:ArD:B
Contracti SR A
onfraction
! I,z:A+ Plx,y < z] :B
| Ix:A,y:B,ArP:C
Permutatfion

I,y:B,x:A,ArP:C



Deuxiéme partie

Catégories et 2-catégories

Foncteurs et tfransformations naturelles



Catégories
Une catégorie € est la donnée
— d’une classe d’objets,
— d’un ensemble Hom(A, B) de morphismes pour tout couple d’objets (A, B).
— d’une loi de composition o : Hom(B, C) Xx Hom(A, B) — Hom(A, C)
— d’un morphisme identité id, € Hom(A, A) pour tout objet A,

1— tel que o soit associative
Y(f, g, h) € Hom(A, B) x Hom(B, C) x Hom(C, D) fo(goh)=(fog)oh

2— tel que les morphismes id soient éléments neutre de o
Vf € Hom(A,B) foidy = f = idgof

Notation: on écrit f : A — B quand f € Hom(A, B).
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Foncteurs
Un foncteur F d’une catégorie C vers une catégorie D est la donnée:
— d’un objet FA de D pour tout objet A de C,

— d’une fonction F : Home(A, B) — Homq(FA, FB) pour tout couple d’objets (A, B)
de C.

On demande que F préserve les identités:

FA- " pa = FA— " A
et préserve la composition:
FA-L B EC - FA-ED pe
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Exemple de catégorie et foncteur (1)

Tout ensemble ordonné (X, <) définit une catégorie dont les objets sont les éle-
ments de X, et dans laquelle;

+} Six <
Home(x,y) = {{g} siricony

En particulier, il existe au plus un morphisme entre deux objets.

12



Exemple de catégorie et foncteur (2)

Un monoide (M, -, ¢) est un ensemble M muni d’une loi produit et d’un élément
neutre, ftels que:

Associativité Vx,y,ze M, (x-y)-z=x-(y-2)
Unité Vx eM, xX-e=x=e-x.

Un homomorphisme f de (M, :,e) dans (N,e,u) est une fonction f: M — N Qui
préserve les identités:

fe) =u,

et préserve les produits:
Vx,yeM, f(x-y)= f(x)e f(y).

Exercice. Identifier tout monoide (M, -, ¢) G une catégorie [M, -, e] G un seul objet.
Etablir une bijection entre les homomorphismes de (M, -, e) dans (N, e, 1) et les fonc-
tfeurs de [M, -, e] dans [N, e, u].
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Exemple de catégorie et foncteur (3)

'action d’un monoide
(M, -, e)
sur un ensemble
X
est la méme chose qu’un foncteur

[M,.,e] — Ens

La représentation d’un monoide est la donnée d’un foncteur dans Vect.
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Transformations

Une transformation
6 : F—G
entre deux foncteurs
FG : A—3B
est une famille de morphismes

(04 : FA — GA)aconjn)

de la catégorie B indexée par les objets de la catégorie A.
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Composition verticale de transformations

Les transformations se composent verticalement

A U 0:%6, B = A G B
N4 N e/

et définissent ainsi une catégorie
Trans ( A , B)
pour toutes catégories A et B.
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Action a gauche sur les transformations

Dans la situation suivante

on définit I’action a gauche du foncteur H sur la tfransformation

o : F — G : A — B
comme la transformation
Hop6 : HoF — HoG : A — 0
dont lI'instance en I'objet A est définie par le morphisme

H(04)

H o F(A) Ho G(A).
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Propriétés de I'action & gauche (1)

Les deux équations

Hop (02%01) = (Hop0y)*(Hop 01) Hoplr = 1lgor

signifient diagrammatiquement que

/N
/U&\ A Lo \%B .
A p—H o =
\ U6, /4 A 43 - e
N G
A 11, aA4—H .3 _ A e B
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Propriétés de I'action a gauche (2)

Ces deux équations indiquent que

Hof — ; Trans(A, B) —> Trans(A, ©)

6 s HOLQ

définit un foncteur, tfandis que les deux €équations

(HioHy)or F = Hjop (HyorF) lgopF

expriment le fait que o; définit une action.
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Action a droite sur les tfransformations

Dans la situation suivante
F
H B/Q\

=

C
=

le foncteur H agit sur la transformation
6 : F — G : B —
et la transporte en la transformation:

Hor6 : FoH — GoH : A — €0

dont lI'instance en I'objet A est définie par le morphisme

F o H(A) Or G o H(A).
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Propriétés de I'action a droite (1)

Les deux équations
(02x01)or H = (020r H)*(01*r H) lrorH = 1ponu

signifient diagrammatiquement que

N /vo\

A—" B jez

.A = U 1rem

N \/
¢>B/UF1F\B /\
NS \/
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Propriétés de I’action a droite (2)

Ces deux équations indiquent que

—ogr H : Trans(B, ©) — Trans(A, C)

0 = QORH

définit un foncteur, tfandis que les deux €équations

Oor(HxoHy) = (0orH>)or Hj Forlg

expriment le fait que o définit une action.

F
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Compadtibilité des actions & gauche et a droite

Derniere équation: dans la situation

H1 /\ Hz

A’ B’

|"ordre dans lequel on fait agir H,; et H, sur la transformation 6 ne compte pas:

(Hp o 0) or Hy = Hj op, (6 og Hy)
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Sesqui-catégories

Une sesqui-catégorie & est une catégorie munie d’une structure de catégorie
(A, B)
pour toute paire d'objets (A, B) de la catégorie, telle que

les objetsde 7V (A,B) = les morphismes de A dans B

munie d’une paire d’actions o; et or satisfaisant les neuf équations évoquées:

hop(62+61) = (hop0y)=(horbh) horly = Iy

(hiohy)or f = hiop (h2 o f) laopL f = f

(O2%61)orh = (O20rh)*(O1%r h) lorh = g

Oor(hpohy) = (6 og hp) or Iy forlg = f
(hy o, O) or Iy = hy op (6 ogr hy)

Les catégories, foncteurs et tfransformations forment une sesqui-catégorie.
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La sesqui-catégorie des catégories et transformations

Soit deux transformations 6, et 6, dans la configuration suivante

La transformation obtenue en appliuant 6; puis 6,

F, F,
\1/
/7\
16,

A

differe en général de la transformation obtenue en appliuant 6, puis 6.
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Transformations naturelles

Une transformation
O : F—G : A—B
est naturelle lorsque le diagramme

FA GA
Ff Gf
FB——GB
commute pour tout morphisme
A1 B

On note Nat(A, B) la catégorie des foncteurs et transformations naturelles

6 : F — G : A — B
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Loi d’échange

On dit qu’une paire de 2-cellules 0; et 6, dans une sesqui-catégorie &/

F, F, F, F,
A~ 1w BT C A~ B e C
\_/ _ \/
A B . C A7 e B C

est satisfaite.

Autrement dit, I’'ordre dans lequel on compose 0; et 6, est sans importance.
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Exercice

Dans une sesqui-catégorie 2/, on appelle centrale & gauche toute 2-cellule 6,
telle que la loi d’échange

fi f2 f fo
_— ,,,,,,\ / ”7"”\ _— B 77”\ _— "’77”"\

'U'Gl 62

A B c. 4 B . C

T T
UQZ Uel

A \777; / B \7777/ / C A \777; / B \7%7/ / C

81 &2 S ol

est satisfaite pour toute fransformation 0;.

Montrer que les transformations naturelles coincident avec les 2-cellules centrales
d gauche, dans la sesqui-catégorie des catégories, foncteurs et transformations.

En déduire |'existence d’un foncteur:;

Nat(B, C) x Nat(4,B) — Nat(4,C)
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2-catégories

Une 2-catégorie ©/ est une sesqui-catégorie telle que la loi d’échange est satis-
faite par toute paire de 2-cellules

fi fo
16, 16,

A \77777; / B \1777/ / C
&1 by
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2-catégories (définition alternative)

Une 2-catégorie 7 est la donnée

— d’une classe d’obijets,

— d’une catégorie 27 (A, B) pour tout couple d’objets (4, B),

— d’un foncteur de composition o : ©7(B,C) x “/(A,B) — Z/(A, Q)
— d’une identité identité id, : 1 — (,@(A,A) pour tout objet A,

1— tel que o soit associative, au sens ou les diagrammes

- - o X c@(z‘l B) >
Z(C,D)x &J(B,C)x &/(A,B) ' “J(B,D)x &/ (A,B)
@(C,D)X o o
) (C,D)x ZJ(A,CQC) : (A, D)

commute.
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2— tel que id soit élément neutre de o au sens ou les diagrammes

(A, B) (A, B)
% )
T(A,B)x 1 Dp x id (A, B)x T/(A,A)
et
ZJ (A, B) (A, B)
: &
1x /(A B)— 2% Gun o (B,B) x T/(A,B)

commutent pour fout A et B,

Notation: on écrit
o : f = g : A—B
quand
0 : f—g¢g
est un morphisme de la catégorie 2/ (A, B).



Loi d’échange de Godement

Dans une 2-catégorie &7 (A, B), les deux maniéres canoniques de composer les
2-cellules

/ - Uoﬁ h N \ / / g llaz A A \
A &1 B &2 C
N2
\\\\\hl,//// \\\E///

commutent:

(Baxaz)o(Pr*a1) = (B2opf1)*(azom)

31



Suspension

Nous verrons dans une prochaine séance la notion de catégorie monoidale.

Toute catégorie monoidale stricte © peut étre vue comme la 2-catégorie %(C)
— qui ne contient qu’une seule 0-cellule,

— dont les 1-cellules sont les 0-cellules de €

— dont les 2-cellules sont les 1-cellules de €

avec les lois de composition induites.

Une sesqui-catégorie L(C) a un objet définit une catégorie prémonoidale (G, ®, I).
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Exemple: la 2-catégorie des ensembles et des relations

La 2-catégorie .72/ est définie comme suit:
— ses O-cellules (ou objets) sont les ensembles,

—ses 1-cellules (ou morphismes) sont les relations entre ensemble,

A—d8 g = 4T g8

composées relationnellement:
alf-glc < dbeB, alflb et blg]c.

— ses 2-cellules (ou cellules) sont données par inclusion:

En particulier, les catégories 24/ (A, B) sont des catégories de préordre.
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