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Plan de la séance

1 – Diagrammes de cordes

2 – Adjonctions
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Première partie

Diagrammes de cordes

Une notation topologique pour les 2-cellules
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Exemple

A

f

��

g

IIid //

⇓ ε

⇓ η

A

A

f

��

g

HH

f

""
⇓ ε

id

<< A

id
""

⇓ η

g

<< A A

f

��

g

HH

id
!!

⇓η

g

== A

f

!!
⇓ε

id

== A

Ces trois cellules sont égales dans toute 2-catégorie...
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Diagrammes de corde

= = ηε

f

η

ε

f

η ε

f

gg g

Une représentation topologique obtenue par dualité de Poincaré
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Deuxième partie

Adjonctions et monades
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Adjonction
Soient A et B deux catégories.

Une adjonction est un triplet (L,R, φ) où L et R sont deux foncteurs

L : A −→ B R : B −→ A

et φ est une famille de bijections, pour tout couple d’objets A dans A et B dans B,

φA,B : B(LA,B) � A(A,RB)

naturelle en A et B. On écrit aussi:

LA −→B B
A −→A RB

φA,B

Dans ce cas, on dit que L est adjoint à gauche de R, et on écrit L a R.

La version 2-dimensionnelle d’isomorphisme.
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La bijection φ est naturelle signifie ici...
Naturelle en A et B signifie que la famille de bijections φA,B transforme tout dia-
gramme commutatif

LA
g

// B

hB

��

LA′

LhA

OO

f
// B′

en un diagramme commutatif:

A
φA,B(g)

// RB

RhB

��

A′

hA

OO

φA′,B′( f )
// RB′
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Exemple: espace vectoriel libre

Ens

L
%%

⊥ Vect

R

ee

où

A = Ens : la catégorie des ensembles et fonctions,
B = Vect : la catégorie des espaces vectoriels sur un corps k

R : le foncteur « d’oubli » V 7→ U(V)
L : le foncteur « libre » X 7→ kX

kX :=
{ ∑

x∈X

λx x | λx ∈ k presque partout nul.
}
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Exemple: algèbre libre

Vect

L
&&

⊥ Alg

R

ee

où

A = Vect : la catégorie des espaces vectoriels
B = Alg : la catégorie des algèbres et morphismes d’algèbres,

R : le foncteur « d’oubli » A 7→ U(A).
L : le foncteur « libre » V 7→ TV.

TV :=
⊕
n∈N

V⊗n
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Définition d’une algèbre de Lie
Espace vectoriel gmuni d’un crochet de Lie

Anti-symétrie:
[x, y] = −[y, x]

Identité de Jacobi:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

Exemple: l’espace vectoriel des champs de vecteurs sur une variété lisse.
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Exemple: algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie

Lie

L
%%

⊥ Alg

R

ee

où

A = Lie : la catégorie des algèbres de Lie,
B = Alg : la catégorie des algèbres,

R : équipe A du crochet de Lie [a, b] = ab − ba,
L : le foncteur « algèbre enveloppante » g 7→ U(g).

U(g) := Tg / I(g)

où I(g) est l’idéal bilatère engendré par ab − ba − [a, b].
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Exemple: catégorie libre

Graph

L
&&

⊥ Cat

R

ff

où

A = Graph : la catégorie des graphes,
B = Cat : la catégorie des catégories et foncteurs,

R : le foncteur « d’oubli »,
L : le foncteur « libre ».
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Exemple : objet terminal

C

L

""
⊥ 1

R

bb

où

A = C : toute catégorie dotée d’un objet terminal 1,
B = 1 : la catégorie singleton,

R : le foncteur dont l’image est l’objet terminal 1,
L : le foncteur canonique (et unique).
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Exemple : catégorie cartésienne

C

L
$$

⊥ C × C

R

dd

où

A = C : toute catégorie dotée d’un objet terminal 1,
B = C × C : le produit cartésien de C avec elle-même,

R : le foncteur produit cartésien (A,B) 7→ A × B,
L : le foncteur diagonal A 7→ (A,A).
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Rappel: produit cartésien
Le produit de deux objets A et B dans une catégorie C, est un objet A× B muni de
deux morphismes

π1 : A × B −→ A π2 : A × B −→ B
tel que pour tout diagramme

A

X

f --

g 11

A × B

π1

;;wwwwwwwww

π2 ##GG
GG

GG
GG

GG

B

il existe un et un seul morphisme h : X −→ A × B faisant commuter le diagramme

A

X h //

f --

g 11

A × B

π1

;;wwwwwwwww

π2 ##GG
GG

GG
GG

GG

B

Exercice. Montrer que la définition caractérise A × B à isomorphisme près.

16



Exemple : catégorie avec limites

C

L
$$

⊥ CJ

R

cc

où

A = C : toute catégorie dotée d’un objet terminal 1,
B = CJ : la catégorie Nat(J,C) des transformations naturelles

de la catégorie d’indice J dans la catégorie C,

R : le foncteur limite F 7→ lim j∈JF( j),
L : le foncteur diagonal A 7→ ( j 7→ A).
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Adjonction dans la 2-catégorie Cat
Une bijection φ entre les transformations naturelles

A

L

��

1

[A] 11

[B] --

⇓

B

φA,B
7−→

A

1

[A] 11

[B] --

⇓

B

R

OO

Ici, un morphisme X −→ Y dans la catégorie C
vu comme une transformation naturelle [X] −→ [Y].

1

[Y]

::⇓

[X]

$$
C
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Adjonction dans la 2-catégorie Cat
Une bijection φ entre les transformations naturelles

A

L

��

1

A
11

B --

⇓

B

φA,B
7−→

A

1

A
11

B --

⇓

B

R

OO

Ici, un morphisme X −→ Y dans la catégorie C
vu comme une transformation naturelle X −→ Y.

1

Y

::⇓

X

$$
C
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Condition de naturalité 2-dimensionnelle

On reformule la condition de naturalité comme suit:

La bijection φ est naturelle en les transformations naturelles α et β.

A

L

��

1

A′

&&

B′

88

//

⇓α

⇓β

1

A
11

B --

⇓θ

B

φA′,B′

7−→

A

1

A′

&&

B′

88

//

⇓α

⇓β

1

A
11

B --

⇓ζ

B

R

OO
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Adjonction dans la 2-catégorie Cat
Ce point de vue 2-catégorique débouche sur une définition plus satisfaisante
d’adjonction:

Une bijection φ entre les transformations naturelles

A

L

��

C

A
11

B --

⇓

B

φA,B
7−→

A

C

A
11

B --

⇓

B

R

OO
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Condition de naturalité 2-dimensionnelle

On reformule la condition de naturalité comme suit:

La bijection φ est naturelle en les transformations naturelles α et β.

A

L

��

D

A′

&&

B′

88

//

⇓α

⇓β

C

A
11

B --

⇓θ

B

φA′,B′

7−→

A

D

A′

&&

B′

88

//

⇓α

⇓β

C

A
11

B --

⇓ζ

B

R

OO
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Présentation algébrique de l’adjonction
Une adjonction est un quadruplet (L,R, η, ε) où L et R sont des foncteurs

L : A −→ B R : B −→ A

et η et ε des transformations naturelles:

η : IdA
·
−→ RL ε : LR ·

−→ IdB

telles que les deux composés soient les identités (de L et R respectivement).

R
ηR

// RLR Rε // R L
Lη

// LRL εF // L

On dessine cette situation de la manière suivante:

A L //

IdA

""

B R //

IdB

==

⇓η

A L //

⇓ε

B
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Définition duale (mais équivalente) d’adjonction

Par dualité, la donnée d’une bijection ψ entre les ensembles de 2-cellules

A A

��
L

��

C⇓θ

B B

HH

ψA,B
7−→

A A

��

C⇓ζ

B B

HHR

OO

bijection qu’on demande naturelle en A et B.
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Exemple: dualité dans une catégorie monoïdale
Soit (C,⊗, e) une catégorie monoidale.

Un objet A est dual à gauche d’un objet B lorsqu’il existe deux morphismes

η : e −→ B ⊗ A ε : A ⊗ B −→ e

tels que

A
A⊗η

// A ⊗ B ⊗ A ε⊗A // A = A
idA // A

et

B
η⊗B

// B ⊗ A ⊗ B B⊗ε // B = B
idB // B

A est dual à gauche à B dans C ssi A est adjoint à gauche à B dans ΣC.
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Exemple: adjonctions dans la 2-catégorie Rel

On peut appliquer la notion d’adjonction dans toute 2-catégorie.

Ainsi, toute adjonction dans Rel est de la forme

A

f∗

""
⊥ B

f ∗

cc

où

A
f

// B

est une fonction ensembliste, et

f∗ = { (a, b) | a = f (b) }

f ∗ = { (b, a) | b = f (a) }

De plus,

l’unité η est inversible ssi f est injective.
la counité ε est inversible ssi f est surjective.
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Propriété
Supposons donnés deux morphismes

A
L1

''

L2

77 B

dans une 2-catégorie D , adjoints à deux morphismes R1 et R2:

L1 a R1 L2 a R2

Dans ce cas, toute cellule 2-dimensionnelle

A

L1

""

L2

<<⇓ θ B

définit une cellule 2-dimensionnelle

A ⇑ θ∗ B

R2

bb

R1

||

Exercice: définir l’opération θ 7→ θ∗ en diagramme de cordes,
et montrer que l’opération est fonctorielle, au sens où (θ1 ∗v θ2)∗ = θ∗2 ∗v θ

∗

1.
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