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Plan de la séance

1 — Limites, colimites et extensions de Kan

2 — La bicatégorie Mon(8) des morphismes de monades
3 - La bicatégorie Mod(8) des modules de monades

4 — Fermeture

5 — Foncteurs laxes

6 — Le pseudo-foncteur Mon(8) — Mod(B)



Premiere partie

Limites, colimites et exiensions de Kan

Une généralisation des produits cartésiens



Extension de Kan & droite

L'extension de Kan a droite d’un foncteur
F : A — C(C

le long d’un foncteur
G : A — B
est donné par un foncteur

Rang(F) : B — C
équippé d’une transformation naturelle
C
r Rang(F)
=y
A c B

définissant une bijection
Nat(H, Rang(F))
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Nat(H o G, F)



Slogan

Extension de Kan = fermeture 2-dimensionnelle

On pourrait noter
Rﬂi’lG(P) = F &G
dans I'esprit des catégories cartésiennes (ou monoidales) fermées.



Exemple: les produits cartésiens



Exemple: les produits fibrés



Extension de Kan a gauche

'extension de Kan & gauche d’un foncteur
F : A — C

le long d’un foncteur
G : A — B
est donné par un foncteur

Lang(F) : B — C
équippé d’une transformation naturelle
C
F Lang(F)
= 1]
A c B

définissant une bijection
Nat(Lang(F), H)

112

Nat(F,H o G)



Exemple: les sommes cartésiennes



Exemple: les sommes amalgamées
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Deuxiéme partie

La bicatégorie Mon(8) des monades

Monades et foncteurs
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La bicatégorie Mon(8B)
— les 0-cellules sont les monades (A4, s) de |la bicatégorie B

— les 1-cellules

£H = (As) (B, 1)

sont des paires constitué d’une 1-cellule
f + A — B
et d'une 2-cellule

~

f : f®s = tef : A —
Diagrammatiquement:

A / B
S :f> t
A 7 B
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La bicatégorie Mon(3B)

satisfaisant les égalités suivantes:

A / B A / B
idl N> |s f= t = zd< zdg t
/P A1 »p
At / /B
A / B B
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Formulation alternative en diagrammes de corde

t f t f

hor R

f
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Les 2-cellules de la bicatégorie Mon(8B)

— les 2-cellules
0 ; f=39 ; s —
sont des 2-cellules
0 ; f=>t®g ; A — B
faisant commuter le diagramme de 2-cellules

f

t® f—C——t0t®yg

f®s

0 K

@ I®s——tRI®g————1®g

Forme réduite
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Formulation alternative en diagrammes de corde

t g / g

Forme réduite
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Les 2-cellules de la bicatégorie Mon(8B)
— les 2-cellules
0 ; f=39 ; s —
sont des 2-cellules
0 ; fRs=t®g ; A — B
faisant commuter le diagramme de 2-cellules

RS®S— -t ® @S — 1@ ®
g

0 H

IR g®s——10teg——t®y

Forme non réduite
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Formulation alternative en diagrammes de corde

t g t g

Forme non réduite
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Passage de la forme réduite a la forme non réduite
(et vice versaq)

Y TR
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Premiére équation
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Deuxieme équation
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Propriété de la forme non réduite
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Exemple de la bicatégorie Span

Dans la bicatégorie Mon(Span)
— les O-cellules sont les petites catégories,
— les 1-cellules provenant d’une fonction sont les foncteurs,

— les 2-cellules sont les transformations naturelles.

Deux formulations possibles (réduite, non réduite)
des transformations naturelles.
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Variante: la bicatégorie (Mon(5))P
— les 0-cellules sont les monades (A4, s) de |la bicatégorie B

— les 1-cellules

/) : (As) (B, 1)
sont des paires constitué d’une 1-cellule
f + A — B

et d’'une 2-cellule

f: t®f = f®s : A — B
Diagrammatiquement:
A ! B
s é ¢
A 7 B
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Les 2-cellules de la bicatégorie (Mon(8°))°P

— les 2-cellules
0 ; f=g ; s —
sont des 2-cellules
0 ; t® f = g¢®s ; A — B
faisant commuter le diagramme de 2-cellules

F@1® f— 1@ fos—2 —g®@s®s

0 u

@ gRs——0@s®s————¢®s
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Deuxieme partie

La bicatégorie Mod(B)

des modules de monades

Modules algébriques, modules catégoriques
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Principe de représentation

Toute monade (au sens bicatégorique)
t : A — A
induit une monade (au sens catégorique)
BX,t) : BXA — BXA
définie par post-composition

x—r a4 = x—L .t

et cela pour toute 0-cellule X de la bicatégorie 8.

Exercice. Vérifier que B(X, t) définit bien une monade sur B(X, A).
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Principe de représentation (dual)

Dualement, foute monade (au sens bicatégorique)
t : A — A
induit une monade (au sens catégorique)
Bt,X) : BAX) — BAX)
définie par pré-composition cefte fois-ci:

f

A X — A--A
cela pour toute 0-cellule X de la bicatégorie 8.

Exercice. Monfrer que B(t, X) = BP(XP, tF).
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Principe de représentation (mixie)

Toute paire de monades (au sens bicatégorique)

s : A — A t . B — B
induit une monade (au sens catégorique)

B, t) : BAB —  B(A,B)
définie par pré- et post- composition:

A / B
A f B = S t
A B

cela pour toute 0-cellule X de la bicatégorie 8.
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La bicatégorie Mod(8)

—les 0-cellules sont les monades (A4, s) de la bicatégorie B

—les 1-cellules
(A,s)
sont les algebres de la monade
B(s,t) : BA,B) — B(A,B).
Autrement dit, il s’agit des paires (f, ¢) constituées d’une 1-cellule

f

(B, 1)

A B
et d’une 2-cellule
/P
S U qb t
A 7 B

de la bicatégorie 8B sous-jacente, satisfaisant les diagrammes de cohérence suiv-
ants:
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La bicatégorie Mod(8)

A—1 p A—1 p
/ \ / ve \
A K s Uo tt L B = A f B
\ / \ Ul /
A 7 B A 7 B
A—T1 p f
e N A B
/ \\ _
id{\ As Jo 1 L /)id = id Uid id
\A f B/ A ; B

Exercice. Dessiner les diagrammes de cordes associés.
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La bicatégorie Mod(8B)

— les 2-cellules

(f¢)

TN

(4,9) lo (B, 1)

\/

(&)

sont les morphismes de B(s, t)-algébres dans la catégorie B(A, B).

En résumé:

Mod(B)((4,5),(B,1)) = B(A,B)"*



La bicatégorie Mod(8)

Autrement dit, une 2-cellule

/(f’@\ f
(A,s) ye (B,t) estune 2-cellule 4 \U—Q/ B
(&) 8

satisfaisant I'égalité suivante:

—
_G\

>\
—
‘e
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La bicatégorie Mod(8B)

La composée de deux 1-cellules

As) I gy (cu

est définie par le co-égaliseur des deux 2-cellules décrites par les deux manieres
de composer:;

B d B B ’* B
U-¢ 1}
f ; g f 2 g
A 88/ C A $8f C

. . t
Notation: on nofe ce co-égaliseur g ® f.

Nous ferons donc I'hypothése
(1 que la catégorie B(A, B) dispose de co-€galiseurs, pour tout A, B,
(2) que la composition horizontale ® dans B préserve ces co-égaliseurs.
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Remarque

La 2-cellule ¢ est définie de la maniére suivante:

f
f A B
A B yd
id U (]5 t = zdll :77> s U (]5 t
N
AN
A=y 8 A~ B

Cette opération consiste & appliquer la transformation de monade
B(A,t) — B(s, t)
pour fransformer la B(s, t)-algelbre (f, d) en une B(A, t)-algebre (f," d).

La B(t, C)-algébre (g, yr) est construite de maniere duale.
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Propriété clef

Soient frois monades

La composée

de deux modules

est un module pour la monade

Bs,u) : BAC) — BANOQO).

36



t
Définition du module ¢ ® f

Il s"agit de définir ici une 2-cellule

A ®f

s 6 u

A , C
8®f
définissant une loi d’algebre. |l est utile de remarquer que la 2-cellule 6 a pour
domaine et codomaine deux co-égaliseurs:

UR®IRt® f®s IRt f

u®g®f®s g®f

u®géf®s géf
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t
Définition du module ¢ ® f

Pour définir la 2-cellule 0, il suffit donc de donner une paire 64, 6, de 2-cellules

6,
URIRIQ f®s IRtR f
URI® f®s 2 g§® f
telle que les égalités entre 2-cellules
Oroar = @obO Orof1r = Probs

soient satisfaites.

D’ou I'idée de travailler sur la paire 64, 6, plutdét que sur 6.
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t
Définition du module ¢ ® f

Ainsi, la 2-cellule

0 : u®géf®s = géf

est entierement définie par la paire de 2-cellules

1

URIRI® f®s —— ¢@t®f

0,

U®IR f®s —— ggQf
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t
Définition du module ¢ ® f

Bien entendu, on doit vérifier que le diagramme de 2-cellules commute

HRIRI® fRs—2—¢®It® f

U® IV f®s & g®f

c’est-a-dire que les deux 2-cellules coincident:

— B————B
/ \ %\
As LB AT 3 LB
8 f 8
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t
Définition du module ¢ ® f

De maniére symétrique, on doit s’assurer que le diagramme de 2-cellules
6,
URLRIR fRs———=g¢ Rt f

ﬁlu M&

U IR f®S : g®f

commute, c’est-a-dire que les deux 2-cellules coincident:

t t
La paire 61, 6, définit ainsiune 2-cellule 0 : u® I f®s = ¢ f.
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t
Démonstration que ¢ @ f définit bien un module

La 2-cellule composite v
t U®ORs t 0 t
URU®LR f®s®s —  ~ u®gef®s — gof
est décrite par la paire de 2-cellules

t
B¢
\
\\

yﬁ 8

\_ "B
S \ Nall¥
. UQURIVIR fRS®s —— Rt ®
Ag Jf N\ 2B 30i®) setef
s / \ u
A B
s . \ O\ u v
S e N : URUBI® fR®S®S —— ®
Az /T 8\ & B sef e S
S u
A B
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t
Démonstration que ¢ ® f définit bien un module

La 2-cellule composite

HBgBf @Y t
- URLR f®s - 3®f

est décrite par la méme paire de 2-cellules

t
URURIR fR®s®S

f -B——b-_g
=/ \ =
5 / \ u
b /§ A B! . UQURIRIR fR®s®s —— gt f
= =
S/ u
A B
t
f ~B——bB-_ g
/7/A "‘\,\
A, ] \ ., B
= \<:
S // \\ u Uy
asl Jf A (g : URUR IR f®s®s —— g&f
= &
s/ u
A B

Cela démontre la premiére égalité: fo(s® 0@ u) =00 (U® g é) f®u).
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t
Démonstration que ¢ ® f définit bien un module

La 2-cellule composite
t NegBf @] t 0 t
IR f - UR IR f®s - IR f

est décrite par la paire de 2-cellules identité

IRt® f & ¢Rt® f

Cela démontre la seconde égalité: fo(n® g ® fen=1.
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Exemple: la bicatégorie des modules d’anneaux

Soit k un corps, et Vect la catégorie monoidale de ses espaces vectoriels.

Soit
B = X Vect
la bicatégorie obtenue par suspension de Vect.
Alors, la catégorie des modules sur Vect est définie par

Mod (X Vect)
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Exemple: la bicatégorie Span

Span est une bicatégorie de comonades sur la bicatégorie

B = Y Ens

obtenue par souleévement sur la catégorie cartésienne Ens des ensembles et des
fonctions:

Span = Comod(X Ens)
ou
Comod(B) = (Mod(B%))*

Autrement dit, on peut voir Span comme une catégorie de comonoides sur Ens.

Composition par égaliseurs plutdt que par coégaliseurs.
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Quatrieme partie

Fermeture

Fermeture a tous les étages
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Soit une 2-cellule

dans la bicatégorie Mod(8)

Fermeture
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Fermeture

Cela revient a dire que la 2-cellule 6 de Mod(8) est entierement décrite par une
2-cellule de B

g®f = h
qui fait commmuter les trois diagrammes
U®gR f g®f
getef
O
g§®f
M §®f®s g§®f
h
h®s h

dans la bicatégorie 8.
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Fermeture

La 2-cellule de la bicatégorie 8 induite par fermeture

f = g—oh

fait commuter les frois diagrammes

t® f
f M
(1)
M t® (g —h) g
g—h
b2y
(@) e
(M®g) —oh M
(§—~h)®s g

dans la bicatégorie 8.

b

b

50



Fermeture

Il'y a donc bijection entre les 2-cellules de module sur B(s, u)

t
g®f = h
et les 2-cellule de module sur B(s, t)
f = g Lo h
naturelle en £, g, h, ol la 1-cellule ¢ —o I est définie comme |'égaliseur

g-oh

g—oh

I
(M®g) —h

dans la catégorie B(A, B).



Fermeture

Rappelons que la paire

[
|
\

W®@ﬂh
provient de la paire

U g®(g—oh)

N\

\\\Y

g®@ﬂh

N
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Fermeture
Propriété:
Supposons que

- la bicatégorie B est fermée & gauche et & droite,
— chaque catégorie B(A, B) dispose d’égaliseurs,
— ces égaliseurs sont préservés par composition horizontale ® dans 8.

Alors la bicatégorie Mod(8) est fermée G gauche et a droite.
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Cinquieme partie

2-foncteurs laxes

o4



2-foncteurs laxes

Un 2-foncteur laxe
F : B8 — M
est la donnée

— d’une fonction F qui associe une 0-cellule F(A) de M & toute 0-cellule A de B,
— d’un foncteur

FA,B : B(A, B) — M(FA, FB)

— de 2-cellules de comparaison

o FQ®Kf) = F@gef
Po . idpA = P(idA)

pour toute paire de 1-cellules A, B de la bicatégorie 8B faisant commuter les dio-
grammes suivants.
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Diagrammes de cohérence

(FheFg) e Ff——%—The(FgeFf)

ﬁoFf FheF
F(h®g) e Ff FheF(g® f)
F F

F(h®g)® f)—L—Fh®(g® f))

FA e id P FA id e FB A FB

S e L S

FA e F(id)—L F(A ® id) F(id) ® FB—L F(id ® B)




Transformations naturelles laxes

Pour toute O-cellule A, la donnée d’une 1-cellule

FA — GA
et pour foute 1-cellule f : A — B, la donnée d’une 2-cellule

FA o GA
Ff # Gf
FB > GB

satisfaisant les trois propriétés suivantes:

FA v FA v GA
/ / \ /N N\
\ \ / N/ /

FB - FB - GB
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Transformations naturelles laxes

Da
A GA FA—"——-GA
VA v
FB Py GB & [GgH = FB K P G(gof)
& T &
N FC GC
FC s GC Pc
Pa A
/ FA GA - FA— 7% GA
// ///
/ ~
ida| L Py Glidy) = z'dm( e | & | Gidy)
\\\\ \\\\
FA o GA FA o GA
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Modifications laxes

Une modification laxe

6 ¢ = ¢
est la donnée d’une 2-cellule
FA v GA
Ff g; Gf
FB o GB

pour tfoute 1-cellule f : A — B, cetfte famille de 2-cellules satisfaisant la propriétés
suivantes:
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Modifications laxes

FA = GA FA a GA
4 N
FB Ps GB & |[GgfH =  FB Ps GB\ S |Glgen
F 2 \Gg r 0 Gg
g = \ 8 = \
FC GC FC GC
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Observations

— une monade est la méme chose qu’un 2-foncteur laxe

(A,s) : 1 — B

— un homomorphisme est la méme chose qu’une transformation naturelle laxe

(A,s) = (B, t) 1 — B

— une 2-cellule d’homomorphismes est la méme chose qu’une modification laxe

As) = BH 1 — B
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Sixieme partie

Le pseudo-foncteur

Mon(B) — Mod(B)

Des morphismes aux modules
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Définition du pseudo-foncteur
Le pseudo-foncteur transporte toute 1-cellule

(f. f) : (A,5) — (B, 1)
de la bicatégorie Mon(8) constituée d’une 1-cellule
f + A — B
et d’'une 2-cellule
f : f®s = t®f : A — B
en la 1-cellule
tef : A — B
munie de la sfructure de $B(s, t)-module suivante:

Rt f uef
—_——

I®t® f®s tQtRt® f t® f
Diagrammmatiguement,

AT AT .p B

s :f> t - s é e lop |

A 7 B A 7 B B
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Définition du pseudo-foncteur
Le pseudo-foncteur transporte toute 2-cellule
0 : f,H = @9 : (A,s) — (B,s)
de la bicatégorie Mon(8) définie par une 2-cellule
0 : f®s = t®g : A — B
en la 2-cellule

te f - tefes L tetey 22 teg

Diagrammatiquement,

A / B A / B—*t .p
s LA t - s LA t dop |t
A . B A . B—— B
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Propriété clef
Supposons donnée une 1-cellule de la bicatégorie Mon(38)

(f*/ f:) . (A/ S) — (B/ t)
dont la 1-cellule support f. dispose d'un adjoint a droite
foAf

dans la bicatégorie 8. Alors, le module associé

At gt

s é t U u t

A 7 B ; B
a le module

B—+t gL 4

R TR L 5

B ; B 7 A

pour adjoint & droite dans la bicatégorie Mod(8).
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Propriété additionelle

Le 2-foncteur pseudo
Mon(B) — Mod(8B)

est localement plein et fidele.

Autrement dit, foute 2-cellule dans la bicatégorie Mod(B)

S
/// \\\
S lo P
\\ //
g
est I'image ¢ = 6. d’une 2-cellule 6 unique dans la 2-catégorie Mon(8)
il
/// \\\
5. ve Lt
N e

66



