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Chapitre �

Introduction

� Citons qu�un probl�eme important non encore bien r�esolu est le probl�eme de l��etude

axiomatique des syst�emes de r�e�ecriture indispensable pour ne pas avoir �a r�ep�eter les

constructions et les preuves pour chaque langage particulier� �

G�erard Berry en ����	 dans sa th�ese de doctorat d�Etat�

Point de vue du sens� point de vue des objets

On calcule partout et de toutes les mani�eres� On applique �a l�exercice des formes tr�es di�
verses qui dans leur vari�et�e r�epondent �a un principe commun� la constitution d�un appareil de
repr�esentation du sens� ou r�eciproquement la proximit�e d�un sens �a ses di��erentes formulations�

Observons par exemple le calcul des entiers au sein duquel le m�eme sens� le m�eme nombre huit�
est exprim�e selon plusieurs formulations� 	� 
 � �� ��

R �
� x dx� Le calcul prend pour objet ces

formulations� il instaure entre elles des lois de transformation� de r�e�ecriture� D�un sens qui lui�
m�eme reste identique chaque formulation transcrit une construction possible� Le nombre huit
est �a la fois �el�ement de l�ensemble des entiers �	�� la somme de cinq et de trois �
 � ��� le cube
de deux ���� et le r�esultat de l�int�egration entre trois et cinq de la fonction identit�e sur les r�e�els
�
R �
� x dx�� Le signe �egalit�e indique un m�eme sens derri�ere les formulations multiples�

	 � 
 � � � � �
Z �

�
x dx

Selon l�occasion� une formulation ou une autre est privil�egi�ee� soit qu�elle apparaisse plus simple�
plus pratique� soit qu�elle mette une propri�et�e en valeur� 	 est la formulation imm�ediate du
nombre huit� 
�� montre qu�il est la somme de deux nombres premiers� � qu�il est une puissance
de deux�

R �
� x dx l�aire d�un certain trap�eze� La forme factoris�ee du polyn�ome �X � ��X � ��

en r�ev�ele les racines � et �� et on pr�ef�ere sa forme canonique �X� �X � � pour en calculer le
polyn�ome d�eriv�e� X��� L�objet compte ici avant tout comme m�ediation� il est la repr�esentation
plus ou moins adapt�ee d�une entit�e sur laquelle porte toute l�attention� Le point de vue est
s�emantique� il privil�egie le sens� Quand on l�applique �a des structures symboliques in�edites�
cette perspective pousse �a la construction de mod�eles math�ematiques� On rattache de la sorte
chaque objet nouveau �a un sens d�ej�a connu� ou mieux accept�e�

Le point de vue s�emantique est classique� mais partiel� Les formulations d�une m�eme entit�e ne
se valent pas toutes� certaines sont plus utiles que d�autres et il faut savoir les obtenir� Souvent il

�
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est possible d�orienter les op�erations de r�e�ecriture pour qu�une formulation soit transform�ee par
�etapes successives en cette meilleure formulation qu�on appelle le r�esultat du calcul� La ��eche
� de r�e�ecriture t�emoigne dans ce cas d�une approche dynamique qui privil�egie les formulations
et la m�ecanique de r�e�ecriture�

�� � ���  � ��  � 	

Ce point de vue dynamique a �et�e propos�e par des logiciens qui voulaient d�emontrer des r�esultats
m�eta�math�ematiques de mani�ere combinatoire� L�informatique l�a depuis repris �a son compte�
puisqu�il lui importe de calculer e�cacement�

Ces deux approches s�emantique et syntaxique d�un m�eme sujet� le calcul� entretiennent �a coup
s�ur des rapports encore impr�evus� ce que d�emontre Pierre�Louis Curien �Cur 	�� dans son
analyse des Combinateurs Cat�egoriques� Chaque domaine tient n�eanmoins des positions s�ures�
comme les deux faces d�une m�eme pi�ece de monnaie� Nous classons nos recherches sans h�esiter
dans la deuxi�eme cat�egorie� le point de vue dynamique�

Point de vue des objets� point de vue des ��eches

Le d�eveloppement de la th�eorie dynamique de la r�e�ecriture est coordonn�e �a l��etude du ��calcul
et des calculs dits du premier ordre� Ces syst�emes sont syntaxiques � chaque objet du calcul
est un assemblage de symboles qu�on peut �ecrire sur une feuille de papier ou inscrire dans la
m�emoire d�un ordinateur� Le calcul op�ere par transformation �r�eductions� sur la syntaxe des
objets �termes� selon des r�egles de r�e�ecriture� Avec cette perspective� obtenir un r�esultat c�est
trouver un objet sur lequel aucune r�egle ne peut plus �etre appliqu�ee � objet qu�on d�eclare �etre
en forme normale�

Les objets que nous �etudierons ont une dynamique de r�e�ecriture complexe� Le ��calcul
permet de construire des duplicateurs comme la fonction � � ��x�xx� qui copie son argument
P �

��x�xx�P � PP

Le ��calcul permet aussi de construire des e�aceurs comme ��x�a� qui n�utilise pas son argument
P et l�e�ace�

��x�a�P � a

Mis ensemble deux duplicateurs peuvent constituer des boucles comme par exemple�

�� � ��x�xx���y�yy�� ��x�xx���y�yy�� � � �

Ainsi le ��calcul contient des proc�edures qui ne terminent pas� Il arrive bien s�ur qu�un e�aceur
�elimine de telles proc�edures comme dans�

M � ��x��y�x�a����� ��x�a������ a ���

ce qui d�emontre qu�un objet du ��calcul peut avoir un r�esultat sans que tous les calculs qui en
d�erivent soient �nis� Il faut savoir bien calculer� Le calcul ��� de M aboutit alors que le calcul
�� qui r�eduit perp�etuellement �� n�atteind jamais la forme normale�

M � ��x��y�x�a����� ��x��y�x�a����� ��� ��

Pour bien calculer il faut trouver son chemin dans l�espace des ��eches et ne pas naviguer comme
�� dans des calculs interm�ediaires et inutiles� Et s�il s�agit de trouver son chemin c�est qu�il
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faut r�esoudre certaines questions d�orientation� Il nous faut une direction � c�est��a�dire une
strat�egie de calcul � qui trace le chemin judicieux du terme �a sa forme normale �quand celle�ci
existe� et nous y accompagne en un nombre �ni d��etapes�

Cette direction n�existe pas toujours� mais elle existe parfois� Dans le ��calcul il vaut mieux
r�eduire �a gauche dans la fonction qu��a droite dans l�argument� comme nous l�avons vu dans notre
exemple le calcul men�e ainsi aboutit� Malheureusement tous les formalismes ne b�en�e�cient pas
d�un principe d�orientation aussi clair� Nous qui voulons calculer dans des sch�emas de r�e�ecriture
plus g�en�eraux devons comprendre quand une telle strat�egie peut guider nos calculs� Ce qui
pousse �a constituer des classes de calcul tr�es �etendues � syst�emes de r�e�ecriture combinatoire
�Klo 	��� extension avec des op�erateurs associatifs commutatifs� syst�emes de calcul d�action
�Mil ��� � pour leur chercher un traitement uniforme� Le proc�ed�e a son avantage� une loi
d�emontr�ee dans une classe peut �etre appliqu�ee directement �a tout syst�eme de r�e�ecriture qu�elle
contient� En m�eme temps� partir de sch�emas g�en�eraux pr�epare une sp�ecialisation ult�erieure en
fonction de crit�eres et d�usages� syst�emes orthogonaux� syst�emes stables� syst�emes s�equentiels�
syst�emes fortement s�equentiels� voir �HL ����

Un d�efaut de m�ethode limite pourtant ce type de constructions tentaculaires� Leur ap�
proche strictement formaliste de la r�e�ecriture veut r�esoudre des questions d�ordre dynamique �les
��eches� �a partir de la structure des termes �les objets�� Le d�etour complique la t�ache syntaxique
et obscurcit les principes dynamiques� La limitation est th�eorique mais aussi technique� plus les
objets sont compliqu�es� plus l�analyse coordonn�ee ��eche�objet devient hasardeuse� Mieux vaut
s�eparer la t�ache th�eorique en deux et commencer par l��etude directe des r�eductions �les ��eches��
C�est �a cet e�et que les syst�emes abstraits ont �et�e introduits lorsqu�on a voulu �etudier le ��calcul�
On sait d�ecrire gr�ace �a eux les structures de r�eduction sans faire l�hypoth�ese pr�ealable d�une
classe d�objets particuli�ere� Les liens qu�on �etablit de la sorte entre les diverses propri�et�es de
r�eduction sont tr�es utiles� certaines propri�et�es dynamiques peuvent �etre d�emontr�ees abstraite�
ment �a partir de propri�et�es plus simples � d�ej�a connues ou facilement v�eri�ables� Cela facilite
d�autant le travail ult�erieur men�e sur les objets tout en d�evoilant les m�ecanismes importants
du calcul�

La th�eorie abstraite de la r�e�ecriture prend le point de vue des r�eductions pour y soumettre
celui des objets� On reconnait dans ce renversement le mouvement op�er�e par la th�eorie des
cat�egories au sein des math�ematiques� �Mac ����MM ��� Un mot d�ordre pour cette �ecole�
�etudier les math�ematiques �a partir des fonctions et de leurs rapports� regrouper plusieurs con�
structions et r�esultats ensemblistes sous les m�emes m�ecanismes entre morphismes� sous les
m�emes diagrammes de ��eches� La r�eussite de cette approche tient �a sa capacit�e d�adapta�
tion exemplaire� De nombreuses pr�eoccupations math�ematiques trouvent leur cat�egorie une fois
rep�er�e l�ajout de structure et d�hypoth�ese convenable� Certains champs math�ematiques s�en
sont trouv�es profond�ement transform�es� L�histoire de la r�e�ecriture abstraite est bien s�ur moins
riche� et plus courte� Nous voulons la retracer maintenant�

��� Histoire des syst�emes abstraits

Trois �etapes importantes ont marqu�e le d�eveloppement des syst�emes abstraits de r�e�ecriture�
Vues a posteriori� chacune a �et�e un moment dans la compr�ehension des m�ecanismes de con�uence
des syst�emes de r�e�ecriture orthogonaux�
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Newman� �etapes de r�eduction

Le premier� Newman a eu l�id�ee de traiter les syst�emes de r�e�ecriture dans leur g�en�eralit�e au lieu
de s�int�eresser �a un syst�eme en particulier� Les calculs partagent certains traits dont il part pour
b�atir ses structures et �etablir ses principes� Ainsi� chaque calcul dispose d�un ensemble d�objets
que des proc�edures de r�e�ecriture transforment� En cons�equence Newman �New �� d�e�nit les
syst�eme abstraits comme un ensemble T d�objets et une relation binaire � de r�eduction entre
les objets si a et b d�esignent des objets du calcul� a � b signi�e que a peut �etre r�eduit en b
en une �etape de r�eduction� La pr�esentation est simple et g�en�erale� Son introduction a ouvert
l��etude des lois fondamentales du calcul� con�uence� normalisation� inter�convertibilit�e � et
permit d��etablir une premi�ere topographie de leurs rapports�

Nous donnons un exemple� Un syst�eme est fortement normalisant �FN� lorsqu�aucun terme
ne peut �etre r�e�ecrit successivement un nombre in�ni de fois� On �ecrit a�� b lorsque a peut �etre
r�e�ecrit en b en plusieurs �etapes de r�eduction� Un syst�eme est con�uent �CR� lorsque deux termes
b et c quels qu�ils soient qui proviennent d�un terme a par r�eductions successives� a �� b et
a�� c peuvent �etre r�e�ecrit en un terme commun d� b�� d� c�� d� Un syst�eme est localement
con�uent �LCR� lorsque termes b et c en lesquels un terme a est r�e�ecrit en une �etape� a� b et
a� c peuvent �etre r�e�ecrit en un terme commun d� b�� d� c�� d� Pour r�esumer�

�� est un ordre bien fond�e �FN�
�a� b� c � T � �a�� b et a�� c �� �d � T � b�� d et c�� d� �CR�
�a� b� c � T � �a� b et a� c �� �d � T � b�� d et c�� d� �LCR�

Le lemme de Newman �New �� �etablit qu�un syst�eme �a la fois fortement normalisant et locale�
ment con�uent est con�uent�

�FN���LCR� �� �CR�

Par exemple� le ��calcul simplement typ�e qui est fortement normalisant FN et localement con�
�uent LCR est aussi con�uent CR�

Church� radicaux et r�esidus

Le lemme de Newman s�applique aux calculs fortement normalisants FN par contre il n�assure
pas la con�uence CR du ��calcul non typ�e qui n�est pas fortement normalisant comme l�a montr�e
le ��terme �� � ��x�xx���x�xx� qui se r�eduit en lui�m�eme�

�� � ��

Church et Rosser font appel aux propri�et�es de copie du ��calcul dans leur preuve de con�uence
�Chu ���� Qu�entendent�ils par copie! Prenons la fonction identit�e I � �x�x� Lorsque u et v

d�esignent des r�eductions IM
u
�M et IM

v
� IN � la r�eduction v peut �etre retard�ee et e�ectu�ee

apr�es la r�eduction u� IM
u
�M

v�
� N  sym�etriquement la r�eduction u peut �etre retard�ee et �etre

e�ectu�ee apr�es la r�eduction v� IM
v
� IN

u�
� N �

IM ��u

��
v

M

��
v�

IN ��u�

N

En plus de transformer le ��terme IM en un ��terme M � la r�eduction u � IM � M associe �a
la r�eduction v une r�eduction v� qui lui correspond au d�epart de M � selon une proc�edure de
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report qu�on appelle copie de v par u� Il est possible de formaliser abtraitement cette intuition
avec pour chaque �etape de r�eduction a

u
� b une relation de r�esidu ��u�� qui associe r�eductions �a

partir de a et r�eductions correspondantes �a partir de b� Dans notre exemple� la r�eduction v� est
r�esidu par u de la r�eduction v� v��u��v�� et sym�etriquement la r�eduction u� est r�esidu par v de la
r�eduction u� u��v��u��

Le mod�ele de Church est indispensable si on veut d�ecrire les op�erations de copie du ��calcul�
Le ��terme I�Ia� par exemple se r�e�ecrit en Ia de deux mani�eres� par r�eduction du I de gauche
I�Ia�

u
� Ia ou par r�eduction du I de droite I�Ia�

v
� Ia� Le mod�ele de Newman identi�erait

les deux r�eductions sous une seule ��eche I�Ia� � Ia� On remarque pourtant que lorsque w

d�esigne la r�eduction Ia
w
� a alors u a pour r�esidu w par r�eduction de v� mais aucun par sa

propre r�eduction� et sym�etriquement� v a pour r�esidu w par r�eduction de u� mais aucun par sa
propre r�eduction� Il est donc impossible d�identi�er les r�eductions u et v tout en d�ecrivant les
m�ecanismes de copie de I�Ia�� Church d�ecouvre donc avec Rosser �Chu ��� la notion de radical�
les deux auteurs �etiquettent les r�eductions par leur position dans le ��terme de d�epart� Les
radicaux u et v qui r�eduisent I�Ia� en Ia sont distingu�es� La r�e�ecriture qui �etait une relation
binaire pour Newman devient pour Church un graphe �etiquet�e avec loi de r�esidu�

Dans un calcul fond�e sur la duplication comme l�est le ��calcul le mod�ele de Church est
�etonnamment plus pr�ecis que celui de Newman� Les informations sur la duplication qu�il v�ehicule
permettent de d�ecomposer une fois encore la propri�et�e de con�uence CR en un diagramme local
de con�uence PERM et une propri�et�e FD de terminaison forte� suivant le principe de Newman�
Cette fois le th�eor�eme peut �etre appliqu�e au ��calcul non typ�e car s�il ne termine pas fortement il
v�eri�e n�eanmoins la propri�et�e des d�eveloppements �nis FD� En e�et la propri�et�e de terminaison
ne demande pas que le calcul entier termine mais seulement une classe de calculs r�egionaux� les
d�eveloppements d�ensembles de radicaux d�un m�eme terme� Par exemple �� ne contient qu�un
seul radical u et le radical v qu�on r�eduit ensuite dans

��
u
� ��

v
� �� � � �

n�est le r�esidu par u d�aucun radical du terme initial�

Nous pr�esenterons le diagramme de con�uence local sous le nom de diagramme de permuta�
tion au chapitre � voir l�axiome PERM de permutation� D�abord Church et Rosser �Chu ���
implicitement puis Curry et Feys �Cur 
	� et Hindley �Hin �	� explicitement montrent qu�un
syst�eme qui combine le lemme des d�eveloppements �nis et le diagramme de permutation est
con�uent�

�PERM� � �FD� �� �CR�

Le ��calcul pur v�eri�e PERM et FD� les techniques abstraites savent donc expliquer la con�u�
ence du ��calcul non typ�e� En plus de cela� le mod�ele de Church en pr�ecisant celui de New�
man inaugure au moyen des r�esidus la description d�une dynamique de r�e�ecriture� duplication�
cr�eation� e�acement�

O�Donnell� des structures sur les radicaux

Contrairement �a la normalisation forte FN le lemme des d�eveloppements �nis FD est une pro�
pri�et�e souvent simple �a d�emontrer� O�Donnell en donne �O�D ��� une d�emonstration g�en�erique
dans le cadre des syst�emes du premier ordre� Innocemment� il fait appel �a une relation �

d�embo�"tement entre radicaux qui lui permet de d�ecrire les cas de duplication �a partir de deux
axiomes� Le premier axiome indique que si un radical v a plusieurs r�esidus par r�eduction de
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u alors u emboite v� Le second assure que si deux r�esidus v� et w� de v et w sont emboit�es
apr�es r�eduction de u alors v et w sont eux aussi emboit�es� Ces deux axiomes sont simples et
permettent de d�emontrer le lemme des d�eveloppements �nis FD dans un mod�ele de Church�
La propri�et�e FD est de la sorte rattach�ee �a un comportement dynamique de l�emboitement
particulier aux syst�emes du premier ordre�

Mon travail a l�ambition de g�en�eraliser cette jolie id�ee pour d�emontrer des r�esultats plus
di�ciles� Supposons une propri�et�e d�emontr�ee par des moyens syntaxiques dans un syst�eme
particulier� Si on veut la d�emontrer dans un mod�ele abstrait il faut imposer aux ��eches des
contraintes qui sont d�ej�a v�eri��ees de fait dans la syntaxe des termes� Chaque axiome nou�
veau explicite un peu plus la structure des termes n�ecessaire �a la propri�et�e� Cette reconstition
#ex nihilo$ soumet la r�e�ecriture �a un traitement rigoureux de sa dynamique� Son point de
vue strictement constructif d�egage des propri�et�es syntaxiques jusque l�a n�eglig�ees pour les pla�
cer �a la source d�une propri�et�e reconnue �� Parce qu�elle porte maintenant sur des relations
d�embo�"tement propres aux termes et non plus sur des propri�et�es de permutation ou de ter�
minaison propres aux r�eductions� la th�eorie abstraite qui �etait partie des ��eches peut revenir
aux objets pour en pr�esenter une image d�epouill�ee�

Quelques belles d�ecouvertes sont �a pr�evoir de ce retour� Un domaine reste �a tracer entre
��eches et objets� Un principe nous guidera au cours de cette �etude� chaque relation et axiome
de d�epart sera local� c�est��a�dire portera sur des radicaux et jamais sur une s�equence de calcul�
Au contraire les th�eor�emes que nous allons d�emontrer portent au contraire sur l�espace des
r�eductions en sa globalit�e� En cons�equence les r�esultats que nous pr�sentons aurons d�abord
cette forme� la r�eduction de propri�et�es globales du calcul �a une structure locale d�e�nie par les
relations et axiomes import�es� Forme sous laquelle se trouve d�ej�a le r�esultat de O�Donnell�

Relation d�emboitement #�$ locale � Deux axiomes locaux �� �FD�

��� R�esultats principaux

d�eveloppements �nis

Le lemme des d�eveloppements �nis tient une place privil�egi�ee dans la th�eorie syntaxique� Hind�
ley �Hin �	� consid�ere qu�il se trouve cach�e derri�ere toutes les d�emonstrations de con�uence
du ��calcul� Nous l�utiliserons dans la d�emonstration des th�eor�emes de standardisation et de
normalisation forte� Il marque la premi�ere borne th�eorique �a la puissance de copie des radi�
caux� puisqu�il interdit de r�eduire ind�e�niment un ensemble �ni de radicaux co�initiaux� Les
r�eductions qui ne terminent pas doivent donc cr�eer perp�etuellement de nouveaux radicaux�

Le caract�ere tr�es technique du lemme en avait fait le lieu de tous les exploits syntaxiques�
au risque d�en rendre les d�emonstrations souvent obscures� Cette habitude risquait d�en rendre
di�cile la g�en�eralisation �a d�autres syst�emes� et il avait fallu la traduction par Jan Willem
Klop d�un argument de Nederpelt �Ned ��� pour le d�emontrer sur les Syst�emes �a R�eduction
Combinatoire dans le cas orthogonal� Nous consid�erions donc le lemme comme un joli th�eme
pour nos outils abstraits� et une �epreuve int�eressante�

O�Donnell a propos�e une d�emonstration abstraite pour les syst�emes du premier ordre� qui
utilise l�ordre � d�embo�"tement sur les radicaux� La g�en�eralisation de sa m�ethode aux syst�emes
d�ordre sup�erieur semblait jusqu�ici di�cile� Nous avons pu introduire une nouvelle relation ��
d�agrippement sur les radicaux� qui coordonn�ee �a la relation d�embo�"tement permet de d�ecrire

�Nous en rencontrerons un exemple avec l�axiome d�enclave du chapitre sur la standardisation�
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de mani�ere �ne les m�ecanismes d�instantiation d�ordre sup�erieur� Nous montrons que le lemme
des d�eveloppements �nis est la cons�equence de ces m�ecanismes�

th�eor�eme de standardisation

Le th�eor�eme de standardisation indique que tout calcul M �� N peut aussi �etre e�ectu�e d�une
mani�ere standard� Au d�epart th�eor�eme du ��calcul� il en r�ev�ele l�orientation #gauche�droite$�

toute d�erivation M
d
�� N �a la forme normale N peut �etre transform�ee en une d�erivation

M
e
�� N standard #la plus exterieure�la plus �a gauche$ parce qu�elle r�eduit �a chaque �etape

le radical le plus exterieur et le plus �a gauche du ��terme� G�erard Huet et Jean�Jacques L�evy
�HL ��� �etendent la propri�et�e aux syst�emes du premier ordre orthogonaux� G�erard Boudol
�Bou 	
� aux syst�emes non orthogonaux� Cette fois�ci� l�orientation d�epend des r�egles envisag�ees�

Le th�eor�eme de standardisation d�etermine une d�erivation particuli�ere dans l�espace des
calculs� Jean�Jacques L�evy a propos�e la permutation de radical pour identi�er des d�erivations
essentiellement identiques� une relation � identi�e #par permutation$ deux d�erivations aux
m�emes op�erations men�ees dans un ordre di��erent� Ces permutations sont toutes de la forme�

P

��

g

M

��
v

��
u

� N

Q

GG

f

o�u u et v sont des radicaux�
u et v ne forment pas de paire critique � u 	 v�
f d�eveloppe les r�esidus de v par u� f 
 v��u��
g d�eveloppe les r�esidus de v par u� g 
 u��v��

�L�ev �	� d�emontre dans le cas du ��calcul l�existence et l�unicit�e d�une d�erivation standard dans
chaque classe de permutation �� Cette d�erivation r�eduit �a chaque �etape le radical le plus externe
et le plus �a gauche parmi les radicaux qu�il reste �a r�eduire� De la sorte� la d�erivation

I�Ka������ I���y�a������� Ia

o�u I � �x�x� K � �xy�x et � � �x�xx est standard� On retrouve la m�eme propri�et�e d�exist�
ence et d�unicit�e dans les syst�emes du premier ordre orthogonaux �HL ��� et non orthogonaux
�Bou 	
��

Nous avons voulu traiter en une fois ces trois r�esultats de standardisation� Pour cela� nous
orientons les permutations �a la L�evy� en distinguant parmi ces permutations�

� les permutations carr�ees not�ees � qui intervertissent deux radicaux u et v disjoints et
ind�ependants

� les permutations standardisantes not�ees � qui permutent la r�eduction d�un radical int�erieur
v apr�es la r�eduction du radical exterieur u�

Dans les cas du ��calcul et des syst�eme du premier ordre� #standardiser une d�erivation$ est
alors r�einterpr�et�e en #la transformer par permutations standardisantes modulo permutations
carr�ees$� Chaque classe � h�erite ainsi d�un pr�eordre de standardisation � o�u les d�erivations
sont identi��ees par permutations carr�ees et standardis�ees par permutations standardisantes�
Ainsi une d�erivation d peut �etre standardis�ee en une d�erivation e de la m�eme classe ��

M
��

d

��

e

r N
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Plus concr�etement� dans le cas du ��calcul par exemple�

��Ia�

��

u

��v

�

�a

��

u�a�Ia�

��

v�
�

�Ia��Ia� �

��
v�

��

v�

aa

�Ia�a

DD

v�
�

� � �x�xx
I � �x�x

u��v��u�

v��u��v�� v��u��v�
v���v���v

�
�� v���v���v

�
�

o�u les d�erivations u � v� � v�� et u � v� � v�� sont aussi standards toutes les deux et plus standards
que v � u�� Nous d�emontrons � c�est notre th�eor�eme de standardisation � l�existence pour
toute d�erivation d�une forme normale unique ��a permutations carr�ees pr�es� selon ce processus�
c�est��a�dire d�une d�erivation standard qui lui est �equivalente par permutations �� Dans ce cas�
pour v � u�� u � v� � v�� ou u � v� � v��

Du point de vue abstrait� la relation ����� avait permis de d�e�nir la relation � entre d�erivations 
une relation d�ordre � nous permet de caract�eriser les permutations standardisantes et carr�ees�
Pour d�emontrer le th�eor�eme nous introduisons quatre axiomes locaux qui r�egissent les rapports
entre la relation de r�esidu ����� et la relation d�embo�"tement �� Le th�eor�eme de standardisation
est la cons�equence du jeu combinatoire entre ����� et � que structurent ces axiomes� Ce r�esultat
n��etait pas forc�ement pr�evisible� on pouvait croire qu�il faudrait plus d�information syntaxique
que n�en procurent les radicaux� les r�esidus et les embo�"tements pour d�emontrer le th�eor�eme de
standardisation et r�eguler ainsi l�espace des d�erivations� C�est �nalement possible� et il est re�
marquable que notre quatri�eme et dernier axiome fasse appel pour cela �a une version syntaxique
de la notion s�emantique de stabilit�e �Ber ����

le ��calcul avec substitutions explicites

Le ���calcul a �et�e introduit �ACCL ��� comme interm�ediaire entre le ��calcul et ses impl�ementations
en machine� La taille d�un ��terme peut augmenter de mani�ere prodigieuse en quelques �etapes
de ��r�eduction� ce que savent �eviter les impl�ementations gr�ace �a un contr�ole renforc�e des substi�
tutions� les fermetures� Le ���calcul propose de d�ecrire ces contr�oles dans un formalisme proche
du ��calcul� o�u les substitutions apparaissent explicitement� Une Beta�r�egle simule la ��r�egle
du ��calcul et des ��r�egles permettent de propager les substitutions �a l�int�erieur du terme� Les
��r�egles de substitution sont fortement normalisables et con�uentes� Un ���terme est interpr�et�e
par le ��terme en lequel ces ��r�egles le normalise�

Nous avons montr�e �Mel �
� que le ���calcul simplement typ�e n�est pas fortement normalis�
able� Il existe dans le ���calcul des r�eductions in�nies de ��termes simplement typ�es� fortement
normalisables dans le ��calcul� Ce r�esultat signale un �ecart non trivial entre le comportement
du ��calcul et celui du ���calcul� Nous redonnons notre exemple en fran%cais�

Ce r�esultat nous a pouss�e �a �etudier le probl�eme des strat�egies de r�eduction dans le cadre non
orthogonal du ���calcul� On sait montrer �a partir de Curry �Cur 
	� que la strat�egie externe est
normalisante dans les syst�emes orthogonaux� Nous d�e�nissons une notion de strat�egie externe
dans les calculs non�orthogonaux� ce qui nous permet ensuite de g�en�eraliser le r�esultat de Curry�
La propri�et�e de terminaison est rapport�ee �a un crit�ere de borne sur d�eterminisme des calculs
� le ��d�eterminisme � que v�eri�e tout calcul con�uent pour lequel il n�existe d�un terme �a
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sa forme normale �si elle existe� qu�un nombre �ni de d�erivations ��a permutations � pr�es�� Ce
nombre est � dans le cas du ��calcul et des calculs orthogonaux� Nous revenos au ���calcul
pour d�emontrer que lui aussi v�eri�e la propri�et�e qu�il existe au plus un nombre �ni de classes
de d�erivations d�un ���terme �a sa forme normale� Une fois ce r�esultat d�emontr�e notre crit�ere de
terminaison peut s�appliquer� toutes les strat�egies externes �ou n�ecessaires� du ���calcul sont
normalisantes�

th�eor�eme de normalisation forte des syst�emes simplement typ�es

Nous exposons sous une forme nouvelle la d�emonstration combinatoire de normalisation forte
du ��calcul simplement typ�e due �a van Daalen �vDa ����L�ev �	�� Nous suivons un argument
de #plus petit contre�exemple$ proche de la technique de preuve du th�eor�eme de Kruskal�
Cette pr�esentation est plus simple que celle de van Daalen et surtout peut �etre g�en�eralis�ee
aux syst�emes �a �etiquettes d�ecroissantes en g�en�eral� La nouveaut�e est de pouvoir traiter aussi
les syst�emes non orthogonaux pour lesquels aucune d�emonstration g�en�erale de normalisation
forte n�avait �et�e jusqu�ici propos�ee� Nous montrons que l�argument classique de d�ecroissance de
l��etiquetage sur les radicaux ne su�t pas �a d�emontrer la normalisation forte� Nous montrons en
particulier qu�un r�esultat de ce genre d�efendu par Jan Willem Klop �Klo 	�� dans sa th�ese est
faux� nous construisons un contre�exemple� Puisque la dynamique des radicaux ne su�t plus
�a d�ecrire un terme� nous introduisons une nouvelle notion� les contextes ��clos� Ces contextes
ont la propri�et�e de ne lier aucune variable des termes qu�on y embo�"te� Ils b�en�e�cient d�une
dynamique simple proche de celle des radicaux� on peut par exemple leur appliquer des lois
de r�esidu ou d�embo�"tement� Nous proposons avec eux un nouveau crit�ere de #d�ecroissance
d��etiquetage$ qui permet cette fois�ci de d�eduire la normalisation forte� Nous corrigeons ainsi
le r�esultat de Klop et l��etendons avec un crit�ere plus strict aux syst�emes non d�eterministes�
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Chapitre �

Syst�emes abstraits de r�e�ecriture

Plan du chapitre�

��� Termes� radicaux� r�esidus�

��� Axiome FD des d�eveloppements �nis�

��� Syst�emes orthogonaux�

��� Syst�emes avec paires critiques�

��	 Structures sur les radicaux coinitiaux�

��
 Appendice�

��� Exemples�

Dans ce chapitre� nous pr�esentons les di��erentes structures qui seront utilis�ees par la suite� Dans
la section �� sera fait un rappel des notions de terme� de radical et de r�esidu� puis des notions
d�eriv�ees de d�erivation et de d�eveloppement d�un ensemble de radicaux coinitiaux� c�est��a�dire
du calcul qui permet de r�eduire ces radicaux exactement� La section � introduit le premier
de nos axiomes� l�axiome FD des d�eveloppements �nis qui certi�e que tout d�eveloppement d�un
ensemble �ni termine�

La section �� caract�erise les syst�emes abstraits orthogonaux sont au moyen d�un deuxi�eme
axiome� l�axiome PERM de con�uence locale forte� Cet axiome PERM rend possible la d�e�nition
des permutations de radicaux et la constitution d�une relation d��equivalence � sur les d�erivations�
Deux d�erivations �equivalentes � par permutation e�ectuent le m�eme calcul mais dans un or�
dre di��erent� Avec cette construction propos�ee par Berry et L�evy �BL ���� on interpr�ete la
propri�et�e de con�uence Church�Rosser comme une propri�et�e structurelle de sup�treillis dans
l�espace des d�erivations quotient�e par �� Cette analyse o�re le point de vue le plus �el�egant sur
les m�ecanismes de con�uence dans les syst�emes orthogonaux�

La section �� ouvre l��etude des syst�emes avec paires critiques� Une paire critique est un
couple de radicaux �u� v� qui ne v�eri�e pas n�ecessairement l�axiome PERM de con�uence locale
forte� ce qu�on �ecrit u&v� Dans le cas contraire on dit que u et v sont compatibles� ce qu�on �ecrit
alors u 	 v� La construction de la relation d��equivalence � peut �etre �etendue aux syst�emes avec
paires critiques �non orthogonaux� en consid�erant uniquement les permutations de radicaux
compatibles� Un syst�eme est orthogonal lorsque tous les radicaux sont compatibles� Dans le
cas g�en�eral d�un syst�eme non orthogonal l�espace des d�erivations quotient�e par � n�a plus la
propri�et�e de sup�treillis� �a cause du non d�eterminisme des calculs�

Les r�esultats des sections ��� sont aujourd�hui classiques� On en trouve l�expos�e dans
�HL ���� �L�ev �	�� le chapitre  de �Ber ��� et le chapitre �� du livre de Barendregt �Bar 	��� La
section �� sur les syst�emes non orthogonaux reprend en grande partie le papier de Fontainebleau
�Bou 	
� par Boudol�

La section �
 nous est plus particuli�ere� Introduire la relation binaire 	 entre radicaux com�

��
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patibles permet de g�en�eraliser la construction de � aux syst�emes non orthogonaux� Pareillement�
d�autres relations entre radicaux apparaitrons dans cette �etude� relations qui en s�int�egrant aux
syst�emes abstraits leur conf�ere un pouvoir descriptif nouveau� Ainsi� au chapitre �� une relation
�� d�agrippement entre radicaux nous sert �a d�emontrer la propri�et�e des d�eveloppements �nis�
Au chapitre �� la relation � d�embo�"tement entre radicaux co�initiaux nous permet de d�emontrer
le th�eor�eme de standardisation Au chapitre �� nous utiliserons des relations d�embo�"tement entre
radicaux et contextes ��clos pour d�emontrer le th�eor�eme de normalisation forte des syst�emes
simplement typ�es� Ainsi� l�introduction de structures simples permet de r�einterpr�eter un �a un
les r�esultats majeurs de la th�eorie syntaxique� Cette th�ese a pour enjeu de montrer les avantages
autant th�eoriques que techniques de ce point de vue abstrait nouveau�

Nous terminons le chapitre par la pr�esentation en section �� de syst�emes syntaxiques qui
peuvent �etre d�ecrits par nos structures abstraites�

��� Termes� radicaux� r�esidus

Syst�emes abstraits� introduction

L�approche abstraite de la r�e�ecriture part d�une id�ee tr�es simple selon laquelle tout processus
de r�e�ecriture op�ere sur des objets qu�il transforme en d�autres objets� Pour r�e�ecrire il su�t
de d�ecider d�un ensemble T d�objets et d�une relation binaire � entre ces objets� C�est cette
d�e�nition de syst�eme abstrait de r�e�ecriture que propose Newman dans son article de ���� On
appelle termes les objets de T et �etape de r�eduction tout couple de termes �a� b� li�es par ��
ce qu�on �ecrit a � b� Un travail important �New ���Hue 	�� a �et�e men�e �a partir de ce cadre
en vue d��etablir les premiers concepts g�en�eraux de la r�e�ecriture� con�uence� normalisation�
inter�convertibilit�e� et d�en rep�erer les rapports�

Le mod�ele de Newman est trop �el�ementaire cependant pour d�ecrire les m�ecanismes de calcul�
On sait depuis Church �Chu ��� qu�il faut parfois savoir distinguer deux mani�eres di��erentes
d�obtenir la m�eme �etape de r�eduction� Jean�Jacques L�evy donne un exemple tr�es simple dans
sa th�ese� soit le ��terme I�Ia� o�u I � �x�x d�esigne l�identit�e� I�Ia� se r�eduit en Ia de deux
mani�eres possibles� soit par r�eduction du premier I � soit par r�eduction du second� L�identi�cation
propos�ee par Newman entre les deux r�eductions emp�eche de suivre les e�ets d�une r�eduction
d�un I sur l�autre� le I externe est conserv�e par r�eduction du I interne tandis qu�il est e�ac�e
par sa propre r�eduction� Il ne faut donc pas d�ecrire les �etapes de r�eduction mais les processus
sous�jacents� Dans le cas du ��calcul ces processus sont d�ecrits simplement par la position�
ou occurrence� qu�il occupe dans le ��terme de d�epart� On donne ainsi le nom �I�Ia�� �� �a la
r�eduction du premier I dans I�Ia�� et �I�Ia�� � � � �a la r�eduction du second�

Nous d�erivons de ces principes une nouvelle description abstraite� o�u l�espace de r�e�ecriture
devient un graphe �etiquet�e qu�on d�e�nit par les ensembles T des termes �les sommets� et R
des radicaux �les arcs�� Deux fonctions �� � R� T et �� � R� T d�esignent respectivement les
termes de d�epart et d�arriv�ee de chaque radical� On �ecrit a

r
� b lorsque a � ��r et b � ��r� et

on dit que r est un radical de a lorsque ��r � a� On retrouve les mod�eles de Newman lorsque
la fonction �� � �� � R� T � T est injective� On �ecrit que x a pour r�esidu y par r�eduction de
r lorsque x��r��y�

Cette complication du mod�ele de Newman nous permet de suivre les e�ets r�eciproques d�une
r�eduction sur l�autre� On peut par exemple faire correspondre les calculs d�un ��terme P avec
ceux de chacune des ses copies P�� P�� P� obtenues par contraction du radical ��x�xxx�P

r
�

P�P�P�� On relie ainsi par une relation ��r�� chaque radical u de P avec les radicaux u�� u� et u�
qui lui correspondent dans chaque Pi� ce qu�on �ecrit u��r��ui� Plus g�en�eralement on sait d�e�nir
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pour chaque radical M
r
� N du ��calcul une relation r�esidu ��r�� qui lie chaque radical u de M �a

ses copies v dans N � par u��r��v� Nous traduisons cela dans les syst�emes abstraits par l�existence
pour chaque radical r d�une relation ��r�� entre les radicaux de ��r et ceux de ��r�

On peut formaliser maintenant notre remarque initiale� le ��terme I�Ia� contient deux
radicaux� u � �I�Ia�� �� qui r�eduit le premier I et v � �I�Ia�� � � � qui r�eduit le second� Si w
d�esigne le radical �unique� qui r�eduit Ia

w
� a� on obtient que u��v��w et v��u��w tandis que u��u���

et v��v�� � �� ce qui interdit l�identi�cation de u et v� Une th�eorie des r�esidus serait interdite
dans un mod�ele de Newman�

Nous donnons maintenant la d�e�nition de syst�eme abstrait de r�e�ecriture que nous garderons�
Elle int�egre notre construction des r�esidus�

D�e�nition �	
 Un syst�eme abstrait de r�e�ecriture D est d�e�ni par�

� un ensemble T appel�e l�ensemble de termes�

� un ensemble R appel�e l�ensemble des radicaux�

� une fonction �� � R� T qui associe �a chaque radical son terme initial 	ou terme source
�

� une fonction �� � R � T qui associe �a chaque radical son terme d�arriv�ee 	ou terme
�nal
�

� une fonction ����� � R � R� telle que si x��r��y alors ��x � ��r et ��y � ��r� On dit que le
radical x a pour r�esidu y par r�eduction de r lorsque x��r��y�

r

r
x y

Figure ��� le radical x a pour r�esidu y par r�eduction de r lorsque x��r��y

On peut donner une autre d�e�nition� �equivalente�

D�e�nition �	
 Un syst�eme abstrait de r�e�ecriture est un graphe tel qu��a chaque arc u correspond
une relation ��u�� entre les arcs x qui partent de la source de u et les arcs x� qui partent de son
arriv�ee� Les termes sont les sommets� les radicaux les arcs�

On retrouve cette d�e�nition de syst�eme abstrait chez �Cur 
	�� �Hin ���� �O�D ���� Church
et Rosser emploient d�ej�a implicitement la notion de r�esidu dans leur article de �����
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Construction de l�espace des d�erivations

Une fois le graphe de r�eduction introduit on peut en composer les arcs par concat�enation et
obtenir une cat�egorie� voir �Mac ���� dite la cat�egorie libre du graphe� Nous appelons d�erivation
les morphismes ainsi obtenus� Nous compl�etons cette construction classique par la d�e�nition de
la relation induite ��d�� sur chaque d�erivation d � u� � � �un obtenue par composition des ��ui���

D�e�nition �	� �d�erivations� On appelle d�erivation

� une s�equence vide not�ee ida et indic�ee par un terme a�

� une s�equence �nie �u�� ���� un� de radicaux tels que �i� ��ui�� � ��ui�

On appelle longueur d�une d�erivation la longueur de la s�equence correspondante� Nous identi��
erons les radicaux avec les d�erivations de longueur ��

D�e�nition �	 ���� ��� On g�en�eralise les notions de terme initial ��d et terme �nal ��d aux
d�erivations d�

� �� ida � a � �� ida�

� ���u�� ���� un� � ��u��

� ���u�� ���� un� � ��un�

Nous �ecrirons d � a�� b pour une d�erivation d telle que a � ��d et b � ��d�

D�e�nition �	� �composition� Soit d et e deux d�erivations qui v�eri�ent ��d � ��e� On d�e�nit
leur composition par concat�enation de cha�ne par�

� �u�� ���� un� � �v�� ���� vp�
�
� �u�� ���� un� v�� ���� vp��

� ida � e
�
� e�

� d � idb
�
� d�

Lemme �	� L�espace des d�erivations arm�e de la composition et des d�erivations vides forme
une cat�egorie� la cat�egorie libre sur le graphe �T �R� ��� ��� des termes et radicaux�

La relation de r�esidu ����� est d�e�nie maintenant pour chaque d�erivation d � u� � � �un par la
composition des relations ��ui��� de telle fa%con qu�on puisse �ecrire dor�enavant x��d��y pour des
radicaux x et y�

D�e�nition �	� �composition de deux relations� Soit A� B et C trois ensembles� Soit R
une relation entre les �el�ements de A et ceux de B� et S une relation entre les �el�ements de B et
ceux de C� On d�e�nit la composition RS comme la relation qui suit entre des �elements de A
et des �el�ements de C�

aRSc � ��b� aRb et bSc�

D�e�nition �	� �r�esidus de radicaux par une d�erivation� On associe �a chaque d�erivation
d une relation ��d�� entre les radicaux de ��d et ceux de ��d d�e�nie par�

� ��ida�� est l�identit�e sur les radicaux de a�
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� ���u�� ���� un��� � ��u��������un��

La composition de deux relations est associative� La construction des r�esidus qui pr�ec�ede
respecte donc la composition des d�erivations�

Lemme �	� ��d � e�� � ��d����e��

Nous distinguerons parmi les termes ceux qui ne contiennent pas de radicaux� Ils con�
stitueront l�ensemble des r�esultats possibles du calcul� D�autres choix sont possibles� Nous fais�
ons ici le plus simple�

D�e�nition �	� On �ecrit Da l�ensemble des d�erivations dont a est le terme initial� et Ra

l�ensemble des radicaux de Da�

D�e�nition �	
� �forme normale� d�erivation normalisante�

� un terme a est en forme normale s�il ne contient pas de radical� Ra � ��

� une d�erivation d est normalisante lorsque son terme d�arriv�ee ��d est en forme normale�

Deux premiers petits axiomes

Deux hypoth�eses sur la relation ����� de r�esidu nous �eviterons des complications parasites� Tous les
syst�emes syntaxiques habituels les v�eri�ent  nous traiterons n�eanmoins de choix plus lib�eraux
en appendice�

A	 un radical n�a pas de r�esidu par lui�m�eme Les r�esidus d�un radical u par r repr�esentent
ce qu�il reste du calcul de u apr�es r�eduction de r� Il est donc naturel que r n�ait pas de r�esidu
par sa propre r�eduction�

Petit axiome A �auto�r�eduction�� �r � R� fu j r��r��ug � �

B	 Les radicaux n�ont qu�un nombre �ni de r�esidus

Petit axiome B �nombre de r�esidus �nis�� Si u et r sont deux radicaux coinitiaux alors
fv j u��r��vg est �ni�

Nous en tirons une propri�et�e �equivalente�

Lemme �	

 Soit U un ensemble �ni de radicaux coinitiaux et U � � fv j �u � U� u��r��vg� Alors
U � est un ensemble �ni de radicaux coinitiaux�

��� Axiome FD des d�eveloppements �nis

Nous venons de d�e�nir les radicaux et les d�erivations �� suites �nies de radicaux�� Les radicaux
ne produisent pas par r�esidus des d�erivations directement mais des ensembles de radicaux qu�il
faut savoir calculer� c�est��a�dire transcrire en d�erivation�

Pour calculer un ensemble U de radicaux co�initiaux on commence par en choisir un �el�ement
u qu�on r�eduit� Prend position un nouvel ensemble U ��u�� de radicaux co�initiaux� les r�esidus par
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u des radicaux de U � Si U ��u�� est vide le calcul de U s�arr�ete et continue sinon �a partir de U ��u���
On fabrique ainsi �etape par �etape une s�equence de radicaux tous r�esidus de radicaux de U �
qu�on appelle un d�eveloppement de U � Il existe plusieurs mani�ere de d�evelopper U � suivant les
radicaux qu�on choisit �a chaque �etape� Certains d�eveloppements terminent� d�autres non� Les
d�eveloppements in�nis sont les mauvaises transcriptions de U � qui n�arrivent pas �a le repr�esenter
comme un calcul �ni�

D�e�nition �	
� �ensemble point�e� Un ensemble point�e est un couple �U� a� o�u U est un
ensemble et a un terme dans T � On �ecrit u � �U� a� pour u � U � Un ensemble point�e �U� a�
est appel�e ensemble 	point�e
 de radicaux co�initiaux lorsque U ne contient que des radicaux de
source a� On dit alors que a est le terme initial 	ou source
 de �U� a�� Nous �ecrirons dans ce
cas Ua pour �U� a�� Nous utiliserons les symboles U � V � W et X pour d�esigner des ensembles
point�es de radicaux co�initiaux�

D�e�nition �	
 �r�esidus d�un ensemble point�e� Soit U un ensemble point�e et d une d�erivation
de m�eme source� On �ecrit�

� U ��d��
�
� fu�� �u � U� u��d��u�g��d

� ��d��U � �� fu� �u� � U �� u��d��u�g��d

� U ��d��U � pour U � � U ��d���

D�e�nition �	
� �r�eduction relative� d�eveloppement� Soit Ua un ensemble point�e de rad�
icaux coinitiaux� Les d�erivations relatives �a Ua sont d�e�nies par r�ecurrence�

�� ida est une r�eduction relative �a Ua�

�� d � e � r est une r�eduction relative �a Ua si et seulement si e est une r�eduction relative �a
Ua et r � Ua��e���

Un d�eveloppement d de Ua est�

�� soit une r�eduction relative �a U maximale� c�est��a�dire une d�erivation d telle que U ��d�� � �b
pour b � ��d� On �ecrit alors d 
 U �

�� soit une suite in�nie de radicaux u� � � �un � � � telle que pour tout entier i� u� � � �ui soit une
d�erivation relative �a Ua�

Il existe dans le cas du ��calcul un moyen tr�es simple de calculer un ensemble de radicaux�
r�eduire toujours le radical le plus �a droite� Le nombre de radicaux �a calculer diminue ainsi �a
chaque �etape� ce qui force la terminaison� D�autres choix de r�eduction sont possibles� dont la
terminaison est a priori incertaine� Certains radicaux peuvent en e�et en dupliquer d�autres�
ce qui augmente �a certaines �etapes le nombre de radicaux� Church et Rosser �Chu ��� ont
montr�e la terminaison pour le �I�calcul quels que soient les choix� ce que Schroer �Sch �
��
Hindley �Hin �	� et Hyland �Hyl ��� ont fait plus tard pour le �K�calcul� Klop a prouv�e dans
�Klo 	�� que les Syst�emes �a R�eduction Combinatoire orthogonaux v�eri�ent aussi la propri�et�e�
Nous montrons dans le chapitre suivant que la propri�et�e est en fait tr�es g�en�eralement v�eri��ee
par des syst�emes orthogonaux ou non� et que les m�ecanismes qui l�am�enent sont �el�ementaires�
Ce r�esultat nous permet d�introduire la propri�et�e d�es maintenant� comme premier principe et
axiome tr�es g�en�eral de nos syst�emes abstraits�
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�������������������������

Axiome FD Terminaison des d�eveloppements
Soit U un ensemble point�e �ni de radicaux de m�eme source� Alors tous les d�eveloppements de
U sont �nis �� d�erivations��

�������������������������

Les syst�emes abstraits du chapitre v�eri�eront dor�enavant cet axiome FD de terminaison�
L�axiome B nous permet de d�e�nir la profondeur d�un ensemble point�e �ni de radicaux de m�eme
source�

D�e�nition �	
� �profondeur� Soit U un ensemble point�e �ni de radicaux coinitiaux� Il ex�
iste d�apr�es le lemme de K�onig une longueur maximale aux d�eveloppements de U � On appelle
profondeur de U cette longueur maximale�

��� Les syst�emes abstraits orthogonaux

On caract�erise syntaxiquement les syst�emes de r�e�ecriture orthogonaux par l�absence de paires
critiques� dans le cas des syst�emes du premier ordre �HL ��� ou des syst�emes de r�e�ecriture
combinatoire �Klo 	��� Nous remplacerons ce crit�ere syntaxique dans les syst�emes abstraits par
un diagramme que nous dirons de permutation� Un syst�eme abstrait est orthogonal lorsque le
diagramme de permutation est partout v�eri��e�

Nous donnons ici un contenu calculatoire aux ensembles �nis de radicaux co�initiaux� con�
tenu qui sera ind�ependent de leurs diverses transcriptions� Pour cela chaque choix de transcrip�
tion �d�eveloppement� de U doit �etre r�eversible de telle mani�ere qu�aucune transcription ne se
distingue v�eritablement des autres� Cette r�eversibilit�e est mise en 'uvre par la permutation que
nous introduisons dans les syst�emes orthogonaux� Une permutation inverse l�ordre de r�eduction
de deux radicaux mais ne change pas le contenu calculatoire des d�erivations� Les d�erivations
qu�on identi�e par permutations successives e�ectuent les m�emes calculs mais dans un ordre
di��erent� Les classes d��equivalence � qu�on obtient par permutation correspondent chacune
�a un calcul parall�ele dont chaque s�equentialisation est une d�erivation� les permutations per�
mettant de passer dans la classe � d�un choix de s�equentialisation �a l�autre� Nous montrerons
en particulier que tous les d�eveloppements d�un ensemble �ni U de radicaux co�initiaux sont
�equivalents par permutation� En ce sens chaque choix de transcription de U est r�eversible�

Nous montrons �a l�aide des permutations qu�un syst�eme orthogonal est con�uent �� Church�
Rosser�� La d�emonstration se d�eroule comme suit� Apr�es avoir montr�e que les d�eveloppements
d�un ensemble �ni de radicaux sont �equivalents par permutation on construit les multi�d�erivations
qui r�eduisent �a chaque �etape �simultan�ement� un ensemble �ni de radicaux coinitiaux� Cet es�
pace des multi�d�erivations g�en�eralise l�espace des d�erivations de mani�ere tr�es souple puisqu�il
en conserve les axiomes A� B� FD �d�eveloppements �nis� et PERM �orthogonalit�e�� On peut
y plonger l�espace des d�erivations� L�introduction de l�espace des multi�d�erivations est surtout
technique� En e�et on sait g�en�eraliser la notion de r�esidu aux multi�d�erivations par une construc�
tion propos�ee par L�evy �L�ev �	�� On d�erive ensuite gr�ace au plongement la notion �equivalente
dans l�espace des d�erivations� Nous terminons l��etude par la d�emonstration que chaque espace
Da quotient�e par � est un sup�treillis�
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����� Le diagramme de permutation

Le diagramme de permutation donne du sens �a l�id�ee que les r�esidus d�un radical sont ce qu�il
en reste apr�es r�eduction d�un autre radical� Cet axiome v�eri��e il revient au m�eme de r�eduire u
puis les r�esidus v��u�� de v par u� ou de r�eduire v puis les r�esidus u��v�� de u par v� on aboutit au
m�eme terme des deux c�ot�es en produisant la m�eme relation de r�esidus�

On trouve d�ej�a notre diagramme de permutation chez Curry qui l�introduit sous le nom
d�axiome D� voir �Cur 
	�� et chez Klop qui l�appelle WCR� dans sa th�ese �Klo 	���

�������������������������

Axiome PERM Axiome de con�uence locale forte �ou de permutation�
Soit u et v deux radicaux coinitiaux� Il existe du et dv deux d�eveloppements de u��v�� et v��u�� tels
qu�ils terminent sur le m�eme terme et induisent deux relations ��u����dv�� et ��v����du�� identiques�

u

v

x

��

u

v

du

x

dv

.dv

.x v du

x u

�������������������������

Avec l�axiome PERM les deux d�erivations u�dv et v�du e�ectuent le m�eme calcul exactement�
Il est donc possible d�identi�er les d�erivations �a permutation de radicaux pr�es� ce sont deux
d�erivations qui e�ectuent le m�eme calcul mais dans un ordre de r�eduction di��erent�

D�e�nition �	
� ��equivalence des d�erivations� Deux d�erivations d et e sont dites �equivalentes
�a une permutation pr�es lorsque d � d� �u�g �d� et e � d� �v �f �d� avec f et g deux d�eveloppements
de u��v�� et de v��u�� qui v�eri�ent les propri�et�es de l�axiome PERM�

D�e�nition �	
� On note � la cl�oture transitive r�e�exive de cette relation entre d�erivation�
On dira que deux d�erivations d et e sont �equivalentes lorsque d � e�

Comme il est pr�evisible� deux d�erivations d et e �equivalentes partent du m�eme terme� ter�
minent sur le m�eme terme et induisent des relations de r�esidus ��d�� et ��e�� identiques�

Lemme �	
� Si d � e alors

� ��d � ��e�

� ��d � ��e�
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e

d

u

v f

g

d d1 2

Figure �� �equivalence par permutations �a la L�evy

� ��d�� � ��e���

D�emonstration imm�ediate� �

La permutation de radical �enonce un principe de r�eversibilit�e su�sant pour identi�er tous les
d�eveloppements d�un ensemble U �ni de radicaux co�initiaux�

Lemme �	
� Soit U un ensemble �ni de radicaux coinitiaux et f et g deux d�eveloppements de
U � Alors f � g�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la profondeur de U � Si f et g r�eduisent en premier le m�eme
radical u avec f � u � f � et g � u � g� alors par hypoth�ese de r�ecurrence f � et g� sont �equivalents
et donc f � u � f � � u � g� � g� Si f commence par u et g par v alors soit hu et hv deux
d�eveloppements de u��v�� et v��u�� d�e�nis dans le cadre de l�axiome PERM� On appelle h un
d�eveloppement de U ��u �hv �� � U ��v �hu��� Cette d�erivation h existe par l�axiome FD� Alors hv � h
est un d�eveloppement de U ��v�� et donc par r�ecurrence est �equivalent �a f � pour f � u � f ��
Sym�etriquement� hu �h est un d�eveloppement de U ��v�� et donc par r�ecurrence est �equivalent �a g�

avec g � v � g�� En recollant nos deux r�esultats on obtient que u � f � � u �hv �h et v � g� � v �hu �h
donc f � u � f � � v � g� � g du fait que u � hv � v � hu par d�e�nition de �� �

L�axiome PERM impose qu�il existe des d�eveloppements f et g de u��v�� et de v��u�� tels que u�g et
v � f calculent identiquement� Le lemme ��� d�emontre �a partir de cette hypoth�ese que tous les
d�eveloppements f � et g� de u��v�� et de v��u�� sont �equivalents �a f et g� Tous ces d�eveloppements
compl�etent correctement le diagramme de permutation� La d�e�nition ��� peut �etre transform�ee
sans cons�equence� tous les d�eveloppements f � et g� de u��v�� et de v��u�� ferment correctement le
diagramme de permutation ��

����� Multi�d�erivations� plongement � de D dans DM

Le lemme ��� montre que les d�eveloppements de U terminent sur le m�eme terme et induisent
la m�eme relation de r�esidu� Nous allons interpr�eter ce r�esultat et construire un syst�eme abstrait
DM o�u ces ensembles sont r�eduits en une seule �etape� simultan�ement� Le contenu calculatoire
d�une r�eduction de U dans DM sera celui de ses d�eveloppements dans D�

D�e�nition �	�� Nous appelonsM l�ensemble des ensembles �nis point�es de radicaux co�initiaux�
L�ensemble M� d�esigne l�ensemble des �el�ements non vides de M�
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D�e�nition �	�
 Le syst�eme abstrait des multi�d�erivations sur D � hT �R� ��� ��� �����i est d�e�ni

par DM � hTM�RM� ��
M� ��

M� ���i o�u �

� TM � T �

� RM est l�ensemble M� des ensembles point�es de radicaux co�initiaux �nis non vides�

� ��
MU est ��f pour f 
 U �

� ��
MU est ��f pour f 
 U �

� �U � est d�e�ni par� V �U �W � �V ��f ��W pour f 
 U et W �� ���

Nous appelerons multi�radical les ensembles non vides de M et multi�d�erivations les d�erivations
construites sur DM�

Deux propri�et�es ont �et�e n�ecessaires pour construire cet espace DM �a partir du syst�eme D
orthogonal�

�� deux d�eveloppements f et g de U � M ont m�eme terme initial� ��f � ��g� m�eme terme
�nal� ��f � ��g� et m�eme relation de r�esidu� ��f �� � ��g���

� si U � M alors l�ensemble U ��r�� de ses r�esidus par un radical r co�initial se trouve aussi
dans M� gr�ace �a l�axiome B�L�ensemble V ��f �� se trouve donc dans M lorsque V et f sont
co�initiaux�

Le syst�eme abstrait D peut �etre plong�e dans DM en associant �a chaque radical r � R le
multi�radical singleton frg � RM� Avec l�axiome A le radical r a le m�eme terme d�arriv�ee

que frg dans DM ce qui permet d�associer �a une d�erivation d � u� � � �un de D une multi�

d�erivation D � fu�g � � �fung dans DM� Pour terminer� on associe aux d�erivations ida et les

multi�d�erivations ida dans DM� Nous d�esignons par

( � D � DM

le plongement �fonctorial� ainsi d�e�ni� Remarquons que les deux relations de r�esidus ����� et ���
se comportent de la m�eme mani�ere� la relation ����� dans D et la relation ��� dans DM� Ce qui se
formalise comme suit�

Lemme �	�� �lemme des deux r�esidus� Soit d une d�erivation�

� u��d��v si et seulement si �fug�d�V et v � V ��

� U �d�V si et seulement si �U ��d��V et V �� �� 	au sens de la d�e�nition ����
�

����� Multi�d�erivations r�esidus

Nous montrons maintenant que DM est un syst�eme abstrait orthogonal� Par d�e�nition� l�axiome
A est v�eri��e�

�U � RM� U �U � � �

L�espace de r�eduction DM v�eri�e une propri�et�e importante� aucun radical n�y duplique�

�U � RM� U �V �U� et U �V �U� � U� � U�



���� LES SYST�EMES ABSTRAITS ORTHOGONAUX �

Les axiomes B et FD sont donc v�eri��es�
Pour faire de DM un syst�eme orthogonal il su�t de montrer qu�il v�eri�e l�axiome PERM�

La propri�et�e a �et�e d�ecrite dans �HL ��� sous le nom de lemme des mouvements parall�eles� Nous
devons g�en�eraliser l�eg�erement la relation ��� pour retrouver leur formulation originale � ce
faisant nous proc�edons �a la premi�ere �etape d�extension de ��� aux multi�d�erivations�

Soit M� l�ensemble des multi�d�erivations suivantes

M� � RM � fidaja � T g

Nous g�en�eralisons ��� aux �el�ements de M� de telle fa%con que M� soit stable par r�esidu �ce que

RM �M� n�est pas exactement��

D�e�nition �	� �r�esidus des multi�d�erivations de M�� L�ensemble M� est d�e�ni comme

l�ensemble des multi�radicaux et des multi�d�erivations vide� RM � fidaja � T g� La relation ���
est g�en�eralis�ee �a M� comme suit�

� ida�ida�ida�

� ida�U �idb pour ��
MU � a et ��

MU � b�

� U �ida�U pour ��
MU � a�

� U �V �ida pour U �V � vide et a � ��
MU �

Le syst�eme DM est orthogonal suivant le prochain lemme�

Lemme �	�� �lemme des mouvements parall�eles� Soit U � V � U � et V � des �el�ements de
M�� c�est��a�dire des multi�radicaux ou des multi�d�erivations vides� tels que U �V �U � et V �U �V ��
Alors �U � V �� � �V � U ���

U

V

X

��

U

V

X

U[ ]V

V[ ]U

X[ ]U V[ ]U[ ]

X[ ]V U[ ]V[ ]

Figure ��� lemme des mouvements parall�eles

Les multi�radicaux sont repr�esnt�es dans nos diagrammes par les ��eches �epaisses et blanches
de la �gure ���

Si un radical U du syst�eme abstrait DM peut e�acer un autre radical V � par contre il ne
peut pas le dupliquer� Cette propri�et�e de DM permet que la relation de r�esidu ��� soit g�en�eralis�ee
aux multi�d�erivations� cela en deux �etapes de construction� Nous donnons la d�e�nition propos�ee
par Huet et L�evy �HL ����
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D�e�nition �	�� �r�esidus de multi�d�erivation A� Soit U un multi�radical et V un �el�ement
de M�� On d�e�nit �U �D��V � par r�ecurrence sur la longueur de D�

�U �D��V � � U �V � �D�V �U ��

U

V

U[ ]V

V[ ]U

D

V[ ]D

[ ]D V[ ]U

Figure ��� �etape d�extension horizontale de ���

D�e�nition �	�� �r�esidus de multi�d�erivation B� Soit V un multi�radical et D une multi�
d�erivation co�initiales� On d�e�nit D�V �E� par r�ecurrence sur la longueur de V �E�

D�V �E� � D�V ��E�

V

D

V[ ]D

E

D[ ]V

D[ ]V [ ]E=D[ ].V E

Figure �
� �etape d�extension verticale de ���

Nous montrons que les sch�emas employ�es pour construire pas �a pas ��� se g�en�eralisent aux
multi�d�erivations�
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Lemme �	�� �r�egles de d�ecomposition des r�esidus� Soit D�E et F deux multi�d�erivations
co�initiales� Alors

� �D �E��F � � D�F � �E�F �D���

� F �D �E� � F �D��E��

D�emonstration� en trois �etapes� Nous d�emontrons d�abord la deuxi�eme assertion par r�ecurrence
sur la longueur de D� Si D est vide ou multi�radical alors la propri�et�e correspond �a la d�e�nition
��� Autrement� D s��ecrit U �D� o�u U �M�

F �D �E� � F �U �D� �E�
� F �U ��D� �E� par d�e�nition ��
� F �U ��D���E� par hypoth�ese de r�ecurrence
� F �U �D���E� par la d�e�nition ��
� F �D��E�

Nous d�emontrons ensuite par r�ecurrence sur la longueur de D que �D �E��V � � D�V � �E�V �D��
pour V �M�� Si D � U �M� on obtient la d�e�nition �
� Sinon� D s��ecrit U �D� avec U �M�

D �E�V � � �U �D� �E��V �
� U �V � � �D� �E��V �U �� par d�e�nition �

� U �V � � �D��V �U ��� � �E�V �U ��D���� par hypoth�ese de r�ecurrence
� �U �D���V � � �E�V �U ��D���� par d�e�nition �

� �U �D���V � � �E�V �U �D���� par la d�e�nition ��
� D�V � �E�V �D��

Nous terminons en montrant �D � E��F � � D�F � � E�F �D�� par r�ecurrence sur la longueur de
F � Lorsque F � V � M�� la propri�et�e correspond au r�esultat pr�ec�edent� Sinon� on peut �ecrire
F � V � F �� avec V �M�

�D �E��V � F �� � �D �E��V ��F �� par d�e�nition ��
� �D�V � �E�V �D����F �� par le r�esultat pr�ec�edent
� D�V ��F �� � �E�V �D���F ��D�V ���� par hypoth�ese de r�ecurrence
� �D�V � F ��� � �E�V �D� � F ��D�V ���� par la d�e�nition ��
� D�V � F �� � �E��V � F ���D��� avec la d�e�nition �

� D�F � � �E�F �D���

�

����� R�esidus et permutations

Nous avons montr�e comment d�e�nir sur D une relation d��equivalence � sur les d�erivations� La
m�eme construction peut �etre reprise telle quelle dans DM parce que le syst�eme est orthogonal�
L�op�eration de permutation sur les multi�radicaux suit le m�ecanisme d�ecrit par le lemme ��
des mouvements parall�eles�
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D�e�nition �	�� ��equivalence par permutations entre multi�d�erivations� Deux multi�
d�erivations D et E sont �equivalentes �a une permutation pr�es� D ��

M
E� lorsque D � D��U �G�D�

et E � E� �V �F �E� avec F �M� et G �M� tels que U �V �F et V �U �G� On note ���
M

la cl�oture

r�e�exive de ��
M

� et �M sa cl�oture transitive r�e�exive�

Les lemmes qui suivent explicitent les rapports entre permutations et r�esidus ���� Les d�emonstrations
en sont faciles mais techniques� Nous commen%cons par reprendre le lemme ��	 dans le cadre
des multi�d�erivations�

Lemme �	�� Si D �M E alors ��
MD � ��

ME� ��
MD � ��

ME et �U �D�V � U �E�V � pour
U� V �M��

D�emonstration� Les deux premiers r�esultats sont d�eduits directement du lemme ��	� Soit un
multi�radical U et une multi�d�erivation D� On se trouve pour l��egalit�e en face de deux d�e�nitions
concurrentes pour U �D�� celle qui provient de la d�e�nition �� et qui est donc propre �a tous
les espaces de r�e�ecriture abstraits� et celle qu�am�enent nos nouvelles d�e�nitions �
 et ���
La di��erence entre les deux notions est cependant mineure� U �D� � � dans le premier cas est

remplac�e par U �D� � idb pour b � ��
MD dans le second� Par contre� U �D�V � M dans le

premier sens �equivaut �a U �D�V �M dans le second� On peut donc reprendre le lemme ��	 qui
part du sens de la d�e�nition �� pour a�rmer que si D � E alors U �D� � U �E� dans le sens des
d�e�nitions �
 et ��� pour U� V �M�� �

Lemme �	� Soit D� E et F trois multi�d�erivations co�initiales� Alors D �M E �� D�F � �M
E�F ��

D�emonstration� il su�t d�apr�es la d�e�nition �� de montrer que si D ��
M

E alors D�W � ���
M

E�W � pour W �M� co�initial aux deux multi�d�erivations D et E� On sait que les permutations
�el�ementaires sont de la forme U � V � ��

M
V � U � o�u U� V � M� U �� V � � M� et U �V �U �� V �U �V ��

D�apr�es la d�e�nition ��� il su�t pour prouver la propri�et�e pr�ec�edente de montrer que �U �
V ���W � ���

M
�V �U ���W � o�u W �M�� �U �V ���W � � �V �U ���W �� Le cas W � ida est imm�ediat�

Reste le cas d�un multi�radical W �

�U � V ���W � � U �W � � V ��W �U ��
� U �W � � V �U ��W �U ��
� U �W � � �V �W ���U �W �� par le lemme �� appliqu�e �a U et W

et sym�etriquement�

�V � U ���W � � V �W � �U ��W �V ��
� V �W � �U �V ��W �V ��
� V �W � � �U �W ���V �W �� par le lemme �� appliqu�e �a V et W

La permutation de U et de V devient donc par r�esidu de W la permutation de U �W � et de
V �W �� Permutation est entendue ici au sens large� puisque U �W �idb ou V �W �idb est possible�
On obtient que �U � V ���W � ��

M
�V � U ���W �� ou �U � V ���W � � �V � U ���W � lorsque U �W � ou

V �W � est vide� �

Lemme �	
 Soit D� E et F trois multi�d�erivations co�initiales� Alors D �M E �� F �D� �
F �E��
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D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de F � Le cas de F � U � M� est trait�e par le
lemme ��� Supposons que F � U � F � avec U �M�

�U � F ���D� � U �D� � �F ��D�U ��� d�apr�es le lemme ��
� U �E� � �F ��D�U ��� par le lemme ��
� U �E� � �F ��E�U ��� par hypoth�ese de r�ecurrence
� �U � F ���E� d�apr�es le lemme pr�ec�edent

�

D�e�nition �	� �l�union de multi�d�erivations� On �ecrit D t E la multi�d�erivation D �
E�D��

Nous donnons ici un lemme �equivalent au lemme du cube �HL ���� qui montre que l�union
t est commutative aux permutations �M pr�es�

Lemme �	 �lemme du cube� Soit D� E deux multi�d�erivations co�initiales� Alors D t
E �M E tD�

D�emonstration� on montre d�abord par r�ecurrence sur la longueur de E que U tE �M E t U
si U �M� Les deux multi�d�erivations forment un diagramme de permutation lorsque E est un
multi�radical� U tE �M E t U Si E � V �E� avec V �M� alors�

�V �E�� t U � V �E � � �U �V �E���
� V �E � � �U �V ��E ��� par d�e�nition ��
� V � �E� t �U �V ���
�M V � �U �V � tE�� par hypoth�ese de r�ecurrence
� V � �U �V �� � �E ��U �V ���
��
M

U � �V �U � � �E��U �V ����

� U � ��V �E���U �� par d�e�nition �

� U t �V �E��

Nous montrons maintenant que D t E �M E tD par r�ecurrence sur la longueur de D� Le
cas D � ida est �evident� ida � E � E � idb pour b � ��e� Le cas D � M vient d��etre trait�e�
Reste le cas de D � U �D� o�u U �M� Alors�

E t �U �D� � E � ��U �D��E��
� E � �U �E� �D�E�U ��� par le lemme ��
� �E t U� � �D�E�U ���
�M �U t E� � �D�E�U ��� d�apr�es le r�esultat pr�ec�edent
� U �E�U � � �D�E�U ���
� U � �E�U �tD�
�M U � �D t �E�U ��� par hypoth�ese de r�ecurrence
� U �D � �E�U ��D��
� U �D � �E�U �D��
� �U �D� tE

�

Le th�eor�eme �� identi�e les deux mani�eres de d�e�nir une �equivalence �M sur les multi�
d�erivations� par permutation� ou au moyen des lois de r�esidus�
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Th�eor�eme �	
 Deux multi�d�erivations D et E co�initiales sont �equivalentes �M si et seule�
ment si F �D� � F �E� pour toute multi�d�erivation F co�initiale �a D et E�

D�emonstration� le sens ���� correspond au lemme ���� Quant au sens ���� on sait montrer
par r�ecurrence sur la longueur des d�erivations que D�D� et E�E� sont vides� D�D� � idb et

E�E� � idc pour b � ��
MD et c � ��

ME� On d�eduit de D�D� � idb � D�E� que D et E ont le
m�eme terme d�arriv�ee� b � c� De l�a on obtient�

D � D � idb pour b � ��
MD

� D �E�E� parce que E � idb pour b � ��
ME

� D �E�D� par nos hypoth�eses
� D t E

Sym�etriquement� E � E t D� Les deux multi�d�erivations D et E sont �equivalentes �M
d�apr�es le lemme ��� du cube� �

Pour terminer l��etude de DM nous d�emontrons que les ensembles DMa 	�M ont une structure

de sup�treillis� Nous rappelons que les DMa d�enote l�ensemble des multi�d�erivations de source a�
Cette propri�et�e de DMa 	�M correspond en terme cat�egorique �a l�existence de coproduits �br�es

�#pushouts$� dans la cat�egorie DM	�M�

Lemme �	� �associativit�e� Soit D� E et F trois multi�d�erivations co�initiales� Alors �D t
E� t F � D t �E t F ��

D�emonstration�

�D t E� t F � �D tE� � �F �D tE��
� �D tE� � �F �E tD�� par le lemme du cube
� D � �E�D�� � �F �E �D�E���
� D � �E�D�� � �F �E��D�E���
� D � �E � �F �E��D��� avec le lemme ��
� D � �E t F ��D�
� D t �E t F �

�

D�e�nition �	� Soit D et E deux d�erivations coinitiales� On �ecrit que D v E lorsqu�il existe
une multi�d�erivation D� telle que D �D� �M E�

Lemme �	� Soit deux multi�d�erivations D et E co�initiales� Alors D v E � D�E� � idb
pour b � ��

ME�

D�emonstration� Supposons que D v E� On sait qu�il existe D� tel que D �D� �M E� �equivalence

qui devient par r�esidus par E� �D �D���E� � idb o�u b � ��
ME� Le lemme �� de d�ecomposition

nous donne que �D �D���E� � �D�E�� �D��E�D��� Cela implique que D�E� � idb parce que idb
n�est �equivalent �M qu��a lui�m�eme vue l�impossiblit�e d�introduire une permutation dans cette
multi�d�erivation� Supposons dans l�autre sens que D�E� � idb� Le lemme du cube nous donne
la solution� D t E � D �E�D� �M E tD � E� et donc D v E� �

Th�eor�eme �	� fDMa 	�M�v�tg est un sup�treillis�
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D�emonstration� nous rappelons que DMa d�esigne l�ensemble des multi�d�erivations de source a�
Nous devons d�emontrer ici deux propri�et�es�
Tout d�abord� que v est un ordre sur DMa 	�M� D v E v D signi�e qu�il existe D� tel que
D �D� �M E et E� tel que E � E � �M D� Donc D � D� � E� �M D� �egalit�e qui devient apr�es

passage aux r�esidus par D� D� � E � �M ida� pour a � ��
MD� Donc D� � E� � ida puisque ida

n�est �equivalente �M qu��a elle�m�eme� Et donc D � E�
Ensuite� que la classe �M de DtE correspond �a une borne sup�erieure pour v des classes de D
et de E� Tout d�abord� D v D t E et E v D t E gr�ace au lemme du cube� Supposons ensuite
que D v F et E v F � et calculons �D t E��F ��

�D tE��F � � �D �E�D���F �
� D�F � �E�D��F �D�� par le lemme ��
� E�D��F �D�� parce que D v F

� E�D � �F �D��� par le lemme ��
� E�Dt F �
� E�F tD� par le lemme du cube
� E�F ��D�F �� par le lemme ��
� idb parce que E v F

Donc �DtE� v F d�apr�es le lemme ���� ce qui montre que la classe de DtE est la borne
sup�erieure des classes de D et de E� �

����� D�eveloppement de DM dans D

Apr�es avoir plong�e �fonctorialement� l�espace D dans DM avec ( nous montrons que cette

projection est une r�etraction� autrement dit qu�il existe une op�eration ) de DM sur D telle que
) � ( vaut l�identit�e de D� Avec ) nous pourrons exporter dans D les d�e�nitions de r�esidus
�
 et �� et plus g�en�eralement la structure de sup�treillis de DMa 	��
Pour construire

) � DM � D

nous g�en�eralisons la proc�edure de d�eveloppement des ensemble point�es de radicaux �� multi�
radicaux� aux multi�d�erivations�

D�e�nition �	� �d�eveloppement d�une multi�d�erivation�

� la d�erivation ida d�eveloppe dans D la multi�d�erivation ida�

� la d�erivation f d�eveloppe dans D la multi�d�erivation D � U� � � �Un lorsque on peut l��ecrire
f � f� � � �fn o�u �i� fi 
 Ui� On �ecrit alors f 
 D�

On peut choisir pour ) une fonction qui �a chaque multi�d�erivation D associe une d�erivation
)�D� qui d�eveloppe D� Cette mani�ere de construire n�implique pas que ) est fonctorial �c�est�
�a�dire que )�D �E� � )�D� �)�E� est toujours v�eri��e�� N�eanmoins� ) � ( vaut bien l�identit�e
sur D�

)�(�r� � � �rk�� � )�fr�g � � �frkg� � r� � � �rk

Nous avons montr�e au lemme ��� que tous les d�eveloppements de U �M sont �equivalents
�� Le m�eme r�esultat s�applique �a notre g�en�eralisation�

Lemme �	� Soit D une multi�d�erivation� Si f 
 D et g 
 D alors f � g
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D�emonstration� il faut remarquer que si f � f � et g � g� alors f � g � f � � g�� La d�emonstration
suit par r�ecurrence sur la longueur de D� �

Les deux r�esultats qui suivent �eclaircissent le lien qui existe entre les relations �M dans

DM et � dans D�

Lemme �	� �lemme des deux �equivalences� Soit D et E deux multi� d�erivations et d 

D� e 
 E deux de leurs d�eveloppements� Alors D �M E � d � e�

Lemme �	�� �lemme de plongement�

� si d � u� � � �un d�eveloppe D alors (�d� � fu�g � � �fung est �equivalent �M �a D

� d � u� � � �un est �equivalent � �a e � v� � � �vp si et seulement si (�d� � fu�g � � �fung est
�equivalent �M �a (�e� � fv�g � � �fvpg�

D�emonstration des deux lemmes ��� et ����
� lemme ���� sens ����� il su�t de montrer que lorsque U� V �M� deux d�erivations d 
 U �V �U �
et e 
 V �U �V � sont �equivalentes par �� Toutes les deux sont des d�eveloppements de l�ensemble
U � V de radicaux co�initiaux� et donc sont �equivalentes d�apr�es le lemme ���� �

� premi�ere proposition du lemme ���� nous montrons que le multi�radical U est �equivalent �M
au plongement (�d� de ses d�eveloppements d dans D� La d�emonstration se fait par r�ecurrence
sur la profondeur de U � soit u � U � et V l�ensemble U ��u��� Si V est vide alors U �fug�idb pour
b � ��u� et donc U �M fug � (�d�� Si V n�est pas vide alors U �fug�V et fug�U � � idb pour
b � ��U par d�e�nition de ���� Donc fug �V ��

M
U � On sait que d s��ecrit u �d� o�u d� d�eveloppe V

dans D� Le plongement (�d�� de d� est par hypoth�ese de r�ecurrence �equivalent �M �a V � Donc

le plongement (�d� � fug �(�d�� de d dans DM est �equivalent �M �a fug � V � et donc �a U � On
traite ensuite tr�es vite le cas des d�eveloppements de multi�d�erivations� si d 
 D � U� � � �Un� on
peut �ecrire d � d� � � �dn o�u �i� di 
 Di� Donc (�d� � (�d�� � � �(�dn� �M D� � � �Dn � D�

� deuxi�eme proposition du lemme ���� pour d�emontrer le sens ���� nous montrerons qu�une

permutation u � f �� v � g de radicaux correspond �a une s�erie de permutations dans DM� La
d�erivation f d�eveloppe u��v��� son plongement (�f� est soit vide� idb si u��v�� � �� soit �equivalente
�M au multi�radical u��v��� d�apr�es la premi�ere proposition du lemme� Dans les deux cas� fug �

(�f� �M fug��fu� vga�fug�� �
��
M
fu� vga� et donc par sym�etrie� (�u�f� �M fu� vga �M (�v�g��

Prouver le sens ��� est imm�ediat gr�ace au lemme ��� pris dans le sens ���� d�ej�a d�emontr�e�
En e�et� d 
 (�d�� et donc si (�d� �M (�e� alors d � e�

� d�emonstration du sens ��� du lemme ���� si d 
 D et e 
 E alors (�d� �M D et
(�e� �M E par le second point du lemme de plongement� Dans le cas o�u d � e alors (�d� �M
(�e� d�apr�es le second point du lemme de plongement� Si d � e alors (�d� � (�e� d�apr�es la
premi�ere proposition de ce m�eme lemme ���� Il en r�esulte que D �M E par transitivit�e� �
Le dernier des trois r�esultats explicite la propri�et�e fondamentale de la construction de DM et
de �M�

Th�eor�eme �	 �D	�� � �DM	�M�

D�emonstration� le plongement ( de D dans DM pr�eserve et re��ete les classes d��equivalence par
le lemme ���� On montre que ( est surjective avec la premi�ere partie du lemme ���� �
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����	 Deux corollaires
 la con�uence et la simpli�cation

Nous identi�erons d dans D avec son plongement (�d� dans DM� Cette identi�cation nous
permet d��ecrire� d� 
 d�e� pour un d�eveloppement d� de (�d��(�e���

Th�eor�eme �	� �th�eor�eme de Church�Rosser� Dans un syst�eme orthogonal� c�est��a�dire
qui v�eri�e les axiomes A� B� FD et PERM� si d et e sont deux d�erivations co�initiales alors il
existe d� et e� telles que d � e� � e � d��

D�emonstration� il su�t de prendre d� 
 d�e� et e� 
 e�d�� Alors d � e� � d t e � e t d � e � d�� �

�d� e �

d e

�� �d�� e� �

d e

d'e'

Figure ��� diagramme de con�uence Church�Rosser

Nous dessinons les d�erivations avec des ��eches doubles� une extension graphique de notre
notation d � M �� P �

Nous donnons ensuite le lemme de simpli�cation� dont la d�emonstration dans les syst�emes
non orthogonaux fait appel au th�eor�eme de standardisation �Bou 	
�� voir le lemme ��
	�

Th�eor�eme �	� �lemme de simpli�cation� Dans un syst�eme orthogonal� c�est��a�dire qui v�eri�e
les axiomes A� B� FD et PERM�

d � e � d � f � e � f

D�emonstration� �d � e��d� � e et �d � f��d� � f � donc e � f si d � e � d � f � �

��� Syst�emes avec paires critiques

Nous g�en�eralisons maintenant la construction de l��equivalence � par permutations aux syst�emes
non orthogonaux� Dans ces syst�emes� certains couples de radicaux coinitiaux forment une
paire critique� c�est��a�dire ne v�eri�ent pas l�axiome PERM de permutation� Nous proposons
la d�e�nition suivante�

D�e�nition �	�
 �Syst�eme abstrait avec compatibilit�e� Un syst�eme abstrait avec compat�
ibilit�e est un couple �D� 	� dans lequelD � �T �R� ��� ��� ������ est un syst�eme abstrait de r�e�ecriture�
et 	 est une relation binaire r�e�exive sur l�ensemble R telle que�

��u� v� � R�� u 	 v � ��u � ��v

�Lemme qui cat�egoriquement signi
e que toutes les morphismes de D�� sont des �epis��
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Soit u et v deux radicaux� On dit que u et v sont compatibles lorsque u 	 v� Si u et v sont
coinitiaux et non compatibles� on dit que u et v sont incompatibles� ce qu�on note u&v� Dans
ce dernier cas� on dit aussi que u et v forment une paire critique�

����� Relation d�equivalence

L�axiome PERM� restreint l�application de l�axiome PERM aux paires u 	 v compatibles�

�������������������������

Axiome PERM� Axiome de permutation entre radicaux compatibles
Soit u et v deux radicaux coinitiaux et compatibles� Il existe alors du et dv deux d�eveloppements
de u��v�� et v��u�� tels que�

�� du et dv terminent sur le m�eme terme b�

� pour tout radical x tel que x 	 u et x 	 v� on a pour tout radical y �a partir de b�

x��u � dv��y � x��v � du��y

�������������������������

De la m�eme fa%con� nous adaptons l�axiome FD au cas non orthogonal�

�������������������������

Axiome FD� Axiome des d�eveloppements �nis entre radicaux compatibles
Soit U un ensemble point�e �ni de radicaux deux �a deux compatibles� ��u� v� � U� u 	 v� Alors
tous les d�eveloppements de U sont �nis �� d�erivations��

�������������������������

Nous reprenons la d�e�nition ��
 dans le cadre non orthogonal des ensembles de radicaux
deux �a deux compatibles�

D�e�nition �	�� �profondeur� Soit U un ensemble point�e �ni de radicaux coinitiaux deux
�a deux compatibles� ��u� v� � U�� u 	 v� Il existe d�apr�es le lemme de K�onig une longueur
maximale aux d�eveloppements de U � On appelle profondeur de U cette longueur maximale�

Nous �elargissons la construction de � par permutation de la section �� aux syst�emes avec
compatibilit�e�

D�e�nition �	� ��equivalence des d�erivations� Deux d�erivations d et e sont dites �equivalentes
�a une permutation pr�es lorsque d � d� �u�g �d� et e � d� �v �f �d� avec f et g deux d�eveloppements
de u��v�� et de v��u�� qui v�eri�ent les propri�et�es de l�axiome PERM��

On note � la cl�oture transitive de cette relation entre d�erivations� On dira que deux d�erivations
d et e sont �equivalentes lorsque d � e�

Nous reprenons la notation M pour d�esigner ici l�ensemble des ensembles �nis point�es de
radicaux coinitiaux et deux �a deux compatibles  M� est l�ensemble des �el�ements non vides de
M� L�axiome C force les r�esidus de radicaux compatibles �a �etre eux�m�eme compatibles� Cette
propri�et�e est tr�es largement v�eri��ee par les syst�emes non orthogonaux�
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Petit axiome C �pr�eservation des compatibilit�es�� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que
u��r��u�� v��r��v�� Si r 	 u et r 	 v� alors u 	 v �� u� 	 v��

D�e�nition �	�� �Syst�eme non orthogonal� Nous appelons syst�eme non orthogonal un syst�eme
avec compatibilit�e qui v�eri�e les axiomes A� B� C� FD�� et PERM��

Tout syst�eme orthogonal D est un syst�eme non orthogonal �D� 	� dont la relation 	 associe tous
les radicaux u et v coinitiaux� Si U est �el�ement deM� alors l�ensemble U ��u�� des r�esidus de U par
r�eduction de u � U � se trouve encore dans M� Cette propri�et�e de stabilit�e par r�esidu permet de
d�emontrer que les d�eveloppements de U sont tous �equivalents� comme il �etait montr�e en lemme
��� dans le cas orthogonal�

Lemme �	�� Soit U un �el�ement de M 	� ensemble �ni de radicaux deux �a deux compatibles
�
Si d et e sont deux d�eveloppements de U alors d � e�

D�emonstration� similaire �a la d�emonstration du lemme ���� en v�eri�ant bien que si r � U alors
U ��r�� �M gr�ace �a l�axiome C� �

D�e�nition �	�� �multi�radicaux compatibles� Soit U et V deux �el�ements co�initiaux de
M� On �ecrit U 	 V lorsque U �V �M� c�est��a�dire� �u � U� �v � V� u 	 v� Si V est le singleton
frg on �ecrit aussi� U 	 r�

D�e�nition �	�� Soit U et V des �el�ements co�initiaux de M et compatibles� Le lemme ����
permet de d�e�nir U ��V �� comme U ��d�� pour tout d�eveloppement d de V � Et alors U ��V �� �M�

Nous d�e�nissons l�espace des multi�d�erivations de la m�eme fa%con que dans le cas orthogonal�
�a l�aide cette fois�ci des �el�ements de M��

D�e�nition �	�� �Espace des multi�d�erivations� Le syst�eme abstrait des multi�d�erivations

sur D � hT �R� ��� ��� �����i est d�e�ni par DM � hTM�RM� ��
M� ��

M� ���i o�u �

� TM � T �

� RM est l�ensemble M� des ensembles point�es co�initiaux non�vides de radicaux deux �a
deux compatibles�

� ��
MU est ��f pour f 
 U �

� ��
MU est ��f pour f 
 U �

� �U � est d�e�ni par�

� si V 	 U � alors V �U �W lorsque V ��f ��W pour f 
 U et W �� ��

� sinon V n�a pas de r�esidu par U � c�est��a�dire V �U � � ��

Nous appelons multi�radicaux les ensembles non vides de M et multi�d�erivations les d�erivations
construites sur DM�

Nous identi�erons les d�erivations d � u� � � �un avec la multi�d�erivation (�d� � fu�g � � �fung

dans DM� Certaines constructions de la section �� sont encore possibles� lorsque les conditions
de compatibilit�e su�santes sont v�eri��ees� Nous nous limiterons �a d�e�nir le r�esidu d�une multi�
d�erivation par un multi�radical� construction que nous utiliserons au chapitre ��
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D�e�nition �	�� �r�esidus des multi�d�erivations de M�� L�ensemble M� est d�e�ni comme

l�ensemble des multi�radicaux et des multi�d�erivations vide� RM � fidaja � T g� La relation ���
est g�en�eralis�ee �a M� comme suit�

� ida�ida�ida�

� ida�U �idb lorsque ��
MU � a et ��

MU � b�

� U �ida�U lorsque ��
MU � a�

� U �V �ida lorsque U �V � vide et a � ��
MU �

D�e�nition �	�� �multi�radical et multi�d�erivation compatibles� Soit U un ensemble de
M et D une multi�d�erivation co�initiale� On d�e�nit U 	 D par r�ecurrence�

� U 	 ida

� U 	 �V �D� si U 	 V et U ��V �� 	 D�

D�e�nition �	�
 �r�esidu d�une multi�d�erivation par un multi�radical� Soit U un �el�ement
de M et D une multi�d�erivation telle que U 	 D� On d�e�nit la multi�d�erivation D�U � par
r�ecurrence�

� ida�U � � idb o�u b � ��
MU

� �V �D��U � � V �U � �D�U �V ��

D�e�nition �	�� �d�eveloppement dans D d�une multi�d�erivation�

� la d�erivation ida d�eveloppe dans D la multi�d�erivation ida�

� la d�erivation f d�eveloppe dans D la multi�d�erivation D � U� � � �Un lorsque on peut l��ecrire
f � f� � � �fn o�u �i� fi 
 Ui� On �ecrit alors f 
 D�

Lemme �	� Soit f 
 V un d�eveloppement de V � et U un multi�radical tel que U 	 V � Alors
U 	 f et g 
 f �U � est un d�eveloppement de V ��U ���

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de f � On se place dans les hypoth�eses du lemme�
U 	 V � et f 
 V � On peut d�ecomposer f qui d�eveloppe V en f � v �f � o�u v � V et f � d�eveloppe
V ��v��� L�ensemble U et le radical v sont compatibles� U 	 v� Les ensembles U ��v�� et V ��v�� sont
compatibles gr�ace �a l�axiome C� tandis que f � d�eveloppe V ��v��� Par r�ecurrence sur la longueur
de f � f � 	 U ��v��� et tout d�eveloppement g� de f ���U ��v���� est un d�eveloppement de l�ensemble
V ��v����U ��v����� Les deux ensembles U ��v�� et �U � fvg���v�� sont identiques d�apr�es l�axiome A� d�o�u
V ��v����U ��v���� � V ��U � fvg�� � V ��U ����v��U ����� Une d�erivation g qui d�eveloppe �v�U �� � f ��U �v�� peut
�etre d�ecompos�ee en g � g� � g� o�u g� 
 v�U � et g� 
 f ��U �v��� La d�erivation g� qui d�eveloppe
v�U � d�eveloppe v��U ��� et g� d�eveloppe V ��U ����v��U ����� La d�erivation g d�eveloppe donc V �U �� ce qui
d�emontre le lemme �
� par r�ecurrence� �
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��	 Structures sur les radicaux co
initiaux

Tout d�abord nous avons d�ecrit les syst�emes de r�e�ecriture comme des graphes muni d�une
relation de r�esidu� Ensuite pour �etudier les syst�emes avec paires critiques nous avons adjoint
au mod�ele une relation de compatibilit�e 	 entre radicaux de m�eme source�

Nous poursuivrons notre th�ese selon ce principe� enrichir le mod�ele initial d�une relation entre
radicaux pour analyser des comportements consid�er�es jusque l�a di�ciles �a abstraire� terminaison
des d�eveloppements �nis� th�eor�eme de standardisation� normalisation des strat�egies n�ecessaires�
th�eor�eme de normalisation forte� Ces relations porteront de pr�ef�erence sur des radicaux de m�eme
source cela pour simpli�er la v�eri�cation des di��erents axiomes dans les cas concrets� Choisir
des relations et des axiomes #locaux$ � c�est��a�dire qui portent sur des radicaux coinitiaux ou
r�esidus � c�est aussi apprendre quelles structure syntaxiques #concr�etes$ sont favorables �a un
bon calcul�

L�exemple le plus important de relation sur les radicaux est l�ordre d�embo�"tement� Dans le ��
calcul ou les calculs du premier ordre� un radical u #contient$ un radical v coinitial s�il intercepte
le chemin de v �a la racine� Cette relation est utile pour comprendre les rapports entre position
dans le terme et duplication des calculs� Nous l�utiliserons dans les quatre �etudes qui suivent ce
chapitre� d�eveloppements �nis� standardisation� normalisation de strat�egie� normalisation forte�

D�autres relations nous seront utiles pour analyser les m�ecanismes de r�e�ecriture sous�jacents
les propri�et�es de d�eveloppements �nis et de normalisation forte� Certaines sont tr�es belles� Nous
les introduirons au �l des chapitres selon les besoins�

Nous pro�tons de l�occasion pour en �enum�erer quelque unes et pr�evenir des �ecritures que
nous avons choisi� en particulier dans nos diagrammes�
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compatibilit�e� u 	 v u

v

disjonction� u k v u

v

ou u

v

embo�"tement� u � v u

v

ou u

v

ou

u

v

agrippement� u �� v

u

v

non embo�"tement� v �� u u

v

ou u

v

��� Appendice

��	�� Au lieu de laxiome A

Un syst�eme est orthogonal s�il v�eri�e les axiomes A� B� FD et PERM� Nous proposons ici
un axiome #PERM sans A$ qui correspond �a l�axiome PERM dans le cas de syst�emes qui
ne v�eri�ent pas l�axiome A� Une technique permet de compl�eter tout syst�eme D qui v�eri�e
cet axiome #PERM sans A$ sans v�eri�er l�axiome A en un syst�eme D� qui v�eri�e les axiomes
PERM et A� c�est��a�dire un syst�eme orthogonal�

Nous ferons l�hypoth�ese d�un syst�eme D � �T �R� ��� ��� ������ qui v�eri�e les axiomes B� FD�
et l�axiome suivant�

�������������������������

Axiome PERM sans A Con�uence locale forte sans l�axiome A
Soit u et v deux radicaux coinitiaux� Il existe du et dv deux d�erivations relatives �a u��v�� et v��u��
qui terminent sur le m�eme terme et induisent deux relations ��u����dv�� et ��v����du�� identiques�

�������������������������

Soit un ensemble �ni U de radicaux coinitiaux� On d�emontre facilement avec l�axiome FD et
#PERM sans A$ que tous les d�eveloppements de U terminent sur le m�eme terme et produisent
la m�eme loi de r�esidu�



��
� APPENDICE �


Nous donnons maintenant notre m�ecanisme de compl�etion� soit D� le syst�eme de r�e�ecriture
abstrait

D� � �T �R� ��� �
�
�� ���m�

o�u

� ���r est le terme d�arriv�ee de d 
 frg� ���r � ��frg�

� la relation ���m est d�e�nie par� x�r�mx
� � x��d��x� pour d 
 frg�

Un radical r � R a donc des comportements di��erents dans D et dans D�� grosso modo il se
comporte dans D� comme un d�eveloppement de frg dans D�

Nous voulons montrer maintenant que le syst�eme D� est orthogonal� Il est facile de voir qu�il
v�eri�e l�axiome A� puisque r�r�ms si et seulement si r��d��s pour s un d�eveloppement de frg�
Nous d�emontrons que D� v�eri�e l�axiome PERM avec le prochain lemme�

Lemme �	�� Soit u et v deux radicaux coinitiaux� Il existe au sens de D� deux d�eveloppements
du de u�v�m et dv de v�u�m qui terminent sur le m�eme terme et induisent deux relations �u�m�dv�m
et �v�m�du�m identiques�

D�emonstration� toute d�erivation f relative �a fu� vg dans D� peut �etre traduite en une d�erivationbf relative �a fu� vg dans D�

�� la traduction de ida est ida�

� si bf traduit f � r � g alors bf � R � bg o�u R est n�importe quel d�eveloppement de frg au
sens de D� et bg est une traduction de g�

La notion de r�esidu est pr�eserv�e par traduction au sens que

x�f �my � x�� bf ��y

Tout d�eveloppement de fu� vg au sens de D� est donc traduit comme d�eveloppement de fu� vg
au sens de D� Puisque tous les d�eveloppements de fu� vg au sens de D terminent sur le m�eme
terme et induisent la m�eme loi de r�esidu� il en est de m�eme des d�eveloppements de fu� vg au
sens de D�� �

En cons�equence� le syst�eme D� est orthogonal� ce qui permet de d�e�nir les relations �� et
���m rencontr�es en section ��� En particulier� le syst�eme D� est con�uent� Nous pouvons en
pro�ter pour d�emontrer que D lui�m�eme est con�uent au moyen d�une traduction simple� cette
fois�ci de D vers D��

�� ida est traduit en ida�

� la d�erivation r � f dans D est traduite en r � f �R�m o�u R est l�ensemble des r�esidus de r
par r dans D� R � r��r�� et f est une traduction de f dans D��

On d�emontre facilement que si f r�eduit a en b dans D et sa traduction f r�eduit a en c dans D�

alors b peut �etre r�eduit en c dans D et D�� Il s�en suit que D est con�uent�
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��	�� Au lieu de laxiome B

L�axiome FD porte sur les ensembles �nis de radicaux� Ce choix nous oblige �a imposer que
x��r�� soit �ni� Nous aurions pu �eviter cet axiome B en introduisant une classe M d�ensemble de
radicaux coinitiaux tel que�

� M contient tous les singletons fxg�

� si U �M et V �M avec ��U � ��V alors U � V �M�

� si U �M et u � U alors U ��u�� �M�

L�axiome FD serait remplac�e alors par� Toute r�eduction relative �a U est �nie pour U �M� On
retrouverait alors sans di�cult�e la notion de profondeur d�un ensemble U �M� une profondeur
qui serait ordinale cette fois ci� On remarque qu�avec l�axiome B la classe des ensembles �nis
de radicaux coinitiaux v�eri�e les les propri�et�es demand�ees �a M�

��� Exemples

Nous proposons dans cette section quelques exemples de syst�emes de r�e�ecriture que d�ecrit
notre formalisme abstrait� Plut�ot qu�imposer au lecteur une v�eri�cation formelle de chacun
des axiomes� ce qui n�ecessiterait un travail �a part� nous donnons des indications pr�ecises sur
la m�ethode �a suivre� Nous esp�erons �eclairer ainsi l�interface trop peu �etudi�ee qui s�epare les
approches syntaxiques et abstraites de la th�eorie du calcul�

����� Le ���calcul et les syst�emes du premier ordre

Nous renvoyons le lecteur �a �Klo ��� �HL ���� �Bou 	
� ou �Mar �� pour la d�e�nition formelle
des syst�emes du premier ordre� Chez tous ces auteurs une #traduction canonique$ permet de
passer d�un syst�eme syntaxique du premier ordre �a son syst�eme abstrait canonique�� Quel que
soit le syst�eme de r�e�ecriture du premier ordre� la description canonique v�eri�e les axiomes A�
B� C� PERM de permutation et FD de d�eveloppements �nis tels que nous les avons introduits
pr�ec�edemment�

� les axiomes A� B sont triviaux�

� l�axiome C est d�emontr�e dans �Bou 	
�� lemme ���

� l�axiome des d�eveloppements �nis sera prouv�e dans le prochain chapitre� �a la fa%con de
O�Donnel�

� on trouve l�axiome de permutation dans �HL ����Mar ��� et pour le cas non orthogonal
dans �Bou 	
�� lemme ����

Ces r�esultats g�en�eraux sont pr�ecieux� ils s�appliquent par exemple au ���calcul � voir le
chapitre 
 � qui est un calcul du premier ordre� La plupart de ces r�esultats sont d�emontr�es une
nouvelle fois dans un cadre plus g�en�eral lors de l��etude des Syst�emes �a R�eduction Combinatoire
�CRS� en chapitre �� une classe dont font partie les syst�emes du premier ordre�

�Pour une traduction non canonique	 voir la section ����� au sujet du �Ou Parall�ele��
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����� Le ��calcul et ses trois ordres

Le ��calcul est le calcul des fonctions� Nous ne ferons ici que l�introduire� Ses termes sont
construits par r�ecurrence structurale �a partir d�un ensemble Var de variables�

M � x � Var j �x�M j MN

Les termes sont identi��es �a 
�conversion pr�es� par exemple ��x�xx� �� ��y�yy� � nous
appelerons 
�termes ces classes ��� Une variable x est dite li�ee dans M quand on trouve un
#lieur$ �x au dessus d�elle  elle est libre quand elle n�appara�"t pas li�ee�

La r�egle d�application d�un terme N dans une fonction �x�M est appel�ee la ��r�egle et est
de la forme�

��x�M�N �M �x �� N � ���

o�u M �x �� N � est d�e�ni par r�ecurrence sur la structure de M ����������
x�x �� N � � N
y�x �� N � � y si x �� y
PQ�x �� N � � P �x �� N �Q�x �� N �
��z�P ��x �� N � � �z��P �x �� N �� pour une variable z jamais libre dans N

Nous d�e�nissons les trois ordres pour lesquels nous d�emontrerons le th�eor�eme de standardisation
au chapitre ��

L�ordre �plus externe � plus �a gauche�

Le radical ��x�M�N embo�"te les radicaux situ�es en M ou en N � et dans MN les radicaux de
M embo�"tent les radicaux de N

L�ordre d�arbre syntaxique
Le radical ��x�M�N embo�"te les radicaux situ�es en M ou en N � On cl�oture ensuite par contexte�

L�ordre d�embo��tement strict

Le radical ��x�M�N embo�"te les radicaux situ�es en N � On cl�oture ensuite par contexte�

Chacun de ces ordres d�embo�"tement d�eterminera au chapitre � une notion particuli�ere de
d�erivation standard� L�ordre #plus externe � plus �a gauche$ correspond au r�esultat classique de
Curry sur les strat�egies #normales$� voir �Cur 
	��Bar 	��� L�ordre d�arbre syntaxique corres�
pond �a la notion de d�erivation standard d�ecrite en premier par L�evy �L�ev �	� et reprise ensuite
dans �Bar 	�� comme la d�e�nition #o�cielle$ de d�erivation standard� L�ordre d�embo�"tement
strict d�etermine une troisi�eme notion de d�erivation standard� plus g�en�erale que les deux premi�eres�

����� Syst�emes avec r�egles d�equivalence
 le cas g�en�eral

Soit un syst�eme abstrait de r�e�ecritureD � �T �R� ��� ��� ����� avec compatibilit�e 	� Nous supposons
donn�ees deux relations d�equivalence �T et �R sur les ensembles T et R de termes et de
radicaux� Nous voulons �etudier le syst�eme D quotient�e par ces deux relations �T et �R� que
par abus d��ecriture� nous �ecrivons � toutes les deux� Nous appelons #termes libres$ et #radicaux
libres$ les �el�ements de T et R respectivement�

�� si deux radicaux libres u � a� b et v � c� d v�eri�ent u � v alors a � c et b � d�
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� soit deux radicaux libres r et r� tels que r � r�� Si les trois radicaux libres u� v et u�

v�eri�ent u��r��v� u � u� et ��u
� � ��r

�� alors il existe un radical libre v� tel que u���r���v� et
v � v��

On d�e�nit le syst�eme abstrait D� � �T��R�� �
�
� � �

�
� � h�i de la mani�ere suivante�

� T� est l�ensemble des classes � de T �

� R� est l�ensemble des classes � de R�

� si r � R� alors il existe un radical r� � R �el�ement de la classe r� Le terme ��� r � T� est
la classe � de ��r� et le terme ��� r � T� est la classe � de ��r�

� si r � R� avec r � a� b� alors la relation hri est d�e�ni comme suit� uhriv lorsqu�il existe
u� � u� v� � v et r� � r tels que u��r��v�

Ces d�e�nitions sont correctes du fait des hypoth�eses � et � Nous appelons #termes$ et #radi�
caux$ les �el�ements de T et R respectivement�

La relation de compatibilit�e 	� est d�e�ni comme suit� pour tout couple u et v de radicaux�
on a u 	� v lorsqu�il existe u� � u et v� � v tels que u� 	 v�� Le couple �D�� 	�� est un syst�eme
abstrait avec compatibilit�e�

Nous proposons de d�emontrer les axiomes A� B� C et PERM� de D� en supposant que
D v�eri�e les axiomes A� B� C et PERM� de D� Nous devons pour cela faire des hypoth�eses
suppl�ementaires sur la relation ��

�� soit u et v deux radicaux libres coinitiaux� ��u � ��v� Si u � v� alors u � v�

�� si r� � r�� u� � u� et v� � v� avec r� 	 u�� r� 	 u� et u� 	 v�� alors il existe trois radicaux
libres coinitiaux r� u et v tels que r 	 u� r 	 v et u 	 v et r � r�� u � u� et v � v��

L�axiome A est une cons�equence sur D� de l�hypoth�ese � et de l�axiome A sur D� Soit deux
radicaux r et u coinitiaux� et deux radicaux libres r� et u� coinitiaux et tels que r� � r et u� � r�
L�hypoth�ese  impose que l�ensemble uhri est la projection dans T� de l�ensemble u���r���� Pour
cette raison� l�axiome B est la cons�equence sur D� de l�hypoth�ese  et de l�axiome B sur D�
L�axiome C sur D� est une cons�equence des hypoth�eses  et �� et de l�axiome C sur D�

Nous montrons que l�axiome PERM� dans D� est une cons�equence des hypoth�eses  et �� Si
x� u et v sont des radicaux coinitiaux deux �a deux compatibles� alors il existe des radicaux libres
x� � x� u� � u et v� � v tels que u�� v� et x� sont cointiaux et deux �a deux compatibles� Par
construction� les d�eveloppements de fu�� v�g une fois projet�es dans D� sont des d�eveloppements
de fu� vg� Soit f� un d�eveloppement de fu�� v�g dont la projection dans D est le d�eveloppement
f de fu� vg� Avec l�hypoth�ese � x��f ��y si et seulement si il existe y� � y tel que x���f���y�� Pour
cette raison� l�axiome PERM� est v�eri��e dans D��

����� Un syst�eme avec R�egles Associatives Commutatives
 le ��calcul

Nous voulons appliquer la section ���� au cas d�un syst�eme avec r�egles associatives commutat�
ives� Nous prenons l�exemple du ��calcul� un calcul non d�eterministe qui m�elange des traits du
��calcul et de CCS� La version que nous �etudions ici en est une variante appauvrie o�u les lieurs
ne sont pas concurrents�
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Le premier mod�ele abstrait du ��calcul

Pour construire les termes du calcul� on se donne deux ensembles d�enombrables de variables et
ports� x� y� t d�esignent des variables et 
� �� � des ports� L�ensemble des termes syntaxiques est
alors d�e�ni par la grammaire suivante�

p � 
 j x j 
x�p j *
�p j p� p j �pjp�

Nous appelons terme libre toute classe d��equivalence par 
�conversion sur ces termes syn�
taxiques� Nous notons T l�ensemble de ces termes libres� La relation d��equivalence � identi�e
les termes libres suivant les �egalit�es suivantes�


� p � p� 
 � p � 
jp � pj


et
�p�jp��jp� � p�j�p�jp��

closes par contexte�
p � q �� C�p� � C�q�

Nous appelons #terme$ toute classe d��equivalence de la relation �� et notons T� l�ensemble de
ces classes�

Nous appelons occurrence active d�un terme libre P toute occurrence �P� o� de symbole
di��erent de 
� On construit de la mani�ere naturelle une relation d��equivalence �occ sur les
occurrences actives des termes libres�

Un terme libre peut se r�e�ecrire suivant les trois r�egles suivantes�

�Comm�� P � Q� Q � P
�Commj� P jQ� QjP

�Gamma� �
x�P jP ��� �*
�QjQ�� � �P �x �� Q�jP ��� �Q��

o�u P �x �� Q� est d�e�ni par r�ecurrence structurelle sur p de la mani�ere habituelle� Ces r�eductions
sont elles aussi closes par contexte�
Par exemple


x��y�f�yjxj*��y�� �xj�t�t�g � ��
x�x�j*
��uj�t��y��y� t���

peut �etre r�eduit en�

�y��f�y�juj�t��y��y � t�j*��y��� �uj�t��y��y � t�j�t�t�g � 
x�x

Chaque r�eduction sur un terme libre P s�applique �a une position particuli�ere de ce terme� On
d�e�nit un radical libre r � P � Q du 
�terme P comme un couple �P� o� ou un triplet �P� o�� o���

�� un couple �P� o� si le radical libre suit une r�egle Comm� ou Commj� L�occurrence o

d�esigne la position du n'ud � ou j qui intervient dans la r�eduction�

� un triplet �P� o�� o�� si le radical libre suit une r�egle Gamma� Les occurrences o� et o�
d�esignent dans ce cas la position du n'ud 
x et *
 qui interviennent dans la r�eduction�

Deux radicaux libres u � p � q et v du m�eme terme libre P sont compatibles� u 	 v� lorsqu�ils
ne partagent aucune occurrence� Dans ce cas� la notion de r�esidu de u par v est d�e�ni de la
mani�ere naturelle� On �ecrit u��v��u��

Une relation � sur l�ensemble R des radicaux libres est construite de la sorte� Soit deux
radicaux libres u � P � Q et v � P � � Q�� On a u � v lorsque P � � Q�� et que
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� u � �P� o� et v � �P �� o�� avec �P� o� �occ �P �� o���

� u � �P� o�� o�� et v � �P �� o��� o
�
�� avec �P� o�� �occ �P �� o��� et �P� o�� �occ �P �� o����

Nous construisons le syst�eme abstrait �D�� 	���

�� T� est l�ensemble des termes�

� R� est l�ensemble des radicaux�

�� si r � Ri� alors il existe un radical libre r� � r tel que r � P � Q� Alors ��r � P est la
classe � de P � et ��r est la classe � de Q�

�� deux radicaux u � P � Q� et v � P � Q� coinitiaux sont compatibles� u 	� v� lorsqu�il
existe deux radicaux libres u� � u et v� � v tels que u� 	 v��


� si les deux radicaux u et v sont coinitiaux et non compatibles� alors v n�a pas de r�esidu
par r�eduction de u�

�� si u et v sont compatibles� u 	� v� il existe des radicaux libres u� � u et v� � v tels que
u� 	 v�� le radical u a pour r�esidu par v les classes � des r�esidus de u� par v��

Maintenant� on applique la construction de D� propos�ee en section ����� Les quatre hy�
poth�eses �� � � et � que nous y donnons sont v�eri��ees imm�ediatement sur �� Le chapitre �
montrera que le syst�eme D � �T �R� ��� ��� ������ v�eri�e en tant que syst�eme combinatoire �CRS�
les axiomes A� B� C et PERM�� On conclut que le syst�eme D� v�eri�e les axiomes A� B� C et
PERM��

Un mod�ele alternatif

Dans le syst�eme que nous pr�esentons� il est apparu tr�es di�cile de suivre l�esprit du ��calcul�
et de re��eter la commutativit�e des n'uds � et j dans la relation �� Par exemple� l�hypoth�ese
� avanc�ee en section ���� interdit que les deux radicaux r� et r� soient identi��es�

r� � �
x�x� *
a�j�
x�x� *
a� � aj�
x�x� *
a� r� � �
x�x� *
a�j�
x�x� *
a� � �
x�x� *
a�ja

En fait� pour d�e�nir la relation ������ il semble indispensable de tracer les radicaux lors des
op�erations de commutation de j et �� Dans notre pr�esentation� les r�egles Comm� et Commj
tiennent lieu de coercion entre ��termes�

Nous proposons maintenant une autre pr�esentation du ��calcul qui am�eliore la premi�ere
pr�esentation en rempla%cant la r�egle Gamma par la r�egle Gamma��

�Gamma�� C�
x�p�� C��*
�q� � C�p�x �� q��� C��Q�

o�u les contextes C��� et C ���� sont construits avec la grammaire suivante�

C��� � C���jP j PjC��� j �

Nous traitons avec attention les di��erentes �etapes de construction� Le traitement est informel�

�� les notions de terme libre et de radical libre sont reprises �a la premi�ere version en rem�
pla%cant les Gamma�r�eductions par les Gamma��r�eductions�
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� la relation � est donn�ee sur les termes et radicaux libres de la m�eme mani�ere qu�au
premier syst�eme�

�� une notion judicieuse de r�esidu d�un Gamma��radical libre par une Comm�r�eduction
libre� de mani�ere �a �eviter les paires critiques entre Gamma��radicaux et Comm�radicaux�

�� la relation de compatibilit�e entre radicaux libres ra�ne la d�e�nition donn�ee en premi�ere
version en consid�erant �a part le cas des Gamma��radicaux et Comm�radicaux� toujours
compatibles�

Dans ce cas� le syst�eme abstrait des termes libres et radicaux libres n�est pas un CRS� On doit
donc montrer directement que le syst�eme v�eri�e les axiomes A� B� C et PERM�� Il faut ensuite
v�eri�er que la relation � v�eri�e les quatre hypoth�eses de la section ����� Nous laissons ces deux
d�emonstrations au lecteur�

Le syst�eme �D�� 	�� est alors construit �a la mani�ere de la section ����� Il v�eri�e d�apr�es la
section ���� les axiomes A� B� C� FD� et PERM��


� La derni�ere �etape est particuli�ere �a cette pr�esentation� on montre que toute d�erivation
peut �etre factoris�ee en une Gamma��d�erivation suivie d�une s�erie de commutations � et
j� Pour cette raison� on peut oublier les r�egles de commutation et restreindre le calcul aux
Gamma��r�eductions sans v�eritable perte d�expression�

Ces r�esultats peuvent �etre utilis�es pour d�emontrer la con�uence d�un fragment du ��calcul
qui contient le ��calcul� Les ��termes M de ce fragment F� sont d�ecrits comme suit�

�� tous les processus situ�es sous un constructeur j dans M ont des ports d�appel 
 tous
di��erents� et identiquement des ports d�envoi *
 tous di��erents�

� tous les termes de la forme �xjP� sont interdits dans M pour �eviter l�instantiation dans
x de processus concurrents avec P �

Le fragment de calcul F� a cette propri�et�e que si M � F� et R � M � N alors N � F� � De
plus� tous les Gamma��radicaux d�un 
�terme de F� sont compatibles� ce qui d�emontre l�axiome
PERM dans le fragment� et donc la con�uence �l�axiome FD sera d�emontr�e au chapitre ���

Conclusion

La consid�eration des Gamma��radicaux lib�ere le ��calcul des limitations inessentielles de notre
premier mod�ele du calcul� Cependant� le caract�ere ad�hoc de la Gamma��r�eduction pousse �a
pr�ef�erer le premier mod�ele�

On peut reprocher �a ce premier mod�ele de traiter les r�egles de commutations comme les
r�egles Gamma� ce qui entraine des paires critiques tr�es discutables� Dans l�avenir� il faudrait
traiter ces r�eductions de commutation �a part� un peu �a la mani�ere des isomorphismes dans la
th�eorie des cat�egories�

����� R�eseaux dinteraction� r�eseaux de preuve

Nous reprenons la pr�esentation des r�eseaux de preuves et r�eseaux d�interaction que donne
�Laf �
��

Un r�eseau d�interaction  est un graphe �ni construit avec des cellules d�etermin�ees par un
alphabet + de symboles avec arit�es� Chaque symbole 
 d�arit�e p dans + d�etermine une cellule



� CHAPITRE �� SYST�EMES ABSTRAITS DE R�E�ECRITURE

avec un port principal et p ports auxiliaires� Les r�eseaux sont transform�es selon des r�egles
d�interaction qui r�e�ecrivent deux cellules 
� � dont les ports principaux sont li�es� en un r�eseau
����� Deux cellules 
 li�ees par par leurs ports principaux peuvent donc �etre r�eduites selon deux
r�egles�

�
�� 
�� � ������ et �
�� 
�� � ������ � ������

Pour �eviter la paire critique entre ces deux r�eductions sym�etriques on impose pour toute cellule

 que ���� et son r�eseau sym�etrique ���� soient �egaux�

Le syst�eme abstrait associ�e est d�e�ni comme suit�

�� T est l�ensemble des r�eseaux�

� les �el�ements  � � de R sont d�e�nis par la r�egle �
� �� qu�ils appliquent et la position
des deux cellules dans le graphe� Il faut tout de m�eme faire attention aux sym�etries �voir
�Laf �
��page ���� deux radicaux qui e�ectuent les r�egles

�
�� 
�� � ������ �
�� 
�� � ������

sur deux cellules 
 aux positions 
� et 
� sont identi��es�

�� les r�esidus sont d�e�nis naturellement au moyen des positions dans le graphe�

�� tous les radicaux coinitiaux sont compatibles�

La v�eri�cation des axiomes A� B� FD et PERM est facilit�ee par l�absence de duplication dans
le syst�eme�

Un r�eseau de preuve� en comparaison� s�apparente plus �a un ��terme �a cause des #boites
exponentielles$ � qui permettent de dupliquer un sous�r�eseau � Ces boites exponentielles ont
un comportement particulier qui sort du cadre des r�eseaux d�interaction� Les boites participent
�a trois formes nouvelles d�interaction� voir �Laf �
�

�� les r�eductions externes�

� la cellule #dereliction$ lib�ere le sous�r�eseau  quand elle agit sur le port principal de
la boite � qui le contient�

� la cellule #contraction$ duplique la boite � et le sous�r�eseau  qu�elle contient

� la cellule #weakening$ e�ace la boite ��

� les r�eduction commutatives� une boite �� dont le port principal agit sur un port auxiliare
de la boite � peut la p�en�etrer�

�� les r�eductions internes� une boite � peut �etre r�e�ecrite en �� si  � ��

Les notions de radical et de r�esidu doivent �etre revues �a partir de ces trois formes de
r�eduction�

� les radicaux sont d�e�nis comme pour les r�eseaux d�interaction� en tenant compte des
calculs �a l�int�erieur des boites�

� les r�esidus sont d�e�nis �a partir de la position des radicaux�
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� deux radicaux sont incompatibles s�ils mettent en jeu des �el�ements �cellules ou boites� en
commun� Par exemple deux r�eductions commutatives entre �� et ��� et entre �� et ���

Les axiomes A et B sont imm�ediats� On d�emontre les axiomes C et PERM� en signalant que
la r�eduction commutative est la seule r�eduction qui ne fait intervenir qu�un seul port principal
dans la r�egle d�interaction� Pour cette raison� les paires critiques sont toujours form�ees par
une r�eduction commutative et une r�eduction soit commutative� soit externe� La suite de la
d�emonstration est une �etude de cas�

L�axiome FD� est a priori plus d�elicat �a d�emontrer� Nous l��etudions au chapitre suivant�

����	 Le ��calcul

Nous partons de la pr�esentation �sans somme� du �calcul monadique donn�ee en �Mil ���� Nous
avons l�id�ee de lui constituer au �l des chapitres un calcul d��evaluation partielle� Le plan de la
construction suit�

�� nous introduisons le ,�calcul qui contrairement au �calcul peut calculer sous les gardes�

� nous d�emontrons en chapitre � un th�eor�eme de standardisation pour ce ,�calcul�

�� nous appelons ,g�calcul le sous�calcul du ,�calcul qui ne calcule pas sous les gardes� Dans
son principe� ce ,g�calcul est tr�es proche du �calcul original�

�� nous d�e�nissons un fragment ,ev du ,�calcul dont les calculs respectent la s�emantique par
bisimulation du ,g�calcul� Ce r�esultat justi�e l�emploi du ,ev�calcul comme formalisme
d��evaluation partielle du ,g�calcul�

Ces questions seront trait�ees plus particuli�erement lors du chapitre �� Nous introduisons ici le
,�calcul�

Les termes syntaxiques du ,�calcul sont d�e�nis �a partir d�un ensemble Nom de noms d�enot�es
par a� b� c� ���� et la grammaire suivante�

p �� nil j �pjq� j �p j a�b��p j *ab�p j ��x�p

Les termes syntaxiques du ,�calcul sont identi��es par 
�conversion� On appelle #terme libre$
une classe par 
�conversion de termes syntaxiques� Les termes libres du �calcul sont iden�
ti��es avec une relation � d�e�nie comme la plus petite relation d��equivalence qui v�eri�e les lois
suivantes�

�� �P	�� j� nil�� l�ensemble des termes libres quotient�e par � est un mono-"de�

� ��P � �P et ��x�a�b��P � a�b����x�P si x �� fa� bg�

�� ��x�nil � nil et ��x���y�P � ��y���x�P �

�� si x n�est pas libre dans P alors ��x��P jQ� � P j��x�Q�


� si P � Q alors C�P � � C�Q� o�u C��� est un contexte quelconque�

Notons que le traitement de l�op�erateur de duplication � di��ere ici de celui propos�e par �Mil ���
qui remplace la loi de construction � par la suivante�

�P � P j�P
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La pr�esentation de Robin Milner est s�emantiquement �el�egante mais extravagante du point de
vue calculatoire� Par exemple� il n�y a pas de notion naturelle de radical et de r�esidu si on veut
calculer sous les gardes� Aussi� les calculs de Milner ne sont pas exactement #lin�eaires gauches$�
si P �a	b� � Q le radical u en r�eduisant

u � *ab�nilja�z��P j�Q��Q

identi�e des radicaux de P et des radicaux de Q a priori distincts� En refusant la loi de Milner�
nous prenons le chemin d�un traitement calculatoire et non pas descriptif du ,�calcul�

Contrairement au �calcul original� la duplication du ,�calcul se d�eroule uniquement lors
d�une communication�

�INT�� �x�y��P j *xz�Q � �x�y��P j �P �y �� z� j Q�

Bien s�ur� la m�eme op�eration sans duplication est possible�

�INT� x�y��P j *xz�Q � P �y �� z� j Q

Nous ajoutons la r�egle de commutation�

�COM� P jQ� QjP

�Mil ��� introduit trois r�egles structurelles pour clore les r�egles d�interaction et de commutation�

�PAR�
P � P �

P jQ� P �jQ
�RES�

P � P �

��x�P � ��x�P �

�STRUCT�
Q � P P � P � P � � Q�

Q� Q�

Nous proposons le nom de ,�calcul gard�e �ou ,g�calcul� pour le syst�eme que nous venons
de d�e�nir avec les trois r�egles PAR� RES et STRUCT� Nous nous d�emarquons de �Mil ��� et
ajoutons les r�egles suivantes pour permettre au calcul de se d�erouler sous les gardes�

�ATOM�
P � P �

�P � �P �
�BANG�

P � P �

�P ��P �

Nous appelons ,�calcul le syst�eme que nous obtenons avec les r�egles INT� INT� et COM�
et les cinq r�egles d�inf�erence PAR� RES� STRUCT� ATOM et BANG�

Nous avons construit en section ���� un #premier$ mod�ele abstrait du ��calcul� Nous con�
struisons le syst�eme abstrait D� du ,�calcul de mani�ere analogue�

�� Les INT� INT� et COM�r�eductions induisent des notions de radicaux libres sur les termes
libres� avec des relations de r�esidu et de compatibilit�e imm�ediates�

� Ce syst�eme des termes libres est un CRS �a nom comme le chapitre � le d�e�nira� Pour
cette raison� il v�eri�e les axiomes A� B� C et PERM��

�� La relation � est �etendue aux radicaux libres� Elle v�eri�e les hypoth�eses �� et � de la
section ����� Pour cette raison� D� v�eri�e les axiomes A� B� C et PERM��

Nous d�emontrons l�axiome FD� au prochain chapitre�
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����� Comment d�ecrire le �Ou Parall�ele� sans paires critiques

Nous introduisons l�op�erateur #Ou Parall�ele$ dans un syst�eme du premier ordre�

A� B
por�B� x� � B r�egle gauche
por�x�B� � B r�egle droite

Les calculs qu�engendrent cet op�erateur sont con�uents  par exemple por�A�A� est r�e�ecrit en B

avec n�importe quelle strat�egie de calcul� La traduction #canonique$ des syst�emes du premier
ordre interpr�ete la ��eche por�B�B� � B de deux mani�eres di��erentes suivant la r�egle qu�on
emploie�

par un radical por�B�B�
rg
� B par la r�egle gauche

et par un radical por�B�B�
rd� B par la r�egle gauche

Cette interpr�etation de la r�eduction por�B�B� � B n�est pas n�ecessairement la plus judicieuse�
Elle introduit une paire critique dans le syst�eme abstrait entre deux radicaux rg et rd essenti�
ellement identiques� Et s�il y a moyen d�expliquer la con�uence du calcul �syntaxique� par son
orthogonalit�e il faut �eliminer cette paire critique�

Nous d�ecidons donc que la r�eduction por�B�B� � B ne forme abstraitement qu�un seul
radical r � cela dans tous les termes o�u cette r�eduction apparait� Il faut v�eri�er qu�une relation
����� peut �etre associ�ee �a tout radical de ce nouveau syst�eme de telle mani�ere que ����� v�eri�e les
axiomes A� B� FD� et PERM des syst�emes orthogonaux� Avec un peu de bon sens syntaxique
la construction de cette relation ����� est �evidente autant que la v�eri�cation des axiomes qui la
suit�

Nous rapprochons maintenant cette construction d�une proc�edure plus g�en�erale de #quo�
tientation$ de syst�emes abstraits de r�e�ecriture� Supposons un syst�eme abstrait non orthogonal
tel que

& est transitive
u&v �� ��u�� � ��v��

u&v �� ��u�� u��r��u� �� �v� � v��r��v� et u�&v��

On se trouve dans un cas particulier de syst�eme faiblement orthogonal tel que Jan Willem
Klop� Vincent Van Oostrom et Femke van Raamsdonk �Oos ����Ram ��� le d�e�nissent� Dans
notre cas il est possible d�identi�er les radicaux incompatibles pour obtenir un syst�eme sans
paires critiques� Les axiomes A et B� FD et PERM �orthogonalit�e� du syst�eme quotient�e sont
automatiquement d�eduits des axiomes A� B� C� FD� et PERM� �non orthogonalit�e� du syst�eme
initial�

La traduction canonique du syst�eme por v�eri�e bien s�ur les trois propri�et�es indiqu�ees� En
particulier� ce syst�eme est con�uent�

����� Les syst�emes �a r�eduction combinatoire �CRS�

Le chapitre � traite �a part le calcul combinatoire�
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Chapitre �

Lemme des d�eveloppements �nis

Plan du chapitre�

��� Introduction�

��� Les syst�emes de r�e�ecriture du premier ordre�

��� Les syst�emes de r�e�ecriture avec lieur�

��� D�emonstration du lemme FD� de terminaison�

��	 Appendices�

��
 Exemples�

��� Introduction

Les chercheurs engag�es �a la suite de Church et Rosser �Chu ��� dans l��etude de la propri�et�e de
con�uence du ��calcul ont tenu �a en �eclaircir d�abord les conditions combinatoires� Church et
Rosser avaient utilis�e un espace des d�erivations et d�emontr�e une propri�et�e de con�uence globale
qu�on esp�erait d�ecomposer en deux propri�et�es d�origines di��erentes� une m�ecanique combinatoire
d�abord qui associ�ee ensuite �a une propri�et�e de con�uence locale entrainerait la propri�et�e de
con�uence globale d�ecrite par Church et Rosser� Ce travail de d�ebroussaillage th�eorique fut
men�e avec attention par Curry �Cur 
	� et plus encore par Hindley �Hin ����Hin �	�� On savait
depuis le lemme de Newman �New �� que l�analyse demanderait une connaissance a�n�ee des
ph�enom�enes de copie dans la r�e�ecriture� Cette contrainte �t qu�on pr�ecisa le mod�ele abstrait de
Newman en �etiquetant chaque �etape de r�eduction �radical� a�n d�en suivre les copies �r�esidus�
le long des d�erivations� comme nous l�avons vu au chapitre pr�ec�edent� On �t la d�ecouverte en
cours de recherche d�une propri�et�e du ��calcul qui donne cette borne su�sante �a la duplication
des calculs� le lemme des d�eveloppements �nis� On sut �ecrire comme on l�avait cherch�e�

Con�uence de Church�Rosser � Lemme Combinatoire � Diagramme Local

Ce lemme combinatoire montre que toutes les mani�eres de r�eduire un ensemble de radicaux
sont �equivalentes� chacun des d�eveloppements termine� et tous arrivent sur le m�eme terme et
avec la m�eme relation de r�esidu quand le diagramme local est v�eri��e� D�ecomposer le th�eor�eme
de Church�Rosser permit de g�en�eraliser �a d�autres calculs le travail e�ectu�e sur la con�uence du
��calcul� On devina vite que les syst�emes du premier ordre v�eri�ent le lemme de terminaison�
ce que O�Donnell d�emontra avec une preuve g�en�erique que nous rappellerons dans la prochaine
partie� Simultan�ement� le diagramme de con�uence fut ramen�e �a l�absence de paires critiques�
propri�et�e simple qu�on peut v�eri�er �a partir des r�egles de r�e�ecriture� voir �KB ���� On se mit donc
�a �etudier les syst�emes sans paires critiques� dits orthogonaux� dans le cadre de nombreux form�
alismes� syst�emes du premier ordre�HL ����Klo ��� syst�emes �a r�eduction combinatoire�Klo 	���
graphes� r�eseaux d�interaction�

��
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Restait �a mieux comprendre le lemme de terminaison pour en circonscrire le domaine d�ap�
plication� en particulier quand il s�agit de syst�emes d�ordre sup�erieur� On d�ecouvrit de nom�
breuses d�emonstrations pour le ��calcul� celles de Barendregt�Bergstra�Klop�Volken �Bar 	��� de
Hyland �Hyl ����Klo 	��� de deVrijer �Vri 	
� ou de L�evy �L�ev �	� par exemple� Jan Willem Klop
r�eussit �a g�en�eraliser la propri�et�e dans le cas orthogonal �a une classe importante de syst�emes
d�ordre sup�erieur� les syst�emes �a r�eduction combinatoire �Klo 	��� Sa d�emonstration fait appel
�a la r�e�ecriture du premier ordre qu�elle distingue des substitutions et utilise un argument de
con�uence� les r�eductions avec m�emoire� qui interdit toute adaptation du lemme aux syst�emes
non orthogonaux� Discr�etement� une limite semble atteinte dans la th�eorie syntaxique�

Si on veut porter son regard en avant� la question est ouverte sur de nombreux syst�emes o�u
une approche classique apparait plus di�cile encore� soit que le syst�eme contienne des paires cri�
tiques� ce qui complique le traitement combinatoire habituel� soit qu�une structure plus lib�erale
des objets interdise les constructions fond�ees sur les arbres� graphes� r�eseaux� r�eduction dans un
mono-"de ou pr�eordres� Or� le lemme de terminaison est utile et souvent indispensable� il intervi�
ent dans des probl�emes de con�uence des syst�emes orthogonaux �HL ��� ou quasi�orthogonaux
�Oos ���� et nous l�utiliserons dans les chapitres suivants pour d�emontrer le th�eor�eme de stand�
ardisation �Klo 	�� �GLM �� et de normalisation forte des syst�emes simplement typ�es� Il im�
portait donc de r�esoudre ce l�eger retard th�eorique� de justi�er notre travail ult�erieur� et d�en
pro�ter pour montrer comment le lemme s�applique �a une classe tr�es g�en�erale de syst�emes
de r�e�ecriture� Notre int�er�et pour le lemme est donc n�e d�un constat technique pragmatique et
simple�

Le plus naturel pour aborder le sujet est de repartir de O�Donnell �section ��� qui a montr�e
comment prouver de fa%con g�en�erique la terminaison dans le cadre des syst�emes du premier
ordre� orthogonaux ou non� Sa d�emonstration utilise une description abstraite du comporte�
ment combinatoire des radicaux et r�esidus� Les axiomes sont simples et intuitifs� Ils donnent
une description g�en�erale de la dynamique de r�e�ecriture des syst�emes du premier ordre� Nous
pr�esentons en section ��� une g�en�eralisation cette description aux syst�emes d�ordre sup�erieur�
pour en �etendre le domaine d�application� Les axiomes introduits nous semblent �eclaircir les
m�ecanismes d�instantiation des syst�emes avec lieurs� D�ecrire de fa%con �el�egante le m�ecanisme de
la substitution s�est r�evel�e ainsi l�enjeu th�eorique imm�ediat de notre travail�

Nous voudrions signaler aussi que ce travail participe d�un projet plus large qui oriente
les recherches en r�e�ecriture depuis quelques ann�ees� dont l�objectif est une meilleure descrip�
tion des m�ecanismes de concurrence et de mobilit�e du parall�elisme� Certaines des solutions
envisag�ees emploient des formalismes pour lesquels aucun th�eor�eme g�en�eral n�est �etabli� comme
par exemple les travaux de Berry et Boudol sur la machine chimique abstraite �BB 		�� Ces
syst�emes restent calculatoires au sens o�u les notions de radicaux et r�esidus y apparaissent de
fa%con claire� ce qui en fait un domaine d�application rapide de nos r�esultats abstraits� D�autres
choix sont plus radicaux et �etablissent un �ecart entre calcul et description� Lorsque Milner par
exemple introduit �a la suite de Girard �Gir �
� un op�erateur � de duplication dans son �calcul
�Mil ���� il favorise la description et n�eglige �a dessein les propri�et�es calculatoires� Nos travaux
permettent de mieux comprendre les limites dans lesquelles un simple instrument descriptif
calcule e�ectivement� Ils rejoignent en ce sens les e�orts de Milner pour distinguer parmi ses
structures d�actions �Mil �� lesquelles forment des calculs d�action �Mil ���� cela �a la fois par des
moyens syntaxiques et s�emantiques� La souplesse et la pr�ecision des techniques abstraites leur
font jouer un r�ole classi�cateur important dans cette tension entre motivations calculatoires et
descriptives� Ce caract�ere prospectif de notre travail nous a bien s�ur tenu �a c'ur�
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��� Les syst�emes de r�e�ecriture du premier ordre

Les termes du premier ordre sont des arbres dont les radicaux sont d�ecrits par un ensemble
de r�egles dites r�egles de r�e�ecriture qui permettent de transformer un motif en un autre� voir
�HL ��� �Klo ��� La partie ��� a montr�e comment les traiter dans nos syst�emes abstraits�

D�e�nition 	
 �embo��tement� Un syst�eme abstrait avec embo�tement est un couple �D� ��
dans lequel D � �T �R� ��� ��� ������ est un syst�eme abstrait de r�e�ecriture� et � est une relation
binaire sur R telle que�

��u� v� � R�� u � v � ��u � ��v

Le premier axiome que O�Donnell propose sur le syst�eme �D� �� porte sur l�ordre d�embo�"tement
et la relation de r�esidu� un radical duplique seulement les radicaux qu�il contient par embo�"tement
�� On �ecrit cela�

Propri�et�e 	� �duplication� u��r��u��� u��r��u��� u
�
� �� u�� �� r � u

Nous repr�esenterons dans nos sch�emas les radicaux par des cercles� avec pour convention qu�un
radical u se trouve au dessus d�un radical v qu�il contient� les deux cercles �etant reli�e par un �l�
La propri�et�e �� se dessine donc�

1
2u'

u'
��

r

u

Le deuxi�eme axiome veut d�ecrire l�absence de r�egles de substitution au sein des syst�emes
du premier ordre� Si les r�esidus u� et v� de u et v sont embo�"t�es � u� � v� � alors u et v
eux�m�emes sont embo�"t�es � u � v�

Propri�et�e 	 �embo��tement� u��r��u�� v��r��v�� u� � v� �� u � v

u'

v'

��

u

v

Pour d�emontrer le lemme FD de terminaison� O�Donnell utilise les deux axiomes dans le
cadre des arbres� N�eanmoins� intrins�equement� les deux axiomes ne font pas d�hypoth�ese sur la
structure d�arbre et permettent donc de d�ecrire une classe de r�e�ecriture l�eg�erement plus g�en�erale�
Nous pr�esentons ici une variation de la d�emonstration de O�Donnell qui ne consid�ere que les
deux propri�et�es sus�dites� la propri�et�e d�ordre sur � et les deux axiomes A et B rencontr�es au
chapitre �
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Petit axiome A �auto�r�eduction�� r��r�� � �

Petit axiome B ��nitude�� Quels que soient deux radicaux u et r coinitiaux� u��r�� est un
ensemble �ni�

D�emonstration du lemme FD de terminaison �premier ordre�

Nous commencerons par �etudier les s�equences de radicaux xi dans U telles que x� � x� � ��� �
xn� L�id�ee qui nous m�ene est simple� si un radical r duplique un radical u alors il appara�"t dans
une telle s�equence au�dessus de u� et disparait par r�eduction� Nous appelons hU�r� la longueur
maximale d�une telle s�equence d�embo�"tement sous r� il est certain que cette valeur majore
hU �u�� parce que toute s�equence d�embo�itement sous u peut �etre prolong�ee en une s�equence
d�embo�"tement sous r� Nous d�emontrerons que hU�r� majore aussi hV �v�� la longueur maximale
d�une s�equence d�embo�"tement sous v dans V � pour l�ensemble V des r�esidus de U � et tout r�esidu
v de u� U ��r��V � u��r��v�

D�e�nition 	� Soit U un ensemble �ni de radicaux coinitiaux�

� On appelle �U����cha�ne toute s�equence �x�� ���� xn� de radicaux dans U telle que �i� xi �
xi���

� hU�x� est d�e�ni comme la longueur maximale des �U����cha�nes dont x est le premier
�el�ement� Ce maximum existe parce que U est �ni et � est un ordre� Nous appelerons cette
valeur la hauteur de x dans U �

� on d�esigne par ��� l�op�erateur de concat�enation des s�equences� �x�� ���� xk� ��xk��� ���� xn� �
�x�� ���� xn�� et x � �x�� ���� xk� � �x� x�� ���� xk��

Soit U ��r��V � Nous montrons que toutes les cha�"nes y� � y� � ��� � yk dans V proviennent
par r�esidu d�une cha�"ne similaire dans U � En ce sens� la longueur des �U����cha�"nes �a partir
d�un radical x n�augmente pas par r�esidu� ce qui permet de majorer hV �y� par hU�x��

Lemme 	� �lemme de persistance de la cha��ne� Soit U ��r��V et x un radical de U dont
y est un r�esidu par r� Alors hU�x� � hV �y��

D�emonstration� ce r�esultat est une application sur les cha�"nes de la propri�et�e ���� Soit U ��r��V �
Soit x� un radical de U et y� un radical de V tels que x���r��y�� Soit une �V����cha�"ne �y�� ���� yn��
Nous montrons par induction sur n qu�il existe une �U����cha�"ne �x�� ���� xn� au d�epart de x�
de longueur n telle que �i� xi��r��yi� On v�eri�e dans le cas n � � que �x�� est aussi long que �y���
Si n � �� soit �y�� ���� yn� une �V����cha�"ne� et x� un radical de U tel que x���r��y�  il existe
par hypoth�ese d�induction une �U����cha�"ne x� au d�epart de x� de longueur n � �� Parce que
x���r��y� et y� � y�� les deux radicaux x� et x� sont eux�m�eme embo�"t�es d�apr�es la propri�et�e ����
x� � x�� On construit ensuite la �U����cha�"ne x� � x� en concat�enant x� �a x�� Cette �U����
cha�"ne au d�epart de x� est de longueur n� et �i� xi��r��yi� Soit x � U et y � V tels que x��r��y�
Nous venons de montrer qu��a toute �V����cha�"ne au d�epart de y correspond une �U����cha�"ne
au d�epart de x de longueur �egale� Donc hV �y� est major�e par hU�x�� �

Soit U ��r��V � Nous venons de d�emontrer que hV �y� � hU�x� si x a pour r�esidu y par r� Il ne
faut pas oublier que le radical r disparait pendant sa propre r�eduction� selon l�axiome A� Si u
dans U n�est pas dupliqu�e� alors son r�esidu possible dans V aura une hauteur dans V major�ee
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par celle de u dans U � Si u est dupliqu�e� alors sa hauteur dans U est strictement major�ee par
celle de r parce que r � u  la hauteur dans V de ses r�esidus v est donc strictement plus petite
que celle de r dans U � radical qui lui disparait� le multi�ensemble des hauteurs ffhV �v�j u��r��vgg
est en particulier strictement major�e par ffhU�r�gg� multi�ensemble dont il prend la place dans
ffhU�x�j x � Ugg apr�es r�eduction� Le multi�ensemble ffhV �y�j y � V gg sera pour cette raison
major�e par ffhU�x�j x � Ugg�

Th�eor�eme 	
 �lemme des d�eveloppements �nis� Soit �D� �� un syst�eme abstrait avec
embo�tement tel que � est un ordre� En prenant pour hypoth�ese que �D� �� v�eri�e les propri�et�es
��� et ��� et les axiomes A et B� si U un ensemble �ni de radicaux coinitiaux� alors tous les
d�eveloppements de U sont �nis�

D�emonstration� soit un ensemble �ni U de radicaux coinitiaux� r � U et V � U ��r��� Nous
comparons les multi�ensembles ffhU�x�j x � Ugg et ffhV �y�j y � V gg� Tout d�abord V est �ni
par l�axiome B� Tout radical v de V provient d�un radical u de U au moins� Dans tous les cas
hU �u� � hV �v� selon le lemme ��
 de persistance de la cha�"ne� Lorsque u est dupliqu�e alors
hU �r� majore strictement hV �v�� en e�et r � u par la propri�et�e �� ce qui fait que hU�r� � hU �u�
parce que � est un ordre� L�accroissement possible de ffhU�x�j x � Ugg vers ffhV �y�j y � V gg
dans tous les cas major�e par ffhU�u�j u��v�� et r � u� u � Ugg est donc strictement inf�erieur �a
ffhU�r�gg� Le radical r qui apparait dans U est e�ac�e lors de sa propre r�eduction �a cause de
l�axiome A� En r�esum�e� l�accroissement d�u �a la duplication est toujours n�egligeable par rapport
�a la disparition du radical qui r�eduit� le multi�ensemble ffhV �y�j y � V gg est strictement major�e
par ffhU�x�j x � Ugg� �

Le ��calcul a un m�ecanisme de r�e�ecriture plus compliqu�e que ce que d�ecrit la propri�et�e ����
Deux ��radicaux u et v peuvent avoir deux r�esidus par r embo�"t�es �u� � v�� sans qu�eux�m�emes
soient embo�"t�es �u �� v�� Il faut pour cela que le radical r instantie v sous u� plus pr�ecis�ement�
que r soit de la forme ��x�M�N avec le radical u situ�e dans M et le radical v dans N � et pour
permettre l�instantiation que u ait la forme ��y�P �Q o�u x apparait comme variable libre� Nous
allons voir dans la section suivante comment une description pr�ecise de ce m�ecanisme permet
de retrouver abstraitement la propri�et�e de terminaison dans ce nouveau cadre�

��� Les syst�emes de r�e�ecriture avec lieur

Quatre axiomes nous seront n�ecessaires pour d�emontrer le lemme des d�eveloppements �nis�
En plus de la relation d�embo�"tement� nous utiliserons une relation �� d�agrippement entre
radicaux coinitiaux�

D�e�nition 	� �agrippement� Un syst�eme abstrait avec agrippement est un quadruplet �D� 	
� ����� dans lequel D � �T �R� ��� ��� ������ 	� est un syst�eme abstrait de r�e�ecriture avec compat�
ibilit�e� et � et �� sont des relations binaires sur R telles que�

��u� v� � R�� u � v � ��u � ��v

��u� v� � R�� u �� v � ��u � ��v

D�e�nition 	� �Relation acyclique� Soit �D� 	� un syst�eme abstrait avec comaptibilit�e� Une
relation binaire R sur les radicaux est dite acyclique lorsqu�il n�existe aucune suite u�� ���� un de
radicaux coinitiaux deux �a deux compatibles tels que un � u� et �i � �����n�� ui � ui���
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Hypoth�ese 	

Nous supposons au cours de cette section ��� que les relations �� et � sont acycliques�

Nous reprenons la forme des sch�emas de la section pr�ec�edente� avec la convention qu�un
radical u se trouve au dessus d�un radical v qu�il contient ou agrippe� Un �l entre les deux
radicaux signi�e ici que u � v� deux �ls que u �� v�

Nous t�achons ici de g�en�eraliser au ��calcul la m�ethode pr�esent�ee dans la section pr�ec�edente�
Nous reprenons les trois axiomes A� B et C et rebaptisons en #axiome fd��$ la propri�et�e �� qui
est encore v�eri��ee par le ��calcul�

Petit axiome A �auto�r�eduction�� r��r�� � �

Petit axiome B �nombre �ni de r�esidu�� u��r�� est un ensemble �ni�

Petit axiome C �pr�eservation des compatibilit�es�� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que
u��r��u�� v��r��v�� Si r 	 u et r 	 v� alors u 	 v �� u� 	 v��

�������������������������

Axiome fd�
 Duplication
Soit �u� r� u��� u

�
�� � R

� tels que u 	 r� Alors� u��r��u��� u��r��u��� u
�
� �� u�� �� r � u

1
2u'

u'
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r

u

�������������������������

Par contre� nous ne pouvons pas reprendre telle quelle la propri�et�e ���� la substitution
permet d�embo�"ter des radicaux qui ne l��etaient pas avant ��r�eduction� En v�erit�e� la notion
d�embo�"tement seule ne permet plus de d�ecrire ces m�ecanismes d�instantiation� Autant que
cette information sur les possibles duplications� il nous faut connaitre la position des variables
li�ees de chaque radical � variables qui seront instanti�ees durant la r�eduction � pour pr�edire
avant r�eduction des embo�"tements �a venir� Une relation binaire d�agrippement �� entre radicaux
est introduite �a cet e�et� qui reprend la relation binaire �evoqu�ee en �n de section ���

dans le ��calcul� r �� u lorsque r est de la forme ��x�M�N tandis que u se trouve
dans M sous la forme ��y�P �Q avec x une des variables libres de ��y�P �Q�

L�axiome fd� donne sous une forme alg�ebrique le m�ecanisme de substitution du ��calcul tel
que nous le d�ecrivions�

�������������������������
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Axiome fd�� Instantiation
Soit �r� u� v� u�� v�� � R� tel que u 	 v� r 	 u et r 	 v� u��r��u� et v��r��v�� Si u� � v�� alors u � v ou

�r �� u et u � v�

u'

v'

��

u

v

ou u

v

r

�������������������������

Il y a bien s�ur de l�embarras �a imposer au lecteur une relation nouvelle comme celle de
l�agrippement� Qu�elle nous ait �et�e utile pour d�ecrire les m�ecanismes d�instantiation ne la jus�
ti�e pas tout �a fait� Elle s�av�ere aussi avoir un comportement dynamique frappant puisqu�il
correspond �a celui de l�embo�"tement dans les syst�emes du premier ordre� Soit en e�et deux
��radicaux u et v tels que leurs r�esidus u� et v� par r soient agripp�es� u� �� v�� On suppose que
u et v ont pour �ecritures respectives ��x�M�N et ��y�P �Q� Deux cas se pr�esentent�

�� soit u et v sont eux�m�eme agripp�es� u �� v�

� soit u et v ne le sont pas� u ��� v� Pour expliciter la relation u� �� v� nous dirons que u� est
de la forme ��x�M ��N � avec le radical v� dans M � de la forme ��y�P ��Q� et la variable x qui
apparait comme variable libre dans P � ou Q�� Nous allons d�emontrer que n�ecessairement
u �� r et r �� v� En e�et� si r est de la forme ��
�A�B�

� parce que le radical u n�agrippe pas v� la variable x li�ee par u n�apparait pas libre
dans ��y�P �Q tandis qu�elle apparait dans ��y�P ��Q� apr�es r�eduction de r� Il faut
donc que le radical r substitue dans ��y�P �Q une instance de la variable x� En
cons�equence ��y�P �Q contient une instance libre de la variable 
 li�ee par r� l�instance
o�u r substitue� On conclue que r �� v�

� r substitue dans ��y�P �Q une instance de la variable x que lie u� il faut que cette
instance se trouve elle�m�eme libre dans l�argument B que r � ��
�A�B va appliquer
dans A� Pour cela il faut que u �� r�

On assiste donc au cours de cette r�eduction �a une migration des instances de la variable x �a
travers le terme� Ce m�ecanisme est d�ecrit par l�axiome fd�� de migration� qui est l�adaptation
pour �� de la propri�et�e ��� introduite sur � lors de l��etude des syst�emes du premier ordre en
partie ���

�������������������������

Axiome fd� Migration de la variable
Soit �r� u� v� u�� v�� � R� tel que u 	 v� r 	 u� r 	 v� u��r��u� et v��r��v�� Si u� �� v� alors u �� v ou
u �� r �� v
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u'

v'
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�������������������������

Les trois axiomes que nous venons d�introduire d�ecrivent un comportement dynamique� Le
prochain porte au contraire sur la structure des radicaux dans un terme� Il indique une propri�et�e
de convexit�e des embo�"tements par rapport aux lieurs que simule la relation d�agrippement�
Prenons trois radicaux u� v et w dans un ��terme tels que v � w et u �� w� Le radical v
contient des instances de la variable li�ee du radical u� celle que contient w� Ou bien le radical v
contient u� v � u� ou bien u contient v� ce qui fait qu�il l�agrippe� u �� v� Ici dans le ��calcul la
propri�et�e de convexit�e est une cons�equence de la propri�et�e d�arbre� L�axiome fd�� de convexit�e
peut �etre aussi v�eri��e dans des structures de graphes�

�������������������������

Axiome fd�� Convexit�e
Soit �u� v� w� � R� tel que u 	 v� u 	 w et v 	 w� Si u �� w et v � w� alors u �� v ou v � u�

u v

w

��

u

v

ou

u

v

�������������������������

Le lecteur peut v�eri�er qu�on retrouve les propri�et�es �� et ��� dans les axiomes fd��� fd��
fd�� et fd�� lorsque la relation �� est vide� c�est��a�dire que le syst�eme est du premier ordre� En
particulier l�axiome fd� g�en�eralise la propri�et�e ��� aux syst�emes d�ordre sup�erieur�

��� D�emonstration du lemme FD de terminaison

Les axiomes d�instantiation� de migration et de convexit�e d�ecrivent la dynamique syntaxique du
��calcul et des calculs fond�es sur les m�ecanismes d�instantiation� Nous les utilisons maintenant
pour d�emontrer le lemme des d�eveloppements �nis � selon une d�emonstration qui s�applique
�a tous les syst�emes qui v�eri�ent nos axiomes�

Nous ferons l�hypoth�ese que D � �T �R� ��� ��� ������ 	� ����� est un syst�eme abstrait avec
agrippement qui v�eri�e les axiomes A� B� C� fd��� fd�� fd�� et fd��� et tel que � et �� sont
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acycliques� L�ensemble U d�esigne un ensemble �ni de radicaux coinitiaux deux �a deux compat�

ibles� Les axiomes B et Cconf�erent �a l�ensemble V les m�emes propri�et�es lorsque U ��r��V � Comme
en partie ��� nous �etudierons d�abord les s�equences d�agrippement�

x� �� x� �� ��� �� xn

et d�embo�"tement�

x� � x� � ��� � xn

form�ees de radicaux de U �

D�e�nition 	� � on appelle �U�����cha�ne une suite �nie �x�� ���� xn� de radicaux de U

telle que �i� � � i � n �� xi �� xi���

� on appelle �U����cha�ne une suite �nie �x�� ���� xn� de radicaux de U telle que �i� � � i �
n �� xi � xi���

� on dit que x� est le d�epart de la cha�ne �x�� ���� xn��

Nous utilisons la similarit�e entre la propri�et�e ��� sur la relation � et l�axiome fd�� sur la relation
�� pour d�emontrer un r�esultat de persistance de cha�"ne sur �� identique au lemme ��
 que
nous avons d�emontr�ee pour � en section ���

D�e�nition 	� L�entier gU�x� est d�e�ni comme la longueur maximale des �U�����cha�nes dont
x est le d�epart� Ce maximum existe parce que U est �ni et que �� est acyclique� On appelle
gU�x� la ���hauteur de x dans U �

Lemme 	
� �lemme de persistance de la ���cha��ne� Soit U ��r��V et x un radical de U

dont y est un r�esidu� Alors gU�x� � gV �y��

D�emonstration� soit x���r��y� et U ��r��V avec x� � U � Nous montrons par induction sur la longueur
d�une �V�����cha�"ne �y�� ���� yn� qu�il existe une �U�����cha�"ne �x�� ���� xp� au d�epart de x� plus
longue� La d�emonstration utilise l�axiome fd�� de migration� Le cas n � � est simple� �x�� est
aussi long que �y��� Sinon� soit �y�� ���� yn� une �V�����cha�"ne et x� un radical de U tel que
x���r��y� il existe par hypoth�ese d�induction une �U�����cha�"ne x� au d�epart de x� plus longue
que n � �� Du fait que y� �� y� les deux radicaux x� et x� v�eri�ent d�apr�es l�axiome fd�� soit
x� �� x� soit x� �� r �� x�� On peut dans les deux cas constituer par concat�enation une
nouvelle �U�����cha�"ne au d�epart de x�� soit x��x�� soit x��r�x�� Cette nouvelle �U�����cha�"ne
qui part de x� est plus longue que �y�� ���� yn�� ce qui d�emontre notre lemme par induction� �

Voil�a d�emontr�e que la longueur des �U�����cha�"nes n�augmente jamais au cours de la
r�eduction� Ce n�est pas le cas des �U����cha�"nes dont la longueur s�accroit du fait des instanti�
ations qui les concat�enent� La longueur de chaine n�est donc pas la mesure sur les �U����cha�"nes
qui reste identique ou d�ecroit au cours de la r�eduction� Nous construisons la mesure qui v�eri�e
cette propri�et�e �a partir d�un argument dynamique plus subtil� le radical r qu�on r�eduit et qui
instantie sous une �U����cha�"nes a une ���hauteur gU �r� strictement plus grande que celle des
radicaux de cette �U����cha�"nes � cela gr�ace �a l�axiome fd��

Nous donnons maintenant la mesure sur les radicaux qui d�ecroit lors de la r�eduction de U �
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D�e�nition 	

 Soit x une �U����cha�ne �x�� ���� xn�� On d�e�nit gU�x� comme le multi�ensemble

ffgU��xi�� j � � i � ngg� Le multi�ensemble gU�x� sera appel�e le poids de x� On d�esigne par
�
�

l�union multi�ensembliste�

D�e�nition 	
� Le multi�ensemble hU �x� est d�e�ni comme le maximum de gU�x� pour toutes
les �U����cha�nes x dont x est le d�epart� Ce maximum existe pour trois raisons�

�� l�ordre entre multi�ensemble est total�

�� U est �ni et contient des radicaux deux �a deux compatibles�

�� la relation � est acyclique�

Nous illustrons la d�e�nition ��� par l�exemple suivant�

u

v

r

t

w

U � ft� r� u� v�wg
hU �w� � ff�gg
hU �v� � ff�� �gg
hU �u� � ff�gg
hU �r� � ff� �� �gg
hU �t� � ff�� � �� �gg

Nous expliquons quel usage nous faisons des valeurs hU �x� dans notre d�emonstration� Si un
radical r � U contient un radical u � U alors la mesure hU �r� majore strictement hU �u��

r � u �� hU�r� � hU �u�

Si U ��r��V � nous voulons d�emontrer que le multi�ensemble

ffhU�u� j u � Ugg

majore strictement le multi�ensemble qui lui correspond dans V �

ffhV �v� j v � V gg

Le radical r n�a pas de r�esidu par sa propre r�eduction� Parce que hU �r� majore strictement hU �u�
lorsque r duplique u d�apr�es l�axiome fd��� il su�t� pour d�emontrer ce r�esultat� de prouver que
la mesure hU �u� majore hV �v� pour tout radical u de U et v de V tels que v est le r�esidu de u
par r�

�� Le lemme ���
 montre que cette propri�et�e sur hU�u� et hV �v� est vraie lorsque r n�agrippe
pas u� Intuitivement� dans ce cas� le radical r est incapable de substituer �a l�int�erieur d�une
�U����cha�"ne au d�epart de u � par les axiomes fd� et fd���

� Dans le cas o�u r agrippe u� il est possible que hU �u� ne majore pas hV �v�� Le lemme ���

montre que dans ce cas� les �V����cha�"nes �y�� ���� yk� au d�epart de y� � v ont un poids
gV �y�� ���� yk� toujours major�e par le poids d�une �U����cha�"ne au d�epart de u ou au d�epart
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de r� Intuitivement� si la �V����cha�"ne �y�� ���� yk� provient d�une �U����cha�"ne �x�� ���� xk�
au d�epart de x� � u� alors gU�x�� ���� xk� majore gV �y�� ���� yk�� Par contre� si la �V����
cha�"ne �y�� ���� yk� est le r�esultat d�une substitution de la �U����cha�"ne �r� xi��� ���� xk� sous
une �U����cha�"ne �x�� ���� xi�� alors les radicaux x�� ���� xi sont tous agripp�es par r � voir
l�axiome fd�� ainsi� gU�r� majore strictement les gU�x��� ���� gU�xi� le poids de la �U����
cha�"ne �r� xi��� ���� xk� majore donc strictement le poids de �y�� ���� yk��

Nous aurons besoin de la notion pour formaliser ces id�ees� Une justi�cation technique suit leur
introduction�

D�e�nition 	
 Soit a et b deux termes� U un ensemble de radicaux de a et V un ensemble
de radicaux de b� Soit x une �U����cha�ne� y une �V����cha�ne et � un multi�ensemble� On
d�e�nit comme suit la relation ���

gU �x� �� gV �y� si pour tout multi�ensemble � tel que � � � on a

gU�x� � gV �y�
�
� ��

La propri�et�e essentielle de �� est de rester vraie quel que soit l�ajo�ut au membre droit de
multi�ensembles � plus petits strictement que ��

Lemme 	
� Si gU�x� �� gV �y� et � � � alors gU �x� �� gV �y�
�
� ��

D�emonstration� on part des hypoth�eses du lemme� gU�x� �� gV �y�� Si �� � � alors ��
�
� ��� � ��

d�o�u gU�x� � gV �y�
�
� ��

�
� ���� L�union de multi�ensembles est associative donc gU�x� �

�gV �y�
�
� ��

�
� ��� ce dont on d�eduit que gU�x� �� �gV �y�

�
� �� �

L�introduction de �� en d�e�nition ���� facilite la d�emonstration du lemme ���
� le lemme
technique de ce chapitre� Soit U et V des ensembles �nis de radicaux coinitiaux tels que U ��r��V �
et x��r��y avec x � U et r � U � Pour chaque �V����cha�"ne �y�� ���� yn� une �U����cha�"ne �x�� ���� xk�
au d�epart de r ou au d�epart d�un radical x dont y est un r�esidu� Si la cha�"ne �x�� ���� xk� est au
d�epart de x alors

gU�x�� ���� xk� � gV �y�� ���� yn�

Si la cha�"ne �x�� ���� xk� est au d�epart de x alors

gU�x�� ���� xk� �gU�r	 gV �y�� ���� yn�

Lemme 	
� Soit U et V deux ensembles �nis de radicaux coinitiaux tels que U ��r��V et x��r��y
pour r� x � U et y � V � soit y une �V����cha�ne de d�epart y� Alors

�� soit il existe une �U����cha�ne x au d�epart de x telle que gU�x� � gV �y��

�� soit r �� x et il existe une �U����cha�ne r au d�epart de r telle que
gU�r� �gU �r	 gV �y�

D�emonstration par r�ecurrence sur la longueur n de la suite y � �y�� ���� yn��
Si n � � alors gU�x� � gV �y� et donc gU�x� � gV �y� pour x � �x��
Si n � �� on appelle� x� � x  il existe un radical x� de U tel que x���r��y�  on appelle y� la
s�equence y� et y� la s�equence �y�� ���� yn�� On suppose par induction sur n que

�� soit il existe une �U����cha�"ne x au d�epart de x telle que gU�x� � gV �y��
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� soit r �� x et il existe une �U����cha�"ne r au d�epart de r telle que
gU�r� �gU �r	 gV �y�

On tire deux cas d�apr�es l�axiome fd� d�instantiation du fait que y� � y�� L�hypoth�ese d�in�
duction est elle�m�eme s�epar�ee en deux� notre d�emonstration sera donc trait�ee en  �  � �
sous�cas�

� si x� � x��

� s�il existe une �U����cha�"ne x� au d�epart de x� telle que gU�x�� � gV �y��� D�apr�es
le lemme ���� l�entier gU��x��� majore gV ��y���� On en d�eduit par concat�enation que
gU�x� � x�� � gV �y� � y��

� si r �� x� tandis qu�il existe une �U����cha�"ne r au d�epart de r telle que gU�r� �gU �r	

gV �y��� alors d�apr�es l�axiome fd�� de convexit�e�

� si x� � r alors gU��x��� majore gV ��y��� donc par concat�enation
gU�x� � r� � gV �y� � y���

� si r �� x� alors gU�r� majore strictement gU��x��� parce que r agrippe x��
et majore donc strictement gV ��y��� d�apr�es le lemme ����� On d�eduit avec le

lemme ���� que gU�r� �gU�r	 gV �y��
�
� gV ��y���� ce qui �etablit que gU�r� �gU �r	

gV �y� � y���

� si r �� x� et r � x�� On d�eduit tout de suite que gU�r� majore strictement gU��x��� et
donc gV ��y��� d�apr�es le lemme �����

� s�il existe une �U����cha�"ne x� au d�epart de x� telle que x� � y�� la s�equence
r � x� est elle aussi une �U����cha�"ne pour laquelle nous voudrions montrer que
gU�r � x�� �gU �r	 gV �y� � y��� Soit � un multi�ensemble d�entiers naturels quelconque

que borne strictement gU �r�� gU�r � x�� vaut gU�x��
�
� gU�r� et majore donc gV �y��

�
�

�� Donc gU�r � x�� �gU�r	 gV �y��� Le lemme ���� montre qu�en particulier gU�r � x�� �gU�r	

gV �y��
�
� gV ��y��� � gV �y� � y�� parce que gU�r� majore strictement gV ��y���

� si r �� x� et il existe une �U����cha�"ne r telle que gU�r� �gU �r	 gV �y��  alors

le lemme ���� assure que gU �r� �gU �r	 gV �y��
�
� gV ��y��� c�est��a�dire gU �r� �gU �r	

gV �y� � y���

Nous savons maintenant que l�hypoth�ese d�induction peut �etre report�ee dans les quatre sous�cas
possibles� ce qui fait la d�emonstration du lemme�

�

Corollaire 	
� �lemme de persistance de la ��cha��ne� Soit U et V deux ensembles �nis
de radicaux coinitiaux tels que U ��r��V et x��r��y pour r� x � U et y � V � Alors

� hU�x� � hV �y�� ou bien hU �r� � hV �y�

� dans le cas o�u r � x� alors hU �r� � hV �y�

D�emonstration� soit y la �V����cha�"ne de poids maximum parmi les �V����cha�"nes de d�epart
y� Par construction� gV �y� � hV �y�� Le lemme ���
 nous permet de continuer�
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� soit il existe une �U����cha�"ne x au d�epart de x telle que gU �x� � gV �y�  alors hU �x�
majore gU�x� et donc hV �y� �qui vaut gV �y���

� soit r �� x et il existe une �U����cha�"ne r au d�epart de r telle que gU�r� �gU �r	 gV �y�  
alors hU�r� majore gU �r� et donc majore strictement hV �y� �qui vaut gV �y���

Dans le cas o�u r � x alors par construction hU �r� � hU�x� et donc hU �r� � hV �y� dans les
deux hypoth�eses que hU �x� � hV �y�� ou que hU �r� � hV �y�� �

Le travail est �ni� nous pouvons d�emontrer facilement la terminaison des d�eveloppements d�un
ensemble �ni de radicaux coinitiaux�

Th�eor�eme 	� �lemme des d�eveloppements �nis FD�� Soit �D� 	� ����� un syst�eme ab�
strait avec agrippement dont les relations �� et � sont acycliques� Dans le cas o�u �D� �����
v�eri�e les axiomes A� B� C� fd��� fd��� fd��� fd��� siU est un ensemble �ni de radicaux coinitiaux
deux �a deux compatibles� alors tous les d�eveloppements de U sont �nis�

D�emonstration� soient U et V deux ensembles �nis de radicaux coinitiaux deux �a deux com�
patibles� tels que U ��r��V pour r � U � Nous montrons que le multi�ensemble ffhV �y�� y � V gg est
strictement major�e par ffhU�x�� x � Ugg� D�apr�es l�axiome A� le radical r se trouve compt�e dans
ffhU�x�� x � Ugg sans contre�partie dans ffhV �y�� y � V gg� D�apr�es le corollaire ���� et l�axiome
fd��� les r�esidus y � V de radicaux x � U dupliqu�es par r ont une ���hauteur hV �y� strictement
born�ee par la ���hauteur de hU �r� de r� Les autres radicaux y de V � r�esidus de radicaux x � U
non dupliqu�es� ont une ���hauteur born�ee par celle de leur anc�etre x� ou par celle de r� Le
multi�ensemble ffhV �y�� y � V gg est �nalement major�e strictement par ffhU�x�� x � Ugg� �

��	 Appendice

Nous conseillons de sauter cette section et de reprendre en section ��� lors d�une premi�ere
lecture�

Ici� nous d�emontrons le lemme des d�eveloppements �nis en relaxant la condition d�acyclicit�e
sur les relations �� et �� A terme� ces r�esultats permettront de consid�erer des syst�emes formels
dont la syntaxe contient des cycles� Cette fois� les axiomes ne portent pas sur les radicaux
seulement� mais aussi sur des suites de radicaux embo�"t�es ou agripp�es�

Axiome premier

Le premier des axiomes interdit deux radicaux v� et v�� r�esidus de u par r d��etre li�es par une
chaine de radicaux agripp�es�

Petit axiome Z�
 �aucun agrippement parmi les r�esidus d�un m�eme radical�� Soit
�r� u�� ���� un� v�� ���� vn� � R�n�� tels que �i � �����n�� r 	 ui� �j � �����n�� ui 	 uj � et ui��r��vi� Si
v� �� v� �� ��� �� vn� alors u� �� un�

Th�eor�eme 	 Soit �D� 	� ����� un syst�eme abstrait avec agrippement tel que � est acyclique�
et que les axiomes A� B� C� fd��� fd��� fd��� fd�� et Z�� sont v�eri��es� Alors le th�eor�eme des
d�eveloppements �nis FD� s�applique�
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D�emonstration� on d�e�nit gU�x� comme le nombre maximum de radicaux di��erents dans une
�U�����cha�"ne x � x� �� x� �� x� �� ��� �� xn� On montre que l�entier gU�x� ne cro�"t pas
par r�esidu� si U ��r��V � et x��r��y avec x� r � U alors gV �y� � gU�x�� En e�et� si r� x� y � U �
x��r��y et y��r��y� avec y ��� y� alors x ��� y� si y � y� �� ��� �� yn pour des radicaux yi � V
alors x � x� ��� ��� ��� xn pour les radicaux xi � U qui v�eri�ent xi��r��yi� L�axiome Z��
implique qu�on ne trouve pas deux fois le r�esidu yi � yj d�un m�eme radical xi� ce qui �etablit
gV �y� � gU�x��

On montre aussi que si r �� x et x��r��y alors gU�r� � gU�y�� deux cas� Soit il existe
une �U�����cha�"ne au d�epart de x de longueur maximum dont r ne fait pas partie  alors
gU�r� � gU�x�� Ou bien toutes les �U�����cha�"nes au d�epart de x et de valeur �maximum�
gU�x� � gU�r� contiennent r  alors toute �V�����cha�"ne au d�epart de y correspond �a une
cha�"ne au d�epart de x dans le sens o�u elle contient un r�esidu �au plus� de chaque radical de
cette cha�"ne  puisque par l�axiome A cette �V�����cha�"ne ne contient pas de r�esidu de r� sa
valeur est plus courte strictement que gU �x� � gU�r�� La d�emonstration de terminaison de la
section pr�ec�edente� voir le lemme ���
� n�utilise que ces deux propri�et�es de l�entier gU�x�� On
peut donc reprendre tels quels d�emonstrations et r�esultat de terminaison des d�eveloppements
�nis� �

Axiome second

Pouss�es un pas de plus dans notre g�en�eralisation� nous introduisons l�axiome Z� qui remplace
dans le th�eor�eme ��� l�hypoth�ese que la relation �� est acyclique�

Petit axiome Z�� �axiome second�� Soit �r� u�� ���� un� v�� ���� vn� � R�n�� tels que
�i � �����n�� r 	 ui� �j � �����n�� ui 	 uj � et ui��r��vi� Si v� � ��� � vn et u� � un� alors r �� u� et
r � u��

Th�eor�eme 	� Soit �D� 	� ����� un syst�eme abstrait avec agrippement qui v�eri�e les axiome
A� B� C� fd��� fd��� fd��� fd��� Z�� et Z��� Z��� Alors le th�eor�eme des d�eveloppements �nis FD�
s�applique�

D�emonstration� �a partir du lemme ���
� dont nous utiliserons une variante� En e�et� nous
savions durant la d�emonstration du lemme ���
 qu�un radical x� qui contient r ou x� ne peut
pas se trouver dans une �U����cha�"ne au d�epart de r ou de x�� Or� ce n�est plus vrai ici� les
hypoth�eses d�acyclicit�e sur � ayant �et�e relax�ees� D�o�u le lemme suivant�

Lemme 	
� Soit U un ensemble �ni dont r et x sont des �el�ements et U ��r��V avec x��r��y � soit
y une �V����cha�ne de d�epart y� Alors

�� soit il existe une �U����cha�ne x au d�epart de x telle que gU�x� � gV �y� L�in�egalit�e peut
�etre ra�n�ee en gU�x� �gU �r	 gV �y� dans le cas o�u le radical r fait partie de x�

�� soit r �� x et il existe une �U����cha�ne r au d�epart de r telle que gU�r� �gU�r	 gV �y�

De plus� les radicaux de ces �U����cha�nes r ou x ont un r�esidu dans y � except�e le radical r�

D�emonstration� il nous faut reprendre la d�emonstration du lemme ���
 dans ce nouveau con�
texte� et l��etude des quatre sous�cas� Plut�ot qu�une variante du lemme ���
� nous en proposerons
un commentaire� ce qui mettra bien en valeur les di��erences des deux d�emonstrations� La
d�emonstration se fait ici encore par induction sur la longueur n de la �V����cha�"ne y au d�epart
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de y� Le cas n � � est similaire� On reprend les notations si n � �� on appelle x� � x  il existe
un radical de U qu�on note x� tel que x���r��y�  on appelle y� la s�equence y� et y� la s�equence
�y�� ���� yn�� On suppose par induction sur n que

�� soit il existe une �U����cha�"ne x� au d�epart de x� telle que gU�x�� � gV �y�� L�in�egalit�e
peut �etre ra�n�ee en gU�x�� �gU �r	 gV �y�� dans le cas o�u le radical r fait partie de x��

� soit r �� x� et il existe une �U����cha�"ne r au d�epart de r telle que gU �r� �gU �r	 gV �y���

De plus� les radicaux de ces �U����cha�"nes r ou x ont un r�esidu dans y � except�e le radical r�

Cette hypoth�ese suppl�ementaire est primordiale� que les radicaux des �U����cha�"nes qu�on con�
struit ont un r�esidu dans la �V����cha�"ne initiale� Les quatre sous�cas reviennent�

� si x� � x��

� s�il existe une �U����cha�"ne x� au d�epart de x� telle que gU�x�� � gV �y��� Ce
n�est plus le lemme ����� mais la d�emonstration du th�eor�eme ��� qui nous aver�
tit que l�entier gU��x��� majore gV ��y���� lorsque le radical x� ne se trouve pas
d�ej�a cit�e dans x�� on d�eduit par concat�enation que gU �x� � x�� � gV �y� � y�� et que
gU�x� � x�� �gU �r	 gV �y� � y�� si r apparait dans x�� Sinon� dans le cas o�u x� � xk�
on utilise notre hypoth�ese suppl�ementaire� le radical x� a pour r�esidu �a la fois y� et
un radical yl de y�� avec y� � ��� � yl  l�axiome Z� force r �� x� et r � x�  on
s�assure maintenant que gU �r � x�� �gU �r	 gV �y� � y��� si r n�apparait pas dans x��
on fait comme dans la d�emonstration du lemme ���
  si r apparait d�ej�a dans x� on
sait que gU�r � x�� � gU�x�� �gU�r	 gV �y��� ce qui avec gV ��y��� � gU �r� assure de
la propri�et�e� voir le lemme �����

� si r �� x� et il existe une �U����cha�"ne r au d�epart de r telle que gU �r� �gU �r	 gV �y���
D�apr�es l�axiome fd�� de convexit�e�

� si x� � r� on construit x� � r� Si x� n�apparait pas dans r alors gU �x� � r� �gU �r	

gU�y� � y�� de la m�eme mani�ere qu�au cours de la d�emonstration du lemme ���
�
Sinon� r �� u� et r � u�
d�apr�es l�axiome Z�  gU�r� en majore strictement gV ��y��� d�apr�es la d�emonstration
du th�eor�eme ���� Donc gU�r� �gU �r	 gV �y� � y�� d�apr�es le lemme ����� ce qui
d�emontre a fortiori que� gU�x� � r� �gU �r	 gV �y� � y���

� si r �� x� alors r convient� ce qui se d�emontre comme pour le lemme ���
�

� si r �� x� et r � x�� On en d�eduit aussit�ot que gU�r� majore strictement gV ��y��� d�apr�es
la d�emonstration du th�eor�eme ����

� s�il existe une �U����cha�"ne x� au d�epart de x� telle que x� � y�� la s�equence
r � x� est elle aussi une �U����cha�"ne pour laquelle nous voudrions montrer que
gU�r � x�� �gU �r	 gV �y� � y��� Soit � un multi�ensemble d�entiers naturels quelconque
que borne strictement gU�r�� On agit de la m�eme mani�ere qu�au cours de la d�emonstration

du lemme ���
� sauf pour l�identi�cation de gU�r � x�� avec gU�x��
�
� gU�r�� qui n�est

possible et ne permet de d�emontrer le r�esultat que lorsque r n�apparait pas dans x��
Si au contraire r apparait dans x� alors par hypoth�ese d�induction� gU�x�� �gU �r	

gV �y��� tandis que dans ce cas gU�r � x�� � gU�x��� On d�emontre ensuite que
gU�r � x�� �gU �r	 gV �y� � y�� avec le lemme �����



� CHAPITRE �� LEMME DES D�EVELOPPEMENTS FINIS

� si r �� x� et il existe une �U����cha�"ne r telle que gU�r� �gU �r	 gV �y��  alors r
convient� comme lors de la d�emonstration du lemme ���
� le lemme ���� assure que

gU�r� �gU �r	 gV �y��
�
� gV ��y��� c�est��a�dire gU�r� �gU�r	 gV �y� � y���

Nous n�avons pas v�eri��e l�hypoth�ese suppl�ementaire dans chaque sous�cas � cette c�eri�cation
est pourtant imm�ediate� seul x� ou r peut �etre concat�en�e �a x� ou r� et x� a pour r�esidu y� qui
se trouve dans y� � y�� la �V����cha�"ne initiale� Le lemme est donc d�emontr�e par induction� �

��� Exemples

��	�� Le ��calcul

Notre d�emonstration donne une nouvelle preuve du lemme pour le ��calcul� La relation � est
l�ordre d�arbre d�e�ni en section ���� Nous reprenons pour la relation �� la d�e�nition donn�e
en section ����

Les axiomes A� B et fd�� sont �evidents� La relation �� est contenue dans �� pour cette
raison les deux relations sont acycliques� Les axiomes fd�� et fd�� ont �et�e v�eri��es en cours de
section ���� L�axiome fd� reste �a d�emontrer� Supposons que u ne contient pas v et que u��r��u��
v��r��v��

�� si r ne contient pas v alors u� ne contient pas v��

� si r n�agrippe pas u alors r ne substitue pas sous u� c�est��a�dire que les radicaux que
contient v� sont tous des r�esidus de radicaux que u contient� En particulier u� ne contient
pas v��

Par contraposition� si u� contient v� et u ne contient pas v alors r contient v et agrippe u� Ce
qui d�emontre l�axiome fd� dans le cas du ��calcul�

Nous faisons la remarque suivante� Dans le cas du ��calcul� la d�emonstration que nous
donnons du lemme FD peut �etre simpli��ee en utilisant un RPO �recursive path ordering� sur
les hauteurs gU�u� d�agrippement�

��	�� Syst�emes avec r�egles d�equivalence
 le cas g�en�eral

Nous poursuivons ici le travail de la section ����� Soit un syst�eme �a embo�"tement �D� �����
qui v�eri�e les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd��� et dont les relations � et �� sont acycliques� Nous
faisons les hypoth�eses suivantes 
� et �� sur la relation �� Soit quatres radicaux libres u� u�� v
et v� tels que u et v sont coinitiaux� u� et v� sont coinitiaux� Si u � u� et v � v�� alors�


�

u � v � u� � v�

��

u �� v � u� �� v�

Nous d�e�nissons les relations �� et qgrips sur le syst�eme abstrait D��

� u �� v lorsqu�il existe deux radicaux libres u� � u et v� � u tels que u� 	 v� et u� � v��

� u ��� v lorsqu�il existe deux radicaux libres u� � u et v� � u tels que u� 	 v� et u� �� v��
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Les hypoth�eses 
� et �� permettent de d�emontrer les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd�� sur le
syst�eme �a embo�"tement �D�� 	�� ��� �����

Supposons un triplet �r� u� v� de radicaux� �r� u� v� � R�
� tel que r 	� u� r 	� v et u 	� v�

D�apr�es l�hypoth�ese �� il existe un triplet �r�� u�� v�� � R� de radicaux libres tels que r� 	 u��
r� 	 v�� u� 	 v� et r� � r� u� � u et v� � v�

fd�� si u ��� w et v ��� w alors� u� �� w� et v� � w� avec les hypoth�eses 
� et ��� ce qui
d�emontre u� �� v� ou v� � u� avec l�axiome fd� sur D� Donc u ��� v ou v �� u�

fd�� si uhriu�� et uhriu�� et u�� �� u��� alors u���r���u
�
�� et u���r���u

�
�� tels que u��� �� u���� L�axiome

fd�� sur D implique r� � u�� On conclut r �� u�

fd� si uhriu� et vhriv� alors par l�hypoth�ese � il existe deux radicaux libres u�� � u� et v�� �
v� tels que u���r���u

�
� et v���r���v

�
�� Supposons que u� �� v�� Par d�e�nition de ��� par

l�hypoth�ese 
� et le fait que u� 	� v�� on a u�� � v��� ce dont on d�eduit avec l�axiome fd�
sur D que u� � v� ou �r� �� u� et r� � v��� On conclut que u �� v ou r ��� u et
r �� v��

fd�� de la m�eme mani�ere que nous avons d�emontr�e fd� pour le syst�eme D��

Pour d�emontrer le lemme FD� sur D�� il reste �a montrer que les relations �� et ��� sont
acycliques� En principe� la d�emonstration de ces deux acyclicit�es est imm�ediate dans les syst�emes
syntaxiques particuliers qu�une relation � quotiente�

On conclut� Soit un syst�eme �a embo�"tement FD qui v�eri�e les axiomes des d�eveloppements
�nis A� B� C� fd��� fd�� fd�� et fd��� Supposons que � v�eri�e les hypoth�eses �� � �� �� 
 et
� donn�ees en sections ���� et ����� Supposons que les propri�et�es de non cycle pour � et ��
sont v�eri��ees dans D�� En appliquant le th�eor�eme ��� on obtient que le syst�eme D� v�eri�e la
propri�et�e des d�eveloppements �nis FD��

Une d�emonstration directe

Plut�ot que de d�emontrer les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd�� sur D�� il est souvent pr�ef�erable de
d�eduire le lemme FD� sur D� du lemme FD� sur D�

Il faut pour cela faire l�hypoth�ese suivante�

��� soit �ui�i�
����n� un ensemble �ni de radicaux co�initiaux deux �a deux compatibles� ��i� j� �
�����n��� ui 	� uj � Il existe un ensemble �vi�i�
����n� de radicaux libres coinitiaux tels que
�i � �����n�� vi � ui� et �j � �����n�� vi 	 vj �

L�hypoth�ese �� renforce l�hypoth�ese � en portant sur un ensemble de radicaux deux �a deux
compatibles� non plus un triplet seulement�

��	�� Le ��calcul

Le premier mod�ele

Nous poursuivons le travail de la section ���� en introduisant un ordre d�embo�"tement et une
relation d�agrippement dans notre premier mod�ele du ��calcul�

�� un radical libre u � p � q embo�"te un radical libre v de p lorsque une de ses occurrences
est un pre�xe strict des occurrences de v�
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� si u est un radical de commutation Comm� ou Commj alors u n�agrippe aucun radical
v�

�� un radical libre u de la forme
�
x�pjP�� �*
�qjQ�

agrippe un radical libre v coinitial lorsque u embo�"te v et qu�une des occurrences de v est
le pr�e�xe d�une occurrence de x�

La traduction au syst�eme D� est imm�ediate� Soit u � P � Q et v deux radicaux coinitiaux�

�� le radical u embo�"te le radical v lorsque le radical libre nfu embo�"te nfv � On �ecrit u � v�

� le radical u agrippe le radical v lorsque le radical libre nfu agrippe nfv� On �ecrit u �� v�

Il est imm�ediat que la relation � est un ordre et que la relation �� est inclus dans �� ce
qui d�emontre que les deux relations sont acycliques� Les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd�� sont
d�emontr�e �a partir de la section ����� de la sorte�

�� utiliser la section ��� qui d�emontre les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd�� pour tous les CRS�
et en particulier le syst�eme D des termes et radicaux libres�

� utiliser que � v�eri�e les quatre hypoth�eses �� � �� � des sections ���� et �����

On conclut le premier mod�ele abstrait a la propri�et�e FD��

Le mod�ele alternatif

L�axiome FD� sur le mod�ele alternatif a �et�e utilis�e au cours de la section ���� pour d�emontrer
la con�uence d�un fragment du ��calcul� L�ordre d�embo�"tement et la relation d�agrippement
sont facilement adapt�es �a cette interpr�etation alternative du calcul� Nous laissons au lecteur
int�eress�e la v�eri�cation des axiomes fd��� fd�� fd�� et fd�� sur le syst�eme des termes et radicaux
libres� La section ���� permet de conclure les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd�� sur le syst�eme D�
qu�on en d�erive par quotient� La propri�et�e FD� suit�

��	�� R�eseaux dinteraction� r�eseaux de preuve

La d�emonstration de la propri�et�e FD est imm�ediate dans les r�eseaux d�interaction� puisque dans
ces calculs aucun radical ne duplique�

Les r�eseaux de preuves peuvent coder les ��termes� Cependant la d�emonstration de ter�
minaison des d�eveloppements est plus simple dans les r�eseaux que dans le ��calcul� l�inform�
ation sur les contractions propre �a a logique lin�eaire est ici essentielle� En e�et� il existe une
paire critique entre le radical u qui #contracte la boite �$ et le radical v qui #introduit la boite
�� dans la boite �$� ce qui emp�eche de d�evelopper fu� vg comme un ensemble de radicaux
compatibles� Du point de vue des d�eveloppements �nis les r�eseaux de preuve se comportent
comme des syst�emes �non orthogonaux� du premiers ordre� En comparaison� les deux radicaux
u et v auraient pour alter ego dans le ��calcul les deux radicaux�

u � ��y���� � ��y��� qui duplique 

et
v � ��y���� � ���	y� qui introduit � dans 
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pour des ��termes  et �� Les di�cult�es que pose l�axiome FD dans le cas du ��calcul viennent
du fait que contrairement �a ce qui se passe dans les r�eseaux� les deux radicaux u et v sont
compatibles�

Cela signi�e en rapport �a notre traitement abstrait que la relation d�agrippement sera inutile�
La relation d�emboitement est d�e�nie comme suit�

Un radical u contient ��� un radical v si et seulement si
u est une r�eduction externe sur � et v un radical du r�eseau �

Les relations A et B� la propri�et�e �� sont �evidentes� Pour d�emontrer la propri�et�e ����

u��r��u�� v��r��v�� u� � v� �� u � v

il faut remarquer que�

� si u� contient v� c�est que u� est une r�eduction externe sur une boite �� qui provient donc
d�une r�eduction v externe sur une boite �

� v� se trouve dans ��

� si u��r��u�� la boite  n�a pas pu �etre ouverte par une r�eduction combinatoire� sinon u&r�
Donc v est un radical de � et u contient v

Les r�eseaux de preuves ont donc les d�eveloppements �nis� Le th�eor�eme ��� su�t pour le
d�emontrer�

��	�� Le ��calcul

Nous poursuivons le travail d�ebut�e en section ����� Il nous su�t de remarquer que la relation
� v�eri�e les hypoth�eses 
� et �� de la section ����� Le calcul des termes et radicaux libres est un
CRS �a nom� et pour cette raison� il v�eri�e les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd��� voir le chapitre ��
Les relations � et �� induites dans le syst�eme �D�� 	�� v�eri�e donc les axiomes fd��� fd�� fd��
et fd��� L�acyclicit�e de ces deux relations est imm�ediate� On en d�eduit que le ,�calcul v�eri�e la
propri�et�e FD�� En tant que fragment du ,�calcul� le ,g�calcul v�eri�e aussi la propri�et�e FD��

Nous voulons faire la remarque suivante� il est possible d�utiliser plus directement le th�eor�eme
��� au lieu du th�eor�eme ��� En ce sens� le ,�calcul se comporte comme un calcul du premier
ordre�

��	�	 Les syst�emes �a r�eduction combinatoire �CRS�

Le calcul combinatoire est trait�e en chapitre ��
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Chapitre �

Th�eor�eme de standardisation

Plan du chapitre�

��� Introduction s�equentialit�e et standardisation�

��� Le th�eor�eme de standardisation historique�

��� Quatre axiomes pour les syst�emes orthogonaux�

��� D�emonstration du th�eor�eme de standardisation�

��	 Axiomes pour les syst�emes non orthogonaux et v�eri�cation des crit�eres�

��
 D�emonstration du th�eor�eme d�existence sans les axiomes III et IV�

��� Huit r�esultats pour les chapitres suivants�

��� Pourquoi les graphes ne v�eri�ent pas nos axiomes�

��� Exemples�

��� S�equentialit�e et standardisation

Le lemme des d�eveloppements �nis nous a permis d�aborder le probl�eme de la con�uence pour
une classe importante de syst�emes de r�e�ecriture� les calculs orthogonaux d�ordre sup�erieur� On
sait dans ces syst�emes que le r�esultat d�un calcul est unique� qu�il ne d�epend pas de la mani�ere
qu�on a choisi pour le calculer� Cette unicit�e est rassurante mais ne dit rien sur la mani�ere
de mener ce calcul pour qu�il atteigne un r�esultat quand il existe� Il importe donc de trouver
des strat�egies de calcul qui permettent de r�e�ecrire dans les endroits judicieux du terme� Nous
le verrons� une telle strat�egie existe dans le ��calcul� qu�on appelle la strat�egie gauche� C�est
�a partir de cette question des strat�egies que nous nous proposons d�introduire la notion de
standardisation�

Des strat�egies de r�eduction aux tactiques de parcours

Une strat�egie de r�eduction S est la donn�ee pour chaque terme M d�une d�erivation S�M� qui
correspond �a ce que la strat�egie propose de calculer �a partir de M � On peut associer pour tout
terme M la r�eduction S��M��

M � M�
S�M�	�� M�

S�M�	�� ���
S�Mi��	
�� Mi

S�Mi	�� Mi�����

On dit d�une strat�egie S qu�elle normalise lorsque pour tout terme M la r�eduction S��M�
atteint une forme normale� si bien s�ur M en poss�ede une�

Il est naturel de demander �a une strat�egie de terminer pour �etre mise en 'uvre en machine�
mais d�autres propri�et�es viennent autant �a l�esprit� qu�on puisse la d�ecrire par un algorithme
pour l�implanter en machine� et que l�algorithme soit �econome en op�erations pour que l�implant�
ation soit e�cace� Il est maladroit par exemple de vouloir analyser un terme dans sa totalit�e

��
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avant de choisir quel radical r�eduire� la machine y prendrait trop de temps� Mieux vaut choisir
un moyen plus �econome comme agir de mani�ere locale sur le terme en vue de le traiter sans
connaissance globale de son contenu� Chaque agent que la machine g�ere alors � ils peuvent
�etre nombreux quand la machine est parall�ele � devra prendre des d�ecisions de r�e�ecriture �a
partir d�une connaissance partielle du terme� connaissance acquise par le parcours qu�il en a
fait� L�e�cacit�e nous pousse �a choisir le mode de d�ecision le plus imm�ediat� d�es qu�un radical
est travers�e par le parcours de l�agent� il est r�eduit� Une fois le radical r�eduit� l�agent disparait
ou il revient �a un point �x�e du terme  en ce qui concerne les arbres syntaxiques l�agent repart
de la racine par exemple�

Cette analyse nous am�ene �a d�eplacer la question d�une strat�egie de r�eduction � quels
radicaux choisir � �a la question d�une tactique de parcours � comment parcourir le terme�
quel chemin choisir� Remarquons que plusieurs disciplines de parcours s�o�rent �a nous suivant
le nombre d�agents �s�equentialit�e ou parall�elisme� et suivant le degr�e de d�eterminisme dans le
choix des parcours� Il est important de bien comprendre laquelle de ces disciplines pr�esente le
plus de sens dans une �etude des syst�emes de r�e�ecriture�

Meilleur temps� n�ecessit�e des t�aches

Le sentiment naturel nous dirige vers l��etude du mode parall�ele� Seule cette discipline permet de
traiter un calcul en le temps 	th�eorique
 le meilleur � des op�erations que la machine s�equentielle
doit e�ectuer l�une apr�es l�autre peuvent �etre men�ees de front par l�ensemble des agents de la
machine parall�ele� N�eanmoins� il appara�"t vite qu�une tactique parall�ele peut manquer d�e�ca�
cit�e et n�eanmoins terminer� lorsque par exemple des agents lanc�es dans des calculs inutiles sont
soudain e�ac�es par d�autres agents qui r�eduisent simultan�ement dans des endroits plus judi�
cieux� D�es lors� une tactique de parcours peut terminer sans que les r�eductions correspondantes
ne soient toutes n�ecessaires� S�il y a optimalit�e en temps rien n�assure donc qu�il y ait n�ecessit�e
des t�aches entreprises� Dans cet �ecart th�eorique entre deux objectifs� meilleur temps contre
ma�"trise des t�aches� c�est la ma�"trise des t�aches qui l�emporte� Comprendre quelles t�aches sont
n�ecessaires au calcul concourt �a une meilleure gestion des calculs � parall�eles ou s�equentiels
� et �a leur e�cacit�e� Tout compte fait la recherche de l�e�cacit�e passe apr�es cette analyse des
n�ecessit�es� le nombre d�agents d�une machine r�eelle est toujours born�e� il faut donc que chaque
agent calcule au plus juste�

Or� la discipline s�equentielle entretient un rapport plus net que la discipline parall�ele avec
cette structure des t�aches que nous mettons �a l��etude� C�est ce lien th�eorique entre s�equentialit�e
et structure des t�aches que nous nous proposons d��eclaircir maintenant�

S�equentialit�e

Nous montrons de mani�ere informelle comment correspondent dans le cadre s�equentiel la ter�
minaison d�une tactique de parcours d�eterministe et la n�ecessit�e de chacune des t�aches qu�elle
entreprend� Nous en reprenons l�id�ee �a Huet et L�evy �HL ���� soit une tactique sur un terme
M normalisable que sa maladresse fait aboutir sur une partie du terme inutile au calcul� c�est�
�a�dire telle qu�une certaine d�erivation l�e�ace� La tactique peut encore normaliser� par exemple
si toutes les strat�egies de calcul normalisent �normalisation forte�� On sait alors transformer le
syst�eme pour que la strat�egie ne termine pas� on rajoute un op�erateur � dit de non�terminaison�
associ�e �a une r�egle � � �� Si dans M on remplace par � le terme inutile sur lequel est arriv�e le
parcours on obtiendra un terme sur lequel le parcours atteint � au lieu d�un terme super�u� Ar�
riv�e l�a� � est r�eduit en �� L�agent � seul dans le terme et d�eterministe � reprend son parcours
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de la racine par exemple� et retourne �a �� Ce comportement a la cons�equence que la strat�egie
associ�ee boucle sur le nouveau terme qui poss�ede pourtant une forme normale� parce que � peut
�etre e�ac�e� comme le sous�terme qu�il remplace� Apr�es transformation �el�ementaire du syst�eme
initial� la correspondance est �etablie entre l�utilit�e des t�aches et la terminaison des tactiques�
Voil�a la raison qui nous pousse �a �etudier d�abord les tactiques de parcours d�eterministes et
s�equentielles� elles seules entretiennent une relation �etroite �a la notion de n�ecessit�e des t�aches�
On dira dor�enavant qu�un syst�eme de r�e�ecriture est s�equentiel lorsqu�il admet une tactique de
parcours s�equentielle� d�eterministe et normalisante�

Du th�eor�eme de standardisation �a la s�equentialit�e� le cas du ��calcul

Le ��calcul est s�equentiel� il y existe une strat�egie normalisante �a laquelle correspond imm�ediatement
une tactique s�equentielle� Cette strat�egie� qu�on appelle la strat�egie normale� ou gauche� r�eduit �a
chaque �etape le radical le plus ext�erieur et le plus �a gauche du terme� Pour le ��terme Ka����
par exemple avec K � �xy�x et � � �x�xx� la r�eduction normale�

Ka���� � ��y�a������ a

atteint le r�esultat a tandis que la strat�egie disons #droite$ boucle en r�eduisant perp�etuellement
�� en ��� La tactique de parcours associ�ee consiste �a partir de la racine du terme et choisir
parmi les parties non parcourues celle la plus �a gauche� Trouver cette tactique est simple� Le
plus laborieux dans la preuve de s�equentialit�e est de montrer que la strat�egie gauche termine�

Cette propri�et�e de terminaison est un corollaire du th�eor�eme de standardisation� Une d�erivation

M�
R��M�

R��M����
Rn� Mn

est standard lorsque pour tout i� j tel que i � j� le radical Rj n�est pas un r�esidu par �Ri � � �Rj���
d�un radical R�i plus ext�erieur ou plus �a gauche que Ri dans Mi��� Quand un radical est contract�e
dans une r�eduction standard aucun des radicaux �a sa gauche ou plus ext�erieur ne peut �etre
contract�e ensuite� On peut donc dire que la d�erivation standard r�eduit de haut en bas et de
gauche �a droite�

Il est �evident que les d�erivations qui proviennent de la strat�egie gauche� qu�on appelle
les d�erivations #plus ext�erieures� plus �a gauche$� sont des d�erivations standards� D�autres
d�erivations sont standards n�eanmoins� comme par exemple la d�erivation�

I�Ka������ I���y�a������� Ia

o�u I � �x�x� Le th�eor�eme de standardisation� voir �Cur 
	�� assure que si M �� N alors il
existe une d�erivation standard de M �a N �

On comprend ce qui permet de r�eorganiser les calculs de l�ext�erieur vers l�int�erieur� la
r�eduction d�un radical peut toujours �etre repouss�ee apr�es celle d�un radical qui le contient� Les
raisons qui entra�"nent le mouvement de gauche �a droite sont plus subtiles� Intuitivement� les
radicaux ne peuvent �etre cr�e�es que vers la droite et jamais vers la gauche� La comparaison
des ��termes M���� et ����M convaint de ce caract�ere dissym�etrique� Il est impossible dans
����M qu�un radical de M produise un radical v qui contienne ��� Au contraire dans M�����
si M � ��x��y�x�a alors le radical u

M���� � ��x�y�x�a����
u
� ��y�a�����

v
� a

cr�ee sur sa droite un radical v capable d�e�acer le sous�terme ��� En cons�equence ����M se
r�eduit toujours en des ��termes de la forme ����N tandis que M���� a une forme normale
pour certains ��termes M �
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Ce comportement de la cr�eation conf�ere au ��calcul cette orientation gauche�droite d�ecrite
par le th�eor�eme de standardisation� orientation qui cesse avec l�introduction des ��r�egles im�
port�ees de syst�emes de r�e�ecriture du premier ordre�

Le th�eor�eme de standardisation� les syst�emes du premier ordre

Prenons par exemple le syst�eme�

A� A
B � C

F �x� C� � D

Alors la r�eduction #la plus �a droite$ appliqu�ee �a F �A�B��

F �A�B� � F �A�C� � D

atteint la forme normale tandis que la strat�egie #la plus �a gauche$ boucle sur F �A�B��

L�orientation des strat�egies normalisantes d�epend donc des m�ecanismes de cr�eation et de
leurs orientations� On pressent qu�il existe dans tous les syst�emes le moyen de d�e�nir une
r�eduction canonique qui repr�esente le minimum �aux duplications pr�es� pour atteindre la forme
normale� La structure de cette r�eduction pourra �etre subtile� Au sein du m�eme syst�eme des
op�erateurs d�eterminent des r�eductions #plus �a droite$� d�autres des r�eductions #plus �a gauche$�
tandis que pour d�autres cela d�epend de leurs arguments� La r�eduction doit tenir compte de
chacune de ces orientations� Huet et L�evy ont r�eussi �a construire de cette mani�ere une notion
compliqu�ee de d�erivation standard dans les syst�emes orthogonaux du premier ordre �HL ����
et �a prouver le th�eor�eme de standardisation� Leur d�e�nition est tr�es technique du fait qu�elle
m�elange la structure des radicaux et des r�esidus avec la structure syntaxique sous�jacente�

Nous pro�terons dans ce qui suit d�un renversement du point de vue� L�approche abstraite
permet de traiter un syst�eme �a partir de l�espace des d�erivations qu�il induit� Les ph�enom�emes
d�orientation que d�ecrivaient Huet et L�evy �a l�int�erieur de la syntaxe� nous les d�ecrirons �a
partir d�un jeu structurel entre radicaux� r�esidus et relation d�embo�"tement� Ce point de vue
nous permet de d�epasser la question des orientations et de revenir �a l�id�ee originelle� nous
a�rmons que la d�erivation standard est d�abord la d�erivation la plus ext�erieur dans la classe �
des d�erivations� Les ph�enom�enes d�orientation #gauche�droite$ ou #droite�gauche$ ne sont que
le r�esultat de la structure de cet espace� et une illusion syntaxique�

Ce traitement des d�erivations standards n�ecessite une connaissance globale de l�espace des
d�erivations� radicaux� r�esidus� et relation d�embo�"tement� L�exploration de cet espace passe par
les permutations de radicaux qui font appara�"tre au sein des calculs des rapports d�embo�"tement
autrement invisibles�

S�equentialit�e et standardisation

Comment lier le th�eor�eme de standardisation et le probl�eme de savoir si un syst�eme est s�equentiel!
Dans le cas du ��calcul� standardisation implique s�equentialit�e� Qu�en est�il des autres syst�emes!
Nous verrons que le th�eor�eme de standardisation implique l�existence dans chaque terme d�un
radical ext�erieur n�ecessaire �a l�obtention de la forme normale �si elle existe�� Ce radical est
simple �a trouver dans un ��terme� c�est le radical #le plus �a gauche�le plus ext�erieur$ qui n�est
jamais dupliqu�e au cours des r�eductions� Il existe par contre des syst�emes pour lesquels aucune
tactique s�equentielle ne sait d�eterminer de radical ext�erieur n�ecessaire� Le plus simple de ces
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syst�emes est celui dit de Gustave �Ber ��� et d�e�ni par�

F �x�A�B� � C

F �B� x� A� � C � � �
F �A�B� x� � C

Le parcours d�eterministe arriv�e �a un symbole F doit prendre une d�ecision sur le prochain index
�a inspecter � sans que les sous�termes de F n�aient d�incidence sur son choix� Quelle que soit
la direction choisie sur le symbole F rencontr�e en racine on sait trouver un terme normalisable�
F ��� A� B�� F �B��� A� ou F �A�B��� pour lequel la strat�egie boucle�

Un tel syst�eme marque le territoire �etroit qui s�epare la notion de stabilit�e des calculs et celle
de leur s�equentialit�e� Le th�eor�eme de standardisation est un th�eor�eme d�existence� il existe dans
chaque terme un radical n�ecessaire  le th�eor�eme de s�equentialit�e est un th�eor�eme d�uniformit�e�
on peut �a partir d�une connaissance partielle du terme deviner o�u doit se trouver un radical
solution du th�eor�eme de standardisation�

Plan du chapitre

La section ��� a introduit le probl�eme de la standardisation �a partir de la question des strat�egies
de calcul et de la s�equentialit�e� La section �� trace un historique du th�eor�eme de standardisation
et situe notre travail dans cet espace�

La section ��� introduit les axiomes et constructions li�ees au th�eor�eme de standardisation
dans le cadre orthogonal� Deux axiomes� les axiomes I et II� permettent de d�e�nir les per�
mutations carr�ee et standardisante et de construire le pr�eordre de standardisation � �a partir
de ces permutations� Une d�erivation standard est une d�erivation ��minimale� Deux axiomes
suppl�ementaires� les axiomes III et IV� sont introduits en �n de section� Ils cherchent �a traduire
en terme de r�e�ecriture la notion de stabilit�e d�evelopp�ee par G�erard Berry dans un cadre plus
s�emantique �Ber ����

La section ��� d�emontre le th�eor�eme de standardisation �a partir des axiomes I� II� III et IV�
Plus pr�ecisement nous montrons qu�il existe pour chaque d�erivation d une d�erivation standard
unique �a permutations carr�ees pr�es� Cette d�erivation correspond �a la d�erivation standard d�ecrite
par les approches plus traditionnelles de �Cur 
	� et �HL ���� La d�emonstration du th�eor�eme de
standardisation est simpli��ee par l�introduction d�une macro R o�u uRv signi�e que le radical u
ne contient pas le radical v� Les axiomes I� II� III et IV introduits en section ��� sont traduits
en sept crit�eres pour s�appliquer directement �a R�

La section ��
 montre comment �etendre l�axiomatique de la section ��� pour l�appliquer aux
syst�emes qui contiennent des paires critiques� Quatre nouveaux axiomes I� II� III et IV sont
propos�es dans ce contexte plus g�en�eral� Nous montrons qu�ils impliquent les sept crit�eres de la
section ��� lorsque uRv signi�e que u 	 v et u �� v� En ce sens� la d�emonstration de la section
��� s�applique aussi bien aux syst�emes orthogonaux qu�aux syst�emes non orthogonaux�

La section ��� d�emontre �a partir des axiomes I et II la partie #existence$ du th�eor�eme de
standardisation� Il existe pour chaque d�erivation une d�erivation standard plus petite qu�elle dans
l�ordre de standardisation� Comme le montrera l�exemple du #ou parall�ele$ �voir section ����
cette d�erivation standard n�est en g�en�eral pas unique �modulo permutations carr�ees� dans sa
classe � de permutation� On peut donc interpr�eter les deux axiomes III et IV comme le moyen
de d�emontrer un r�esultat d�unicit�e modulo permutations carr�ees sur la d�erivation standard
associ�ee �a une classe de permutation�

La section ��� d�emontrent quelques r�esultats importants dans la suite de notre �etude� La
section ��	 explique pourquoi nos axiomes ne d�ecrivent pas les graphes acycliques� La section
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��� �etudie quelques exemples de syst�emes qui v�eri�ent notre axiomatique�

��� Le th�eor�eme de standardisation

Nous tra%cons en quelques traits le cheminement du th�eor�eme de standardisation�

� Le th�eor�eme de standardisation est d�ecouvert par Curry �Cur 
	� sur le ��calcul� si M ��

N et N est en forme normale alors il existe une d�erivation standard de M vers N � La
d�e�nition de d�erivation standard que Curry propose est simple parce que l�ordre qu�il
d�e�nit sur les ��radicaux est total� c�est l�ordre #plus �a gauche�plus ext�erieur$�

� Jean�Jacques L�evy d�emontre �L�ev �	� un r�esultat d�unicit�e �a partir de son travail sur
l�espce des d�erivations� il y a une d�erivation standard et une seule dans chaque classe
d��equivalence ��

� Jan Willem Klop �Klo 	�� donne une nouvelle preuve du th�eor�eme de L�evy et le g�en�eralise
aux ��calculs augment�es de ��r�egles normales gauches� #Normal gauche$ signi�e ici que
le processus de cr�eation de radical est orient�e de la gauche vers la droite� Sa preuve est
abstraite� seul le lemme des d�eveloppements �nis est utilis�e et des propri�et�es syntaxiques
tr�es simples�

� G�erard Huet et Jean�Jacques L�evy �HL ��� prouvent le th�eor�eme de standardisation dans
les syst�emes de r�e�ecriture orthogonaux du premier ordre� La d�e�nition de d�erivation stand�
ard doit �etre r�evis�ee pour tenir compte d�un ordre d�emboitement qui n�est pas total�
contrairement �a l�ordre #plus �a gauche�plus ext�erieur$ du ��calcul� La d�e�nition retenue
par les deux auteurs utilise la notion syntaxique d�occurrence de symbole qui permet de
suivre la position d�un radical d�ej�a r�eduit et sa participation �a des radicaux ult�erieurs�
Cette technique que nos principes abstraits interdiront permet de reconna�"tre parmi des
radicaux disjoints lesquels produisent #dans le futur$ les radicaux les plus ext�erieurs� Le
th�eor�eme contient un r�esultat d�unicit�e similaire �a celui obtenu pour le ��calcul�

� G�erard Boudol �Bou 	
� �etend la d�emonstration du th�eor�eme de standardisation propos�ee
par Huet et L�evy aux syst�emes de r�e�ecriture du premier ordre qui contiennent des paires
critiques� Il obtient de la sorte le premier r�esultat de standardisation dans des syst�emes
non d�eterministes�

� r�ecemment� David Clark et Richard Kennaway �CK �
� g�en�eralisent la d�emonstration de
Boudol�Huet�L�evy au cadre des graphes acycliques qui contiennent des paires critiques�
La d�emonstration analyse les di��erents chemins qui m�enent d�un radical �a la racine du
graphe� voir notre partie ����

Bizarrement� et parce que le probl�eme est techniquement dur� les d�e�nitions de d�erivation
standard ne correspondent pas exactement dans le ��calcul �Curry� et les syst�emes du premier
ordre �Boudol�Huet�L�evy�� La d�e�nition du ��calcul repose sur la structure abstraite et or�
donn�ee des radicaux tandis que celle des syst�emes du premier ordre part des consid�erations
syntaxiques li�ees aux occurrences� Il fallait d�eterminer au d�ebut de notre travail quel traite�
ment simultan�e du th�eor�eme pourrait r�esoudre les di��erences entre ces deux d�eveloppements�
Notre objectif �etait d�imposer une d�e�nition g�en�erale de d�erivation standard et de pouver le
th�eor�eme de standardisation �a partir de propri�et�es dynamiques communes au ��calcul et aux
syst�emes du premier ordre� L�application �a des syst�emes nouveaux en d�ecoulerait�
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En ���� nous avons propos�e avec Georges Gonthier et Jean�Jacques L�evy �GLM �� une
notion abstraite de d�erivation standard� L��etude de l�espace des d�erivations est men�e �a partir
des relations de r�esidus et d�embo�"tement entre radicaux� ce qui interdit l�emploi parasite de
la syntaxe sous�jacente� Le th�eor�eme de standardisation est ensuite prouv�e �a partir de quatre
axiomes �el�ementaires sur les deux relations� La description englobe le ��calcul et les syst�emes
orthogonaux du premier ordre� mais aussi les syst�emes de R�eduction Combinatoire et certains
syst�emes de graphe� Les r�esultats de standardisation sont ainsi uni��es sous un seul formalisme
et g�en�eralis�es �a d�autres domaines�

Ces r�esultats sont encourageants� Ils nous ont amen�e �a vouloir mieux comprendre dans le
cadre de cette th�ese la d�e�nition de d�erivation standard telle que nous la proposions dans l�article
initial� qui d�e�nit une d�erivation standard comme une d�erivation qui ne contient aucun #con�it
carr�e$� voir �GLM ��� Ce crit�ere parce qu�il est r�ecursif sur la longueur de la d�erivation simpli�e
les preuves� Pourtant� nous le trouvons trop compliqu�e conceptuellement� en tout cas di�cile �a
imposer� Nous d�ecidons ici de refondre la d�e�nition de standardisation autour de la notion de
permutation qui est plus �el�ementaire� Nous proposons donc la d�e�nition de standardisation �a
laquelle nous sommes �nalement arriv�es et qui nous apparait �etre la meilleure�

Standardiser une d�erivation consiste �a r�eorganiser l�ordre de ses op�erations a�n de
l�obtenir sous une forme canonique� dite standard� Ce r�earrangement s�e�ectue au
moyen de permutations entre radicaux successifs avec pour objectif d�amener les
r�eductions les plus ext�erieurs au d�ebut de la d�erivation� Une d�erivation est standard
lorsque le processus de standardisation par permutation s�arr�ete�

Cette nouvelle d�e�nition plus forte que la pr�ec�edente �� sans con�it� lui est �equivalente
dans un syst�eme abstrait qui v�eri�e tous les axiomes de �GLM ��� Elle nous semble reprendre
le probl�eme de la standardisation �a sa source en pla%cant les d�erivations standards dans le cadre
plus g�en�eral d�un processus de standardisation� Bien s�ur la manipulation de structures plus
�el�ementaires �les permutations� oblige �a prouver des propri�et�es d�invariants sur les classes de
d�erivation� ce que la d�e�nition inductive permettait d��eviter� Mais pour �nir le travail d�ana�
lyse que la constitution de ces invariants n�ecessite d�ebouche sur des preuves plus s�ures et des
constructions plus claires� Simultan�ement� certains axiomes importants peuvent �etre a�aiblis
ce qui est l�objectif naturel d�un travail axiomatique�

��� Les syst�emes orthogonaux

Nous consid�erons dans cette section un syst�eme abstrait �D� �� avec embo�"tement� tel que D
est orthogonal� c�est��a�dire v�eri�e les axiomes A� B� FD et PERM� Nous ajoutons l�hypoth�ese
que deux radicaux di��erents ne peuvent avoir de r�esidu en commun�

Petit axiome D �unicit�e de l�anc�etre�� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que u��r��u� et
v��r��v�� Si u� � v� alors u � v�

Nous supposerons que la relation � est un ordre� Nous introduisons les quatre axiomes sur cet
ordre d�embo�"tement � et la loi de r�esidu ������ quatre axiomes qui entrainent le th�eor�eme de
standardisation dans le syst�eme �D� ���

�� les axiomes I et II permettent de d�emontrer en section ��� l�existence d�une d�erivation
standard dans chaque classe d��equivalence ��
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� l�exemple du #ou parall�ele$ montre que les deux premiers axiomes n�impliquent pas l�u�
nicit�e des d�erivations standards�

�� les axiomes III et IV assurent que la d�erivation standard est unique dans chaque classe
d��equivalence� voir la section ����

L�axiome I de lin�earit�e

L�axiome ��� du chapitre � limite les cas de duplication aux radicaux embo�"t�es� un radical
r ne duplique que les radicaux qu�il contient� L�axiome I est plus strict puisqu�il s�applique
aussi aux cas d�e�acement� un radical r ne duplique ou n�e�ace que les radicaux qu�il contient�
Cette propri�et�e d�ecrit les syst�emes de r�e�ecriture lin�eaires gauches o�u aucune variable libre
n�apparait deux fois dans une partie gauche de r�egle� voir �HL ��� et notre �etude de la r�e�ecriture
combinatoire en section ���� La propri�et�e a �et�e remarqu�ee par de nombreux auteurs� par exemple
�Cur 
	��O�D ���� qui s�en servent pour justi�er leur notion d�embo�"tement�

�������������������������

Axiome I Lin�earit�e
Soit deux radicaux coinitiaux r et u� Ils v�eri�ent� r �� u �� ��u�� u��r��u��

On peut repr�esenter l�axiome par un dessin sur les arbres syntaxiques� Le dessin sch�ematise un
terme avec des triangles int�erieurs qui correspondent aux radicaux� Le �l qui lie u �a r indique
que u � r� son absence entre u et v que u �� v�

u

rv

r
�

u'

v'

Figure ���� axiome de lin�earit�e

�������������������������

Permutations carr�ees� standardisantes� d�erivations standards

Une fois l�axiome de lin�earit�e �enonc�e on peut distinguer parmi les permutations de radicaux �a
la L�evy celles qui permutent des radicaux disjoints u k v �c�est��a�dire u �� v et v �� u� et celles
qui permutent des radicaux emboit�es u � v�

D�e�nition �	
 �permutation carr�ee� Deux d�erivations d et e sont dites identiques �a une
permutation carr�ee pr�es lorsque d � d� � u � v� � d� et e � d� � v � u� �d� o�u u k v et u��v��u�� v��u��v��
On note en ce cas d��e

Par exemple� dans le ��calcul avec l�ordre d�arbre syntaxique�

M
d��� PQ

u
� P �Q

v�
� P �Q� d��� N �� M

d��� PQ
v
� PQ� u�

� P �Q� d��� N
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e

d

u

v u'

v'

d d1 2

Figure ��� sch�ema de permutation carr�ee

Du point de vue de la standardisation les d�erivations d� � u � v� � d� et d� � v � u� � d� sont
�equivalentes� La permutation carr�ee joue donc le r�ole de permutation neutre� Elle a pour fonction
de r�eorganiser les d�erivations pour y faire appara�"tre les occasions de standardiser v�eritablement�
Pour cette raison la cl�oture transitive de �� joue un r�ole essentiel dans nos constructions� Elle
permet de passer d�une d�erivation �a une autre qui du point de vue de la standardisation lui est
exactement �equivalente�

D�e�nition �	� �carr�e��equivalente� On note � la cl�oture transitive de ��� Cette relation est
sym�etrique et est donc une relation d��equivalence� On dira lorsque d�e que d et e sont identiques
�a permutations carr�ees pr�es� ou plus simplement �equivalentes carr�e�

La cl�oture transitive � r�eorganise les d�erivations sans en perturber le degr�e de standardisa�
tion� Elle pr�epare la standardisation c�est��a�dire la permutation d�un radical ext�erieur avant un
radical int�erieur� op�eration que la permutation standardisante e�ectue�

D�e�nition �	 �permutation standardisante� Une d�erivation d est dite obtenue par une
permutation standardisante sur e lorsque d � d� � u � f � d� et e � d� � v � u� � d� o�u u � v et f est
un d�eveloppement de v��u��� et u��v��u�� On note cette relation d� e�

e

d

u

v u'

f

d d1 2

Figure ���� permutation standardisante
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Par exemple dans le ��calcul avec ordre d�arbre�

M
d��� �P

u
� PP

v�� P �P
v�� P �P �

d��� N � M
d��� �P

v
� �P �

u�
� P �P �

d��� N

La d�erivation d dans d � e r�eduit le radical ext�erieur avant les r�esidus du radicaux int�erieur
tandis que la d�erivation e r�eduit d�abord le radical int�erieur puis le r�esidu du radical ext�erieur�
Standardiser c�est �nalement r�e�ecrire les d�erivations par permutations standardisantes modulo
les permutations carr�ees� Nous d�e�nissons notre pr�eordre de standardisation suivant cette id�ee�

D�e�nition �	� �ordre plus standard� On �ecrit d �� e lorsque d� e ou d�e� Le pr�eordre �
est la cl�oture transitive de cette relation� et d� e lorsqu�il existe d� et e� tels que d� d�� e� � e�
Une d�erivation d est dite plus standard que e lorsque d� e�

Chaque classe de permutation carr�ee � repr�esente une mani�ere de calculer qu�on peut
standardiser au moyen des permutations standardisantes� Les classes � sont donc strati��ees
entre elles par le pr�eordre � qui porte autant sur elles que sur les d�erivations� si d��d� et
e��e� alors d� � e� �equivaut �a d� � e�� Dans cette strati�cation certaines classes � sont plus
standard que d�autres� On en arrive �a la d�e�nition suivante de d�erivation standard� fond�ee sur
la minimalit�e�

D�e�nition �	� �d�erivation standard� Une d�erivation est standard lorsqu�elle appartient �a
une classe � minimale pour le pr�eordre �	��

Rappel �	
 Un �el�ement x dans un pr�eordre � est dit minimal lorsque y � x implique que
x � y�

Autrement dit une d�erivation e est standard lorsque pour toute d�erivation d�

d� e �� e� d

Attention� f � g et g � f n�implique pas n�ecessairement que f�g� Nous donnons l�exemple
en section ��	�� d�un syst�eme abstrait dans lequel �	� n�est pas un ordre mais seulement un
pr�eordre� Le processus de standardisation peut donc contenir des boucles � L�axiome II que nous
introduisons interdit ce comportement �enigmatique quand il s�agit des d�erivations standards�
Si la d�erivation e est standard� le lemme ��

 montre que pour toute d�erivation d�

d� e �� e�d

Le fait que �	� n�est pas un ordre est le signe que des syst�emes inaccoutum�es peuvent �etre
standardis�es selon notre axiomatique� L�important est que nos axiomes A� B� FD� PERM� I et
II permettent de prouver en section ��� qu�il existe pour chaque d�erivation d une d�erivation
standard e plus standard que d� Cette axiomatique peut �etre renforc�ee de telle mani�ere que
�	� soit un ordre� comme nous le faisons en section ��	���

L�axiome II de non�contextualit�e

Soit cinq radicaux radicaux r� u� v� u� et v� tels que u��r��u� et v��r��v�� Dans le cas o�u r ne contient
pas v l�axiome II impose que par r�eduction ce radical r ne peut�

�A� ni placer v sous le radical u�
u �� v � u� �� v�
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�B� ni retirer v de son embo�"tement�

u � v � u� � v�

Par contre� le radical r peut manipuler en toute libert�e un radical v qu�il contient�

�C� soit en pla%cant v sous le radical u� u �� v et u� � v�

�D� soit en le sortant de son embo�"tement� u � v et u� �� v��

sans que pour cela le radical r ait �a contenir le radical u� Notre travail pr�esent�e en �GLM ��
�etait plus restrictif puisqu�il obligeait le radical r �a contenir le radical u pour un comportement
aussi lib�eral que �C� et �D��

�������������������������

Axiome II Non�Contextualit�e
Soit r� u� v� u� et v� cinq radicaux tels que u��r��u� et v��r��v�� Ils v�eri�ent la propri�et�e suivante�

�u � v � u� � v�� ou r � v�

L�axiome peut �etre repr�esent�e comme suit dans le cas des arbres�

r

vu

r
�

u' v'

Figure ���� axiome de non contextualit�e

�������������������������

Les axiomes I et II d�ecrivent de fa%con abstraite le comportement des syst�emes contextuels
libres et lin�eaires gauches� Nous montrons dans la partie ��� que toute d�erivation dans ces
syst�emes peut �etre r�eorganis�ee en d�erivation standard�

Th�eor�eme �	
 �Existence� Supposons qu�un syst�eme abstrait avec embo�tement �D��� v�eri�e
les axiomes A� B� C� D� FD�� PERM�� I et II� Alors� pour toute d�erivation d il existe une
d�erivation standard dstd telle que dstd � d�

Unicit�e et radicaux n�ecessaires

Le th�eor�eme d�existence permet de ramener l��etude d�une classe d��equivalence � �a celle des
d�erivations standards qu�elle contient� Chacune de ces d�erivations d�ecrit une fa%con particuli�ere
de mener le m�eme calcul� L�exemple du #ou parall�ele$ por illustre bien cette situation�
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A� B

por�B� x� � B r�egle gauche
por�x�B� � B r�egle droite

Quatre d�erivations r�eduisent por�A�A� en B�

��� por�A�A�
u
� por�B�A�

wg
� B

�� por�A�A�
u
� por�B�A�

v�
� por�B�B�

w
� B

��� por�A�A�
v
� por�A�B�

wd� B

��� por�A�A�
v
� por�A�B�

u�
� por�B�B�

w
� B

Avec les conventions habituelles� ce calcul n�est pas orthogonal ce qui fait que les deux d�erivations
#standards$ ��� et ��� ne sont pas dans la m�eme classe de permutation� Si nous reprenons au
contraire nos conventions de la sous�partie ���� nous identi�ons les deux radicaux de por�B�B�
en paire critique�

por�B�B�
wg
� B et por�B�B�

wd� B

en un seul radical por�B�B�
w
� B� Le diagramme de r�eduction prend alors cette allure� En

u

u'

v

v'

w
wg

wd

Figure ��
� diagramme abstrait du #ou parall�ele$

suivant cette interpr�etation les quatre d�erivations sont r�eunies en une seule classe de permutation
puisque w � v� �w et w � u� �w� Dans cete seule classe de permutation les deux d�erivations ���
et ��� sont standards� l�une qui r�eduit par la gauche� l�autre qui r�eduit par la droite

por�A�A� � por�B�A� � B� la d�erivation standard gauche

et
por�A�A� � por�A�B� � B� la d�erivation standard droite

Il n�y a donc pas unicit�e de la d�erivation standard dans sa classe de permutation� Cette situation
est �a comparer avec le cas du ��calcul� Jean�Jacques L�evy a montr�e qu�il n�y a dans ce cas
qu�une d�erivation standard par classe � d��equivalence� Cette unicit�e signi�e l�existence d�une
orientation privil�egi�ee des calculs� gauche dans le cas du ��calcul� qui entra�"ne la terminaison
de la strat�egie standard� On peut aussi exprimer ce r�esultat en terme de n�ecessit�e�

D�e�nition �	� �participation� radical n�ecessaire� On dit qu�un radical u participe �a d lor�
sque d � d� � u� � d� et u��d���u

�� On dit qu�un radical u est n�ecessaire �a d lorsque u participe �a
toutes les d�erivations �equivalentes �a d par permutations�
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Les permutations standardisantes et carr�ees appliqu�ees de d vers e� e�d� ont la propri�et�e de
ne jamais faire appara�"tre dans e de radicaux autres que les anc�etres et r�esidus des radicaux de
d� Il en d�ecoule que les radicaux qui participent �a e participent aussi �a d� Une cons�equence du
th�eor�eme ��� d�existence est qu�un radical est n�ecessaire �a une d�erivation d lorsqu�il participe
�a toutes les d�erivations standards de sa classe de permutation� Avec le th�eor�eme d�unicit�e
v�eri��e il su�t que le radical participe �a l�unique d�erivation standard dstd dans cette classe de
permutation� On d�etermine ainsi un radical n�ecessaire� le premier radical r�eduit par dstd� qui
par d�e�nition participe �a dstd� Nous verrons dans le chapitre suivant que cette analyse joue
un r�ole important dans la compr�ehension des strat�egies de calcul et de leur m�ecanisme de
normalisation�

Bien entendu� la d�erivation standard n�est pas exactement unique puisqu�il est possible de
transformer par permutation carr�ee une d�erivation standard en une autre d�erivation standard�
Notre r�esultat d�unicit�e est un r�esultat d�unicit�e modulo permutations carr�ees� nous montrons
qu�il existe dans chaque classe d��equivalence par permutation une unique classe de permutation
carr�ee �	��minimale� Plus que minimale� cette classe est un �	��minimum dans sa classe de
permutation� Autrement dit� si d � e et e est standard alors e � d�

Ce r�esultat d�unicit�e g�en�eralise le r�esultat de L�evy� dans le ��calcul muni de l�ordre total
#plus �a gauche�plus ext�erieur$ deux radicaux coinitiaux sont toujours embo�"t�es� Cela entra�"ne en
particulier que les classes de permutation carr�ee sont des singletons� L�unicit�e de la d�erivation
standard modulo permutations carr�ees devient un r�esultat d�unicit�e stricte� comme l��enonce
�L�ev �	��

Deux axiomes nous permettent de prouver en section ��� ce r�esultat qu�il existe dans chaque
classe de permutation une classe de permutation carr�ee �	��minimum� l�axiome III d�enclave
qui institue des zones de calcul et l�axiome IV de stabilit�e qui interdit le comportement du #ou
parall�ele$� ce contre exemple �a l�unicit�e vu un peu plus haut�

L�axiome III d�enclave

Le th�eor�eme de standardisation �etablit l�existence d�une position privil�egi�ee au sein des calculs�
En ��calcul� un radical u #plus �a gauche�plus ext�erieur$ se trouve dans une position du ��terme
qu�il conserve au cours des r�eductions� Cette position #calculatoire$ doit �etre jug�ee privil�egi�ee
parce que les r�esidus de u se retrouvent toujours #plus ext�erieurs�plus �a gauches$ dans leur
��terme� Plus pr�ecis�ement� aucun radical r #plus interne�plus �a droite$ que u n�est capable
de cr�eer lors de sa r�eduction un radical s #plus �a gauche�plus ext�erieurs$ que u� De la m�eme
fa%con un radical r qui contient un radical v est incapable lors de sa r�eduction d�en exporter un
r�esidu v� au dessus de u� Chaque radical u constitue donc sur sa droite ce que nous appelons
une #enclave syntaxique$� tout calcul y op�erant n�a aucun e�et hors de l�enclave� Ce caract�ere
d�enclave peut �etre abstrait par l��enonc�e qui suit� si u contient r et r cr�ee s ou r duplique u
et u��r��s alors u contient s � o�u bien entendu #contient$ signi�e #�etre plus �a gauche et plus
ext�erieur$�

Cette propri�et�e de l�ordre #plus �a gauche�plus ext�erieur$ au sein ��calcul se retrouve dans
les syst�emes du premier ordre avec l�ordre d�emboitement habituel� En e�et� si un radical u
embo�"te un autre radical r alors r ne peut ni cr�eer ni #exporter$ de radical hors des limites
impos�ees par u�

Nous poursuivons notre analyse abstraite des principes de la standardisation et proposons
l�axiome III suivant� qui impose une nouvelle contrainte aux relations d�embo�"tement et de
r�esidu�
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Axiome III d�enclave
Soit r� u� u� trois radicaux tels que u��r��u��

�Cr�eation� si u � r et r cr�ee un radical s� c�est��a�dire ��r��s � �� alors u� � s�
�Embo��tement� soient deux radicaux v et v�� Si u � r � v et v��r��v� alors u� � v��

u

r

r
� u'

s

s 1

Figure ���� axiome d�enclave

�������������������������

L�axiome IV de stabilit�e

Il reste �a interdire le comportement du ou parall�ele tel qu�il est d�ecrit en section ���� L�axiome
IV de stabilit�e que nous proposons tirent son inspiration des travaux s�emantiques men�es sur le
��calcul �Ber ����Cur 	���HL ���� G�erard Berry d�ecrit syntaxiquement la stabilit�e comme l�ex�
istence pour chaque r�esultat d�un calcul canonique minimal� Si on choisit ici comme r�esultat la
cr�eation d�un radical �modulo r�esidus� notre axiome IV �enonce une stabilit�e locale du calcul�
deux radicaux disjoints u et v sont incapables de cr�eer s�epar�ement un m�eme radical t�� Autre�
ment dit� en supposant que u et v sont disjoints et u��v��u� et v��u��v�� si les radicaux t� et t� ont
pour r�esidu par v� et u� le m�eme radical t�� c�est��a�dire t���v

���t� et t���u
���t�� alors ni t� ni t� n�a

pu �etre cr�e�e par u ou v�

Notre axiome IV a le caract�ere double de l�axiome III avec sa partie #cr�eation$ et sa partie
#embo�"tement$� Ici encore la contrainte sur la cr�eation doit �etre accompagn�ee d�une contrainte
analogue sur le d�eplacement des r�esidus dupliqu�es� Nous simpli�erons cette pr�esentation de
l�axiome en section ����

�������������������������

Axiome IV de stabilit�e
Soit deux radicaux disjoints u et v� et les radicaux u� et v� leurs r�esidus mutuels� u��v��u� et
v��u��v�� Soit t� un radical coinitial �a v� et t� un radical coinitial �a u�� Nous supposons qu�il existe
un radical t� tel que t���v

���t� et t���u
���t��

Si v� �� t� et u� �� t� alors

�Cr�eation� il existe un radical t tel que t��u��t� et t��v��t��

�Embo��tement� ce radical t v�eri�e que u �� t ou v �� t�
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t'

u v

v' u't1 t2 ��

t

t'

u v

v' u't1 t2

Figure ���� axiome de stabilit�e
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Des variantes de cet axiome ont �et�e propos�ees par �Sta 	�� dans les syst�emes de transitition
concurrents� Voir aussi la d�e�nition ��������� dans les syst�eme de transition avec ind�ependance
pr�esent�es par �NW �
��

Th�eor�eme de standardisation

Les axiomes I de lin�earit�e� II de non contextualit�e� III d�enclave et IV de stabilit�e permettent
de prouver en section ��� le th�eor�eme de standardisation dans le cadre abstrait et orthogonal�

Th�eor�eme �	� �Existence et unicit�e� Supposons qu�un syst�eme abstrait de standardisation
�D� 	�R� v�eri�e les axiomes A� B� C� D� FD�� PERM�� I� II� III et IV� Alors il existe pour
chaque d�erivation d une d�erivation standard dstd plus standard que toutes les d�erivations d�

�equivalentes �a d par permutation�

d � d� �� dstd � d�

Cette d�erivation dstd est unique �a permutations carr�ees pr�es dans la classe de permutation de
d�

��� D�emonstration du th�eor�eme de standardisation

Nous d�emontrons le th�eor�eme de standardisation �existence et unicit�e� �a partir des axiomes I�
II� III et IV�

Le th�eor�eme de standardisation devra �etre g�en�eralis�e aux syst�emes non orthogonaux� voir
la section ��
� La prise en compte des paires critiques dans la d�emonstration du th�eor�eme
n�ecessite de v�eri�er que chaque permutation rencontr�ee au cours de la preuve est e�ectivement
permise �c�est���dire permute bien deux radicaux compatibles�� En particulier il est interdit
d�utiliser l�argument de con�uence globale de la d�emonstration initiale donn�ee en �GLM ���
Nous devons suivre un proc�ed�e tr�es di��erent� introduire des relations sur les classes de permuta�
tion et d�emontrer des propri�et�es d�invariance par permutation de ces relations� La preuve que
nous obtenons devient modulaire et fait apparaitre les propri�et�es fondamentales du processus�
Nous prenons en compte les paires critiques d�es cette section mais sans compliquer la structure
de notre d�emonstration� except�es dans ses �etapes �nales� Le formalisme que nous employons
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nous aide en cela� Il est techniquement plus appropri�e que les ordres d�emboitement mais ob�
lige �a adapter les axiomes I� II� III et IV �a ses termes� Les axiomes prennent donc la forme
d�une s�erie de #crit�eres$ �a la fois pr�ecis et �el�egants� Nous pensons avoir �etabli ainsi le bon angle
d��etude pour une preuve #simple$ �a partir de m�ecanismes �epur�es�

D�e�nition �	� Un syst�eme axiomatique est un triplet �D� 	�R� dans lequelD � �T �R� ��� ��� ������
est un syst�eme abstrait� et 	 et R sont deux relations binaires sur R telles que R �	 et

��u� v� � R�� u 	 v � ��u � ��v

La relation R que nous utilisons au lieu de l�ordre � permet de traiter ensemble le cas des
syst�emes orthogonaux et des syst�emes non orthogonaux� Voici le sens intuitif que nous donnons
�a cette relation�

� dans le cas d�un syst�eme orthogonal�

R correspond �a la n�egation �� de l�ordre d�embo�"tement non strict � entre radicaux co�
initiaux

uRv � ��u � ��v et u �� v

� dans le cas d�un syst�eme non orthogonal�

R correspond �a la n�egation de � entre deux radicaux co�initiaux et compatibles

uRv � ��u � ��v et u 	 v et u �� v

On peut lire uRv comme u respecte v� c�est��a�dire ne l�embo�"te pas et lui est compatible�

����� D�eveloppements� ensembles de radicaux

Le travail qui suit est relativement autonome� Nous oublions tout ce qui a �et�e �ecrit de la relation
d�ordre � pour consid�erer uniquement les constructions g�en�erales du chapitre  sur les syst�emes
non orthogonaux� c�est��a�dire du point de vue axiomatique les relations ����� et 	 ainsi que les
axiomes A� B� C� FD� et PERM�� Nous supposons de surcro�"t que le syst�eme v�eri�e l�axiome D
rencontr�e en section ���� qui certi�e que deux radicaux distincts n�ont pas de r�esidu en commun�

Petit axiome D �unicit�e de l�anc�etre�� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que u��r��u� et
v��r��v�� Si u� � v� alors u � v�

Nous nous donnons une relation R plus petite que la relation de compatibilit�e� R �	� Nous
�ecrivons R� sa n�egation� Nous d�esignons par M l�ensemble des ensembles �nis de radicaux
coinitiaux deux �a deux compatibles�

Travers�ee d�un radical

On suppose que R v�eri�e les deux propri�et�es suivantes qui correspondent aux axiomes I et II�

Crit�ere 
 �Lin�earit�e� uRv �� ��v�� v��u��v��

Crit�ere � �Non contextualit�e� Soit r et u deux radicaux tels que r 	 u� et u��r��u� et v��r��v��
Si rRv alors �uRv � u�Rv���
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u

v ��

u

v v'

Figure ��	� crit�ere � � axiome I

r
u

v'
�

v

u'

Figure ���� crit�ere  � axiome II

Nous rappelons que l�egende des diagrammes est donn�e en section �
� Par exemple� la ��eche
qui va de v �a v� dans le premier diagramme indique que uRv et que v��u��v�� ce que nous �ecrirons
plus loin v

u
�� v��

Le crit�ere � am�ene �a la d�e�nition suivante�

D�e�nition �	� Soit une d�erivation d et un radical x coinitiaux� On d�e�nit que x traverse d�
ce qu�on �ecrit dRx� par r�ecurrence sur la longueur de d�

� lorsque d est vide�

� ou lorsque d � u � d� avec uRx et d�Rx�� o�u x� est l�unique r�esidu de x par u�

Soit U un ensemble �ni de radicaux deux �a deux compatibles et f un d�eveloppement de U �
L�objectif de cette sous�section est de d�emontrer que U et f se comportent identiquement du
point de vue de l�embo�"tement� c�est��a�dire que si un radical x est coinitial �a f alors�

fRx si et seulement si �u � U� uRx

Ce r�esultat sera la premi�ere �etape de notre d�emonstration modulaire du th�eor�eme de standard�
isation� servant �a comparer les comportements �quant �a la travers�ee� d�un ensemble de radicaux
U et de ses d�eveloppements�

Nous commen%cons par d�emontrer le lemme suivant�

Lemme �	� �lemme pr�eparatoire de d�eveloppement� Soit f un d�eveloppement de U �
M� Si pour tout u � U � uRx alors fRx�

D�emonstration par r�ecurrence sur la profondeur de U � La proposition est v�eri��ee si U est vide�
Sinon f � u � f � o�u f � est un d�eveloppement de U � � U ��u��� Le radical u par son appartenance
�a U doit v�eri�er uRx� On note x� l�unique r�esidu de x par u� Soit v un radical dans U � Parce
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que uRx et u 	 v on sait par le crit�ere  que vRx implique v�Rx�� Il s�en suit que chaque radical
v� de U �� en tant que r�esidu d�un radical de U v�eri�e v�Rx�� Ceci implique par hypoth�ese de
r�ecurrence que f �Rx�� Nous en d�eduisons que fRx� ce qui termine notre preuve par r�ecurrence�

�

Le premier crit�ere pour R nous assure qu�un radical x a un r�esidu et un seul par une d�erivation
d qu�il traverse� Nous sommes amen�es dans ce cas �a sp�ecialiser notre �ecriture ��d���

D�e�nition �	
� On �ecrit x
d
�� x� lorsque dRx et x��d��x�� On sait d�eduire de la travers�ee de

d � u� � � �un par x une multi�d�erivation D � �u���x���� � � ��un��xn��� o�u les radicaux xi� � � i �
n � � sont d�e�nis par x� � x� xn � x� et xi��ui��xi�� pour � � i � n� Dans le cas orthogonal�
cette multi�d�erivation vaut d�x�� Nous l�appellerons aussi d�x� dans le cas g�en�eral�

d

x x'

Figure ����� travers�ee de la d�erivation d par le radical x

On a rencontr�e au chapitre  la notion d��equivalence par permutation� Les permutations n�ont
lieu qu�entre des radicaux u et v compatibles� ce qu�on �ecrit u 	 v� Nous ajoutons maintenant
une troisi�eme propri�et�e �a R qui nous permet d��etablir le r�esultat d��equivalence que nous voulons�

Crit�ere  �Paires critiques� Soit u et x deux radicaux coinitiaux compatibles� Si uRv et
x��u�� � � alors xRv�

u

v v'

id

x

��

id

x

u

v

Figure ����� crit�ere � � transitivit�e et axiome E

Nous justi�ons ce crit�ere informellement� dans un syst�eme orthogonal� x��u�� � � implique
que u contient x� et par transitivit�e x �� v si u �� v dans un syst�eme non orthogonal� les
radicaux x et v sont compatibles sinon u e�ace v �abstraitement� par l�axiome C���
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Nous reprenons le cours de notre d�eveloppement� Nous n�avons utilis�e pour l�instant qu�un sens
���� du crit�ere  lors de la d�emonstration du lemme pr�eparatoire ��� de d�eveloppement� La
direction ��� nous sert maintenant�

Lemme �	

 �lemme de d�eveloppement� Soit U un ensemble deM et f un d�eveloppement
de U � Alors fRx �equivaut �a �u � U� uRx�

D�emonstration� le lemme pr�eparatoire ��� de d�eveloppement nous donne le sens �� L�autre
direction nous vient d�une r�ecurrence sur la profondeur de U � Soit le d�eveloppement f de U �
Il s��ecrit f � u � f � o�u f � est un d�eveloppement de U � � U ��u�� que traverse x�� le r�esidu unique
de x par u� On obtient par hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a U � que �v� � U �� v�Rx�� Soit un
radical v de U � Si v a un r�esidu v� par u le crit�ere  d�eduit de u 	 v� de uRx et de v�Rx� que
vRx� Il s�en suit que seul un radical v e�ac�e par u� c�est��a�dire tel que v��u���� peut se trouver
dans U sans pourtant v�eri�er vRx� On se trouve ici dans les conditions de notre crit�ere �� u 	 v�
x

u
�� x� et v��u�� � �  qui implique donc que vRx� On obtient �v � U� vRx comme convenu� �

Le lemme ���� peut �etre appliqu�e pour d�emontrer ce qui suit�

Lemme �	
� �lemme de travers�ee� Soit d et e deux d�erivations� x et x� deux radicaux� La

relation x
d
�� x� est stable par permutation sur d� si d � e alors x

d
�� x� � x

e
�� x�� Plus

encore� si d� 
 d�x� et e� 
 e�x� alors d� � e��

D�emonstration� la premi�ere partie du lemme est une cons�equence imm�ediate de l�axiome PERM�
de con�uence locale forte et du lemme ���� de d�eveloppement� En e�et� si u 	 v et fu 
 u��v�� et
fv 
 v��u�� alors tout radical y tel que �u � fv�Ry v�eri�e �a la fois yRu et yRv� par le lemme ����
de d�eveloppement il s�en suit avec l�axiome PERM� que pour tout radical y��

y��u � fv��y
� � y��v � fu��y�

On conclut la premi�ere partie du lemme ���� Nous utilisons l�axiome C pour d�emontrer la
seconde partie du lemme� si u 	 v et r 	 u� r 	 v alors �x� y � fu� vg��r��� x 	 y� Donc fu� vg��r�� �
M� ce qui oblige deux d�erivations g� 
 �u � fv��r� et g� 
 �v � fu��r� �a �etre �equivalentes puisque
toutes deux sont des d�eveloppements de fu� vg��r��� �

����� Extraction dun radical

La propri�et�e de travers�ee dRx d�ecrit des radicaux x qui ne participent au calcul de la d�erivation
d� Nous poursuivons notre �etude par l�introduction de la notion d�extraction qui met en jeu elle
aussi des radicaux #ext�erieurs$� mais cette fois�ci r�eduits par d�

D�e�nition �	
 �extraction� On dit que x peut �etre extrait de d� ce qui s��ecrit x�� d lorsque

d peut �etre factoris�e en d � d� � x� � d� o�u x traverse d� jusqu�en x�� x
d��� x�� L�extraction de x

dans d d�etermine la multi�d�erivation D� � d� o�u D� est la multi�d�erivation d��x� introduite en
d�e�nition �����

Nous avons montr�e qu�un ensemble U de M a le m�eme comportement envers la travers�ee
d�un radical que ses d�eveloppements f 
 U � Nous voudrions obtenir ici un r�esultat similaire dans
le cadre de l�extraction� Contrairement �a la travers�ee� le m�ecanisme d�extraction fait intervenir
l��egalit�e entre radical� Nous devons donc l�int�egrer dans le mod�ele g�en�eral du lemme ���� en en

faisant une relation bi�univoque� c�est��a�dire telle que x
d
�� y et x�

d
�� y entra�"nent que x � x��

Nous obtenons le crit�ere suivant�
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d1

x x' d2

Figure ���� extraction de x dans d� � x� � d�

Crit�ere � �Loi d��egalit�e� Soit cinq radicaux r� u� v � u� et v� tels que r 	 u et u��r��u� et v��r��v��
Si rRv alors �u � v � u� � v���

r
u

v'
�

v

u'

Figure ����� crit�ere � � loi d��egalit�e

On trouve d�ej�a le sens �� dans l�axiome D� Nous n�ajoutons donc �a nos hypoth�eses que le
sens ��

Le crit�ere � permet de montrer trois r�esultats qui nous seront indispensables� tout d�abord�
la d�erivation d r�eduit les �r�esidus de� deux radicaux distincts x et y� avec x�� d et y�� d� lors de
deux �etapes di��erentes�

Lemme �	
� Soit x et y deux radicaux tels que x�� d et y�� d� On peut �ecrire alors d � d� �x� �d�
o�u x

d��� x�� Alors y�� d� ou y
d��� y�

x�
�� y�� et y���� d��

Ensuite� nous d�emontrons qu�un radical x ne peut �etre extrait d�un d�eveloppement de U que
s�il lui appartient� x � U � Ce lemme correspond ici au lemme de d�eveloppement dans la partie
pr�ec�edente�

Lemme �	
� �lemme de l�extraction� Soit U un ensemble �ni de radicaux coinitiaux et f
un d�eveloppement de U � Si x�� f alors x � U �

D�emonstration par r�ecurrence sur la longueur de f � Si f est vide alors x ne peut en �etre extrait�
Sinon� si f � u � f � alors par d�e�nition u est un �el�ement de U et f � est un d�eveloppement de
U ��u��� Si x � u alors x est bien �el�ement de U � Sinon uRx par d�e�nition de l�extraction et x

x
�� x�

pour un certain radical x�� Ce radical v�eri�e x��� f � par d�e�nition de l�extraction et donc par
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hypoth�ese de r�ecurrence sur la d�erivation f � nous obtenons que x� � U ��u��� Nous en d�eduisons
qu�il existe un radical v de U �qui v�eri�e donc u 	 v� tel que v��u��x�� Par application du crit�ere
� nous obtenons que x � v parce que uRx et u 	 v� Nous concluons que x est �el�ement de U � ce
qui termine la d�emonstration par r�ecurrence� �

Attention� la r�eciproque n�est pas vraie� Si par exemple r et x sont deux radicaux coinitiaux
tels que r � x alors r � f est un d�eveloppement de fr� xg si f d�eveloppe x��r��� Mais x � �� r�f
puisque r � x�

Soit une d�erivation d et deux radicaux x et y tels que x�� d et y�� d� Nous montrons qu�une
permutation sur la d�erivation d ne peut pas emp�echer �a la fois d�extraire le radical x et le radical
y�

Lemme �	
� �lemme de l�extraction simultan�ee� Soit d et e deux d�erivations �egales �a
une permutation pr�es� d �� e� Soit x et y deux radicaux distincts� Si x�� d et y�� d alors x�� e
ou y�� e�

D�emonstration� deux d�erivations d et e telles que d �� e peuvent s��ecrire� d � f � u � dv � g et
e � f �v �du �g� o�u f � g sont des d�erivations� u et v deux radicaux compatibles tels que du 
 u��v��
et dv 
 v��u��� Nous prouvons le r�esultat par r�ecurrence sur la longueur de d� Choisissons deux
radicaux distincts x et y tels que x�� d et y�� d�

Supposons que f � r � f �� Soit x � r� soit y � r� soit il existe des radicaux x� et y� tels que
x

r
�� x� et y

r
�� y� avec x��� �f � � u � dv � g� et y��� �f � � u � dv � g�� Le lemme est d�emontr�e dans

les deux premiers cas� Nous nous pla%cons dans le dernier cas� Les deux radicaux x� et y� sont
di��erents d�apr�es le crit�ere �� En appliquant l�hypoth�ese de r�ecurrence nous savons que l�un des
deux radicaux x� ou y� peut �etre extrait de f � � v � du � g� Supposons que c�est le radical x� qui
est extrait� Dans ce cas le radical x peut �etre extrait de e�

Supposons que f est vide� d � u � dv � g et e � v � du � g� Premier cas� le radical x traverse
u � dv� il traverse v � du d�apr�es le lemme ���� Ce radical peut d�es lors �etre extrait de e� ce qui
remplit les conditions du lemme� Le m�eme r�esultat est vrai si y traverse u � dv � Second cas� ni
x ni y ne traverse u � dv� Alors les deux radicaux x et y peuvent �etre extraits de u � dv� x�� u � dv
et y�� u � dv� Le lemme de l�extraction a�rme dans ce cas que x � fu� vg et y � fu� vg� L�un des
deux radicaux x ou y vaut donc v et peut pour cette raison �etre extrait de e�

Nous concluons ainsi notre d�emonstration par r�ecurrence� �
Le r�esultat de simpli�cation a �et�e d�emontr�e dans le cas orthogonal� au th�eor�eme �
� Il sera

�enonc�e au lemme ��
	 dans le cadre des syst�emes non orthogonaux� Ici� nous d�emontrons un
cas particulier qui sera utilis�e au cours de la d�emonstration du th�eor�eme de standardisation�

Lemme �	
� �lemme pr�eparatoire de simpli�cation faible� Soit d et e deux d�erivations
�egales �a une permutation pr�es� d �� e� Si x�� d et x�� e alors d�x� � e�x��

D�emonstration� nous utiliserons le m�eme sch�ema de preuve que dans la preuve du lemme �����
Deux d�erivations d et e telles que d �� e peuvent s��ecrire d � f � u � dv � g et e � f � v � du � g�
o�u f � g sont des d�erivations� u et v deux radicaux compatibles tels que du 
 u��v�� et dv 
 v��u���
Nous prouverons le r�esultat par r�ecurrence sur la longueur de d� Prenons un radical x tel que
x�� d� Nous supposons que f � r � f �� et notons d� et e� les d�erivations telles que d � r � d�

et e� � r � e�� Le radical x vaut r ou il existe un radical x� tel que x
r
�� x� et x��� d�� Dans le

premier cas� d�r� � d� � f � � u � dv � g �� f � � u � dv � g � e� � e�r�� ce qui donne le r�esultat�
Sinon� d��x�� � e��x�� par r�ecurrence� et donc dr � �d��x��� � dr � �e��x��� pour dr � r�x�� On peut
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r�e�ecrire ces deux multi�d�erivations respectivement �r � d���x� et �r � e���x�� ce qui prouve que d�x�
et e�x� sont �equivalentes par permutations� Supposons maintenant que f soit vide� c�est��a�dire
d � u �dv �g et e � v �du �g� Nous utilisons le lemme ��� de travers�ee lorsque le radical x traverse

u �dv� x
�u	dv	
�� x�� Les deux multi�d�erivations �u �dv��x� et �v �du��x� sont dans ce cas �equivalentes

�� tandis que d�x� � �v �du� � g�x�� et e�x� � �u �dv� � g�x��� les deux multi�d�erivations d�x� et e�x�
sont donc �equivalentes �� ce qui correspond au r�esultat du lemme� Nous terminons avec le cas
o�u x�� u � dv� qui entra�"ne que x vaut u ou v d�apr�es le lemme ���
 d�extraction� Supposons que
x � u pour montrer que d�x� � e�x�� Tout d�abord� du � u� pour u

v
�� u� parce que u�� e� On sait

par extraction de u dans e que e�u� � fv��u��g��u � g� ce dont on d�eduit que dv � g � e�u�� Cette
d�erivation dv � g vaut justement d�u�� ce qui �etablit comme voulu la relation d�u� � e�u�� Les cas
x � u et x � v sont sym�etriques� et donc d�v� � e�v�� ce qui termine la preuve� L�assertion du
lemme ���� de simpli�cation faible est donc justi��ee par r�ecurrence� �

Profondeur �� d�extraction

La d�emonstration du th�eor�eme de standardisation part d�un principe d�extraction� On d�etermine
d�abord le radical le plus #ext�erieur$ parmi les radicaux qu�on peut extraire d�une d�erivation
d  l�extraction successive des radicaux plus #ext�erieurs$ permet de construire pas �a pas la
d�erivation standard qui correspond �a d� Il faut �etre s�ur que la construction s�arr�ete� Jan Willem
Klop a le premier eu l�id�ee d�utiliser le lemme des d�eveloppements �nis pour d�emontrer ce
r�esultat� voir �Klo 	��� Nous reprenons sa construction d�un ordre �� sur les d�erivations dont
nous d�emontrons la bonne fondation �a partir du lemme ���
 d�extraction�

D�e�nition �	
� On note d ��� e lorsque d 
 e�u� o�u u est un radical extrait de e� La relation
�� est la cl�oture transitive de ���� On dit que e a une profondeur d�extraction plus grande que
celle de d lorsque d �� e�

Lemme �	
� �bonne fondation de ��� L�ordre �� est bien fond�e sur D�

D�emonstration� nous montrons par r�ecurrence sur la longueur de d que �� est bien fond�e sous
d� c�est��a�dire bien�fond�e lorsqu�on le restreint aux d�erivations e telles que e �� d�

Nous montrons d�abord un r�esultat interm�ediaire� Soit U un ensemble �ni de radicaux
coinitiaux deux �a deux compatibles� et f 
 U un de ses d�eveloppements� Soit d une d�erivation
au d�epart de ��f � c�est��a�dire telle qu�on puisse la composer avec f en e � �f �d�� Supposons que
�� est bien fond�e sous d� Nous montrons par r�ecurrence lexicographique sur l�ordinal associ�e �a
d et la profondeur de U que �� est bien fond�e sous f � d� En e�et� soit e� ��� e et x un radical
tel que x�� f � d et e� 
 e��x��� On distingue deux cas� Soit le radical x peut �etre extrait de f �
et alors x � U en appliquant le lemme ���
 d�extraction� Soit x traverse f jusqu�au radical x��

x
f
�� x�� et x� peut �etre extrait de d� La d�erivation e� ��� e qu�on obtient apr�es extraction de x

dans f � d vaut dans le premier cas� e� � f � � d� o�u f � 
 U ��x�� et x � U  et dans le second cas�
e� � f � � d� o�u f � 
 U ��x�� et d� 
 d��x���� et donc d� �� d� Nous pouvons �ecrire�

e� ��� e � f � d et f 
 U �� e� � f � � d� avec

�
soit d� � d et f � 
 U ��x�� pour x � U

soit d� ��� d et f 
 U ��x�� avec x �� U

Nous en concluons r�ecurrence que si �� est bien fond�e sous d � c�est��a�dire �� restreint aux
d�erivations e� telles que e� �� e est bien�fond�e � alors �� est bien�fond�e sous f � d�

Nous revenons �a la d�emonstration du lemme� Supposons la propri�et�e vraie pour toutes les
d�erivations de longueur n� Soit d une d�erivation de longueur n � �� On peut la factoriser en
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d � u � d�� Puisque u est le d�eveloppement de fug et que �� est bien fond�ee sous d�� nous
concluons que �� est bien fond�ee sous d� Notre d�eonstration par r�ecurrence �etablit donc que la
relation �� est bien�fond�ee sous chaque d�erivation� Cette relation est par cons�equent un ordre
bien fond�e� �

L�axiome FD� sert uniquement �a d�emontrer le lemme ���� de d�eveloppement et la bonne
fondation de ��� Il ne joue aucun r�ole aux autres �etapes de la d�emonstration�

Le pr�eordre standard� le pr�eordre d�extraction

La d�e�nition ��� d�ordre plus standard doit �etre reprise dans la perspective de la relation R�
La permutation carr�ee � o�u u 	 v et u k v � et la permutation standardisante � o�u u 	 v
et u � v � d�e�nies aux parties ��� et ��
 peuvent �etre interpr�et�ees dans notre cadre formel
comme des S�permutation � lorsque vRu�

D�e�nition �	�� �S�permutation�

� une d�erivation d est dite obtenue d�une d�erivation e par S�permutation lorsque d � d� �
u � fv � d� et e � d� � v � fu � d� avec vRu� o�u fu et fv sont des d�eveloppements de u��v�� et
v��u��� On �ecrit d�� e�

� le pr�eordre standard � est d�e�ni comme la cl�oture transitive de ��� Si d� e on dit que d

est plus standard que e�

Cette d�e�nition de pr�eordre standard permet d��etablir une d�e�nition nouvelle et plus g�en�erale
de l�extraction� Nous d�emontrons d�abord

Lemme �	�
 �transitivit�e� Si x�� d et d� e alors x�� e�

D�emonstration� Soit d�� e� On peut �ecrire d � f � u � fv � g et e � f � v � fu � g avec vRu� fu et
fv des d�eveloppements de u��v�� et v��u��� Si x�� d alors�

� soit x�� f et alors x�� e�

� soit x
f
�� x� et x��� u � fv� donc par le lemme de l�extraction x� � u ou x� � v� ce qui dans

les deux cas implique que x��� v � fu parce que vRu� Donc x�� e�

� soit x
f 	u	fv�� x� et x��� g� ce qui implique que x

f 	v	fu�� x� par le lemme ��� de travers�ee� et
donc x�� e�

�

Soit une d�erivation d et un radical x� Le lemme ��� de transitivit�e permet de prouver le r�esultat
qui suit�

x�� e si et seulement si il existe une d�erivation d telle que x � d� e

La d�e�nition de l�extraction donne le sens �� et le lemme ��� de transitivit�e d�emontre la
direction �� puisque x�� x � d� A la suite de cette �equivalence nous pouvons g�en�eraliser la
relation d�extraction en un pr�eordre entre d�erivations�

D�e�nition �	�� �extraction� On dit qu�une d�erivation d est extraite de e� ce qu�on �ecrit
d�� e� lorsqu�il existe une d�erivation d� telle que d � d� � e�
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����� Deux nouveaux crit�eres

Nous introduisons deux nouvelles relations R
�

et R� d�e�nies par�

uR
�
v � uRv et vRu

v

u
�

v

u
et

v

u

uR�v � uRv et vR�u

v

u
�

v

u
et

v

u

Ces deux nouvelles relations cherchent �a capturer les notions de k et � dans le cadre de la
relation R� Nous dirons que deux radicaux u et v sont disjoints lorsque uR

�
v et que u embo�"te

v lorsque vR�u� Nous d�e�nissons de la m�eme mani�ere que pour dRx les relations dR
�
x et dR�x

pour une d�erivation d et un radical x coinitiaux�

D�e�nition �	� �travers�ee carr�ee ou au�dessus� On �ecrit que dR
�
x r�ecursivement sur la

longueur de d�

� lorsque d � ida et ��x � a�

� lorsque d � r � d� et rR
�
x et d�R

�
x� o�u x

r
�� x��

	dR�x


� si d � ida et ��x � a�

� si d � r � d� et rR�x et d�R�x
� o�u x

r
�� x��

On �ecrit x
d
��
�
x� lorsque x

d
�� x� et dR

�
x� et on �ecrit x

d
��
�

lorsque x
d
�� x� et dR�x�

Crit�ere � �Crit�ere d�enclave� Si uR�v et x�
v�
�� x� alors il existe deux radicaux x et x� et

un d�eveloppement f de v�x� tels que x
u
�� x�� x

v
�� x� et x�

f
�� x��

Crit�ere � �Stabilit�e� si uR
�
v et x�

v�
�� x�� x�

u�
�� x� alors il existe x tel que x

u
�� x� et x

v
�� x��
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Figure ����� crit�ere d�enclave � axiome III
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Figure ���
� crit�ere de stabilit�e � axiome IV

����� Lemme de lalambic

Un radical x� qui traverse une d�erivation d � u� � � �un a ses r�esidus successifs xi en relation R
�

ou R� avec les radicaux de d� c�est��a�dire�

�i � �����n�� xi
ui��
�
xi�� ou xi

ui��
�

xi��

Le crit�ere d�enclave fait qu�aucun radical ui tel que uiR�xi ne peut cr�eer de radical ui�� tel que
ui��R�

xi��� Nous montrons qu�il est possible de standardiser la d�erivation d en une d�erivation

f �g telle que x�
f
��
�
x� et x�

g
��
�
xn pour un certain radical x�� Les �etapes de travers�ee de la forme

xi
ui��
�

xi�� sont ainsi repouss�ees en �n de d�erivation�

Nous commen%cons par d�emontrer un r�esultat interm�ediaire�

Lemme �	�� �lemme de remont�ee par enclave� Soit dR�x et x
d
�� x��

� si x�Ry� alors il existe y tel que y
d
�� y� et xRy�
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� dans ce cas� 	xR
�
y � x�R

�
y�
 et 	xR�y � x�R�y

�
�

u'

r r'

d

v'
e

��

r r'

d u'

v'v e

u

Figure ����� lemme de remont�ee par enclave

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� La premi�ere partie est d�emontr�ee par
application du crit�ere 
 d�enclave� La seconde partie est d�emontr�ee par le crit�ere  qui combin�e

au crit�ere d�enclave certi�e que si v
u
��
�

v� et x�
v�
�� x� alors il existe x et x� tels que x

u
�� x��

x
v
�� x� et x�

v�
�� x� avec �uR

�
x � u�R

�
x��� Le cas avec R� est bien s�ur �equivalent� �

Lemme �	�� �lemme de l�alambic� Si x
d
�� x� il existe une d�erivation d� � d� plus standard

que d et un radical y tels que x
d���
�
y

d���
�

x�

d

x x'
��

x x'

d2d1

y

Figure ����� le lemme de l�alambic

D�emonstration� par r�ecurrence sur la profondeur �� de d� La preuve est �nie si dR�x� Sinon

d s��ecrit f� � u� � f� avec f�R�x� et u�R
�
x� o�u x

f��� x�� Le crit�ere d�enclave nous certi�e que

le radical u� n�a pas pu �etre cr�e�e par la s�equence f�� Le lemme ��� nous indique qu�il existe

bien un radical u tel que u
f��� u� et xR

�
u� Une fois extrait de d� ce radical u induit l��egalit�e

u � d�� � u � f �� � f�� o�u f �� 
 f��u�� Parce que u � f �� � f� � d le lemme ��� de travers�ee implique
que le radical x�� d�e�ni par x

u
�� x�� v�eri�e� d��Rx��� On conclut avec la remarque que l�hypoth�ese

de r�ecurrence s�applique �a x�� et d�� puisque d�� �� d� Le r�esultat est alors imm�ediat� �

����� Th�eor�eme de propagation

Nous avons prouv�e jusqu��a maintenant des lemmes pr�eparatoires tr�es g�en�eraux� le lemme de
d�eveloppement� le lemme d�extraction� le lemme de transitivit�e� le lemme de l�alambic� Nous
voulons maintenant aborder plus sp�eci�quement la d�emonstration du th�eor�eme de standardisa�
tion� Passons pour cela par une analyse courte du probl�eme�
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Si le th�eor�eme de standardisation est v�eri��e� il existe dans la classe � de d une d�erivation e
plus standard que toutes les autres� Le lemme ��� de transitivit�e montre que le premier radical
x r�eduit par une d�erivation e plus standard que f est aussit�ot extractible de f � c�est��a�dire x�� f �
Ce radical x est donc extractible de toutes les d�erivations �equivalentes �a d par permutation�

Revenons �a notre d�emonstration� En r�eponse �a ce qui vient d��etre not�e nous chercherons �a
d�emontrer qu�il existe pour toute d�erivation d un radical x extractible de toute d�erivation f
telles que f � d� Cela justi�e la d�e�nition suivante�

D�e�nition �	�� Ext d � fx j �e � d� x�� dg

Premi�ere remarque�

Lemme �	�� �lemme de simpli�cation faible� Si r � Ext �r�f� alors r�f � r�g �� f � g�

D�emonstration� nous utilisons le lemme pr�eparatoire ���� de simpli�cation faible� Il existe une
s�equence de d�erivations d����dn telle que d� � r � f � dn � r � g et �i� � � i � n � �� di �� di���
Toutes ces d�erivations di sont �equivalentes �a r � f par permutation� Le radical r appartient �a
Ext �r � f�� Il peut donc �etre extrait de chacun des di� Le lemme ���� de simpli�cation faible
�etablit �i� � � i � n��� di�r� � di���r�� Ce dont on d�eduit par transitivit�e de � que d��r� � dn�r��
c�est��a�dire f � g� �

Nous montrons tout d�abord que si x � Ext d alors r � Ext r � d s�il n�existe pas de radical t
tel que t

r
�� x� Nous aurons besoin pour cela d�un dernier crit�ere sur la relation R�

Crit�ere � Soit u et v deux radicaux coinitiaux� Alors� u 	 v �� u � v ou uRv ou vRu�

v

u ��

v

u ou

v

u

Figure ���	� crit�ere �

Bien entendu la r�eciproque du crit�ere � est entra�"n�ee par le fait que R �	�

D�e�nition �	�� On �ecrit r� x lorsqu�il n�existe pas de radical t tel que t
r
�� x�

Th�eor�eme �	 �th�eor�eme de propagation� Si r � x et x � Ext d alors r � Ext r � d

D�emonstration� soit d une d�erivation telle que r �� Ext r � d� et x un radical tel que r � x et
x � Ext d� Soit une s�equence de d�erivations r � d � d� �� d� �� ��� �� dn �� e telle que pour
tout i on ait r�� di � et r ��� e� On peut factoriser la d�erivation dn en dn � e� � v � fu � e� et la
d�erivation e en e � e� � u � fv � e�� o�u u et v sont deux radicaux distincts et compatibles� fu et
fv des d�eveloppements de u��v�� et v��u���

Nous allons prouver maintenant que r
e��� v� Tout d�abord� si r�� e� alors r�� e� Cela signi�e

qu�il existe un radical r� tel que r
e��� r�� Si �v � fu�Rr� alors �u � fv�Rr� d�apr�es le lemme de

d�eveloppement� et donc r�� e� ce que nos hypoth�eses interdisent� De l�a r��� v � fu� ce qui signi�e
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que r� � u ou r� � v d�apr�es le lemme d�extraction� Si r� � u alors x�� e� Ne reste donc que
r� � v� c�est��a�dire r

e��� v�

D�apr�es le crit�ere � derni�erement introduit� uRv ou vRu� Si uRv alors r�� e� Donc vRu sans que
uRv� c�est��a�dire vR�u � voir �gure ����
�

r

u'

v

u

fv

e1

2e

Figure ����� premi�ere �etape � u contient v

Nous appliquons maintenant le lemme de l�alambic �a la d�erivation e�� ce qui indique qu�il

existe une d�erivation f � g plus standard que e� telle que r
f
��
�
r�

g
��
�

v� Standardiser e� en f � g
nous donne le moyen de rapprocher x de u� pour les comparer� On utilise le lemme ��� pour
faire #reculer$ u jusqu��a r�� et le lemme ��� qui suit pour faire traverser x jusqu��a ��r�� Nous
nous permettons d�ins�erer ici un lemme interm�ediaire �a la d�emonstration heureusement facile�

r0r

u'

v

u

fv
2e

f g

x f' g'

Figure ���� seconde �etape � u va �etre remont�e jusqu��a r�

Lemme �	�� �lemme interm�ediaire de remont�ee par stabilit�e� Soit r
d
��
�
r� et e � d�r��

Si v
e
�� v� et u�

r�
�� v� alors il existe un radical u tel que u

d
�� u�

r�
�� v� et u

r
�� v

e
�� v�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� par application imm�ediate du crit�ere � de
stabilit�e�

�

Nous reprenons la d�emonstration du th�eor�eme ��� de propagation� Soit f � la d�erivation r�esidu
de f par r� et g� un d�eveloppement de g�r��� Le radical x se trouve dans Ext d� et d � f � �g� �u� �e�

d�apr�es le lemme ��� de simpli�cation faible� pour cette raison� soit x�� f �� soit x
f
�� x� pour un

radical x�� Supposons le premier cas� si x�� f �� on peut d�ecomposer f et f � en f � f� �w� � f� et

f � � f �� � x� � f
�
� avec x

f �
��� x�� f �� � f��r�� r

f��� r� et w�
r���
�
x�� On se retrouve avec f� et f ��� x� w�

et x� dans la situation du lemme ��� de remont�ee par stabilit�e� il existe un radical w tel que

w
r
�� x

f �
��� x� et w

f��� w�
r���� Ce qui contredit que r� x� Ne reste qu�une �eventualit�e� x

f �

�� x�  
par le lemme ��� de remont�ee par stabilit�e� r� � x��
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r r'

d
u'

v'v e

��

r r'

d u'

v'v e

u

Figure ���� troisi�eme �etape � le lemme de remont�ee par stabilit�e

Cette �etape importante d�epass�ee� on montre avec le lemme ��� de remont�ee par enclave qu�il
existe un radical u� tel que u�

g
�� u et r�R�u�� On se retrouve dans la situation suivante�

r
f
�� r� u�

g
�� u x

f �

�� x� r�R�u� r� � x�

r0r

f

x

f'

u0

u'0
x0

et

r0 v

g

g'

u

u'

u0

u'0

Figure ��� derni�ere �etape� vue des deux c�ot�es de r�  le radical u�� contient�il x�!

Nos constructions ont abouti� le crit�ere 
 d�enclave et r� � x� entra�"nent que u��R
�x�� le

radical x ne peut pas �etre extrait de f � � u��� ni la traverser� Nous montrons maintenant que
f � � u�� v d� conclusion qui contredit l�appartenance de x �a Ext d� Reprenons la construction de
f � � u��� nous sommes pass�es par une s�erie de permutations de r � d �a dn � e� � v � fu � e� puis �a
f �g �v �fu �e�  puis par les deux lemmes de remont�ee par enclave et stabilit�e �a f �r� �u�� �g

�� �e� o�u
g� 
 g�r�� et g�� 
 g��u���� Nous avons pris garde au cours de ces mouvements que r reste extrait
de chaque d�erivation� Cette pr�ecaution nous permet d�a�rmer qu��a chacune des permutations
sur r �d correspond une s�erie de permutations sur d par r�esidu par r � on applique ici le lemme
pr�eparatoire ���� de simpli�cation faible� Pour �nir� les deux d�erivations d et f � �u�� � g

�� � e� sont
�equivalentes �� avec un radical x qui ne peut pas �etre extrait de f � � u�� � g

�� � e� � alors que
x � Ext d� La cha�"ne de d�erivations r � d � d� �� d� �� ��� �� dn �� e que nous imaginions
en d�ebut de preuve ne peut donc pas exister  toujours le radical r peut �etre extrait de e si
�r � d� � e � ce qui signi�e que r � Ext �r � d�� Voil�a d�emontr�e le th�eor�eme ��� de propagation�

�

����	 Th�eor�eme du radical toujours extrait

Soit d une d�erivation non vide� Nous d�emontrons dans cette section que l�ensemble Ext d n�est
pas vide� Nous commen%cons par d�emontrer ce r�esultat quand d ne r�eduit qu�un seul radical x�
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Lemme �	� Soit x un radical quelconque� On a Ext x � fxg�

D�emonstration� toute d�erivation �equivalente �a x est de la forme f � x� o�u x
f
�� x� et f �x� � ida�

a � ��x� En e�et� supposons que d soit de cette forme� d � f � x�� x
f
�� x� et f �x� � ida� et que

e �� d� Alors�

� si la permutation entre d et e a lieu dans f alors e s��ecrit e � f � � x� avec f �� f � d�o�u

x
f �

�� x� par le lemme ��� de travers�ee� Du corollaire du lemme qui nous indique que les
r�esidus de f et f � par x sont �equivalents on tire que f ��x� � ida�

� si x� intervient dans la permutation entre d et e alors e � f � x�� et d � f � u � x� avec

x
f
�� x��

u
�� x�� Par d�e�nition des r�esidus de d�erivation� u��x���� � �� et donc e � f � x�� avec

f �x� � ida�

�

Th�eor�eme �	� �Th�eor�eme du radical toujours extrait� Soit une d�erivation d � M ��
P � Si d est di��erente de idM alors l�ensemble Ext d n�est pas vide�

D�emonstration� Notre d�emonstration se fait par r�ecurrence sur l�ordre bien fond�e��� Supposons
qu�il existe une d�erivation non vide d telle que Ext d � �� Parmi ces d�erivations nous choisissons
une d�erivation d minimale pour l�ordre ��� Cette d�erivation v�eri�e donc�

�x�� d� d� 
 d�x� �� �Ext d� �� � ou �a� d� � ida�

Notre objectif est bien �evidemment de montrer qu�une telle d�erivation n�existe pas� Avec le
lemme ���� la d�erivation d que nous avons choisie ���minimale ne peut pas �etre �equivalente �a
un radical par permutation� La d�erivation d v�eri�e donc n�ec�essairement�

�x�� d� d� 
 d�x� �� Ext d� �� �

Pour montrer qu�aucune telle d�erivation d n�existe nous construisons une relation i entre les
radicaux x de ��d tels que x�� d�

D�e�nition �	
 Nous �ecrirons xiy lorsque x�� d� y�� d et y
x
�� z avec z � Ext d� pour un certain

d� 
 d�x��

Le lemme de conservation �etablit que pour chaque radical qui peut �etre extrait de d� x�� d� il
existe un radical y tel que xiy� En e�et� si z � Ext d� pour d� 
 d�x� sans qu�il existe de radical
y tel que y

x
�� z alors x � z et donc x � Ext d� ce qui nous est interdit par le choix de d� Il

existe donc un radical y tel que y
x
�� z � Ext d�� Le lemme de transitivit�e assure �nalement que

y�� d parce que y�� x � d� et x � d� � d� Donc xiy�
Nous montrerons maintenant que i contient des cycles� Il su�t pour cela de remarquer que

le nombre de radicaux x qu�on peut extraire de d est born�e par la longueur de d� d�apr�es le
crit�ere � et le caract�ere bi�univoque de R�

Il existe donc un cycle de radicaux x�ix�i���ixk � x� minimal en taille� Nous savons que par
d�e�nition xi �� xi�� et l � �� Aucun des radicaux xi ne se trouve dans Ext d� Il existe donc une
suite di de d�erivations d � d� �� d� �� ��� �� dn �� e �equivalentes telle qu�on puisse extraire
les xi de tous les dj �

�i� �j� �� i � k� � � j � n �� xi�� dj
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tandis qu�un certain xl ne puisse pas �etre extrait de e� xl � �� e� Si l � � on d�ecide de le remplacer
par l � k� ce que nous autorise l��egalit�e� x� � xk� Le lemme ���� des extractions simultan�ees
nous informe que tous les radicaux xi� xi �� xl� peut �etre extrait de e� On peut donc extraire
xl�� de e et obtenir une d�erivation e� 
 e�xl���� �equivalente � �a d�xl��� par le lemme ���
de simpli�cation faible� On utilise le fait maintenant que xl��ixl� Le r�esidu y de xl par xl���

xl
xl��
�� y se trouve dans Ext e�� et donc peut en �etre extrait� Le radical xl peut donc �etre extrait

de �xl�� � e
�� qui est plus standard que e� On obtient par le lemme de transitivit�e que xl peut

�etre extrait de e� ce qui contredit nos hypoth�eses� L�ensemble Ext d n�est donc vide que lorsque
d elle aussi est une d�erivation vide� �

Il existe ainsi dans toutes les d�erivations non vides un radical qu�aucune s�erie de permutation
n�emp�eche d��etre extrait� �

L�existence d�un radical dans Ext d constitue le fondement du th�eor�eme de standardisation
et techniquement la partie la plus di�cile �a d�emontrer�

����� D�emonstration du th�eor�eme de standardisation

Il ne nous reste �a prouver apr�es ce r�esultat que des propri�et�es simples des relations R� R
�

et R� qui su�ront pour le th�eor�eme de standardisation� Tout d�abord nous distinguerons les
permutations carr�ees et standardisantes parmi les S�permutations�

D�e�nition �	� �permutation carr�e� permutation standardisante� � une d�erivation
d est dite obtenue d�une d�erivation e par permutation carr�ee lorsque d � f � u � v� � g et
e � f � v � u� � g avec uR

�
v� o�u u

v
��
�
u� et v

u
��
�
v�� On �ecrit d��e�

� la relation d��equivalence � est d�e�ni comme la cl�oture r�e�exive transitive de ��� Si d�e
on dit que d est �equivalent carr�e �a e�

� une d�erivation d est dite obtenue d�une d�erivation e par permutation standardisante lor�
sque d � f � u � fv � g et e � f � v � u� � g avec vR�u� o�u u

v
��
�

u� et fv 
 v��u��� On �ecrit
d� e�

� on �ecrit d� e lorsqu�il existe deux d�erivations d� et e� telles que d� d�� e� � e�

D�e�nition �	 �d�erivation standard� Une d�erivation e est standard lorsque pour toute
d�erivation d � e� si d� e alors e� d�

La d�e�nition de d�erivation standard a un inconv�enient� rien n�assure si f� � f� que f� et f�
sont standards� Nous proposons la d�e�nition de #d�erivation tr�es standard$ pour r�esoudre cette
question� si f� � f� est tr�es standard alors f� et f� sont eux�m�emes tr�es standards�

D�e�nition �	� �d�erivation tr�es standard� Une d�erivation e est tr�es standard si et seule�
ment si il est impossible d�y appliquer une permutation standardisante apr�es des permutations
carr�ees�

�e�� e�e� �� �d���d� e��

Toute d�erivation e tr�es standard est une d�erivation standard puisque d � e implique que
d�e� Nous d�emontrerons la r�eciproque en lemme ���	� Pour l�instant� nous pr�eparons le lemme
���� de pr�e�caract�erisation en d�emontrant le r�esultat suivant�
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Lemme �	� �radicaux ext�erieurs et r�esidus� Soit r � d une d�erivation�

� si x � Ext �r � d� et x
r
�� x� alors x� � Ext d�

� si r � Ext �r � d� et x
r
�� y pour y � Ext d alors x � Ext �r � d��

D�emonstration� nous prouvons la premi�ere assertion en remarquant que les d�erivations r � d�

sont �equivalentes �a r � d par permutations si d � d�� Le radical x � Ext �r � d� peut donc en
�etre extrait� ce qui oblige y �a pouvoir �etre extrait de d� �a cause du crit�ere �� y � Ext d� La
preuve de la deuxi�eme assertion utilise le lemme de transitivit�e� Soit x

r
�� y et y � Ext d pour

r � Ext �r � d�� Le radical r peut �etre extrait de toute d�erivation e� si e� � r � d� La d�erivation
d� 
 e��r� est �equivalente �a d d�apr�es le lemme ��� de simpli�cation faible� Donc y peut �etre
extrait de d�� et x de r � d�� La d�erivation r � d� est plus standard que e�� nous savons du lemme
��� de transitivit�e que x peut aussi �etre extrait de e�� Donc x � Ext �r � d�� �On distingue
parmi les d�erivations tr�es standard certaines d�erivations tr�es particuli�eres�

Lemme �	� �lemme de pr�e�caract�erisation� Une d�erivation d � u� � � �un est tr�es stand�
ard lorsque�

�a chaque �etape i� le radical ui appartient �a Ext �ui � � �un� ���

D�emonstration� nous montrons que la propri�et�e ��� est stable par permutation carr�ee� Soit un
radical r et une d�erivation d tels que r est un �el�ement de Ext r � d� Soit deux radicaux x et y
tels que x

r
�� y� Il d�ecoule du lemme ���
 que

x � Ext r � d � y � Ext d

On conclut� si d � u� � � �un et �a chaque �etape i� le radical ui est dans Ext �ui � � �un�� alors toute
d�erivation e � v� � � �vn obtenue par permutations carr�ees sur d a la m�eme propri�et�e� �a chaque
�etape i� le radical vi appartient �a Ext �vi � � �vn�� Nous en d�eduisons le r�esultat� �

Th�eor�eme �	� �Th�eor�eme de standardisation� Soit un syst�eme axiomatique �D� 	�R� qui
v�eri�e les axiomes A� B� C� D� FD� et PERM�� et les crit�eres ����������� et �� Il existe alors
dans chaque classe � une et une seule d�erivation standard �a permutations carr�ees pr�es�

D�emonstration�

Existence Nous d�emontrons par r�ecurrence sur la profondeur �� de d un r�esultat un peu plus fort�
il existe pour tout f de profondeur �� plus petite que d une d�erivation f � � v� � � �vn plus
standard que f telle que �i� vi � Ext vi � � �vn� Soit x un radical dans Ext d et f 
 d�x��
La d�erivation f est plus petite �� que d� Il existe donc une d�erivation f � � v� � � �vn plus
standard que f telle que �i� vi � Ext vi � � �vn� La d�erivation x � f � est plus standard que
x � f � donc plus standard que d� �x � f �� v�eri�e�t�elle notre crit�ere! En e�et� x � Ext x � f �

parce que x � f � � d� Nous venons donc de d�emontrer par r�ecurrence qu�il existe pour
toute d�erivation d une d�erivation d� plus standard qui v�eri�e le crit�ere du lemme ���� de
pr�e�caract�erisation� Cette d�erivation d� est donc tr�es standard�

Interm�ediaire Nous d�emontrons ici que toute d�erivation standard est tr�es standard� Soit une d�erivation
standard e� Nous venons de montrer qu�il existe une d�erivation d tr�es standard telle que
d � e� La d�erivation e est standard� c�est��a�dire que sa classe de permutation est �	��
minimale� Il s�en suit que e� d� Nous concluons que e�d du fait que d est tr�es standard�
La d�erivation e est donc tr�es standard�
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Unicit�e Supposons que e et f sont deux d�erivations tr�es standards �equivalentes �a d� Le r�esultat
interm�ediaire d�emontre que e et f sont tr�es standards� Nous montrons que e�f par
r�ecurrence sur la longueur de e� Soit x un radical �el�ement de Ext d� Les relations x�� e et
x�� f sont renforc�ees en x�� ke et x�� kf parce que e et f sont tr�es standards� Il s�en suit
que e�x� et f �x� sont tr�es standards �et donc standard� par d�ecomposition elles sont aussi
�equivalentes � d�apr�es le lemme ��� de simpli�cation faible et x � Ext e� On d�eduit par
r�ecurrence que e�x��f �x�� La relation e�f suit car par permutations carr�ees� e��x � e�x��
et �x � f �x���f � L�unicit�e de la classe � standard est alors prouv�ee par notre r�ecurrence�

�

D�e�nition �	� Nous appellerons axiomes de standardisation les axiomes A� B� C� D� FD��
PERM� associ�es aux crit�eres � �a ��

Nous d�eduisons du r�esultat d�unicit�e une caract�erisation des d�erivations standards�

Lemme �	� �lemme de caract�erisation� Soit une d�erivation d � u� � � �un� Les trois pro�
pri�t�e suivantes sont �equivalentes�

�� la d�erivation d est standard�

�� �a chaque �etape i entre � et n� le radical ui appartient �a Ext �ui � � �un��

�� la d�erivation d est tr�es standard�

D�emonstration� le lemme ���� de pr�e�caract�erisation montre � �� ��� Le r�esultat interm�ediaire
du th�eor�eme ��
 de standardisation montre �� �� ��� et �� �� �� est imm�ediat� Nous
d�emontrons que �� �� � est une cons�equence de l�unicit�e de la d�erivation standard dans
sa classe de permutation� modulo �� Soit e � u � e� une d�erivation standard �equivalente �a la
d�erivation d par permutation� L�unicit�e assure que e est plus standard que toutes les d�erivations
f �equivalentes � �a d�

f � d �� e� f

Le lemme ��� de transitivit�e �etablit alors que u peut �etre extrait de toute d�erivation f � le
radical u se trouve donc dans Ext d� qui vaut Ext e� Le premier radical que r�eduit une d�erivation
e � u �e� standard se trouve dans Ext e� La d�erivation e est tr�es standard� ce qui entraine que la
d�erivation e� qui la prolonge est tr�es standard� donc standard� Ce qui d�emontre par r�ecurrence
�� �� �� �

��	 Extension aux syst�emes non orthogonaux

����� Les axiomes I� II� III et IV adapt�es aux syst�emes non orthogonaux

Cette partie explique comment introduire la relation d�incompatibilit�e et modi�er les axiomes
de standardisation pour d�emontrer le th�eor�eme dans le cadre de r�e�ecritures avec paires critiques�
La r�edaction de ces nouveaux axiomes s�appuie sur la relation de compatibilit�e 	� Nous montrons
en section ��
� que les axiomes C� C�� E� I� II� III et IV impliquent les crit�eres � � � utilis�es
dans la section pr�ec�edente�

Nous commen%cons par faire l�hypoth�ese des axiomes A� B et C du chapitre � Nous rappelons
l�axiome C�
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Petit axiome C �compatibilit�es�� u��r��u�� v��r��v�� si r 	 u et r 	 v alors u 	 v �� u� 	 v�

Nous lui adjoignons une r�eciproque tr�es faible�

Petit axiome C� �compatibilit�e des anc�etres�� Soit quatre radicaux r� u� v et v� tels que
r 	 u� r 	 v� r �� v� et v��r��v�� Si u��r�� � � ou �u��r��u� et u� 	 v�� alors u 	 v�

Nous faisons l�hypoth�ese suppl�ementaire que deux radicaux incompatibles n�ont aucun r�esidu
mutuels�

Petit axiome E �incompatibilit�e�� Soit deux radicaux coinitiaux u et v� Si u&v alors
v��u�� � ��

La relation de compatibilit�e 	 est indispensable si on veut �etendre correctement les deux axiomes
de la partie ����

Dans le cas orthogonal� la relation � est un ordre� c�est��a�dire qu�elle est r�e�exive� anti�
sym�etrique et transitive� Dans le cas orthogonal� nous voudrons une relation � r�e�exive� anti�
sym�etrique et 	�transitive�

D�e�nition �	� 	�transitivit�e Soit un syst�eme �a compatibilit�e et embo�tement �D� 	� ���
La relation � est 	�transitive lorsque pour tout triplet �u� v� w� de radicaux tels que u 	 v�

u 	 w et v 	 w� si u � v et v � w alors u � w�
Une relation binaire � r�e�exive� anti�sym�etrique et transitive sur les radicaux est appel�ee

un 	�ordre dans �D� 	��

L�axiome I une fois adapt�e indique qu�un radical r ne duplique ou n�e�ace que les radicaux
x qu�il contient ou avec qui il forme une paire critique�
Axiome I& Lin�earit�e
Soit deux radicaux coinitiaux r et u� Ils v�eri�ent� �r �� u et r 	 u� �� ��u�� u��r��u��

�������������������������

L�axiome II En e�et� l�axiome E et l�hypoth�ese qu�il existe des r�esidus de u et v par r�eduction
de r imposent r 	 x et r 	 y�
Axiome II& Non�Contextualit�e
Soit r� u� v� u� et v� cinq radicaux tels que u��r��u� et v��r��v�� Ils v�eri�ent la propri�et�e suivante�

�u � v � u� � v�� ou r � v�

�������������������������

La traduction que nous proposons des axiomes III et IV est assez naturelle� Le changement le
plus int�eressant se situe dans l�axiome III� un radical r emboit�e sous u et tel que u 	 r peut
cr�eer �ou transformer un radical qu�il domine en� un radical s lui�m�eme en paire critique avec
u�� le r�esidu unique de u par r�eduction de r� u��r��u��

Nous donnons un exemple syntaxique de ce comportement� Soit le syst�eme du premier ordre�

F �x� � I F �B� � J A� B

Le radical u � F �A� � I contient le radical r � F �A� � F �B� et lui est compatible  le radical
r cr�ee un radical s � F �B� � J qui est incompatible avec u� � F �B� � I � le r�esidu de u par r�

Axiome III& d�enclave
Soit r� u� u� trois radicaux tels que u��r��u��
�Cr�eation� si u � r et r cr�ee s� c�est��a�dire ��r��s � �� alors u� � s ou u�&s�
�Embo��tement� si u � r � v et v��r��v� alors u� � v� ou u�&v��
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�������������������������

Axiome IV& stabilit�e
Soit deux radicaux compatibles et disjoints u et v� u 	 v et u k v� et leurs r�esidus mutuels les

radicaux u� et v�� u��v��u� et v��u��v�� Soit t� un radical coinitial �a v� et t� un radical coinitial �a u��
Nous supposons qu�il existe un radical t� tel que t���v���t� et t���u���t��

Si v� �� t� et u� �� t� alors

�Cr�eation� il existe un radical t compatible avec u et v tel que t��u��t� et t��v��t��
�Embo��tement� ce radical t v�eri�e que u �� t ou v �� t�

�������������������������

Les permutations carr�ees et standardisantes sont d�e�nies de la m�eme mani�ere que dans le
cas orthogonal� en permutant des radicaux compatibles disjoints ou embo�"t�es� Comme dans le
cas orthogonal� on obtient un pr�e�ordre de standardisation � dont les d�erivations minimales
sont appel�ees #d�erivations standards$�

����� V�eri�cation des crit�eres

Nous devons maintenant v�eri�er que notre d�emonstration de standardisation s�applique aussi
bien aux syst�emes orthogonaux qui v�eri�ent les axiomes A� B� D� FD� PERM� I� II� III et IV
qu�aux syst�emes non orthogonaux qui v�eri�ent les axiomes A� B� C� C�� D� E� FD�� PERM��
I&� II&� III& et IV&� Tout syst�eme �D� 	� �� peut �etre traduit dans un syst�eme axiomatique
�D� 	�R� en d�e�nissant la relation R comme suit�

pour tout couple �u� v� de radicaux� uRv lorsque u 	 v et u �� v�

Nous d�emontrons que tout syst�eme non orthogonal �D� 	� �� enrichi d�une relation d�embo�"tement
qui v�eri�e les axiomes A� B� C� C�� D� E� FD�� PERM�� I&� II&� III& et IV& est traduit en
un syst�eme de axiomatique �D� 	�R� qui v�eri�e les axiomes A� B� C� D� FD�� PERM�� et les
crit�eres � �a �� Le th�eor�eme de standardisation peut donc �etre appliqu�e �a ces syst�emes�

�� le crit�ere � est d�emontr�e avec l�axiome I&�

� le crit�ere  est d�emontr�e �a partir de l�axiome  et des axiomes C� C� et D� Soit des radicaux
r� u et v tels que u��r��u� et v��r��v�� Supposons que r 	 u et rRv� c�est��a�dire r 	 v et r �� v�

Si uRv alors� u� 	 v� par l�axiome C u� � v� impliquerait u � v par l�axiome  et r �� v 
u� � v� impliquerait u � v par l�axiome D� Donc uRv implique u�Rv��

Si u�Rv� alors� l�axiome C� implique u 	 v parce que r 	 u� r 	 v� r �� v et v��r��v�� et u��r��u�

et u� 	 v� si u � v alors u� � v� par l�axiome � et r �� v si u � v alors u� � v� par l�axiome
 et r �� v� Donc u�Rv� implique uRv�

�� le crit�ere � est d�emontr�e �a partir des axiomes � et E� Soit trois radicaux coinitiaux u� v
et x tels que u 	 x et x��u�� � �� Supposons que uRv� c�est��a�dire u 	 v et u �� v�

Nous d�emontrons que v 	 x avec l�axiome C�� En e�et� on a u 	 x� u 	 v� u �� v et v��u��v�

et x��u�� � ��

Pour d�emontrer que x �� v on utilise la 	�transitivit�e de �� Tout d�abord� u 	 v� u 	 x et
v 	 x� Ensuite� par l�axiome �� u � x� Si x � v alors u � v� ce qui contredit uRv�
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�� le crit�ere � est d�emontr�e �a partir de l�axiome I& et l�axiome D� Prenons trois radicaux r�
u� v� u� et v� tels que u��r��u� et v��r��v�� Si u � v et rRu alors u a pour r�esidu u� et v�� ce
qui par l�axiome � montre que u� � v�� Si u� � v� alors u et v ont un r�esidu en commun
par r� l�axiome D impose que u � v�


� le crit�ere 
 reprend l�axiome III&� Supposons cinq radicaux u� v� v�� x� et x� tels que
v

u
��
�
v� et x�R�v

�x�� Cela traduit en terme de compatibilit��e et d�ordre signi�e que u 	 v�
v � u� v� 	 x� et v� �� x�� L�axiome III& �cr�eation� indique que u ne cr�ee pas x�� Il existe
donc un radical x tel que x��u��x�� L�axiome III& �embo�"tement� indique que u ne contient
pas x� u �� x� Les axiomes A et E montrent que u �� x et u 	 x du fait que x a un r�esidu
par r�eduction de u� Autrement dit� x

u
�� x�� Parce que les crit�eres ��  et � ont d�eja.

�et�e v�eri��es� on peut appliquer le lemme de d�eveloppement sur fu� vg et d�emontrer qu�il

existe un radical x� tel que x
v
�� x� et x�

f
�� x pour tout d�eveloppement f de u��v��� Ce qui

d�emontre que le crit�ere 
 est vrai lorsque le syst�eme d�embo�"tement v�eri�e les axiomes A�
B� C� C�� D� E� I&� II& et III&�

�� le crit�ere � est d�emontr�e de la m�eme mani�ere que le crit�ere 
 en rempla%cant l�axiome III&
par l�axiome IV&�

�� le crit�ere � est facile �a prouver� si u 	 v alors soit u � v� soit u � v� soit u �� v� La
propri�et�e d�ordre de � implique dans le cas u � v que v �� u� On en d�eduit que u 	 v
implique soit u � v� soit vRu� soit uRv

Le th�eor�eme de standardisation

On conclut� La d�emonstration du th�eor�eme de standardisation donn�ee en section ��� s�applique
au cas des syst�emes orthogonaux et au cas des syst�emes non orthogonaux� s�ils v�eri�ent les
axiomes de standardisation donn�es jusqu�ici� Nous pouvons donc �ecrire�

Th�eor�eme �	� �Existence et unicit�e� Soit un syst�eme �D� 	� �� non orthogonal enrichi d�un
	�ordre � sur les radicaux coinitiaux� Nous supposons qu�il v�eri�e les axiomes A� B� C� C�� D�
E� PERM�� I&� II&� III& et IV&� Il existe alos dans chaque classe de permutation � une
d�erivation standard plus standard que toutes les d�erivations de cette classe� Cette d�erivation
dstd est unique dans sa classe � �a permutations carr�ees � pr�es�

Nous conseillons en premi�ere lecture d�arr�eter le chapitre ici et de le reprendre en section ����

Pour simpli�er� nous appelons dor�enavant axiomes I� II� III et IV les axiomes I&� II&� III& et
IV&�

��� Th�eor�eme d�existence sans axiomes III et IV

Nous avons d�emontr�e l�existence et l�unicit�e d�une d�erivation standard dans chaque classe de
permutation �a partir des axiomes I� II� III et IV� Nous voulons d�emontrer ici l�existence pour
chaque d�erivation d�une d�erivation standard sans utiliser les axiomes III et IV� Autrement dit�
nous d�emontrons ce r�esultat d�existence �a partir des crit�eres ��  et �� sans faire appel aux
crit�eres �� 
� � et ��

Hypoth�ese �	
 Dans cette section� le syst�eme axiomatique �D� 	�R� v�eri�e les axiomes A� B�
C� D� et crit�eres �� � et ��
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��	�� R�esultats pr�eliminaires

Nous commen%cons par donner l��equivalent des lemmes de travers�ee et de l�extraction pour les
permutations carr�ees� Nous b�en�e�cions du fait que les deux relations 		 et R� entre radicaux
d�e�nies par

		�	 �R
�

et R� � R
�

v�eri�ent les crit�eres et axiomes �enonc�es pour 	 et R au cours de la sous�partie ������ Les r�esultats
d�alors peuvent �etre r�epris tels quels dans ce nouveau cadre� ce qui entra�"ne les lemmes suivant
de d�eveloppements carr�es et de travers�ee carr�ee�

Lemme �	�� �lemme de d�eveloppement carr�e r�ecriproque� Soit U un ensemble de M
et f un d�eveloppement de U � Si �u� v � U� u �� v �� uR

�
v alors� fR

�
x �equivaut �a �u �

U� uR
�
x�

Lemme �	�
 �lemme de travers�ee carr�ee� On en d�eduit avec l�axiome de con�uence locale

que la relation x
d
��
�

x� est stable par �equivalence � sur d� x
d
��
�

x� � x
e
��
�

x� pour d�e� De
plus� si d� 
 d�x� et e� 
 e�x� alors d��e��

Nous reprenons pour R
�

la d�e�nition ���� d�extraction �� �

D�e�nition �	�� �extraction carr�ee� On dit que x peut �etre extrait carr�e de d� ce qui s��ecrit

x�� kd lorsque d peut se d�ecomposer en d � d� � x� � d� o�u x
d���
�
x��

Lemme �	� �transitivit�e carr�ee� Si x�� kd et d�e alors x�� ke et d�x��e�x��

D�emonstration� la premi�ere partie du lemme est la reprise du lemme ��� de transitivit�e pour
R
�

� et la seconde partie la reprise du lemme ��� de simpli�cation faible� �
Les trois propri�et�es qui suivent ne peuvent pas �etre d�eduite de r�esultats pr�ec�edents sur �� au
moins parce qu�elles font intervenir la relation � �

Lemme �	�� Si d� e et eR
�
x alors dRx et d�� e�x� pour d� 
 d�x��

D�emonstration� ce lemme sort du sch�ema de traduction des lemmes de R dans ceux de R
�

�
La premi�ere propri�et�e dRx est une application du lemme ��� de travers�ee� Pour d�emontrer
la seconde propri�et�e nous travaillons sur une permutation standardisante form�ee par les deux

radicaux u et v embo�"t�es� u
v
��
�
u� et f 
 v��u��� Soit x� x� et x�� trois radicaux tels que x

v
��
�
x�

u�
��
�
x���

Soit v� et u�� tels que v
x
�� v� et u�

x�
�� u��� Il nous faut comparer �u �f��x� et �v �u���x� et d�emontrer

qu�ils forment un diagramme de permutation standardisante� Les deux radicaux x� et u� sont
disjoints tandis que x

v
��
�
x� et u

v
��
�

u�� le crit�ere  implique �parce que v 	 u et v 	 x� que x et

u sont disjoints� xR
�
u� Soit u� et x� tels que u

x
��
�
u� et x

u
��
�
x�� L�axiome PERM� appliqu�e

aux couples �x� v� et �u� v� �etablit que u
x
��
�

u�
v��� u�� et x

u
��
�

x�
f
�� x��� Soit la d�erivation h

un d�eveloppement de �u � f��x�� On peut �ecrire la d�erivation h comme u� � f� o�u f� d�eveloppe
f �x��� La d�erivation �v � u���x� vaut v� � u��� Nous voulons montrer que �u� � f��� v� � u�� quel que
soit f� 
 f �x��� On sait que u� embo�"te v� du fait que u embo�"te v et u

x
��
�

u�� v
x
��
�

v�� Reste

�a prouver que f� est un d�eveloppement de v���u���� puisqu�on sait que u�
v���
�

u��� Nous utilisons
pour cela le lemme �
�� f� d�eveloppe f �x�� o�u x� traverse f et o�u f est un d�eveloppement de
v��u��� Le lemme de d�eveloppement �etablit que le radical x� traverse tous les radicaux de v��u��� et
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donc leur est compatible� La d�erivation f� est donc un d�eveloppement de l�ensemble v��u����x���
qui vaut v��x����u��� par application de l�axiome PERM� de permutation� Voil�a la d�emonstration
termin�ee� puisque f� 
 v���u���� et le diagramme de permutation standardisante compl�et�e� �

Corollaire �	�� �lemme du pas� Supposons que x�� ke et d� e et x�� d� Toutes les d�erivations
d� qui d�eveloppent d�x� v�eri�ent alors d� � e�x��

D�emonstration� On peut �ecrire e � f �v �u� �g et d � f �u �dv �g avec vR�u� u
v
��
�
u� et dv 
 v��u���

Nous r�esolvons le corollaire par une �etude de cas�

� si x�� kf alors x�� kd et d�x�� e�x��

� le radical x ne peut pas avoir v comme r�esidu par f � on ne pourrait pas l�extraire de d� Il
ne peut pas avoir non plus avoir u� comme r�esidu par f � v� on ne pourrait pas l�extraire
carr�e de e�

� ne reste que le cas o�u x
f 	v	u�
��
�

x� et x��� kg� pour un certain radical x�� On utilise dans ce

cas le lemme ���� pour �etablir que x
f 	u	dv�� x� et que � � �f � v � u���x� si � 
 �f � u � dv��x��

Tout d�eveloppement d� de d�x� est la composition d�un de ces � 
 �f �u �dv��x� et de g�x���
d� � � � g�x��� Quant �a la d�erivation e�x�� elle est la composition de �f � v � u���x� avec le
m�eme g�x��� e�x� � �f � v � u���x� � g�x��� La propri�et�e d�� e�x� est aussit�ot �etablie� ce qui
termine la d�emonstration du corollaire ���
�

�

Une d�emonstration doit savoir trouver son chemin dans un environnement embarrass�e� Rien
n�indique dans le lemme du pas que x puisse �etre extrait de d� La r�eduction d�un radical disjoint
de x peut placer des radicaux sous celui�ci et interdire ainsi �a la relation �� k de rester stable lors
des permutations standardisantes� L�emploi de cette relation doit �etre limit�e pour cette raison
�a un pas de standardisation� Il faut rattacher cette limitation �a des comportements inattendus
de la proc�edure de standardisation qui peut par exemple boucler� comme nous le verrons en
section ��	��� Notre axiomatique est donc su�samment faible pour ne pas imposer �a �	� d��etre
un ordre et su�samment pr�ecise pour d�ecider l�existence pour � d�un �el�ement minimum �ou
minimal� dans chaque classe �� Le lemme du pas est essentiel dans notre dispositif technique�
En particulier� la preuve du th�eor�eme ��� d�existence fait usage du corollaire suivant�

Corollaire �	�� Si x�� d et d� e avec x�� ke alors e�x� n�est pas tr�es standard�

D�emonstration� au moyen d�une contradiction� Si d � e� alors il existe des d�erivations d� et e�

telles que d�d� et d�� e� avec e��e� Soit x un radical tel que x�� d et x�� ke� Il suit du lemme ���
de transitivit�e et de d�d� que x�� d�� Il suit du lemme ���� de transitivit�e carr�ee et de e��e que
x�� ke� et e�x��e��x�� En appliquant le lemme du pas� corollaire ���
� et x�� ke�� on montre que
e��x� n�est pas tr�es standard� Puisque e��x� et e�x� sont �equivalentes �� il s�en suit que e�x� n�est
elle non plus pas tr�es standard� �

��	�� Introduction dune nouvelle relation
 R�

Nous introduisons une relation R� qui g�en�eralise la relation �� k � au sens o�u un radical x qui
v�eri�e x�� kd v�eri�e aussi xR�d�
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D�e�nition �	�� Soit Z� u et d un ensemble co�initial de radicaux deux �a deux compatibles� un
radical et une d�erivation co�initiaux�

ZRu � �z � Z� zRu

ZR�u � u � Z ou ZRu

ZR�d � �u� d � d� � u � d� �� Z��di����R�u

�� f 
 d�Z� ne d�e�nit qu�une seule d�erivation qu�on note d�Z�

�� on dit lorsque ZR�d que Z ronge d� et on appelle projection interne la transformation de
d �a d�Z��

Plus compliqu�ee que les deux relations �� et �� k de la section ��� la relation R� est pourtant
tr�es naturelle� En particulier la relation ZR�d certi�e qu�aucun radical de d n�est dupliqu�e lors
de la projection de d �a d�Z�� soit que le radical u que d � d� � u � d r�eduit se trouve dans Z��d���
et pour cette raison se trouve r�eduit lors de la projection� soit qu�aucun des radicaux de Z��d���
ne contienne u� ce qui fait que u traverse lors de la projection le d�eveloppement fZ de Z��d����

u
Z

d���
�� u�� Il faut remarquer que la relation R� g�en�eralise la relation �� k en ce sens que x�� kd

implique fxgR�d� Plus g�en�erale� R� v�eri�e aussi la m�eme propri�et�e que �� k� si ZR�d alors la
projet�e d�Z� contient moins d��etapes de r�eduction que d�

Cette g�en�eralisation de �� k est utile� L�introduction de R� r�esoud le probl�eme technique que
nous �evoquions apr�es le lemme du pas� corollaire ���
� Certes� la d�erivation projet�ee obtenue �a
partir d�une extraction carr�ee x�� kd conserve certains caract�ere de non standardisation �voir le
corollaire ������ N�eanmoins� lorsque

x�� ke et d� e

le radical x n�est pas toujours extractible carr�e de d� En e�et� le radical ext�erieur u qu�on
permute peut placer les r�esidus du radical int�erieur v sous �le r�esidu de� x� Il faut remarquer ici
la tol�erance de notre axiomatique� le radical ext�erieur disjoint du r�esidu x� de x peut pourtant
placer des r�esidus de v sous ce radical x���

Si x n�est pas extractible carr�e de d mais d�x��e�x� alors x a pour r�esidu le radical int�erieur
de la permutation de u sur v� Il s�en suit que x ne peut pas �etre extrait carr�e de d � d� � u � d�
puisque x a pour r�esidu par d� le radical x� � v emboit�e sous u� Nous montrons �a quoi la relation
R� sert ici� Parce que x�� ke� le singleton fxg v�eri�e fxgR�d� Nous montrons que fxgR�e� En
e�et le radical v r�esidu de x par d� a pour r�esidu par u les radicaux de l�ensemble v��u��� La
d�erivation d� que calcule d apr�es r�eduction de Nous avons �ecrit d � d� � u � d� parce que d� e
la d�erivation d� se factorise en d� � f � d� o�u f est un d�eveloppement de v��u��� En apart�e� on
d�emontre facilement que si f est un d�eveloppement de Z� alors ZR�f et plus g�en�eralement �du
fait que Z��f �� � �� que ZR�f � g quelle que soit la d�erivation g� Il s�en suit que fvgR�d�� et
donc que fxgR�d�

Plus g�en�eralement� le lemme ��
 assure que si ZR�e et d� e� alors d�Z�� e�Z� ou �d�Z��e�Z�
et ZR�d�� La relation R� b�en�e�cie donc d�une invariance de plus que la relation �� k� ce qui en
fait une relation techniquement tr�es satisfaisante�

Lemme �	�� Si ZR�d� alors�

� f 
 d�Z� ne d�e�nit qu�une seule r�eduction�

�Ce comportement �etait interdit par l�axiomatique propos�ee dans �GLM ���
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� la longueur de cette d�erivation not�ee d�Z� est born�ee par la longueur de d�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur n de la d�erivation d� Pour le cas n � �� apr�es
r�eduction de Z� un radical u ne peut avoir qu�un r�esidu au plus lorsque ZR�u� Si u � Z� alors
u�Z� � �� Si �z � Z� zRu� alors il existe un r�esidu et un seul de u par Z d�apr�es le lemme ����
du d�eveloppement�

Si le r�esultat est d�emontr�e pour des longueurs de d�erivation plus petites que n� Soit d une
d�erivation de longueur n � �� Si ZR�d et d � u � d�� alors Z��u��R�d

� par d�e�nition� Si u � Z
alors f 
 d�Z� signi�e f 
 d��Z��u���� et donc est unique par r�ecurrence� Sa longueur est born�ee
par la longueur de d� et donc par celle de d� Dans l�autre cas� si u �� Z et ZRu� alors il existe un
radical u� tel que u

g
�� u� pour g 
 Z f 
 d�Z� signi�e dans ce cas f � u� �f � o�u f � 
 d��Z��u���� Il

existe par r�ecurrence une seule telle d�erivation f �� et donc une unique d�erivation f � La longueur
de f vaut celle de f � incr�ement�ee de un� elle est donc born�ee par celle de d� incr�ement�ee de un�
c�est��a�dire la longueur de d� �

Lemme �	�� Si ZR�d et Y � Z� alors f 
 d�Y� �� �Z��Y���R�f �

D�emonstration� remarquons tout d�abord que Y ne v�eri�e pas n�ecessairement YR�d� En e�et�
si d � d� �u�d� et u appartient �a Z��d��� un radical de Y��d��� peut tr�es bien embo�"ter u� On montre
ici que Z��Y�� rongera n�eanmoins toute d�erivation f 
 d�Y�� La preuve se fait par r�ecurrence sur
la longueur de d� Soit d � u � d�� Z��u��R�d� par d�e�nition et Y��u�� � Z��u��� Soit f 
 d�Y�� Cette
d�erivation f peut s��ecrire f� �f� o�u f� 
 u�Y� et f� 
 d��Y��u���� Par r�ecurrence� Z��u����Y��u����R�f��
L�axiome des d�eveloppements �nis nous assure que Z��u����Y��u���� vaut Z��Y����f���� Il su�t donc de
prouver que Z��Y�� ronge f� pour prouver que Z��Y�� ronge f �

� si u est un �el�ement de Z� alors tous ses r�esidus par Y sont �el�ements de Z��Y��� Z��Y��R�f�
puisqu��a chaque �etape de que r�eduit f� le radical se trouve dans les r�esidus de Z��Y���

� sinon ZRu et alors YRu du fait que Y � Z� Il existe donc un r�esidu unique u� de u par
Y qui v�eri�e d�apr�es le lemme ��� de d�eveloppement que Z��Y��R�u�� Puisque dans ce cas
f� � u�� le tour est jou�e�

�

Le lemme suivant reprend les m�ecanismes qui ont permis de d�emontrer le lemme ���� de
d�eveloppement r�eciproque�

Lemme �	�� �lemme du rongeur� Soit Z un ensemble deM� u et r deux radicaux coinitiaux
�a Z� Si r 	 Z et u

r
�� u� pour un certain radical u� alors�

ZR�u � Z��r��R�u
�

D�emonstration� si ZR�u et u
r
�� u�� alors u � Z �� u� � Z��r�� tandis que ZRu implique Z��r��Ru�

d�apr�es le crit�ere � Dans l�autre sens� si Z��r��Ru� alors� si u� � Z��r�� le crit�ere � assure que u � Z

parce que r 	 Z si Z��r��Ru�� alors soit z � Z� si z��r��z�� alors zRu d�apr�es le crit�ere � sinon
z��r�� � � et z 	 r� donc zRu� �
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Les deux lemmes de projection

Nous d�emontrons les deux lemmes de projection qui interviennent dans la d�emonstration du
corollaire ��
�� Ce r�esultat corollaire permettra de d�emontrer ult�erieurement le lemme ��
��

Le premier lemme� dit de projection du carr�e� adapte pour R� le lemme ���� de transitivit�e
carr�ee�

Lemme �	�
 �lemme de projection du carr�e� Si d�e et ZR�e alors ZR�d et d�Z��e�Z��

D�emonstration� nous allons d�emontrer la propri�et�e en �etudiant le diagramme de permutation
carr�ee form�e par deux radicaux u et v disjoints et leurs r�esidus mutuels u� et v�� Soit Z un
ensemble de radicaux tel que ZR�v � u�� Le lemme ���� montre que Z ronge u parce que Z��v��
ronge u� et que v 	 Z� Sit�ot que Z ronge u� on sait que u 	 Z parce que Z � M� Puisque ZR�v
et que u 	 Z� l�ensemble Z��u�� ronge v�� L�ensemble Z ronge donc u � v� s�il ronge v � u��

Il faut �etudier maintenant le rapport entre les d�erivations �u � v���Z� et �v � u���Z�� Notons
que si u appartient �a Z il est r�eduit ou e�ac�e durant la r�eduction de Z� Le radical u est lui�aussi
e�ac�e par Z�v�� La permutation carr�ee que u et v constituent dispara�"t par la m�eme occasion et

�u � v���Z� � v��Z��u��� � v�Z� � �v � u���Z�

De m�eme si v appartient �a Z�
Lorsque Z ne contient ni u ni v� alors ZRu et ZRv� Les deux radicaux u et v poss�edent des

r�esidus uniques par d�eveloppement de Z� u
f
�� u� et v

f
�� v� o�u f 
 Z� Une r�ecurrence sur la

longueur de f d�emontre que u� et v� sont disjoints comme u et v le sont� gr�ace au crit�ere � Soit

u
 et v
 les radicaux tels que u�
v�
��
�
u
 et v�

u�
��
�
v
� Le lemme ���� montre que v

f
�� v�

u�
�� v


implique v
u
�� v�

f �

�� v
 si f � 
 Z��u�� parce que f � u� et u � f � sont alors des d�eveloppements de

Z�fug� Sym�etriquement� u�
g�

�� u
 si g� 
 Z��v��� Les d�erivations u �v� et v �u� ont donc bien pour
r�esidus par Z les d�erivations u� � v
 et v� � u
� deux d�erivations qui forment un diagramme de
permutation carr�ee� �

Le second lemme� dit de projection locale� corrige le lemme du pas� corollaire ���
� dans le sens
expos�e en d�ebut de section �����

Lemme �	�� �projection locale de la standardisation� Si d� e et ZR�e� alors d�Z�� e�Z�
ou 	d�Z��e�Z� et ZR�d
�

D�emonstration� la preuve de cette proposition ressemble �a la pr�ec�edente� Soit u et v deux
radicaux tels que vR�u avec u

v
��
�
u� et fv 
 v��u��� u �fv � v �u�� Supposons que Z est un ensemble

de M qui ronge v � u�� Alors Z��v�� ronge u�� donc Z ronge u parce que Z 	 v� Deux cas se
pr�esentent�

�� Si v �� Z alors ZRv  bien qu�aucun radical z dans Z ne contienne v� il se peut qu�un des r�esidus
z� de z par r�eduction de u contienne un radical dans v��u��� On retrouve cette �eventualit�e dans
le ��calcul lorsque deux radicaux disjoints z et v ont des r�esidus embo�"t�es apr�es une r�eduction
u plus ext�erieure� Il n�y a donc aucun espoir de voir l�ensemble Z��u�� v�eri�er Z��u��R�f lorsque
f 
 v��u���
Par contre� on sait dans ce cas que u �� Z et ZRu� Il n�existe donc qu�un seul r�esidu u� de u par Z�

et un seul r�esidu v� de v par Z� u
f
�� u� et v

f
�� v� si f 
 Z� Le crit�ere  implique par r�ecurrence

sur la longueur de f que v�R�u�� De la m�eme mani�ere que pendant la preuve du lemme ��
� on



��	 CHAPITRE �� TH�EOR�EME DE STANDARDISATION

montre avec le lemme ���� de d�eveloppement appliqu�e �a Z�fug que u���v��� � u���f ��� � fu
g si

f � 
 Z��u��� avec bien entendu u�
v�
��
�
u
� Sym�etriquement� v��u����f ��� � v���u��� puisque fv 
 v��u��

et v��u�� 	 Z��u�� d�apr�es l�axiome C qui part de Z 	 v� le lemme �
� indique que Z��u�� 	 fv et que
gv 
 fv �Z��u��� est un d�eveloppement de v��u���Z��u��� � v�Z���u���� Le diagramme de permutation
standardisante form�e par �v � u�� et �u � fv� se retrouve donc dans �v � u���Z� � v� � u
 et
�u � fv��Z� � u� � gv�

� Si v est un �el�ement de Z� alors le diagramme de standardisation form�e par �v � u�� et �u � fv�
dispara�"t lors de la projection par Z�

�v � u���Z� � u��Z��v��� � u�Z� � �u � fv��Z�

On sait tirer ici une information tr�es particuli�ere sur le comportement de Z �a l��egard de u � fv�
en e�et Z ronge u � fv � Prouvons�le� Tout d�abord Z ronge u� Ensuite� la d�erivation fv qui
d�eveloppe v��u�� � Z��u�� est donc relative �a Z��u��� qui la ronge de ce fait� Z��u��R�fv�

Pour r�esumer� u � fv et �v � u�� forment un diagramme de permutation standardisante  si v
se trouve dans Z� alors �u � fv��Z� � �v � u���Z� et Z ronge �u � fv�  si v ne se trouve pas dans Z�
alors �u � fv��Z�� �v � u���Z�� Le lemme ��
 est ensuite prouv�e par passage aux d�erivations� �

Nous atteignons notre objectif� montrer que si la d�erivation e�Z� est �tr�es� standard� alors ZR�d
pour toute d�erivation d plus standard que e � qui permet ensuite de d�emontrer le th�eor�eme
d�existence �a partir d�une r�ecurrence sur la longueur des d�erivations�

Le corollaire ��
� reprend le corollaire ���� dans le cadre de la relation R�� et permet de
d�emontrer le lemme ��
��

Corollaire �	� Si ZR�e et e�Z� est tr�es standard avec d� e alors ZR�d et d�Z��e�Z��

D�emonstration� On se place dans les hypoth�eses du corollaire� Il existe une cha�"ne de d�erivations

d � d�� � d� � d�� � ��� � d�n�� � dn � e

Nous ferons la preuve par r�ecurrence sur n�

� puisque dn�e le lemme ��
� assure que ZR�dn et que dn�Z��e�Z�� La d�erivation dn�Z� est
donc tr�es standard�

� puisque d�n�� � dn et dn��Z�� est tr�es standard on obtient que ZR�d
�
n�� et que

d�n����Z�� � dn��Z�� � e��Z��

en suivant le lemme ��
�

Z ronge donc d�n�� tandis que d�n����Z�� est tr�es standard� On en d�eduit par r�ecurrence que ZR�d
et que d�Z��d�n���Z�� ce dont on d�eduit que d�Z��e�Z�� �

Derni�ere �etape de d�emonstration

Nous utilisons le corollaire ��
� pour d�emontrer le lemme ��
�� Une fois ce r�esultat prouv�e� la
d�emonstration de l�existence est presque imm�ediate�

Lemme �	�� Si ZR�e et e�Z� est tr�es standard� alors il existe d� e tr�es standard�
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D�emonstration par r�ecurrence sur �longueur de e�Z�� proffd�Z��� Supposons que ZR�e avec e�Z�
tr�es standard� L�ensemble fx� x�� fg qui est �ni pour toute d�erivation f d�ecro�"t lorsque l�on
standardise f d�apr�es le lemme ��� de transitivit�e� Il existe donc une d�erivation g� e telle que
cet ensemble ne puisse plus d�ecro�"tre�

�g� � D� si g� � g alors �x�� g� � x�� g�

Soit x le premier radical r�eduit par g� il v�eri�e que x�� g et x�� kg� Soit Z� � Z��x���

Remarquons avant toute chose que g�Z��e�Z� suivant le corollaire ��
�� la d�erivation g�Z� est
pour cette raison tr�es standard�

On distingue ensuite deux cas�

�� Si x � Z� alors la d�erivation g�x��Z���e�Z� est tr�es standard� avec proffd�Z
�� � proffd�Z��

Par r�ecurrence il existe une d�erivation tr�es standard h plus standard que g�x�� La d�erivation
x �h est donc plus standard que �x � g��x� qui vaut g� elle est donc plus standard que e� La
d�erivation x �h est�elle tr�es standard� ce qui nous o�rirait une r�eponse! La d�e�nition de g
nous permet de d�emontrer cela� Supposons en e�et qu�il existe une d�erivation g� telle que
g� � x � h� Puisque �x � h��x� � h est tr�es standard� le corollaire ���� �etablit que x ��� kx � h
ou x �
vienstdg�� Le premier cas est bien s�ur interdit le second aussi parce que g� est plus
standard que g ce qui rend le radical x extractible de g� �se rappeler la construction du
radical x�� On conclut que la d�erivation x � h est bien cette d�erivation tr�es standard et
plus standard que e que nous recherchions�

� Si x �� Z� alors ZRx et il existe un radical x� tel que x
f
�� x� pour tout d�eveloppement f

de Z� f 
 Z� voir le lemme ��� de d�eveloppement� Soit G la d�erivation telle que g � x �G�
Par d�e�nition� Z�R�G� et la d�erivation g�Z� se d�ecompose en g�Z� � x� � G�Z��� Parce
que g�Z� est tr�es standard la d�erivation G�Z�� est elle aussi tr�es standard� La longueur de
G�Z�� est major�ee strictement par celle de g�Z�� ce qui permet d�appliquer l�hypoth�ese de
r�ecurrence� il existe une d�erivation tr�es standard h plus standard que G� La d�erivation
x � h est plus standard que x �G � g et donc que e� Nous reprenons les m�emes arguments
que dans la partie �� de notre d�emonstration pour prouver que x �h est standard� En e�et�
s�il existe une d�erivation g� telle que g�� x � h alors g�� g ce qui entra�"ne par construction
de x que x�� g�� Le corollaire ���� indique que la d�erivation �x � h��x� � h n�est pas tr�es
standard� ce qui entre en contradiction avec nos hypoth�eses� Donc x � h est tr�es standard�
ce qui �nit la d�emonstration�

�

Th�eor�eme �	� �existence� Avec les axiomes A� B� C� D� FD� et PERM�� les crit�eres �� �
et �� Pour toute d�erivation d il existe une d�erivation standard dstd telle que dstd � d�

D�emonstration� il su�t de remarquer que uR�u � d� et donc que si d� est une d�erivation tr�es
standard plus standard que d il existe par le lemme ��
� une d�erivation d�� tr�es standard plus
standard que u � d�� et donc que u � d� Une r�ecurrence sur la longueur de d su�t alors �a prouver
le th�eor�eme� �

Avec le th�eor�eme d�existence on d�emontre que les d�erivations standards sont exactement les
d�erivations tr�es standards�
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Corollaire �	�� Toute d�erivation standard est tr�es standard� et vice�versa�

D�emonstration� m�eme d�emonstration qu��a l��etape interm�ediaire du th�eor�eme ��
 de standard�
isation� �

��� Huit r�esultats pour les chapitres suivants

Nous prouvons certains des r�esultats que nous utiliserons dans les chapitres suivants�

����� Les classes � sont �nies

Nous faisons intervenir le lemme ��
� dans la d�emonstration du th�eor�eme 
���

Lemme �	�� �les classes � sont �nies� Il n�existe qu�un nombre �ni de d�erivations dans
chaque classe d��equivalence ��

D�emonstration par r�ecurrence sur la longueur des d�erivations� Soit d une d�erivation� le nombre
de radicaux qu�on peut extraire de mani�ere disjointe est �ni� born�e par la longueur de d�
Toute d�erivation d� qui v�eri�e d��d commence par un de ces radicaux� selon le lemme ���� de
transitivit�e carr�ee� Soit r un de ces radicaux� qui v�eri�e donc r�� kd� En suivant le lemme ����
de travers�ee carr�ee� si une d�erivation r � e est �equivalente � �a d� alors e est �equivalente � �a
la d�erivation d�� puisque d� 
 d��r��� On sait par hypoth�ese de r�ecurrence qu�il n�existe qu�un
nombre �ni de telles d�erivations e� Le nombre de d�erivations r � e telles que �r � e��d est donc
�ni pour chaque r tel que r�� kd� Il n�y a qu�un nombre �ni de tels radicaux r� le nombre de
d�erivations �equivalentes �a d par permutations carr�ees est �ni� �

����� Une application inattendue
 le lemme de simpli�cation

Nous donnons le lemme de simpli�cation sur les syst�emes qui v�eri�ent les axiomes de standard�
isation� Le lemme peut �etre prouv�e plus directement dans les syst�emes orthogonaux comme nous
l�avons vu dans le chapitre � Nous ne connaissons pas de preuve directe dans les syst�emes non
orthogonaux� Notre preuve correspond �a celle propos�ee par Boudol �Bou 	
� dans le cadre des
syst�emes non orthogonaux du premier ordre� Le r�esultat sert �a construire au chapitre suivant
le sous�espace des d�erivations externes�

Lemme �	�� Soit d un d�eveloppement de U dans M� Alors d � f � d � g �� f � g�

D�emonstration par r�ecurrence sur la longueur de la standard de f puis la profondeur de U � On
suppose sans perte de g�en�eralit�e que f et g sont standard� Soit r un radical dans Ext d � f � Si
le radical r se trouve dans U alors par permutations de d� r � e � f � r � e � g pour e 
 U ��r���
On sait avec le lemme ��� de simpli�cation faible que e � f � e � g� La profondeur de U ��r�� est
plus petite strictement que celle de U tandis que la longueur de f n�a pas chang�e� On obtient
avec l�hypoth�ese de r�ecurrence que f � g� Si le radical r ne se trouve pas dans U il a un r�esidu

r� par U tel que r
d
�� r� et r� � Ext f � On sait par d � f � d � g que r�� d � g et donc que r��� g 

soit g� un r�esidu de g par r�� g� 
 g��r���� Soit f � la d�erivation standard r�esidu de f par r��
f � 
 f ��r���� Sa longueur est strictement plus petite que celle de f � On obtient par permutation
que r � e � f � � d � r� � f � � d � r� � g� � r � e � g� o�u e 
 U ��r��� On a choisi r pour pouvoir appliquer
maintenant le lemme ��� de simpli�cation faible et obtenir e � f � � e � g�� Par hypoth�ese de
r�ecurrence puisque la longueur de f � est strictement plus petite que celle de f � toutes les deux
standards� f � � g�� Donc f � r� � f � � r� � g� � g� ce qui termine notre preuve� �
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Le lemme ��
	 sera tr�es souvent utilis�e au chapitre 
� Il intervient lors des d�emonstrations des
lemmes 
��� 
��� et 
���� et des th�eor�emes 
�� et 
�
�

Lemme �	�� �lemme de simpli�cation� Si d � f � d � g alors f � g�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de la d�erivation d� en utilisant le lemme ��
�� �

����� Trois propri�et�es particuli�eres �a la d�erivation standard

Lemme �	�� Si z v u � d et u � d est standard� alors z 	 u et �z�� z��u��z� �� z� v d�

D�emonstration� supposons que u � d est standard et que z v u � d� il existe une d�erivation d�

telle que u � d � z � d�� ou encore u � d� z � d�� Le radical u peut donc �etre extrait de z � d�� ce qui
implique que z � u ou bien que zRu�
Nous d�emontrons maintenant que �z� � z��u��� z� v d� en utilisant le fait que u � Ext d et le
lemme ���� de simpli�cation faible� Si u � z� alors z��u�� � � avec l�axiome A et le r�esultat est
prouv�e� Sinon� il existe un radical u� tel que u

z
�� u�� En extrayant u de z � d� on a construit

une d�erivation u � fz � d�� o�u fz et d�� d�eveloppent z��u�� et d��u��� Cette extraction est le produit
d�une succession de permutations� u � fz � d�� et u � d sont donc �equivalents �� ce qui entra�"ne
que fz � d�� et d sont eux�m�eme �equivalents � suivant le lemme ���� � n�oublions pas ici que
u � Ext r � d� Donc fz v d� Tout radical z� de z��u�� peut commencer un d�eveloppement de z��u��
qui est �equivalent � �a fz � Ce qui �etablit que z� v fv et que donc z� v d� �

Il n�a pas �et�e n�ecessaire pour d�emontrer le lemme ���� de montrer que�

pour toutes d�erivations d et e et radical z� e 	 z et d� e implique d 	 z

un r�esultat qui n�ecessite de rajouter un crit�ere aux crit�eres ���� Le lemme ��
� su�t �a cela en
e�et�

Lemme �	�� Si d est standard et z v d� alors d 	 z�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� Si z v d et d � u � d� alors z 	 u et si
z��z���� alors z� v d�� Parce que d� est standard on sait par hypoth�ese de r�ecurrence que pour ces
z� � z��u��� d 	 z�� Donc d 	 z� �

Nous avons utilis�e jusqu�ici sept crit�eres sans qu�aucun ne traite explicitement de la 	�transitivit�e
de l�ordre d�embo�"tement �� Nous introduisons ici un crit�ere de transitivit�e faible qui nous per�
met de d�emontrer le corollaire ����� Ce r�esultat fondamental sera utilis�e lors de la d�emonstration
du th�eor�eme 
�
�

Crit�ere � �crit�ere de transitivit�e faible� Soit u� v� x et x� quatre radicaux� Si uR�v� vR�x
et x

u
�� x� alors x

u
��
�

x��

Nous ferons l�hypoth�ese suppl�ementaire du crit�ere 	 pour d�emontrer le lemme suivant� qui
intervient lors de la d�emonstration du lemme 
�	�

Lemme �	�
 Avec le crit�ere � de transitivit�e faible� si r � d est standard� u 	 d et rR�u� alors
dRu�
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Figure ���� crit�ere 	 de transitivit�e faible

D�emonstration� supposons que d � r �d� �v� �d� avec u
r	d�	v

�

�� u� et v�R�u�� v� �� u�� Le lemme ��

de l�alambic nous permet d��ecrire qu�une s�erie de permutations carr�ees transforme r �d� en une

d�erivation f � g telle que u
f
��
�
u��

g
��
�
u� pour un certain radical u��� On utilise le lemme ���� pour

�etablir que la d�erivation g n�est pas vide� sinon �r �d���f et de l�a u
r	d���
�
u�� ce dont on d�eduirait

que uR
�
r� Rappelons notre hypoth�ese que v�R�u� et v� �� u�� Nous savons que u 	 d� et donc que

u� 	 v�� Il s�en suit par application du crit�ere � que u�R�v
�� Nous voulons d�emontrer que g � v�

n�est pas standard� Soit w le dernier radical que g r�eduit� g � g� �w� Il existe un radical u� tel

que u
f 	g�
�� u�

w
��
�

u�� Le crit�ere 
 d�enclave �etablit l�existence d�un radical v� tel que v�
w
�� v� �a

partir de u�Rv�� Avec le crit�ere  appliqu�e �a u�R�v
� on montre que v�R�u

�� Reste �a employer le
crit�ere 	 de transitivit�e faible� v�R�u

�� u�R�w et wRv�� dont on d�eduit que wR�v
�� Les deux

radicaux w et v� que r�eduit la d�erivation f � g � v� sont en position d�e�ectuer une permutation
standardisante� Les d�erivations f � g � v� et e ne sont pas standard� ce qui prouve le lemme �����

�
Le lemme suivant sera utile pour d�emontrer le lemme 
��� de d�ecomposition �a gauche�

Lemme �	�� �lemme de l�extraction pr�ecis�ee� Soit f � g une d�erivation et �f � g�std une
de ses d�erivations standards� Une d�erivation d qu�on peut extraire de �f � g�std� d�� �f � g�std et
telle que d v f peut �etre extraite de f � d�� f �

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� Supposons que d � r �d�� �r �d���� �f �g�std et
�r �d�� v f � Il existe une d�erivation d�� telle que r �d� �d����f �g�std� c�est��a�dire r �d� �d����f �g�std
puisque �f � g�std est standard� Le lemme ���� de transitivit�e carr�ee �etablit que le radical r peut
�etre extrait carr�e de �f �g�std et que d� �d����f �g�std�r�� La d�erivation �f �g�std est plus standard
que la d�erivation f �g� on peut d�apr�es le lemme ��� de transitivit�e extraire le radical r de �f �g�
et obtenir une d�erivation h 
 �f � g��r�� Nous savons que d v f � il existe donc une d�erivation
de la classe � de f que r ne traverse pas le lemme ��� de travers�ee �etablit que le radical r ne
traverse pas non plus f � Le radical r peut �etre extrait de f � g mais ne traverse pas f � il doit
donc �etre extrait de f avec h � f � �g pour un certain f � 
 f �r�� Nous savons que d��� �f �g�std�r��
Nous terminons en montrant que �f � g�std�r� est une d�erivation standard de �f � � g�� et que
d� v f �� Les d�erivations �f � g�std�r� et �f � � g� 
 �f � g��r� v�eri�ent r � ��f � g�std�r����f � g�std et
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r ��f � �g� � f �g� Les deux d�erivations f �g et �f �g�std sont �equivalentes par permutations� On en
d�eduit avec le lemme ��
	 de simpli�cation que �f � � g� � �f � g�std�r�� La d�erivation �f � g�std�r�
est standard� ce qui �etablit la premi�ere partie de ce qu�il nous restait �a prouver� La seconde
partie est la cons�equence elle aussi du lemme ��
	 de simpli�cation� r � d v f � r � f � signi�e
qu�il existe une d�erivation d� telle que r � d � d� � r � f �� ce qui entra�"ne que d � d� � f � et donc
d v f �� Le lemme est prouv�e par r�ecurrence� �

D�e�nition �	� Soit Z un ensemble de radicaux co�initiaux deux �a deux compatibles et d une

d�erivation� Si ZR�d et e � d�Z� r�eduit le m�eme nombre de radicaux que d� on �ecrit d
Z
�� e�

Il est possible de donner une d�e�nition �equivalente de d
Z
�� e par r�ecurrence sur la longueur

de d�

� ida
Z
�� idb si a � ��

MZ et b � ��
MZ�

� u � d
Z
�� v � e si u

f
�� v pour f 
 Z� et d

Z

u��
�� e

Le lemme ���� permet de d�emontrer le lemme ���
�

Lemme �	�� �lemme de projection disjointe� Soit d une d�erivation standard et u un rad�

ical co�initial �a d� Si u
d
��
�
v alors d�u� est standard�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� On note e � d�u� soit y un radical de

Ext e� il existe deux d�erivations f et g telles que e � f � y� � g et y
f
�� y�� Les deux d�erivations

f et g proviennent par r�esidu de deux d�erivations f� et g� qui forment d� d � f� � x� � g�� c�est�

�a�dire� u
f���
�

u�
x�
��
�

v�
g���
�

v� f � f��u�� y� � x��u�� et g � g��v��� Le lemme ��� de remont�ee par

stabilit�e d�emontre l�existence d�un radical x tel que x
u
�� y

f
�� y� et x

f
�� x�

u�
�� y�� Le radical x

peut en cela �etre extrait de d  l�extraction est carr�ee� x�� kd parce que d est standard� On peut
construire une d�erivation d��d telle que d� � x � d�� � ce qui correspond d�apr�es le lemme ����

�a la construction de e��e telle que e� � y � e�� et e� � d��u�� Soit u
x
��
�
u�� parce que u�

d��
��
�
v et d��

est standard� la d�erivation e�� � d���v�� est standard par hypoth�ese de r�ecurrence� La d�erivation
y � e�� est donc elle aussi standard du fait que y � Ext e  la d�erivation e est elle�m�eme standard
par e�y � e��  la preuve par r�ecurrence de notre lemme ���� est �nie� �

Le corollaire ���� du lemme ���
 sera utilis�e pour d�emontrer le th�eor�eme 
�
 de normalisation
de l�appel par n�ecessit�e�

Lemme �	�� �lemme de la projection interne� Soit Z un ensemble de radicaux co�initiaux

deux �a deux compatibles et d une d�erivation standard� Si d
Z
�� e alors e est standard�

D�emonstration� Soit g un d�eveloppement de Z��d��� g 
 Z��d��� Nous montrons que e est standard
par r�ecurrence sur la longueur de d� puis sur la profondeur de Z� Soit u � Ext �d � g�� Deux cas

se pr�esentent� soit u�� d� soit u
d�� v et v�� g� Nous traitons les deux cas s�epar�ement�

�� Supposons que u�� d� Puisque la d�erivation d est standard� on peut en extraire par per�
mutations carr�ees le radical u� et obtenir une d�erivation d� � u �d�� telle que d��d� Des permuta�
tions carr�ees sur e correspondent aux permutations dans d d�apr�es le lemme ��
� de projection

du carr�e� de telle fa%con qu�il existe une d�erivation e� telle que e��e et d�
Z
�� e�� Soit u� le r�esidu

de u par Z� c�est��a�dire u
Z
�� u�� La d�erivation e� peut �etre factoris�ee en u� � e��� o�u la d�erivation
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e�� vaut d���Z��u��� �rappelons que �Z��u���R�d
���� Parce que le radical u est �el�ement de Ext d � g�

son r�esidu u� par Z est un radical de Ext e d�apr�es la premi�ere assertion du lemme ���
� On note
que la d�erivation d�� est standard et plus courte que d� Par hypoth�ese de r�ecurrence et du fait

que d��
Z

u��
�� e��� la d�erivation e�� � d���Z��u��� est standard� Du fait que u� � Ext e� la d�erivation

u� � e�� est elle aussi standard� La d�erivation e qui est �equivalente �a u� � e�� par permutations
carr�ees est standard elle aussi�

� Supposons que u
d
�� v et v�� g� Le lemme ���
 certi�e que v � Z��d��� ce dont on d�eduit que

u � Z avec le crit�ere � �on utilise que Z 	 d�� Soit un radical r tel que d peut se factoriser en

d � d� � r �d�� Soit u� le r�esidu de u par d�� c�est��a�dire le radical tel que u
d��� u�� Ce radical u� se

trouve dans Z��d���� Du fait que d
Z
�� e le radical u� respecte le radical r� uRr� Bien s�ur le radical

r respecte u� parce que dRu� Il s�en suit que u�R
�
r� On conclue que u

d
��
�

v� Cette propri�et�e

permet d�appliquer le lemme ���� qui �etablit que d�u� est standard parce que d est standard et

u
d
��
�
v� En appliquant le lemme ���� on obtient que Z��u��R�d�u�� Les longueurs de d� de e et de

d�u� sont �egales� ce qui d�emontre que d��u��
Z

u��
�� e� La profondeur de Z��u�� est plus petite que la

profondeur de Z� ce qui permet d�appliquer l�hypoth�ese de r�ecurrence sur d�u�� Z��u�� et e� On
obtient que la d�erivation e est standard�

On peut conclure notre d�emonstration par r�ecurrence avec les r�esultats obtenus dans les
deux cas� �

Corollaire �	�� Avec le crit�ere � de transitivit�e faible� si u v d et d est standard� alors d�u�
est standard�

D�emonstration� nous d�emontrons d�abord que u ronge d lorsqu�on se place dans les hypoth�eses
du lemme� Supposons que u ne ronge pas d� Alors d � d� � x � d� et un r�esidu u� de u par d��
u��d���u� embo�"te le radical x� u�R�x� Le lemme ���� certi�e � parce que la d�erivation x � d�

est standard et que u� 	 x � d� puisque u 	 d d�apr�es le lemme ���� � que u�
x	d��� u�� pour un

certain radical u��� Par application du lemme ��
 deux d�erivations �equivalentes � induisent

les m�emes lois de travers�ee� c�est��a�dire que u
d�
�� u�� quel que soit la d�erivation d� �equivalente

�a d par permutation� En particulier� u v d signi�e qu�il existe une d�erivation u � d� telle que
u � d� � d� Il faut donc que uRu� ce qui contredit notre construction de R� Nous en concluons
que le radical u ronge la d�erivation d�
Nous montrons un peu plus que le corollaire ����� Soit Z un ensemble de radicaux coinitiaux
et deux �a deux compatibles� c�est��a�dire Z � M� Soit d une d�erivation standard d coinitiale
aux radicaux de Z� Supposons que tous les radicaux z de Z v�eri�ent z v Z� Nous venons de
montrer que tous ces radicaux rongent Z� Il s�en suit que Z ronge d� ce qui permet d��ecrire d�Z��
Nous montrons que d�Z� est standard� La d�emonstration se fait par r�ecurrence sur la longueur
de d� On peut factoriser d en x � d� avec x � Ext d d�apr�es le lemme ���	 de caract�erisation� La
d�erivation d est �tr�es� standard donc d� est standard� Soit Z� � Z��x��� Le lemme ��
� �etablit
que z� v d� si z� � Z�� Par hypoth�ese de r�ecurrence nous avons que d��Z�� est standard� Deux
cas se pr�esentent� soit x � Z et alors d�Z� � d��Z�� est standard  soit x �� Z et ZRx� Dans ce

dernier cas� soit f un d�eveloppement de Z� Il existe un radical x� tel que x
f
�� x�� On d�emontre

facilement par r�ecurrence sur la longueur de d que f � �d�Z�� � d� en appliquant le lemme ��

autant de fois que la longueur de d le n�ecessite� Le lemme ���
 certi�e que le radical x� se trouve
dans Ext d�Z� du fait que le radical u se trouve dans Ext d� On termine en appliquant le lemme
���	 de caract�erisation qui dit que d�Z� � x� � d��Z��x��� est standard lorsque x� � Ext d�Z� et que
d��Z��x��� est standard� �
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����� Renforcer le second crit�ere

Il semble di�cile d�a�aiblir encore les axiomes ou crit�eres que nous avons utilis�es pour d�emontrer
le th�eor�eme de standardisation� On peut par contre les renforcer pour obtenir certaines pro�
pri�et�es int�eressantes� Nous aimerions en particulier obtenir un processus de standardisation qui
ne boucle jamais� Pour l�instant nos axiomes sont su�sament faibles pour ne pas interdire au
pr�eordre � de contenir des cycles sur les classes �� Quel axiome permettrait d�assurer que �
quotient�e par � est un ordre!

Nous donnons d�abord un exemple de standardisation qui #boucle$� Les trois radicaux ��
 et � sont disjoints� Pour simpli�er nous identi�erons les noms de radicaux li�es par r�esidus�
Chaque radical i cr�ee un radical c suivant l�espace de abstrait suivant�

1

2

3

c

Figure ���� un exemple de boucle dans l�ordre de standardisation

On obtient la s�erie de standardisation suivante�

� �  � c � � � � � c �  � � � � � c � � �  � � � � � c � 
� � � � � c �  � � � c � � �  � � � c �  � � � � �  � c � �
�  � � � c � � �  � c � � � � �  � c � � � � �  � � � c � �
� � �  � c � �

Nous introduisons le crit�ere � qui renforce le crit�ere  en interdisant �a un radical r qui
n�emboite pas pas u de placer des r�esidus de radicaux sous u� Par exemple l�ordre d�embo�"tement
strict du ��calcul rencontr�e en partie ��� ne v�eri�e pas ce crit�ere puisque le radical

r � ��x��x��Ia�

place le radical v � Ia sous le radical u � �x� alors que r et u sont disjoints pour cet ordre�

Crit�ere � �crit�ere ��� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que r et u sont compatibles et
u��r��u� et v��r��v��

Si rRu alors �uRv � u�Rv��

Lemme �	�� �d�eveloppement carr�e �� Soit f un d�eveloppement de U �M� Avec le crit�ere
��� Si pour tout u � U � uR

�
x alors fR

�
x�
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r
v

u'
��

u

v'

Figure ��
� crit�ere � � crit�ere �

D�emonstration� par r�ecurrence sur la profondeur de U � Supposons que U � M v�eri�e� �u �
U� uR

�
x� Soit r � U � Il existe un radical x� tel que x

r
��
�
x�� Soit u� un radical de U ��u��� il existe

un radical u � U tel que u��r��u�� Bien s�ur� uRx et xRu  puisque rRx� le crit�ere  donne u�Rx�

et le crit�ere � x�Ru�� Donc x�R
�
u�� ce qui permet d�utiliser l�hypoth�ese de r�ecurrence� f �R

�
x�

 et donc fR
�
x� Le lemme est prouv�e par r�ecurrence� �

Lemme �	�� �travers�ee carr�ee �� Avec le crit�ere ��� Si eR
�
r et d� e alors dR

�
r�

D�emonstration� le lemme ���� certi�e que eR
�
r et d�e impliquent dR

�
r� Il su�t de montrer que

eR
�
r et d� e entra�"nent dR

�
r pour prouver notre lemme ���	 On peut limiter son raisonnement

sur un diagramme de permutation standardisante� Soit deux radicaux u et v tels que vR�u� et
u� le r�esidu de u par v� u

v
��
�

u� et fv un d�eveloppement de v��u��� Supposons que v � u�R
�
x� Soit

x� le r�esidu de x par v� alors u�R
�
x�� Parce que vRx le crit�ere  implique que uRx et le crit�ere

� que xRu� Donc uR
�
x et vR

�
x� Avec le lemme ����� u � fvR�x parce que u � fv 
 fu� vg� �

Corollaire �	�� ��� Soit x un radical� d et e deux d�erivations� Avec le crit�ere ��� Si x�� d�e
et x�� ke alors x�� kd

D�emonstration� parce que d� e il existe une cha�"ne de d�erivations

d � d�� � d� � d�� � ��� � d�n�� � dn � e

On v�eri�e avec le lemme ��� de transitivit�e que �i� x�� di et x�� d�i� Si pour j � f�� ���� ng� x�� kd�j
alors x�� kdj du fait que dj�d

�
j� voir le lemme ���� de transitivit�e carr�ee� Pour d�emontrer notre

corollaire� il su�t de prouver que �j� x�dj�� �� d�j � ou plus pr�ecis�ement que�

Pour toutes d�erivations f et g� si x�� f � g et x�� kg alors x�� kf

On peut �ecrire f � f� �u � fv � f� et g � f� � v �u� � f� o�u u et v sont des radicaux tels que vR�u et
u

v
�� u�� fv 
 v��u��� Supposons que x�� f � g et x�� kg� Nous passons en revue les cas d�apparition

de x dans g� Si x
f�	v	u���

�
x��� kf� alors f� � u � fvR�x avec le lemme ���	 de travers�ee carr�ee �  

et donc x�� kf parce que x
f�	u	fv��

�
x��� kf�� Si x

f�	v��
�

u� alors x
f���
�

u d�apr�es le crit�ere �� et donc

x�� kf � Si x
f���
�

v alors x � �� f � ce qui est exclus par hypoth�ese� Pour �nir� si x�� f�� alors x�� f �

Dans tous les cas� x�� kf � Ce qui prouve notre corollaire ����� �
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Lemme �	�� ��� Avec le crit�ere ��� Si d� e tandis que x�� kd et x�� ke alors d�x�� e�x��

D�emonstration� si d � d� � u � fv � d� et e � d� � v � u
� � d� avec u

v
��
�

u� et fv 
 v��u��� il su�t de

remarquer que ni x
d��� u ni x

d��� v parce que x�� kd et x�� ke� Soit x�� kd� et alors

d�x� � d��x� � u � fv � d� � d��x� � v � u� � d� � e�x�

Soit x
d���
�
x�

u	fv��
�
x���� kd� et x

d���
�
x�

v	u�
��
�
x���� kd�� Puisque u � fv � v �u� on d�eduit que le lemme ����

�etablit que �u � fv��x
��� �v � u���x��  donc

d�x� � d��x� � �u � fv��x
�� � d��x

��� � d��x� � �v � u���x�� � d��x
��� � e�x�

�

Lemme �	�
 �lemme de simpli�cation standard �� Avec le crit�ere ��� Si d � e � d � f
alors e� f �

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� Soit u le premier radical que d r�eduit�
d � u � d�� Alors u�� d � e � d � f et u�� kd � f � Donc d� � e�� d� � f par r�ecurrence sur la cha�"ne

d � d�� � d� � d�� � ��� � d�n�� � dn � e

suivant les lemmes ���� et ����� �

Th�eor�eme �	� ��� Dans un syst�eme axiomatique qui v�eri�e les axiomes de standardisation
et le crit�ere ��� la relation �	� est un ordre�

D�emonstration� par r�ecurrence sur les longueurs des d�erivations� Supposons que toute d�erivation
d de longueur n v�eri�e

�e� d� e� d �� d�e

Soit d � u �d� une d�erivation de longueur n��� Supposons que d�e�e� Le radical u v�eri�e alors
u�� e par lemme ��� de transitivit�e et u�� d � e� Il v�eri�e aussi u�� e � d et u�� kd� c�est��a�dire
u�� ke� suivant le corollaire ���� de transitivit�e carr�ee� On sait donc trouver une d�erivation e�

telle que�

d � u � d� � e � u � e� � d

Le lemme ���� de simpli�cation standard �etablit que d� � e� � d�� c�est��a�dire par hypoth�ese de
r�ecurrence que d��e�� Finalement� d � u � d��u � e��e� �

����� D�e�nir un pr�e�ordre ext�erieur

On sait construire un ordre sur les d�erivations co�initiales qui g�en�eralise l�ordre d�embo�"tement
dans le cas des syst�emes orthogonaux�

Soit
Trd � ff standard j�g� d v f � gg

On d�e�nit alors

d �der e � Trd � Tre

Nous proposons un crit�ere a�aibli de transitivit�e�
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Figure ���� crit�ere �� � une nouvelle forme de transitivit�e faible

Crit�ere 
� Si uRv� vR�x et u 	 x alors uRx�

Ce crit�ere nous permet de prouver ce qui suit�

Lemme �	�� Soit deux d�erivations d et e de M �a P et d� une d�erivation de P �a Q� Soit u et
v deux radicaux coinitiaux�

�� d�� e �� d �der e�

�� d �der d � d�

�� uR�v �� u �der v lorsque le syst�eme axiomatique D est orthogonal et v�eri�e les crit�eres
� et ���

D�emonstration� on d�emontre le premier point en utilisant la transitivit�e de �� � si f est une
d�erivation de Tre� alors il existe une certaine d�erivation g telle que e�� f �g� Si d�� e alors d�� f �g
et donc f � Trd� Pour d�emontrer le second point� si f � Trd � d�� alors d � d��� f � g pour un
certaine d�erivation g� et donc d�� f � g� Donc f � Trd� Pour d�emontrer le troisi�eme point nous
d�ecomposons la propri�et�e f � Trv en deux sous�cas� soit v�� f � soit fRv� Dans le premier cas
fRu suivant le lemme ���� en utilisant le fait que f �et donc la d�erivation v � f � obtenue par
permutations carr�ees sur f� est standard� Dans le second cas� si fRv� alors le crit�ere �� assure
que fRu� Nous venons de d�emontrer que� dans les deux cas� la d�erivation f se trouve dans Tru�
Ce qui d�emontre le r�esultat� �Les crit�eres 	 et �� sont des crit�eres a�aiblis de 	�transitivit�e�
Nous donnons maintenant le crit�ere �� qui traduit exactement la propri�et�e de 	�transitivit�e de
� dans le cadre de la relation R� Autrement dit� ce crit�ere signi�e que si u � v � w lorsque
u 	 v� u 	 w et v 	 w� alors u � w�

Crit�ere 

 �transitivit�e� Si uR�v� vR�x et u 	 x alors uR�x�

Il est naturel que les deux crit�eres 	 et �� de transitivit�e faible en d�ecoulent� Le crit�ere 	 est
une cons�equence du crit�ere �� parce que son hypoth�ese uRx est plus forte que l�hypoth�ese u 	 x�
Pour d�eduire le crit�ere �� du crit�ere �� on proc�ede comme suit� Soit trois radicaux xoinitiaux
u� v et x tels que uRv� vR�x et u 	 x� En particulier v 	 u� Par application du crit�ere �� u � x

ou uRx ou xRu� Le premier cas est interdit par uRv et xR�v� Nous montrons par l�absurde que
uRx� Supposons que uR�x� On en d�eduit que xR�u et par application du crit�ere �� sur vR�x�
xR�u et v 	 u que vR�u� Cela contredit notre hypoth�ese que uRv� Nous concluons que uRx� ce
qui d�emontre le crit�ere �� �a patri des crit�ere � et ���
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Figure ���� crit�ere �� � la vraie transitivit�e

��� Les graphes et nos axiomes

Richard Kennaway nous a fait remarquer que notre description axiomatique ne s�applique pas
aux syst�emes de r�eduction de graphe� On recense deux ordres d�embo�"tement� l�ordre #il existe$
qui consid�ere que deux radicaux u et v sont embo�"t�es u � v lorsqu�il existe un chemin de la
racine �a l�occurrence de v qui traverse l�occurrence de u  et l�ordre #pour tout$ qui embo�"te
les radicaux u et v� u � v lorsque tous les chemins de la racine �a l�occurrence de v traversent
l�occurrence de u� Dans les deux cas un axiome n�est pas v�eri��e�

L�axiome III est faux avec l�ordre #il existe$�

A� B� FB � J� Gx� Hx

E

F G

A

r

u

u
�

E

F

B

G
r'

u'

Figure ��	� un contre�exemple �a l�axiome III avec l�ordre #il existe$

Nous avons entour�e de gris les radicaux possibles et indiqu�e leur nom dans l�orbe� Le radical
r contient le radical u dans le premier terme� mais son r�esidu r� par u ne contient pas le radical
u� que vient de cr�eer u�

Avec l�ordre #pour tout$� c�est l�axiome II qui n�est plus v�eri��e�

A� B� Kx� J� Gx� Hx
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Figure ���� un contre�exemple �a l�axiome II avec l�ordre #pour tout$

Les radicaux r et u ne contiennent pas le radical u avec l�embo�"tement #pour tout$� Les
radicaux r� u et v sont ici deux �a deux disjoints� Pourtant� apr�es la r�eduction de r les deux
radicaux u� et v� r�esidus de u et v sont embo�"t�es� u � v�

Cependant Richard Kennaway et David Clark montrent comment g�en�eraliser la m�ethode de
Huet�L�evy et d�emontrer le th�eor�eme de standardisation pour les graphes acycliques �CK �
��
Leur analyse ne porte pas sur les radicaux et sur leurs rapports� mais sur les di��erents chemins
d�un radical �a la racine �� Nous parions que qui veut raisonner ici de mani�ere abstraite doit
n�ecessairement consid�erer l�espace des chemins� alternativement il compliquera la structure des
radicaux en y adjoignant celle des chemins ou il enrichira la loi d�embo�"tement pour d�ecrire
ces chemins� Il lui faudra en tout cas compliquer le mod�ele initial pour obtenir le th�eor�eme
de standardisation sur les radicaux avec l�ordre #pour tout$� Au lieu de se lancer dans des
constructions mal assur�ees mais dont nous avons d�ej�a l�id�ee� nous avons pr�ef�er�e �eclaircir notre
preuve et la rendre modulaire� Un fait simple nous pousse �a croire que le traitement ult�erieur
des graphes en sera la #factorisation$�

En e�et� un graphe G dans une structure acyclique correspond lorsqu�on le d�eplie �a un
arbre A � Unfold�G� pour lequel le th�eor�eme de standardisation est assur�e par nos axiomes�

Si G se r�e�ecrit en G �� G
d
�� G� il existera une d�erivation � � A

�
�� A� avec A � Unfold�G��

A� � Unfold�G�� qui d�eveloppe Unfold�d�� � 
 Unfold�d�  on appelle ici Unfold�d� la multi�
d�erivation qui r�eduit �a chaque �etape Ri de d� Gi

ri� Gi�� les radicaux qui correspondent �a Ri

dans Unfold�Gi�� La propri�et�e ��� du radical toujours extrait a�rme dans ce cas l�existence d�un
radical u dans Ext �� Ce radical u provient d�un radical U de G� u � Unfold�U�� Il est facile
de v�eri�er dans ce cas que le radical U est ext�erieur pour l�ordre d�embo�"tement #pour tout$�
ce qui d�emontre que Ext d �� �� et entra�"ne par extractions successives des radicaux ext�erieurs
le r�esultat de standardisation� Le point essentiel tient au caract�ere d�eriv�e du th�eor�eme de
standardisation quand il s�agit de graphes� les calculs de G sont orient�es �a cause d�une orientation
des calculs �des radicaux� de A � Unfold�G�� Dit autrement� l�orientation des calculs de G d�erive
d�une orientation des chemins de G ��radicaux de Unfold�G��� et non pas des radicaux de G� Le
th�eor�eme de standardisation sur les graphes trouve sa source dans le r�esultat pour les arbres�

Ce qui est vrai des graphes acycliques l�est a fortiori des graphes cycliques� La di��erence
dans ce cas est qu�aucun th�eor�eme de standardisation n�est encore prouv�e� Nous conjecturons
l�existence d�un traitement abstrait proche du notre pour tous ces syst�emes�

�Il est possible en e�et de trouver dans un graphe plusieurs chemins qui relient un radical �a la racine du
graphe�
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���� Exemples

������ Le ���calcul et les syst�emes du premier ordre

Si on les traduit de la mani�ere habituelle �#canonique$� dans les syst�emes abstraits� les calculs
du premier ordre v�eri�ent les axiomes I� II� III et IV� Le th�eor�eme de standardisation est donc
v�eri��e comme l�avaient montr�e �HL ��� et �Bou 	
�� Notre r�esultat a seulement l�avantage d�une
formulation plus �el�egante� formulation qui permettra les d�eveloppements du chapitre 
�

������ Le ��calcul

Les axiomes I� II� III et IV sont v�eri��es dans le ��calcul� quelque soit l�ordre choisi parmi ceux
introduits au chapitre ����

�� l�ordre plus ext�erieur plus �a gauche�

� l�ordre d�arbre�

�� l�ordre d�embo�"tement strict�

Il est remarquable que le dernier ordre v�eri�e l�axiome II malgr�e un comportement inhabituel�
les deux radicaux

u � ��x���y�P �x��Ia�� ��y�P ��Ia� et v � ��x���y�P �x��Ia�� ��x�P �x	y���Ia�

sont disjoints mais u pourtant place la r�eduction Ia� a sous v� Ce comportement calculatoire
s�apparente plus �a celui d�un graphe�

Au chapitre 
 en th�eor�eme 
�� nous rappellerons que le th�eor�eme de standardisation sur
l�ordre d�arbre syntaxique assure que la strat�egie suivante normalise�

��� ��x�M� �std M �x �� N �

�appl�
M �std M �

MN �std M �N
si M n�est pas de la forme M � �x�M�

�appr�
N �std N �

MN �std MN � si M est une forme normale xM����Mk

���
M �std M �

�x�M �std �x�M �

Cette strat�egie appel�ee parfois #strat�egie normale$ calcule �a chaque �etape le radical le plus
exterieur le plus �a gauche du ��terme� Avec notre th�eor�eme de standardisation sur l�ordre
d�embo�"tement strict� d�autres strat�egies apparaissent� la suivante par exemple�

��� ��x�M� �STD M �x �� N � si M est de la forme �x�����xk��xM����Mn�

�appl�
M �STD M �

MN �STD M �N

�appr�
N �STD N �

MN �STD MN � si M est une forme normale xM����Mk

���
M �STD M �

�x�M �STD �x�M �

Cette strat�egie �STD r�eduit �a chaque �etape un radical plus int�erieur que le radical r�eduit
par �std � Le th�eor�me de standardistion montre que tout comme �std � cette strat�egie �STD

normalise�
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������ Syst�emes avec r�egles d�equivalence
 le cas g�en�eral

Nous poursuivons le travail des sections ���� et ����� Nous faisons l�hypoth�ese d�un syst�eme
abstrait �D� 	� �� qui v�eri�e les axiomes A� B� C� C�� D� E� I� II� III et IV� et d�une relation �
telle qu�elle est pr�esent�ee par les sections ���� et �����

�� l�axiome E est v�eri��e par construction de �D�� 	���

� l�axiome I est d�emontr�e sur D� �a l�aide des hypoth�eses  et 
 avanc�ees en section ���� et
�����

�� l�axiome II est d�emontr�e avec les hypoth�eses � � et 
 et l�axiome E� En e�et� si r 	� u�
uhriu� et vhriv�� alors l�axiome E v�eri��e ci�dessus implique r 	� u et r 	� v�� ce qui permet
d�appliquer l�hypoth�ese �� et de conclure avec les hypoth�eses  et 
�

L�hypoth�ese suivante permet de d�emontrer l� axiome D�

�� Soit r� u� v� u�� v� cinq radicaux libres tels que u��r��v et u���r���v��

La v�eri�cation de l�axiome C� est facilit�ee dans le cas o�u pour tout triplet �r� u� v� � R�
� de

radicaux tels que r 	� u� r 	� v et r � u� on sait d�eduire de ��u 	� v� que r � v� Dans ce cas
en e�et� l�axiome C� devient�

pour tout triplet �r� u� v� u�� v�� � R�
� tel que r 	 u� r 	 v� uhriu�� vhriv�� r �� u et r �� v�

u� 	� v� implique u 	� v

Cette remarque facilitera la d�emonstration de l�axiome C� dans le cadre du ��calcul et du
,�calcul�

Restent les axiomes III et IV que nous pr�ef�erons ne pas d�emontrer ici� Il faudrait pour faire
ce travail g�en�erique des hypoth�eses sur � un peu di�ciles� et qui de toutes fa%cons ne seraient
pas v�eri��ees par nos exemples de relations � dans le ��calcul et le ,�calcul�

������ Le ��calcul

Nous reprenons les d�e�nitions de compatibilit�e et d�embo�"tement introduites en sections ���� et
������ Comme cas particulier de la section ������� les axiomes E� I et II sont v�eri��es� L�hypoth�ese
� de la section ������ est v�eri��ee par �� ce qui fait que l�axiome D est vrai dans D�� La remarque
suivante dans la section ������ s�applique au ��calcul� ce qui facilite la d�emonstration de l�axiome
C�� Nous laissons au lecteur int�eress�e la d�emonstration de l�argument �nal� et des axiomes III
et IV�

������ Les r�eseaux de preuve

Nous prouvons le th�eor�eme de standardisation pour l�ordre d�emboitement d�e�ni en partie ������
Nous voulons utiliser le th�eor�eme ����

�� Les axiomes A� B� C� FD�� PERM� ont �et�e d�emontr�es aux chapitres pr�ec�edents� Les
axiomes C�� D� E et I sont �evidents� Restent les axiomes II� III et IV�

� L�axiome II n�est pas tr�es di�cile non plus� Soit u et v deux radicaux tels que u��r��u��
v��r��v�� Nous avons d�emontr�e en partie ����� que si u� contient v�� alors u contient v�
R�eciproquement si u contient v� alors u interagit avec une boite � qui contient v� Dans ce
cas u� interagit lui aussi avec une boite ��  n�ecessairement� cette boite contient v� parce
que u 	 r�
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�� L�axiome III vient d�une propri�et�e dynamique des boites exponentielles� un radical r dans
� ne peut pas interagir avec des �el�ements hors de la boite� En particulier� si u contient
r� le radical r ne peut ni cr�eer ni d�eplacer de radical en dehors du domaine � circonscrit
par u�

�� L�axiome IV est un peu plus di�cile �a prouver� Si u 	 v� u k v� u��v��u�� v��u��v�� v� 	 t��
v� �� t�� u

� 	 t� et u� �� t� avec t���v
���t� et t���u

���t�� si un �el�ement 
 �cellule ou boite� en jeu
dans t� se trouve n�ecessairement dans t � en e�et� aucun radical ne contient de radical
dans sa r�egle droite� Le radical t� se situe sur un port i particulier de l��el�ement 
� son
port principal� ou un port auxiliaire si t est une r�eduction commutative� Soit le port i�
dans ��u � ��v dont i provient� Un seul radical u ou v r�eduit des �el�ements li�es �a ce port
i� directement� Seul ce radical peut cr�eer ti  il existe donc un radical t tel que t��u��t� et
t��v��t�� De plus� le radical t ne peut pas �etre emboit�e sous u et v sans que u contienne v�
ou le contraire� L�axiome IV est donc vrai�

On peut appliquer le th�eor�eme de standardisation dans ce cas de calcul non orthogonal� les
calculs de r�eseaux de preuves peuvent �etre standardis�es�

�����	 Le ��calcul

Nous poursuivons le travail des sections ���� et ����
 et introduisons un calcul ,ev d��evaluation
partielle du ,g�calcul� Tout d�abord� les axiomes D� E� I et II sur le ,�calcul sont la cons�equence
de la section ������� Nous laissons au lecteur int�eress�e la d�emonstration des axiomes C�� III et
IV�

Ensuite� remarquons que les axiomes de standardisation sont aussi v�eri��es par le ,g�calcul�
Le th�eor�eme de standardisation a dans ce cas l�a un petit int�er�et puisque tous les radicaux du ,g�
calcul sont disjoints� en e�et� un radical qui duplique un terme �P ne duplique aucun radical du
,g�calcul� Pour cette raison toutes les d�erivations du ,g�calcul sont standards� Nous pourrons
dire apr�es le prochain chapitre que toutes ces d�erivations sont #externes$ dans le ,�calcul�

Le ,pr�calcul� un calcul d��evaluation partielle pour le ,g�calcul

Le ,pr�calcul �pr pour #priv�e$� est le fragment du ,�calcul d�e�ni par les r�egles d�inf�erence PAR�
RES� STRUCT� ATOM� BANG� SUM vues en section ���� et les deux r�egles de r�eduction
suivantes�

��x���x�y��P j *xz�Q� �pr ��x���x�y��P j P �y �� z� j Q� ��pr�
��x��x�y��P j *xz�Q� �pr ��x��P �y �� z� j Q� �pr�

Le fragment ,ev du ,�calcul est d�e�ni par�

,ev � ,g �,pr

Les radicaux du ,ev�calcul sont aussi des radicaux du ,�calcul� On �ecrit que u � , lorsque u
est un radical du ,�calcul et u � ,ev lorsque en plus il est dans le fragment ,ev � Le fragment
,ev v�eri�e la propri�et�e suivante�
Soit un triplet �r� u� u�� � R�

� tel que uhriu��

u � ,ev � u� � ,ev
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Avec cette propri�et�e on peut transf�erer les relations de r�esidu� de compatibilit�e et d�embo�"tement
du ,�calcul sur le ,ev�calcul� Les axiomes A� B� C� C�� D� E � I� et II sont pr�eserv�e par l�op�eration
et sont donc v�eri��es le fragment ,ev du ,�calcul�
De mani�ere inattendue� nous montrons que le ,ev�calcul ne v�eri�e pas l�axiome III� Soit le
radical r � ,ev qui r�eduit le sous�terme

��d��d�e�j*dc� � nil

dans le terme�

P � ��c���a�� �a�x����d��d�e�j*dc� j *ay j c�w� j *cv �

En e�a%cant le nom c� le radical r � P � Q cr�ee un radical s � ,ev qui communique sur c�

s � Q � ��a���a�x��nil j *ay�j��c��c�w�j*cv� � ��a���a�x��nil j *ay�jnil�

Contrairement �a r� le radical s ne calcule pas sous l�op�erateur #���� Si u � P � P � d�esigne le
radical de ,ev qui communique en a et duplique r� c�est��a�dire u � r� alors s n�est pas contenu
par u� � Q� Q�� l�unique r�esidu de u par r�

u� � ��c���a�� �a�x� j *ay j c�w� j *cv � � ��c���a�� �a�x� j c�w� j *cv �

L�axiome III n�est donc pas v�eri��e dans ,ev � avec l�ordre d�emboitement naturel� Une solution
pour r�etablir la situation serait d�orienter l��egalit�e�

��x��P jQ� � P j��x�Q

pour interdire les transformations �implicites� de la sorte�

��x��P jQ�� P j��x�Q

et ne garder que les m�ecanismes dits de #scope extrusion$�
Nous pr�ef�erons ici ne pas transformer la syntaxe initiale du ,�calcul� et pro�ter d�une bonne

propri�et�e du ,ev�calcul� le fait qu�un radical v � ,ev embo�"t�e sous un radical u � ,ev n�est
jamais calcul�e par ,g� Tout ,g�radical qu�une ,ev�d�erivation d r�eduit se trouve en cons�equence
�etre un radical externe de cette d�erivation� Ce que j�ai formalis�e jusqu�ici�

�u � ,g� �d � D � u v d� u � Ext d ���

Cette propri�et�e ��� est trop faible pour le th�eor�eme de standardisation mais su�t �a d�emontrer
un r�esultat de factorisation �a la Freyd�Kelly� voir �FK ��� Toute d�erivation d � P �� Q du
,ev�calcul peut �etre factoris�ee en

d � e �m

o�u � est l��equivalence par permutations �a la L�evy� avec e une ,g�d�erivation et m une ,pr�
d�erivation� Contrairement �a la d�e�nition originale �voir �FK ��� la factorisation n�est pas unique
parce qu�il existe des radicaux �a la fois dans ,g et ,pr� Pour retrouver l�unicit�e de la factorisation
e �m il su�t de consid�erer un ,pr��calcul �a la place de ,pr� o�u ,pr� est d�e�ni ainsi�

,pr� � ,ev �,g

Il est possible de d�emontrer la proposition suivante�
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Th�eor�eme �	� �th�eor�eme de factorisation� �,g	 ��,pr�	 �� est un syst�eme de factorisa�
tion dans ,	 �� c�est��a�dire�

�� ,g et ,pr� sont ferm�es par composition�

�� toute ,�d�erivation d peut �etre factoris�ee en�

d � e �m

o�u e est une ,g�d�erivation et m une ,pr� d�erivation�

�� si e�m�v � u�f �n o�u e� f � ,g et m�n � ,pr�� il y a un unique d�erivation 	�a permutations
pr�es
 w qui rend le diagramme commutatif 	par permutation
�

X

��
u

��e
Y

��
w

��m
Z

��
v

X � ��f
Y � ��n

Z�

Les deux points suivants sont mis l�a pour valider notre calcul d��evaluation partielle du ,g�calcul�
cette variante plus #calculatoire$ du �calcul que nous avons voulu �etudier�

� Le th�eor�eme de factorisation conf�ere �a tout calcul d de l��evaluation partielle ,ev un sous�
calcul #canonique$ dans ,g� la d�erivation e telle que d � e �m pour m dans ,pr�� Pour
cette raison� nous consid�erons ce th�eor�eme comme l�ingr�edient indispensable pour une
analyse rigoureuse de l��evaluation partielle�

� On v�eri�e qu�aucun ,pr��calcul n�op�ere de choix non d�eterministe� Pour cette raison� les
s�emantiques par bisimulation sont respect�ees par le calcul d��evaluation partielle� ce qui
fait partie des objectifs naturels de l�exercice�

������ Les syst�emes �a r�eduction combinatoire �CRS�

Le calcul combinatoire est trait�e en chapitre ��



�� CHAPITRE �� TH�EOR�EME DE STANDARDISATION



Chapitre �

Probl�emes de normalisation

Plan du chapitre�

	�� Les ���calculs typ�es ne terminent pas toujours�

	�� Des strat�egies externes pour les calculs non orthogonaux�

	�� Le ���calcul est ��d�eterministe�

	�� Appendice�

D�emontrer la normalisation de strat�egies #externes$ est une application connue du th�eor�eme
de standardisation� Ce chapitre expose une extension de la m�ethode aux syst�emes non�orthogonaux�
Nous �etablissons un lien in�edit entre terminaison des strat�egies et �nitude du non d�eterminisme�
Cette analyse est inspir�ee des ��calculs avec substitutions explicites� Ces syst�emes ne sont pas
orthogonaux� mais la proximit�e du ��calcul leur conf�ere certaines particularit�es� de con�uence
par exemple� Celui qui en chercherait une description orthogonale� pouss�e par l�envie de d�epasser
certaines limitations de la syntaxe� y renoncerait assez t�ot� La con�uence est ici un caract�ere
d�ad�equation au ��calcul plus qu�un e�et d�une dynamique de r�e�ecriture� Plusieurs strat�egies
d��evaluation doivent pouvoir �etre simul�ees dont la vari�et�e est a priori irr�eductible �a un sch�ema de
permutation� Les ��calculs avec substitutions explicites sont pour cela de nature profond�ement
non�orthogonale� Nous devrons les �etudier comme tels� et �etablir les outils n�ecessaires �a ce
nouveau cadre�

Les ��calculs avec substitutions explicites ont pour langue souche un ���calcul introduit
par �ACCL ���� Son pouvoir d�expression est riche� Les substitutions peuvent y �etre retard�ees�
propag�ees� compos�ees� et substitu�ees� Notre �etude dynamique des substitutions explicites a eu
pour r�esultat inattendu un exemple de non terminaison forte dans la version simplement typ�ee
du ���calcul� Nous donnons cet exemple en section 
��� traduit de �Mel �
�� Nous avons depuis
�etabli d�autres exemples de non terminaison dans des syst�emes voisins� voir �Mel ��� �Mel �
a��
On peut �a notre connaissance adapter l�exemple dans tous les syst�emes avec substitutions
explicites et composition�

Les ��calculs �a substitutions explicites servent �a simuler des machines abstraites �HMP ����
Il est bon de savoir� une fois e�ectu�ee la traduction de sa machine� que la strat�egie obtenue
est normalisante� Un travail important a �et�e men�e pour �etablir des r�esultats de normalisation
�a partir d�une restriction de la dynamique de r�e�ecriture du ���calcul� Deux principes g�en�eraux
ont �et�e obtenus� on retrouve la normalisation forte en interdisant la composition �BBLR �
��
ou en passant au calcul faible �HMP ���� Nous proposons en section 
� un troisi�eme point de
vue� encore peu abord�e� celui des strat�egies externes�

La strat�egie #externe$ du ��calcul normalise� �Cur 
	�� il su�t de r�eduire �a chaque �etape
le radical le plus externe� le plus �a gauche du terme pour atteindre la forme normale� Nous

��
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voudrions adapter cette strat�egie au ���calcul et conserver la propri�et�e de normalisation� Plus
g�en�eralement� nous voudrions savoir dans quels cas la strat�egie #externe$ normalise dans les
syst�emes non�orthogonaux� C�est un probl�eme important qui n�a �et�e abord�e encore que dans
des cas tr�es particuliers �Toy ��� Notre traitement du th�eor�eme de standardisation permet
d�introduire la notion de strat�egie externe dans le domaine non�orthogonal� Nous en pro�tons
pour reprendre la d�emonstration de Curry et ramener son r�esultat de normalisation �a la �nitude
du nombre de classe � d�un terme �a sa forme normale� L�argument peut �etre renvers�e� ce qui nous
am�ene �a un th�eor�eme de correspondance entre normalisation des strat�egies et ��d�eterminisme�

Nous revenons �nalement au ���calcul� Deux d�e�nitions exog�enes de strat�egie externe se
trouvent en vis��a�vis� celle que nous allons d�e�nir pour tous les syst�emes non�orthogonaux�
et celle qu�on peut d�eriver du ��calcul � une strat�egie du ���calcul est externe si son in�
terpr�etation� voir �Har 	��� est #externe$ au sens du ��calcul� Nous montrons que la premi�ere
d�e�nition implique la seconde pour des termes normalisables� la projection d�une d�erivation
���externe est alors ��externe� Cette propri�et�e tr�es forte d�ad�equation syntaxique marque le
rapport �etroit des dynamiques du ��calcul et du ���calcul quand il s�agit de r�eussir un cal�
cul et d�atteindre une forme normale� ce qui donne un contre�point positif �a notre preuve de
non�terminaison�

	�� Le ��
calcul typ�e ne termine pas toujours

Nous donnons ici l�exemple d�un ��terme simplement typ�e dont la r�eduction dans le ���calcul
ne termine pas toujours�

����� Introduction au ���calcul

Toutes les impl�ementations r�ealistes du ��calcul contr�olent les substitutions pour pro�ter du
partage de graphe �Wad ��� et �eviter une explosion en taille imm�ediate� Le ��calcul ne peut pas
d�ecrire ce contr�ole de mani�ere simple� Le ���calcul a �et�e introduit dans �ACCL ��� comme un
pont entre le ��calcul #classique$ et ses impl�ementations concr�etes� Les substitutions deviennent
explicites� on peut les retarder et les garder en m�emoire� Le ���calcul permet d��etudier les
substitutions et de v�eri�er les impl�ementations de fa%con simple �HMP ����

La syntaxe du ���calcul contient deux classes d�objets� les termes et les substitutions� Les
termes sont �ecrits selon la notation de De Brujn �DeB ���

Termes a ��� 
jabj�aja�s�
Substitutions s ��� idj�ja � sjs � t

La r�egle Beta correspond �a la ��r�egle du ��calcul� Les autres r�egles� qu�on appelle les ��
r�egles� d�ecrivent comment les substitutions sont propag�ees �a l�int�erieur des termes et e�ectu�ees�
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Beta ��a�b� a�b � id�

App �ab��s� � a�s�b�s�
Abs ��a��s� � ��a�
 � �s � ����
Clos a�s��t� � a�s � t�
Map �a � s� � t� a�t� � �s � t�
Ass �s� � s�� � s� � s� � �s� � s��

V arId 
�id� � 

V arCons 
�a � s� � a

IdL id � s� s
ShiftId � � id� �

ShiftCons � � �a � s� � s

Si on calcule dans le ��calcul un ��terme typ�e M � toute r�eduction de M atteint sa forme nor�
male� Parmi les ���r�eductions de M � celles qui imitent les ��r�eductions termineront elles aussi�
D�autres r�eductions suivent des chemins plus subtils et peuvent donc calculer M d.une mani�ere
nouvelle� Dans ces conditions la r�eduction d�un terme typ�e au sein du ���calcul termine�t�elle
n�ecessairement! La question a �et�e largement d�ebattue et �etudi�ee dans l�espoir d�une r�eponse
positive� D�ej�a� on avait su prouver que le calcul des substitutions engendr�e par les ��r�egles est
fortement normalisant �HaLa 	���CHR ���Zan ���� quel que soit le ���terme toute strat�egie de
propagation des substitutions termine� Ce r�esultat oblige un ���calcul qui ne termine pas �a cr�eer
et r�eduire continuellement de nouveaux Beta�radicaux� ce qui semble contredire la structure
typ�e du terme�

Pourtant nous pr�esentons ici un ��terme clos et simplement typ�e dont le calcul dans ���
calcul ne termine pas toujours� L�espace des ���r�eductions n�est donc pas li�e strictement �a celui
des ��r�eductions� ce qui est une surprise�

����� Intuitions initiales

Soit M le ��terme simplement typ�e �v���x���y�y����z�z�x�����w�w�v�� Comme tous les termes
typ�es� il existe une ���r�eduction qui le normalise� Nous montrons dans la partie suivante qu�il
peut aussi ne jamais terminer�

Construire une strat�egie qui ne termine pas sur M demande de la pr�ecision� Les ��r�egles
o�rent un calcul fortement normalisant pour n�importe quel ���terme� La Beta�r�egle imite la
��r�egle dont les r�eductions appliqu�ees �a un ��terme bien typ�e terminent toujours� Ce qui montre
que la non terminaison doit provenir d�interactions �nes en la Beta et les ��r�egles� Soit ��a�b un
��terme et s une substitution de t�ete� Nous �etudions maintenant les deux strat�egies possibles
pour r�eduire le Beta�radical de t�ete et commencer la propagation de s�

Une strat�egie classique commence par r�eduire le Beta�radical

���a�b��s�� �a�b � id���s� Beta

et propage ensuite les deux substitutions s et �b � id� �a l�int�erieur de a au moyen des ��r�egles� Si
on la m�ene �a son terme� la ��propagation termine sur le ��terme M �N	x� lorsque l�interpr�etation
de ��a�b�s� dans le ��calcul est ��x�M�N �

Une autre strat�egie possible commence par les deux ��r�egles App et Lambda a�n de pro�
pager s �a travers le Beta�radical� Nous �ecrirons s et s� les deux copies de s par App�
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���a�b� �s�
� ���a��s�� b�s�� App
� ���a�
 � s � ���� b�s�� Lambda

Elle e�ectue ensuite le Beta�radical de racine�

� a�
 � s � ���b�s�� � id� Beta

Les deux substitutions �
 � �s � ��� et �b�s�� � id� sont ensuite propag�ees �a l�int�erieur de a �a
l�aide des ��r�egles� Si on le continue� le processus termine encore sur le ��terme M �N	x��

La propri�et�e de normalisation forte semble naturelle dans les deux cas� Cependant� on
remarque que la seconde strat�egie duplique la substitution s avec la r�egle App� Cette duplication
par App n�emp�eche pas le calcul de terminer fortement quand on reste dans le ��calcul de
propagation� En gros� une fois dupliqu�ees� les substitutions restent disjointes au cours des ��
r�eductions� et ne peuvent donc pas interagir� Nous montrons maintenant comment le rajout de
la Beta�r�egle permet de combiner deux substitutions disjointes � le point de d�epart possible
pour une strat�egie non normalisante�

La strat�egie duplicante commence de la m�eme fa%con que la deuxi�eme strat�egie� en utilisant
les deux ��r�egles App et Lambda pour propager la substitution s �a travers le Beta�radical�

���a�b��s�
� ���a��s��b�s�� App
� ��a�
 � s � ���b�s�� Lambda

Nous appelons s� � s� La situation jusqu��a maintenant est claire� Les deux substitutions

 ��s� ��� et s� se trouvent au dessus des deux termes disjoints� a et b� Attention� le Beta�radical
les m�elange�

� a�
 � s� � ���b�s�� � id� Beta

La substitution 
 � �s� � �� agit encore sur a tandis que �b�s�� � id� et donc s� peuvent �etre
propag�es �a travers a et aussi s� � �� La propagation commence par une s�erie de ��r�egles�

� a��
 � s� � �� � �b�s�� � id�� Clos

� a�
�b�s�� � id� � �s� � �� � �b�s�� � id�� Map
� a�b�s�� � �s� � �� � �b�s�� � id�� V arCons

� a�b�s�� � s� � �� � �b�s�� � id��� �z �
s�

� Ass ���

La r�egle Map duplique �b�s�� � id� et divise sa propagation en deux op�erations distincts� La
premi�ere est essentielle� Elle s�occupe de substituer b�s�� dans a via la substitution de 
� La
seconde est super�ue� Elle cherche �a substituer b�s�� dans s� � � alors qu�aucune variable de s�
n�est li�ee �a b� s� est donc une substitution inutile� Appliquer ShiftCons �a ce point clari�erait
la situation en a�b�s�� � �s� � id�� qui correspond en gros au terme obtenu �a partir de ���a�b��s�
avec la premi�ere strat�egie�

���a�b��s�
� �a�b � id���s� Beta
� a��b � id� � s� Clos
� a�b�s�� � �id � s��� Map

� a�b�s�� � s�� IdL
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Maintenant faisons l�hypoth�ese que s� vaut ���a�b� � id� La substitution s� dans ��� peut
alors capturer la substitution s� inutile avec des ��r�egles et la dupliquer�

s� � s� � ���a�b� � id� � s�
� ���a�b��s�� � �id � s�� Map

�� ���a��s����b�s��� � s� App � IdL
� ���a�
 � s� � �����b�s��� � s� Lambda

� a�
 � s� � ���b�s�� � id� � s� Beta
� a��
 � s� � �� � �b�s�� � id�� � s� Clos

� a�
�b�s�� � id� � �s� � �� � �b�s�� � id�� � s� Map
� a�b�s�� � �s� � �� � �b�s�� � id�� � s� V arCons

� a�b�s�� � s� � �� � �b�s�� � id��� �z �
s�

� � s� Ass

Soit t une substitution quelconque� Appelons rec�t� � � � �b�t� � id��

La substitution s� � s� contient apr�es r�eduction la substitution s� � s� � s� � rec�s��� Plus
g�en�eralement� s� � ��a�b � id se comporte comme un duplicateur� toute substitution s� � t peut
�etre transform�ee en une substitution qui contient t � rec�t�� Si la substitution s� � rec�s�� se
comporte elle m�eme comme un duplicateur alors s� � s� peut �etre r�eduit en une substitution
qui contient s� � rec�s���

Tout ceci indique la possibilit�e d�une it�eration in�nie� Appelons �sn�n�� la suite d�e�nie par
s� et sn�� � rec�sn� et supposons que �sk � t� puisse �etre r�eduit pour tout k en une substitution
qui contient t � rec�t�� La substitution sk � sk�� peut �etre transform�ee en une substitution qui
contient sk�� � rec�sk��� � sk�� � sk��� Le proc�ed�e peut donc �etre r�eit�er�e pour induire une
r�eduction in�nie du ��terme ���a�b��s��

����� Le contre�exemple

La preuve

Soit la suite �si�i�� de substitutions�

D�e�nition �	
 Nous �xons deux ���termes a et b�

� s� � ��a�b � id

� rec�t� � � � �b�t� � id�

� sn�� � rec�sn�

� Cx�y� � � � �b�y� � x�

� Dx�y� � a�b�x� � y� � x

Le lemme suivant d�ecrit comment s� duplique une substitution t et embo�"te ses deux copies�

Lemme �	� �Etape de duplication� s� � t�� Dt�t � rec�t��

D�emonstration�
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���a�b � id� � t
� ���a�b��t� � id � t Map
�� ��a��t�b�t� � t App � IdL

� ��a�
 � t � ���b�t� � t Abs
� �a�
 � t � ���b�t� � id� � t Beta

� a��
 � t � �� � �b�t� � id�� � t Clos
� a�
�b�t� � id� � �t � �� � �b�t� � id�� � t Map

�� a�b�t� � t � �� � �b�t� � id��� � t V arCons � Ass
� a�b�t� � t � rec�t�� � t

�

Le lemme suivant explique �etape par �etape comment sn capture toute substitution t�

Lemme �	 �Etape de capture� rec�s� � t�� Ct�s � t�

D�emonstration�
�� � �b�s� � id�� � t
� � � ��b�s� � id� � t� Ass
� � � �b�s��t� � �id � t�� Map
�� � � �b�s � t� � t� Clos � IdL

�

Nous appliquons nos deux lemmes �a sn � sn���

sn � sn�� � rec�rec����rec�s���� � sn�� avec �n� �� niveaux de rec�

Une �etape de capture permet de le transformer en

�� Csn���rec�rec����rec�s���� � sn��� avec �n� � niveaux de rec�

���puis �n� � �etapes de capture le transforment en�

�� Csn���Csn������Csn���s� � sn����� avec �n� �� niveaux de Csn������

���et en�n l��etape de duplication en�

�� Csn���Csn������Csn���Dsn���sn�� � rec�sn�������

� Csn���Csn������Csn���Dsn���sn�� � sn������

Nous obtenons ainsi une substitution qui contient �sn�� � sn���� Cela prouve que le ���calcul
de �sn � sn��� peut se borner �a incr�ementer k dans �sn�k � sn�k��� et donc peut ne jamais
terminer�
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Nous donnons ici un rapport explicite du processus� Nous �ecrivons Cn pour une fonction C
appliqu�ee n fois�

Lemme �	�

a� sk�� � sn�� �� Csn���sk � sn���

b� sn � sn�� �
� Cn��

sn��
�s� � sn���

c� s� � sn�� �
� Dsn���sn�� � sn���

d� sn � sn�� �� Cn��
sn��

�Dsn���sn�� � sn����

e� s� � s� �� Ds��s� � s��

Corollaire �	� Il existe un ���calcul in�ni de �s� � s���

Le ��terme

Soit M le ��terme clos et simplement typ�e�

�v���x���y�y����z�z�x�����w�w�v�

Sa traduction dans la notation de De Brujn donne�

�� ����
����
�
�� ���
�
� �

Nous allons montrer que le ���calcul de M peut ne pas terminer� Cependant� de nombreuses
���r�eductions conduisent M jusqu��a sa forme normale� Par exemple�

�� ����
����
�
�� ���
�
� �

�� �� ����
��
�
 � id��� �
�
 � id�� � Beta � Beta

�� �� �����
�
�� 
 � V arCons � V arCons

� �� ���
�
 � id��� 
 � Beta

� �� ��
� 
 � V arCons

� �� 
�
 � id� � Beta
� �
 V arcons

Lemme �	� Choisissons a � 
 et b � 
 pour les ���termes a et b de la d�e�nition ���� La
substitution s� vaut alors ��
�
 � id et

������
����
�
�����
�
���� ��
�s� � s���

D�emonstration�
������
����
�
�����
�
��

� �����
���
�
 � id������
�
�� Beta

� ��
�s�����
�
 � id�� Beta
� ��
�s� � s��� Clos
�

Nous avons donc d�emontr�e�
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Th�eor�eme �	
 Le ���calcul de M ne termine pas toujours�

D�emonstration� appliquer le corollaire 
�
 et le lemme 
����

On peut v�eri�er de mani�ere similaire qu�il existe un ���calcul in�ni de tout terme

�v���x���y�C����z�A�B�����w�A�B�

o�u A�B et C sont des ��termes�
Il est bon de remarquer que les deux r�egles V arId et IdL sont utilis�ees uniquement pour sim�

pli�er certaines expressions� Elles sont inutiles au contre�exemple� En fait� six r�egles seulement
sont vraiment utilis�ees � Beta� App� Abs� Clos� Map et Ass�

����� Une traduction mono��dale

Nous avons eu l�id�ee une fois ce contre�exemple pr�esent�e en �Mel �
� de le donner sous une
forme plus simple� En e�et� la syntaxe du ���calcul complique l�analyse de m�ecanismes de non
terminaison qu�on retrouve dans leurs principes dans un calcul de mono-"de�

Certains auteurs comme �DeB �� et �Rev 	
� ont propos�e de simuler la ��r�eduction ��x�M�N �
M �N	x� en propageant le ��radical ��x�M�N �a travers le ��terme M � Les r�egles de propagation
de la substitution ��x���N sont de la forme�

��x�M�M��N � ���x�M��N����x�M��N� App

��x��y�M��N � �y����x�M�N� si x �� y Lambda
��x�x�N � N V arId

��x�y�N � y V arCons

On obtient de la sorte un calcul de substitution explicite �el�ementaire dont la syntaxe reste du
��calcul� Malheureusement le calcul de substitution trop �el�ementaire ne termine pas fortement�
Par exemple� on peut faire le calcul de substitution suivant�

��y���x�M�P �Q � ���y���x�M��Q����y�P �Q� App
� ��x����y�M�Q�����y�P �Q� Lambda

� ���

Ici� la substitution ��y���Q est propag�ee en deux �etapes App et Lambda �a l�int�erieur de la
substitution ��x���P � Nous d�ecidons d��ecrire P ��Qx�� �a la place de ��x�P �Q� et d�interpr�eter les
deux �etapes de propagation App et Lambda en une seule �etape de la forme�

M ��Px����Qy�� �M ��Qy����Px��Qy����

Le calcul mono-"dal nous lib�ere de la formulation p�enible et dissimulatrice de la syntaxe originale�
Nous redonnons sous cette forme l�exemple de non terminaison du calcul de substitution�

M ��Px����Qy�� �M ��Qy ����Px��Qy���� �M ��Px��Qy ������Qy��Px��Qy������ � ���

L�introduction d�un symbole suppl �mentaire ��� permet de r�etablir dans le ���calcul la ter�
minaison forte du calcul de substitution� le ��calcul�

Nous redonnons sous une forme mono-"dale notre contre�exemple �a la normalisation forte du
���calcul simplement typ�e� Si on �ecrit a��b�� � ��a�b� les r�egles de propagation se traduisent sous
une forme tr�es simpli��ee� en�

a��b���c� � a�c���b�c��� App � Lambda
a�b��c� � a�b�c�� Clos � Map

�Nous oublions les symboles parasites comme � et id pour nous concentrer sur l�aspect dynamique du contre�
exemple�
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La r�egle Beta devient �el�ementaire�

a��b�� � a�b� Beta

Nous d�e�nissons les #���termes$ suivant�

an�b� � a�����a�b������
an��b�� � a�����a��b�������

�
avec n niveaux de parenth�esage�

On retrouve l�exemple de non terminaison sous une forme sch�ematis�ee�

a��a���an��a��� � a�an��a�����a�an��a����� App� Lambda

� a�an��a�����an����a����
� a�an��a����an����a��� Beta

� a�an��a���an����a���� Clos� Map
�k a�ak�an�k ��a���an����a����� Clos� Map

�n�k�� a�an���a��a���an����a����� Clos� Map

����� Conclusion

Nous avons donn�e l�exemple d�un ��terme simplement typ�e dont le calcul au sein du ���calcul
ne termine pas toujours� A notre connaissance l�exemple ne peut �etre �evit�e dans aucun syst�eme
avec substitutions explicites et composition�

Le ���calcul a �et�e invent�e pour d�ecrire et mieux comprendre les impl�ementations en ma�
chine du ��calcul� Parce qu�il a �et�e une surprise� notre exemple montre l��ecart qui existe entre
la perception super�cielle d�un calcul et son comportement syntaxique v�eritable� Cet �ecart jus�
ti�e la th�eorie des substitutions explicites et sa volont�e d�approfondir l�analyse syntaxique des
impl�ementations existantes du ��calcul�

De nouvelles techniques devront �etre �etudi�ees pour �eviter les interactions cycliques entre la
Beta�r�egle et les ��r�egles� Les calculs sans composition normalisent fortement sur les termes
typ�es� voir �BBLR �
�� ils peuvent m�eme �etre con�uents sur les termes ouverts� voir �Mun �
� 
mais plus de puissance sur les substitutions est souvent utile� au moins pour la con�uence
dans un calcul fort� voir �HaL�e ��� pour l�uni�cation d�ordre sup�erieur� voir �DHK �
�� et pour
d�ecrire les optimisations propos�ees par certaines machines �a environnement �HMP ���� Nous
voyons en la constitution d�un calcul avec composition des substitutions� con�uence sur les
termes ouverts et normalisation forte sur les termes typ�es l�objectif th�eorique et technique le
plus naturel� Nous sommes convaincu que si un tel calcul existe� sa construction passe par une
meilleure compr�ehension des m�ecanismes mono-"daux vus en section 
�����

	�� Des strat�egies externes pour les calculs non orthogonaux

Cette section est divis�ee comme suit� Nous montrons �a la fa%con de Huet et L�evy �HL ��� que
la strat�egie externe normalise pour un syst�eme orthogonal qui v�eri�e les axiomes de stand�
ardisation� Nous g�en�eralisons ensuite l�id�ee de strat�egie externe au cas non�orthogonal� Cette
extension n�est pas �el�ementaire� elle n�ecessite l�emploi de d�erivations externes atomiques qui
remplacent les radicaux externes comme pas de r�e�ecriture� Nous d�e�nissons une classe par�
ticuli�ere de calculs #��d�eterministes$ pour lesquels le r�esultat de normalisation se g�en�eralise�
Nous d�emontrerons en section 
�� que le ���calcul est ��d�eterministe et que pour cette raison
les strat�egies externes du ���calcul normalisent�
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����� Le cas orthogonal
 Huet et L�evy

Nous commencerons par adapter la notion de radical externe propos�ee par Maranget �Mar ��
de telle mani�ere qu�elle se g�en�eralise plus tard aux syst�emes non�orthogonaux� Nous supposons
que le syst�eme �D� 	�R� est un syst�eme axiomatique orthogonal �D�R� qui v�eri�e les axiomes
de standardisation�

D�e�nition �	� On dit qu�un radical r est externe si et seulement si on peut l�extraire de toute
d�erivation d qui le contient� r v d �� r�� d�

Nous rappelons que r v d signi�e qu�il existe une d�erivation d� telle que r � d� � d� c�est��a�dire
r � d� et d sont �equivalentes par permutation� De son c�ot�e� la relation r�� d signi�e qu�il existe
une d�erivation d� telle que r � d� � d� c�est��a�dire r � d� est plus standard que d�

Nous comparons notre d�e�nition de radical externe avec la d�e�nition de l�ensemble Ext e�
vue en section ��� Un radical r appartient �a l�ensemble Ext e lorsque r�� f pour toute d�erivation
f �equivalente �a e par permutation� Cette condition �equivaut �a la suivante�

pour toute d�erivation d� la relation r v d v e implique r�� d

Appartenir �a Ext e indique le caract�ere externe d�un radical� relativement �a la d�erivation e� En
particulier� un radical externe r tel que r v e appartient �a l�ensemble Ext e� Et r�eciproquement�
un radical r est externe lorsque pour toute d�erivation e� r v e implique r � Ext e�

Les termes d�un syst�eme abstrait ne contiennent pas n�ecessairement de radical externe� par
exemple lorsque des radicaux coinitiaux xi forment une cha�"ne in�nie �xi�i�N� de radicaux
embo�"t�es�

�i� xiR�xi��

N�eanmoins� il existe un radical externe dans deux situations courantes�

Lemme �	� �deux cas d�existence d�un radical externe�

� tout terme normalisable 	non normal
 contient un radical externe�

� soit un terme a dont l�ensemble des radicaux Ra admet un ensemble complet �ni de
minorants� Alors a contient un radical externe�

D�emonstration�

� Supposons que a est normalisable� Soit d une d�erivation qui le normalise et r un radical de
Ext d� Nous montrons que r est externe� En e�et� soit f une d�erivation qui le contienne�
r v f � La d�erivation f peut �etre prolong�ee par g 
 d��f �� en une d�erivation normalisante
f � g �equivalente � �a d� Le radical r peut donc �etre extrait de f � g� et donc de f puisque
f le contient v� Et donc r�� f � Le radical r est bien externe�

� soit Ra l�ensemble des radicaux de a� et U un ensemble �ni de radicaux tel que �r �
Ra� �u � U� u � r� Supposons qu�aucun radical de U n�est externe� Il existe pour tout
u � U une d�erivation du telle que u v du et ��u�� du�� On peut construire l�union t
des d�erivations du pour u � U parce que U est �ni� Cette union t est associative et
commutative d�apr�es les lemmes ��� et ���� On construit ainsi une d�erivation d telle que
pour tout u � U il existe une d�erivation d�u telle que d � du �d�u� On en d�eduit que u �� Ext d

puisque u � �� du � d�u� La propri�et�e est vraie de tous les radicaux de U � Il existe pour tout
radical r � Ext d un radical u � U tel que rR�u� Il existe une d�erivation standard de d
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qui r�eduit ce radical r en premier� Le lemme ���� �etablit que u traverse cette d�erivation
et donc toutes les d�erivations �equivalentes � �a d� ce qui contredit notre construction de
d� Il existe donc un radical dans Ra tel qu�il soit externe�

�

Un radical externe r � a� b est extractible de toute d�erivation d qui le contient au sens de v�
Il apparait donc dans toute d�erivation qui normalise le terme a� Une strat�egie pour normaliser
doit donc r�eduire �a un moment de son calcul un r�esidu de r� Pour cette raison les strat�egies
qui r�eduisent un radical externe �a chaque �etape calculent judicieusement� On a l�espoir qu�elles
atteignent la forme normale d�un terme s�il y en a une�

D�e�nition �	� Une strat�egie S est externe lorsque pour tout terme non normal a la d�erivation
S�a� est un radical externe� Une strat�egie S normalise le terme a lorsqu�elle construit une
d�erivation S��a� normalisante� Une strat�egie normalise lorsqu�elle normalise tous les termes
normalisables�

Nous d�emontrons le th�eor�eme de normalisation �a la mani�ere de Huet et L�evy �HL ����

Th�eor�eme �	� �normalisation des strat�egies externes� Dans un syst�eme axiomatique or�
thogonal qui v�eri�e les axiomes de standardisation 	axiomes A� B� C� D� FD�� PERM� et
crit�eres � �a �
� Toute strat�egie externe normalise�

D�emonstration� Soit un terme a qui a une forme normale c� Deux d�erivations d et e qui nor�
malisent a sont �equivalentes par permutation� Nous associons au terme a la longueur de leur
d�erivation standard commune� longueur que nous notons � a �� Soit S une strat�egie externe
avec r � S�a� et a

r
� b� Soit d une d�erivation standard normalisante �a partir de a� Le radical r

est inclus v dans d et peut donc en �etre extrait par permutations carr�ees� On obtient e 
 d��r��
avec r � e�d� La d�erivation e est standard et normalisante �a partir de b� Sa longueur est stricte�
ment plus petite que celle de d� ce qui d�emontre que � b � est strictement plus petit que � b ��
On conclut que la strat�egie S normalise� �

Corollaire �	
� La strat�egie externe normalise dans les syst�emes syntaxiques orthogonaux qui
v�eri�ent nos axiomes de standardisation� comme par exemple le ��calcul et plus g�en�eralement
les syst�emes �a r�eduction combinatoire orthogonaux�

����� Le cas non�orthogonal
 ��d�eterminisme

Le sous�espace des d�erivations externes

Nous consid�erons un syst�eme axiomatique �D� 	�R� qui v�eri�e les axiomes de standardisation�
Nous commen%cons par donner une d�e�nition de d�erivation externe qui s�applique au cadre
non�orthogonal�

D�e�nition �	

 �d�erivation externe� une d�erivation d est externe si on peut l�extraire de
toute d�erivation qui la contient v� pour toute e� �d v e �� d�� e��

Sch�ematiquement� une d�erivation est externe quand pour toute d�erivation e�
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s�il existe e� telle que
e

d
e'

alors il existe d� telle que
e

d
d'

�

Autrement dit� une d�erivation d est externe si lorsqu�on la ram�ene en d�ebut d�une d�erivation e
par permutation de radical on peut aussi et toujours la ramener au d�ebut de e par permutations
carr�ees ou standardisantes� Pour une autre d�e�nition� voir en section 
�����

Les d�erivations externes ont la propri�et�e de se composer entre elles� ce que ne v�eri�ent pas les
d�erivations standards� Cette propri�et�e est importante� elle permet de consid�erer l�ensemble des
d�erivations externes comme une sous�cat�egorie de la cat�egorie libre des d�erivations� et constitue
un pr�eliminaire indispensable �a la construction de strat�egies externes e�caces�

Lemme �	
� �lemme de composition� Soient deux d�erivations externes d et e telles que
��d � ��e� Alors d � e est externe�

D�emonstration� on se place dans les hypoth�eses du lemme� Nous utilisons le lemme ��
	 de
simpli�cation� Si d � e v f alors il existe une d�erivation e� telle que d � e � e� � f � En particulier�
d v f et donc d�� f parce que d est externe� Il existe une d�erivation d� telle que d � d� � f � et
en particulier d � d� � f � Le lemme ��
	 de simpli�cation assure que e � e� � d�� et donc que
e v d�� Parce que e est externe� il existe une d�erivation e�� telle que e � e�� � d�� On a pour �nir
d � �e � e���� d � d� � f � La d�erivation d � e est donc externe� �

Les d�erivations externes v�eri�ent deux propri�et�es remarquables de d�ecomposition�

Lemme �	
 �lemme de d�ecomposition �a droite� Soit d � e une d�erivation externe� Alors
e est externe�

D�emonstration� supposons que d � e est externe� Soit une d�erivation f telle que e v f � Alors
d � e v d � f � Soit �d � f�std une d�erivation standard de d � f � Alors d � e v �d � f�std et donc
d�e�� �d�f�std parce que d�e est externe� Il existe donc une d�erivation e� telle que d�e�e���d�f�std�
et �d � f�std � d � f � La d�erivation e � e� est standard et d � �e � e�� � d � f � Le lemme ��
	 de
simpli�cation �etablit que e � e� � f � et le th�eor�eme ��
 de standardisation que e � e� est standard
et donc plus standard que f � e � e� � f � La d�erivation e peut donc �etre extraite de f � ce qui
�etablit que e est une d�erivation externe� �

Lemme �	
� �lemme de d�ecomposition �a gauche� Soit d � e une d�erivation externe� La
d�erivation d est externe dans le cas o�u pour toute d�erivation f �

d v f �� �g� d � e v f � g

D�emonstration� nous reprenons les hypoth�eses du lemme� Soit une d�erivation f qui contient d�
d v f � Il existe une d�erivation g telle que d � e v f � g� Soit �f � g�std une d�erivation standard
de f � g� La d�erivation d � e est externe et d � e v �f � g�std� elle peut �etre extraite de �f � g�std�
d � e�� �f � g�std� La d�erivation d peut donc �etre extraite de �f � g�std� d�� �f � g�std� De plus� d
est inclus dans f � d v f � On retrouve les conditions du lemme ��� de l�extraction pr�ecis�ee� qui
nous dit que d peut �etre extrait de f � d�� f � La propri�et�e est vraie de toutes les d�erivations f
qui contiennent d� la d�erivation d est externe� �

Ces deux lemmes de d�ecomposition permettent de mieux comprendre la situation des
syst�emes orthogonaux dans notre th�eorie des d�erivations externes� L�hypoth�ese du lemme 
���
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est dans ce cas toujours v�eri��e� si d v f alors d � e v f � g pour g 
 �d � e��f �� Chaque
d�erivation externe peut donc �etre d�ecompos�ee �a droite et �a gauche en d�erivations externes�
une d�erivation externe ne r�eduit ainsi que des radicaux externes� La d�e�nition traditionnelle de
strat�egie normale reprend la propri�et�e et institue l�illusion que le radical externe est une notion
indispensable�

En g�en�eral� la propri�et�e de d�ecomposition �a gauche n�est pas v�eri��ee par les syst�emes non
orthogonaux� Le lemme 
��� ne permet que de d�ecomposer �a droite� Nous adaptons l�exemple
de Gustave �Ber ��� �a la mani�ere de G�erard Boudol �Bou 	
�� Soit le terme F �/�/�/� dans le
syst�eme du premier ordre suivant�

F �A�B� x� � C F �x�A�B� � C F �B� x� A� � C

/ � A / � B

Soit u le radical d�e�ni par F �/�/�/�
u
� F �A�/�/�� Nous montrons qu�il n�est pas externe� Il

est contenu v par la d�erivation d suivante�

d � F �/�/�/�
u
� F �A�/�/�� F �A�A�/�� F �A�A�B� � C

En trois permutations� on standardise cette d�erivation d en une d�erivation e qui lui est �equivalente
��

e � F �/�/�/�� F �/� A�/� � F �/� A� B� � C

mais dont le radical u ne peut pas �etre extrait� u v e mais ��u�� e�� On montre de la m�eme
mani�ere qu�aucun radical de F �/�/�/� n�est externe�

Il existe pourtant une d�erivation externe �a partir du F �/�/�/�� le lemme 
��
 d�emontre
que la d�erivation e est externe parce qu��a la fois normalisante et standard�

Lemme �	
� �un exemple de d�erivation externe� Toute d�erivation d standard et norm�
alisante est externe�

D�emonstration� soit d une d�erivation standard et normalisante� Toute d�erivation f qui v�eri�e
d v f peut �etre r�eorganis�ee par permutation en une d�erivation d � d�� La d�erivation d� est
obligatoirement vide parce que ��d est en forme normale� On conclut que d � f et donc d� f

d�apr�es le th�eor�eme ��
 de standardisation� Parce que d�� f � la d�erivation d est externe� �

La construction de d�erivation externe ne peut donc plus �etre r�eduite �a la composition de rad�
icaux externes� La d�e�nition 
�� de strat�egie externe doit �etre adapt�ee �a un environnement plus
exigeant� Il faut pour cela changer d�optique� choisir le point de vue des d�erivations contre celui
des radicaux� Le radical externe est une d�erivation qui ne contient v aucune autre d�erivation
externe que lui�m�eme et l�identit�e� Nous proposons de remplacer la notion de radical externe par
cette d�e�nition� Une d�erivation externe atomique est une d�erivation externe minimale au sens
o�u elle ne contient v aucune d�erivation externe autre qu�elle�m�eme et l�identit�e� On retrouve
les radicaux externes dans le cadre orthogonal� vu comme un cas particulier des syst�emes non
orthogonaux� Nous adaptons la d�e�nition 
��� la strat�egie externe r�eduit �a chaque �etape une
d�erivation externe atomique�

D�e�nition �	
� �d�erivation externe atomique� strat�egie externe�

� une d�erivation externe est atomique si elle n�est pas vide et ne contientv aucune d�erivation
externe hormis l�identit�e et elle�m�eme�
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� une strat�egie S est externe si et seulement si la d�erivation S�a� est externe et atomique
et non vide pour tout terme a�

Une d�erivation externe ne contient v pas n�ecessairement de radical externe� comme l�a
d�emontr�e l�exemple de F �A�A�� Nous montrons qu�une d�erivation externe contient par contre
une d�erivation externe atomique� Toute d�erivation externe est donc compos�ee de d�erivations
externes atomiques qu�elle r�eduit l�une apr�es l�autre� La d�erivation externe atomique remplace
donc le radical externe sans impliquer de di��erences structurelles notables�

Lemme �	
� Toute d�erivation externe d contient v une d�erivation externe atomique�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� Soit d une d�erivation externe� elle est
standard puisqu�elle contient v sa d�erivation standard d�� et donc d�� d�� La d�erivation d est
soit atomique� soit elle contient v une d�erivation e externe di��erente de l�identit�e� Puisque e
est externe elle aussi� on a e�� d� et la longueur de e est donc plus petite que celle de d� Elle
contient par hypoth�ese de r�ecurrence une d�erivation f externe atomique� f v e� Donc f v d� �

Corollaire �	
� �existence d�une d�erivation externe atomique� Soit un terme normal�
isable a� Il existe une d�erivation externe atomique �a partir de a� ou a est en forme normale�

D�emonstration� il existe une d�erivation externe non vide �a partir de a normalisable d�apr�es le
lemme 
��
� La d�erivation externe atomique que d contient d�apr�es le lemme 
��� r�eduit �a partir
de a� ce qui prouve notre corollaire� �

Corollaire �	
� Toute d�erivation d externe peut s��ecrire comme la composition de d�erivation
externes atomiques di�

d � d� � � �dn

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� Soit d une d�erivation externe� Il existe une
d�erivation d� externe atomique et d� une d�erivation telles que d � d� � d�� La d�erivation d� est
externe d�apr�es le lemme 
��� de d�ecomposition �a droite� ce qui permet de relancer l�r�ecurrence�

�

Th�eor�eme de correspondance

Nous reprenons le th�eor�eme 
� de normalisation dans le cadre �elargi des syst�emes non ortho�
gonaux� Cette sortie hors du domaine orthogonal permet d��etablir un rapport entre normalisa�
tion et ��d�eterminisme� La preuve en est �el�ementaire� mais beaucoup de concepts sont nouveaux
et doivent �etre bien mis en place�

D�e�nition �	�� �choix localement born�e� On dit que le choix externe sous a est locale�

ment born�e lorsque pour tout a
d
�� b le nombre de d�erivations externes atomiques au d�epart de

b est �ni�

D�e�nition �	�
 �ensemble co�nal� ensemble normalisant�

� un ensemble F de d�erivations est co�nal �a partir de a si et seulement si il existe pour
toute d�erivation d � Da une d�erivation f � F tel que d v f �

� un ensemble F de d�erivations est normalisant si toutes les d�erivations qu�il contient sont
normalisantes�
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D�e�nition �	�� Soit un terme a et une strat�egie S� On d�e�nit la d�erivation Sn�a� par�

� S��a� � ida�

� Sn���a� � Sn�a� � S�b� si a
Sn�a	
�� b et b n�est pas en forme normale�

� Sn���a� � Sn�a� si a
Sn�a	
�� b et b est en forme normale�

Nous donnons l�exemple du terme A dans le syst�eme d�e�ni par les deux r�egles�

A� A
A� B

La strat�egie externe peut boucler sur A� et ne jamais le r�eduire en B� La non normalisation
provient ici du nombre in�ni de classes � normalisantes �a partir de A� chaque d�erivation

A� ���� A� B

d�e�nit une classe � de permutation  l�ensemble de ces d�erivation est co�nal et normalisant
�a partir de A� mais in�ni� Le th�eor�eme 
�� de correspondance d�eduit la normalisation des
strat�egies externes de l�existence d�un ensemble �ni co�nal et normalisant de d�erivations�

Th�eor�eme �	 �th�eor�eme de correspondance�

Soit un syst�eme axiomatique qui v�eri�e les axiomes de standardisation� tel que tout terme con�
tient une d�erivation externe non vide� Les deux propositions suivantes sont alors �equivalentes�

	�
 Le terme a v�eri�e que toute strat�egie externe normalise a� et que le choix externe sous a
est localement born�e�

	�
 Il existe un ensemble F �ni co�nal et normalisant �a partir de a�

D�emonstration�
��� � ��� Soit S une strat�egie externe� Supposons qu�il existe un ensemble F �ni co�nal
et normalisant �a partir de a� Il existe pour tout n une d�erivation fn dans F qui contient
v la d�erivation Sn�a�� Sn�a� v fn� Parce que F est �ni� il existe une d�erivation f de F
telle que �n�Sn�a� v f � La relation ne change pas pour une d�erivation fstd standard de f �
�n�Sn�a� v fstd� Chaque d�erivation Sn�a� est compos�ee de d�erivations externes atomiques� Le
lemme 
�� de composition �etablit donc leur caract�ere externe� On peut toutes les extraire de
fstd et obtenir� �n�Sn�a��� fstd� L�extraction ici ne peut se faire que par permutations carr�ees�
la longueur de f majore donc la longueur de chacune des Sn�a�� Cela oblige Sn�a� �a valoir
Sn���a� pour un certain entier n� ce qui entra�"ne vu leur d�e�nition 
� que S normalise a et
S��a��fstd� c�est��a�dire S��a� � f � La propri�et�e est vraie de tout terme a� la strat�egie externe
S normalise donc�
Soit maintenant a

d
�� b� Nous voulons montrer que b ne contient qu�un nombre �ni �non nul� de

d�erivations externes atomiques� Les d�erivations f � F qui contiennent d par v constituent un
sous�ensemble Fd non vide de F � Il existe pour chacune de ces d�erivations f une d�erivation gf
telle que f � d �gf � Soit G l�ensemble de ces gf � L�ensemble G est lui�m�eme �ni et normalisant �a
partir de b� Montrons qu�il est aussi co�nal� toute d�erivation d� �a partir de b peut �etre compl�et�ee
en une d�erivation d � d� �a partir de a� Il existe donc une d�erivation f dans F telle que d �d� v f �
De ce fait� d v f et donc f qui se trouve dans Fd s��ecrit f � d � gf pour gf � G� On obtient
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d � d� v f et f � d � gf � Nous utilisons le lemme ��
	 de simpli�cation et d�eduisons que d� v gf �
l�ensemble G est bien co�nal �a partir de b� Toute d�erivation externe atomique que contient b est
donc inclus v dans un �el�ement de G� Chaque d�erivation g de G ne contient v qu�un nombre �ni
de d�erivation � externe atomique� chacune des � peut en e�et �etre prolong�ee en une d�erivation
� � �� qui se trouve dans la classe standard de g� classe � qui est �nie d�apr�es le lemme ��
��
Le nombre total de d�erivations externes atomiques que contient b est donc �ni� Il n�est de plus
jamais nul puisque G n�est pas vide et donc b est normalisable� ce qui d�apr�es le corollaire 
��	
implique l�existence d�une d�erivation externe atomique au d�epart de b� Le choix �externe� est
donc localement born�e sous a�

��� �� �� � Ce sens est plus dur �a prouver� Supposons que la strat�egie externe normal�
ise un terme a sous lequel le choix externe est localement born�e� Nous montrons qu�il existe
une strat�egie Sd pour chaque d�erivation d qui normalise a telle que la d�erivation S�d �a� est
�equivalente � �a d� Soit une d�erivation d normalisante et standard� Elle est externe d�apr�es le
lemme 
��
� et est donc compos�ee d�apr�es le corollaire 
��� d�une succession de d�erivations
di externes atomiques� d � d� � � �dn� Nous montrons qu�il existe une strat�egie S qui propose
e�ectivement cette succession� Il faut montrer pour cela que les di ont des termes de d�eparts
ai � ��di tous di��erents� On pourra alors d�e�nir la strat�egie S par S�ai� � di pour � � i � n�
ce qu�on compl�etera par S�b� � db pour les termes b non normaux et di��erents des ai� db une
d�erivation externe atomique �a partir de b�
On utilise la normalisation des strat�egies externes sur a pour d�emontrer ce r�esultat� Supposons
que ap � aq pour p � q� On choisit alors q minimal� ai �� aj si i � j et j � q� La d�erivation d fait
une #boucle$ B qui r�eduit successivement les l � q�p d�erivations dp� ��� � dq��� B � dp � � �dq���
Nous en pro�tons pour construire une strat�egie S� externe qui ne normalise pas a� Il su�t pour
cela de d�e�nir S��ai� � di pour i � q� On peut alors d�ecrire les d�erivation S�i�a� comme�

� S�p�i�a� � d� � � �dp�� � dp � � �dp�i pour i � l�

� S�p��k�l	�i�a� � d� � � �dp�� � �B � � �B� � dp � � �dp�i� pour i � l� o�u B est compos�e k fois�

La strat�egie S� r�eduit donc la boucle B de mani�ere r�ep�etitive� la strat�egie S� ne normalise pas�
Ce qui contredit nos hypoth�eses� Les termes ai sont donc tous di��erents� ce qui permet de
construire notre strat�egie S telle que S��a� � d� � � �dn � d�
Nous utilisons maintenant l�hypoth�ese du choix localement born�e pour prouver qu�il n�existe
qu�un nombre �ni de d�erivation propos�ee par les di��erentes strat�egies externes �a partir de a�
Ces d�erivations S��a� s��ecrivent toutes d� � � �dn� o�u pour chaque terme ai � ��di le nombre de
d�erivation externe atomique est �ni� On peut repr�esenter cet ensemble par un arbre o�u chaque
n'ud� �d� � � �dk� a un nombre �ni de �ls� �d� � � �dk �e�� o�u e est une d�erivation externe atomique
�a partir du terme ak��� Le lemme de K-onig nous assure que le nombre total de n'ud est �ni�
car sinon il y aurait une branche in�nie� ce qu�on traduirait par la non�normalisation d�une des
strat�egies externes� �

Corollaire �	� �normalisation des strat�egies externes� Toute strat�egie externe norm�
alise a s�il existe �a partir de a un ensemble F �ni co�nal et normalisant�

D�emonstration� s�il existe un ensemble F �ni co�nal et normalisant �a partir de a� alors tout

terme b tel que a se r�e�ecrit en b par a
d
�� b contient une d�erivation externe� la d�erivation f

telle que d �f � F � voir le lemme 
���  le th�eor�eme 
�� appliqu�e �a l�espace des d�erivations Da

au d�epart de a �etablit la normalisation des strat�egies externes dans Da � qui correspondent �a
celles de D� �
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D�e�nition �	�� ���d�eterminisme� Un syst�eme est ��d�eterministe lorsqu�il existe �a partir
de tout terme normalisable un ensemble �ni co�nal et normalisant�

En corollaire imm�ediat� toutes les strat�egies externes sont normalisantes dans un syst�eme ��
d�eterministe�

	�� Le ��
calcul est �
d�eterministe

Nous manquons en g�en�eral d�outils pour traiter des questions de normalisation dans les syst�emes
non orthogonaux� Aucune loi n�y ordonne les di��erents calculs d�un terme� Au pire� cer�
taines r�eductions le normalisent tandis que d�autres semblent en marquer le caract�ere fon�
damentalement non �ni� Le travail sur le ���calcul est particulier� Nous pro�tons des rapports
s�emantiques �etroits qu�il entretient avec le ��calcul� Hardin �Har 	�� a montr�e comment projeter
les d�erivations du ���calcul sur des d�erivations du ��calcul� selon une m�ethode d�interpr�etation�
Nous voulons d�emontrer ici que la projection d�une d�erivation externe du ���calcul est une
d�erivation externe au sens du ��calcul� quand les termes en question sont normalisables� Ce
r�esultat d�ad�equation nous permet de montrer �a partir du lemme de K-onig que le ���calcul
est ��d�eterministe� On peut donc appliquer le th�eor�eme de correspondance et en d�eduire la
normalisation des strat�egies externes du ���calcul�

La d�emonstration de l�ad�equation est l��etape di�cile pour d�emontrer que le ���calcul est
��d�eterministe� Les d�erivations externes sont d�e�nies ind�ependamment dans le ��calcul et le
���calcul� leurs natures respectives rendent compte du comportement dynamique de deux cal�
culs tr�es di��erents� le ��calcul r�eduit des ��radicaux et en e�ectue les instantiations en un pas�
tandis qu�au contraire la dynamique du ���calcul privil�egie les jeux et mouvements des substitu�
tions� Il serait donc na-"f de vouloir d�emontrer imm�ediatement le r�esultat d�ad�equation� certains
m�ecanismes syntaxiques doivent �etre compris� N�oublions pas d�ej�a certains comportements in�
attendus des substitutions explicites� comme ceux que notre exemple de non terminaison forte
met en jeu en section 
��� Une autre mise en garde� la nouveaut�e des d�erivations externes dans
le cadre non�orthogonal peut elle aussi apporter ses surprises� Nous donnons un exemple� pour
a� b des ���termes et s et t des substitutions�

d � ���a�b��s��t�
Beta
�	
 a�b � id��s��t�

Clos
�	
 a��b � id� � s��t�

On peut montrer que la d�erivation d est externe� Cependant� avec l�ordre d�embo�"tement
habituel� la r�eduction de Beta seule n�est pas externe� elle est en e�et contenue v dans la
d�erivation e suivante� sans pouvoir en �etre extraite�

e � ���a�b��s��t�
Clos
�	
 ���a�b��s � t�

Beta
�	
 a�b � id��s � t�

Il faut donc la r�eduction d�un radical Clos qui neutralise la composition de s et t pour que
Beta initie une d�erivation d externe� Le radical Beta n�est pas externe� il est pourtant projet�e
par interpr�etation sur un ��radical externe au sens du ��calcul� Nous avons ici l�exemple d�un
�ecart entre les dynamiques du ��calcul et du ���calcul� �ecart que le r�esultat d�ad�equation devra
r�esoudre�

����� Ad�equation dynamique

Nous introduisons d�abord la m�ethode d�interpr�etation d�evelopp�ee par Th�er�ese Hardin en
�Har 	���
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D�e�nition �	�� �m�ethode d�interpr�etation� termes� Soit a un ���terme clos� On �ecrit
��a� le ��terme obtenu par ��normalisation de a�

D�e�nition �	�� �m�ethode d�interpr�etation� d�erivations� Il existe une fonction ���� qui
associe aux d�erivations d � a ��	
b du ���calcul une d�erivation ��d� � ��a� ��	 ��b� du
��calcul et qui v�eri�e les propri�et�es 	fonctorielles
 suivantes�

��d � e� � ��d� � ��e� ��ida� � id
�a	

et ��d� � id
�a	 si d � a ��	
b est une ��d�erivation�
Nous appelerons cette fonction �l�interpr�etation du ���calcul dans le ��calcul�� Elle est

d�ecrite formellement dans �Har �� �

Nous �etudierons le ���calcul avec l�ordre �	
 d�arbre syntaxique sur les ���termes� un ordre
qui v�eri�e les axiomes de standardisation�

L�objectif de cette section est de d�emontrer le lemme suivant�

Lemme �	�� �ad�equation dynamique� Si d est une d�erivation externe du ���calcul alors
��d� est une d�erivation externe du ��calcul�

Bien entendu� il existe des Beta�radicaux r non externes dans le ���calcul dont la traduction
��r� est externe dans le ��calcul� Par exemple�

�����
�
���
 � id�
r
�	
���
�
 � id����
 � id� et ��x��y�y�x�


�r	
�	�x�x�

Ensembles expansifs et in�evitables

Nous commen%cons par prouver deux lemmes abstraits sur les ensembles #expansifs$ et #in�evitables$
que nous d�e�nissons �a la suite� Les d�e�nitions de ��

�
et de � sont donn�ees en section ����

D�e�nition �	�� �ensemble expansif de radicaux� Un ensembleN de radicaux est expansif
si�

EXP� si u� v et v � N alors u � N �

EXP� si u
r
��
�
v et v � N alors u � N �

D�e�nition �	�� Soit N un ensemble expansif de radical� On dit que N est in�evitable s�il
contient tous les radicaux u tels que ��u soit en forme normale�

Lemme �	� �lemme des retrouvailles abstraites� Soit N un ensemble expansif de radi�
caux et d � u� � � �un une d�erivation standard telle que ui � N pour un certain indice i entre �
en n� Il existe alors un radical x de N qu�on peut extraire de d� x�� d�

D�emonstration� par une r�ecurrence tr�es simple sur la longueur de d� Supposons que d � r � d� �
r � u� � � �un se trouve dans les hypoth�eses du lemme� si r � N alors le r�esultat est acquis parce
que r�� d  si ui � N alors il existe par hypoth�ese de r�ecurrence un radical y tel que y�� d�� si
r � y alors r � N � sinon il existe un radical x tel que x

r
�� y� et donc x�� d et x � N � Ce qui

prouve le lemme par r�ecurrence� �

Lemme �	
 �lemme de description des d�erivations externes� Soit N un ensemble ex�
pansif et in�evitable� Soit d une d�erivation externe dont le terme d�arriv�ee est normalisable� Alors
d r�eduit �a chaque �etape des radicaux de N �
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D�emonstration� supposons que d soit externe et d � f une d�erivation normalisante� Soit d �
d� � r � d�� La d�erivation r � d� est externe d�apr�es le lemme 
��� de d�ecomposition �a droite�
On peut donc standardiser r � d� � f et obtenir une d�erivation r � d� � g standard� Soit h une
d�erivation obtenue par permutations carr�ees �a partir de r � d� � g� Le lemme ���� de transitivit�e

carr�ee d�emontre que r�� kh� On peut �ecrire toute d�erivation h sous la forme h� � r� �h� o�u r
h���
�
r��

Soit une d�erivation h telle que la longueur de h� soit maximale dans la classe � de r � d� � g�

Alors h � h� � r
� � h� et r

h���
�

r�� Il faut que r� soit l�unique radical qu�on puisse extraire de h��

sinon r�
u
��
�
r�� et h���u � h��� contredirait notre choix de h parmi les d�erivations �equivalentes �

�a r � d� � g� Le dernier radical que r�eduit h� se trouve dans N � ce qui force r� �a se trouver lui

aussi dans N d�apr�es le lemme 
��� de retrouvailles� Il faut donc que r � N puisque r
h��� r�� La

d�erivation d ne r�eduit donc que des radicaux de N � �

����epine et ad�equation

Le lemme 
��� de description ouvre le chemin pour d�emontrer le lemme d�ad�equation dy�
namique� Nous montrons qu�il existe un ensemble Epine� expansif et in�evitable de ���radicaux
dont l�interpr�etation dans le ��calcul est un radical externe� Si d est une d�erivation externe�
elle r�eduit d�apr�es le lemme 
��� des Beta�radicaux dont l�interpr�etation est externe� ce qui
d�emontrera le lemme d�ad�equation dynamique�

La construction de l�ensemble Epine� est strictement syntaxique� La v�eri�cation des pro�
pri�et�e EXP� et EXP n�ecessite une bonne compr�ehension des r�eductions du ���calcul�

D�e�nition �	� �la ����epine� � on note Epine l��epine du ���calcul� c�est��a�dire l�ensemble
des occurrences �a� o� de la forme �a� � � � ���� la racine �a� �� de chaque terme �etant com�
prise�

� une occurrence �a� o� � Epine se trouve dans Epine	 lorsque

�o�� o� �	
 o �� Symbol�o�� � �

� une occurrence �a� o� � Epine se trouve dans Epine� lorsque

�o�� o� �	
 o �� Symbol�o�� � fApp� ���g ou o� � Epine	

� un radical r se trouve dans Epine lorsque son occurrence de t�ete se trouve dans Epine�

� un radical r se trouve dans Epine� lorsque son occurrence de t�ete se trouve dans Epine��

Premier r�esultat sur Epine��

Lemme �	 L�ensemble Epine� est expansif�

D�emonstration� Supposons que x
r
��
�

y � la r�eduction de r ne d�esorganise pas la structure
d�occurrence au dessus de x� Donc �x � Epine� � y � Epine��� Supposons que x � y et
y � Epine� pour d�emontrer la propri�et�e EXP� Deux cas se pr�esentent�

� si il existe un radical u tel que x �	
 u et u��x��y� Le radical y � Epine est sur l��epine
de b pour a

x
� b� Seule la r�egle V arCons permet de transformer par r�esidu un radical

hors Epine en un radical de l�ensemble Epine dans ce cas�l�a� u �� Epine et le radical x est
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le radical V arCons de Epine qui e�ectue le transfert� donc x � Epine� Nous �ecrivons la
propri�et�e importante�

si x��r��y alors y � Epine �� x � Epine ou r � Epine

Sinon� u � Epine� et donc x � Epine parce que x �	
 u� Supposons que le radical x ne
se trouve pas dans Epine�� Son occurrence de t�ete �a� ox� ne se trouve pas non plus dans
Epine�� Les structures au dessus de l�occurrence �a� ox� ne changent pas par r�eduction de x�
et donc son r�esidu �b� ox� ne se trouve pas dans Epine� mais contient �b� oy�� l�occurrence de
t�ete de y� Cette occurrence �b� oy� ne se trouve donc pas dans Epine�� ce qui contredit notre
hypoth�ese que y � Epine�� Nous en d�eduisons que x � Epine�� La propri�et�e sous�jacente
est ici�

si x��r��y et r � Epine� x � Epine� r �	
 x� alors y � Epine� �� r � Epine�

� deux nouveaux cas se pr�esentent si x cr�ee y� suivant que l�occurrence de t�ete de x est plus
courte ou plus longue que celle de y� Soit �ox� a� l�occurrence de x et �oy� b� celle de y� Nous
devons comparer les symboles au dessus de �ox� a� �a ceux au dessus de �oy� b�� Rien n�a
chang�e au dessus de �a� ox� par r�eduction de x� Si ox est plus courte ou de m�eme longueur
que oy et que �oy� b� � Epine�� alors �ox� b� � Epine� et pour cette raison �ox� a� � Epine��
Le radical x se trouve donc dans Epine�� Autrement� nous devons passer en revue les
moyens possibles de cr�eation tels que �oy � b� �	
 �ox� b�� qu�on appelle parfois #cr�eation
vers le haut$� Nous montrons qu�un seul symbole est alors utilis�e� ox � oy � �� et que ce
symbole est un n'ud d�application ou de substitution� On peut en e�et ranger les cas de
cr�eation vers le haut en deux cat�egories�

� Lambda� V arCons font intervenir le symbole App au dessus de x� c�est��a�dire� ox �
oy � � et Symbol�b� oy� � App� La radical y obtenu est alors un Beta�radical�

� Beta� App� Lambda� VarCons font intervenir le symbole ��� au dessus de x� ox � oy ��
et Symbol�b� oy� � ���� Le radical y obtenu a pour r�egle Clos�

Dans les deux cas� �a� ox� � Epine�� et donc x � Epine�� En particulier� aucun m�ecanisme
de cr�eation vers le haut ne fait intervenir le symbole �� ce qui assure notre r�esultat�

�

D�e�nition �	� Les ensembles Epinen d�occurrences �a� o� sont d�e�nis par r�ecurrence �a partir
de Epine�� L�occurrence �a� o� est dans Epinen�� si et seulement si il existe o� et o�� tels que
o � o� � o�� et

� a � ������A B C����Ck� o�u�

� o� est l�occurrence de B dans a�

� le terme A ne peut pas �etre r�e�ecrit en un terme �D�

� �o��� B� est dans Epinen�

L�ensemble Epine� est d�e�ni comme l�union des Epinen pour n � N�

Corollaire �	� Les ensembles Epinen sont expansifs�
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D�emonstration� par r�ecurrence sur n� Supposons que Epinen est expansif et d�eduisons�en que
Epinen�� est expansif�

� si x
r
�� y et y � Epinen��� soit a

r
� b� �a� ox� l�occurrence de x et �b� oy� l�occurrence de y�

Il existe une occurrence �b� o�� telle que oy � o� � o�� et

� b � ������A B C����Ck�

� o� est l�occurrence de B dans b�

� le ���terme A ne peut pas �etre r�e�ecrit en un �D�

� �o��� B� est dans Epinen�

La forme de a est identique �a celle de b� a � ������A� B� C�
� ���C

�
k � avec�

� si le radical r r�eduit dans A�� alors A�
r�
� A� B� � B et �i� C�

i � Ci pour r� le
radical d�occurrence �o��� A��� Le terme A� ne peut pas �etre r�e�ecrit en un terme
�D �a cause de la con�uence et l�occurrence �o��� B�� se trouve dans Epinen� Donc
l�occurrence �o� � o��� a� se trouve dans Epinen���

� si le radical r r�eduit un des C�
i � alors �o��� B�� � Epinen et A� � A ne peut pas �etre

r�eduit sous la forme �D� �o� � o��� a� � Epinen���

� si le radical r r�eduit dans B� � alors x�
r�
�� y� pour x� et y� les radicaux d�occurrence

de t�ete �A� o��x� et �A� o��y�� avec ox � o� � o��x et oy � o� � o��y � On en d�eduit x� � Epinen

par hypoth�ese de r�ecurrence� et donc x � Epinen���

� si x � y et y � Epinen��� avec a
x
� b� �a� ox� l�occurrence de x et �b� oy� l�occurrence de

y� alors b peut s��ecrire b � ������A B C����Ck� o�u�

� o� est l�occurrence de B dans b�

� le ���terme A ne peut pas �etre r�e�ecrit en un �D�

� �o��� B� est dans Epinen�

On d�eduit que x� � y� et y� � Epinen pour x� et y� les radicaux d�occurrence de t�ete
�o��x� B

�� et �o��y � B�� avec ox � o� � o��x et oy � o� � o��y � On obtient x� � Epinen par hypoth�ese

de r�ecurrence� et donc x � Epinen���

�

Lemme �	� L�ensemble Epine� est expansif et in�evitable�

D�emonstration� les ensembles Epinen sont expansif� leur union Epine� est donc expansive� Nous
montrons que Epine� est in�evitable� Les radicaux u dont le terme �nal est en forme normale
ont tous pour r�egle V arId ou V arCons� Le ���terme obtenu apr�es leur r�eduction se trouve en
forme normale� ce qui oblige le radical u �a se trouver dans un des Epinen� Donc u � Epine� si
��u est en forme normale� �

Lemme �	� L�interpr�etation dans le ��calcul d�un Beta�radical de Epine� est un ��radical
externe au sens de l�ordre d�arbre syntaxique 	voir la section �����
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D�emonstration� nous pouvons consid�erer tout ��terme M sous son �ecriture de de Bruijn comme
un ���terme qui ne contient pas de n'ud ���� Nous d�e�nissons Epine	 comme l�ensemble des
occurrences �M� o� du ��calcul qui se trouvent dans Epine�� Par extension� nous dirons qu�un
��radical r � M �	P se trouve dans Epine�	 lorsque son occurrence �M� o� se trouve dans
Epine�	 �

Soit a un ���terme clos et r � a �	
b un radical de Epine�� Les d�e�nitions de Epine� et
de l�interpr�etation � assurent que le ��radical ��r� � ��a� �	��b� se trouve dans l�ensemble
Epine�	 �

Il nous reste �a montrer qu�un ��radical de Epine�	 est externe au sens de l�ordre d�arbre
syntaxique� Tout d�abord� un radical u de Epine�	 n�est contenu par aucun ��radical� Ensuite�
si u a pour r�esidu par un ��radical v le ��radical u�� c�est��a�dire u��v��u�� alors u� se trouve dans
Epine�	 lui aussi� Ces deux propri�et�es montrent que tout radical u de Epine�	 est externe au sens
de l�ordre d�arbre syntaxique ��calcul� �

Lemme �	� �Ad�equation dynamique� Si une d�erivation d du ���calcul est externe au
sens de l�ordre d�arbre son interpr�etation ��d� dans le ��calcul est externe au sens de l�ordre
d�arbre�

����� D�emonstration du th�eor�eme de ��d�eterminisme

Nous pouvons en d�eduire le r�esultat que nous escomptions en d�ebut de section�

Th�eor�eme �	� Il n�existe d�un ���terme clos �a sa forme normale qu�un nombre �ni de classes
��

D�emonstration� nous utilisons le lemme de K-onig� Supposons qu�il existe �a partir de a un nombre
in�ni de classes � �a la forme normale� Chaque classe contient une d�erivation standard� et donc
externe� voir le lemme 
��
� Chacune de ces d�erivations caract�erise la classe � qui la contient� il
en existe donc un nombre in�ni �a partir de a� Soit EN�a� l�ensemble des d�erivations externes et
normalisantes �a partir de a� il est in�ni� Soit EN�a� l�ensemble des d�erivations d que prolonge
une d�erivation e � EN�a�� e � d �d�� Cet ensemble est in�ni� Nous fabriquons un arbre� chaque
d�erivation d � EN�a� en constitue un n'ud� dont les �ls sont les d�erivations d � r de EN�a��
Chaque terme ne contient qu�un nombre �ni de radicaux� chaque n'ud n�a qu�un nombre �ni
de �ls� Le lemme de K-onig �etablit l�existence d�une suite in�nie de radicaux u�� ���� un� ��� telle
que �u� � � �un� � EN�a� pour tout n� Il existe donc pour chaque u� � � �un une d�erivation fn telle
que u� � � �un � fn soit externe et normalisante� Ces d�erivations u� � � �un � fn ont une propri�et�e
particuli�ere� tous les radicaux qu�elles r�eduisent se trouvent dans Epine�� d�apr�es le lemme 
���
et le lemme 
���� Les radicaux ui se trouvent donc dans Epine��

Nous savons que le ��calcul est fortement normalisant� il existe donc parmi les ui un nombre
in�ni de Beta�radicaux� Leur projection est d�apr�es le lemme 
��� externe dans le ��calcul�
L�existence des ui contredit donc la normalisation de la strat�egie externe dans le ��calcul� La
faute en vient de nos hypoth�eses� il n�existe qu�un nombre �ni de classes � d�un terme a �a sa
forme normale� �

Nous pouvons d�eduire de la propri�et�e de ��d�eterminisme du ���calcul que ses strat�egies
externes sont normalisantes� voir le th�eor�eme 
�� et le corollaire 
���
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����� Une d�e�nition �equivalente de d�erivation externe

Lemme �	� �d�e�nition alternative�
Soit une d�erivation d� Les deux propri�et�e suivantes sont �equivalentes�

a� la d�erivation d est externe

b� d � f est standard si et seulement si 	f est standard et ��f � ��d


D�emonstration�
�a �� b�� le sens ���� est imm�ediat� si d � f est standard alors f est standard� Supposons
pour prouver le sens ��� que d est externe et f standard avec ��d � ��f  si alors e � d � f
la d�erivation e contient d� d v e et donc d�� e � c�est ��a�dire qu�il existe une d�erivation d� telle
que d � d� � e � parce que d est externe� Ainsi� d � d� � e � d � f � avec d� � f par lemme ��
	
de simpli�cation� puisque d � d� � d � f  la d�erivation f est standard� et donc f � d� d�apr�es le
th�eor�eme ��
 de standardisation� ce qui donne pour �nir d � f � e� La d�erivation d � f est donc
standard�
�b �� a�� soit e une d�erivation qui contient d� d v e� Par d�e�nition� la d�erivation e peut �etre
r�eorganis�ee apr�es permutations en une d�erivation d � e�� Soit f une d�erivation standard de e��
Avec �a�� d � f est standard et e � d � e� � d � f � D�ap�es le th�eor�eme ��
 de standardisation cette
d�erivation d � f est minimale � dans la classe � de e� donc d � f � e� ainsi� la d�erivation d peut
�etre extraite de e� d�� e� Cette d�erivation d est donc externe�

�

����� Lappel par n�ecessit�e

Nous introduisons la notion d�appel par n�ecessit�e pour g�en�eraliser la notion de strat�egie externe�

D�e�nition �	�� �rencontre� On dit qu�un radical u et une d�erivation d se rencontrent lorsque
d � d� � v � d� et u��d���u� avec u� � v ou u�&v�

D�e�nition �	�
 On appelle radical n�ecessaire un radical qui rencontre toute d�erivation coini�
tiale�

Th�eor�eme �	� �Normalisation de l�appel par n�ecessit�e� Avec le crit�ere � de transitivit�e
faible� toute strat�egie par appel par n�ecessit�e est normalisante dans un syst�eme de r�e�ecriture
��d�eterministe�

D�emonstration� soit un radical r n�ecessaire et d une d�erivation standard telle que r v d� alors
d�r� est standard d�apr�es le corollaire ����� De plus� la longueur de d�r� est strictement plus
petite que celle de d parce que r est n�ecessaire et rencontre donc d �a une �etape au moins�
Soit un terme a normalisable� Si F est un ensemble �ni de d�erivation� on peut appeler jjFjj le
multi�ensemble des longueurs de leurs d�erivations standards� Soit un terme a normalisable� Si
Fa est un ensemble �ni co�nal et normalisant et r un radical n�ecessaire de a alors le passage
de a �a b dans a

r
� b permet de construire un ensemble Fb lui aussi �ni co�nal et normalisant�

mais �a partir de b� Pour construire Fb� on associe �a chaque d�erivation fa de Fa qui contient v le
radical r une d�erivation fb telle que r � fb � fa� L�ensemble Fb est la r�eunion de ces d�erivations
fb� fb est bien entendu �nie et normalisant� On v�eri�e aussi que Fb est co�nale� si d d�esigne
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une d�erivation au d�epart de a alors r � d est inclus v dans une certaine d�erivation fa de Fa�
d�erivation fa qui contient r� r v fa� Il existe donc une d�erivation fb � Fb telle que r �fb � fa� et
donc r � d v r � fb� c�est��a�dire avec le lemme ��
	 de simpli�cation� d v fb� Cette construction
de Fb correspond �a ce que nous faisions durant la preuve du th�eor�eme 
��� Chaque d�erivation
fa de Fa correspond �a une d�erivation fb de Fb au plus� avec dans le cas de fa une d�erivation
standard plus longue que celle de fb� Ce qui fait que jjFajj majore strictement jjFbjj et d�emontre
que l�appel par n�ecessit�e normalise dans les syst�emes ��d�eterministes� �



Chapitre �

De standardisation �a normalisation
forte

Plan du chapitre�


�� Normalisation forte du ��calcul simplement typ�e�


�� Deux fa�cons de d�ecrire la cr�eation de radical�


�� Une strat�egie perp�etuelle et abstraite�


�� Comportement dynamique des contextes ��clos�


�	 Th�eor�eme abstrait de normalisation forte�


�
 Conclusion en deux points�

Ce chapitre expose en section ��� une nouvelle d�emonstration de normalisation forte du ��
calcul simplement typ�e� et plus g�en�eralement en section ��
 des syst�emes �a �etiquettes d�ecroissantes�
Nous reprenons la m�ethode invent�ee par Van Daalen pour la travestir et lui donner la forme
d�un argument de #plus petit contre�exemple$ empr�unt�e au th�eor�eme de Kruskal �Kru ���� La
pr�esentation� plus simple� cesse d��etre constructive� mais on peut l��etendre aux syst�emes ab�
straits� orthogonaux ou non� �a partir de notre travail sur la standardisation� Nous g�en�eralisons
de la sorte une propri�et�e traditionnellement r�eserv�ee aux calculs orthogonaux� ��calculs ou
syst�emes �a r�eduction combinatoires�

La propri�et�e de normalisation forte peut �etre �etudi�ee selon trois directions� en largeur�
pour l�appliquer au plus grand nombre de formalismes de r�e�ecriture  en profondeur depuis
Girard �Gir ��� dans l��etude des divers syst�emes de types purs� �CH 		��Alt ����MW ���  en
diagonal� avec l��etude des cas de modularit�e� �JO ����BTG ���� Chacun des trois #territoires$ a
ses avantages� mais aucun ne propose l�explication globale capable de f�ed�erer ces divers e�orts
sous un m�eme sch�ema�

Par exemple� la premi�ere approche de caract�ere dynamique n�a pas permis jusqu��a mainten�
ant de prouver la normalisation forte du syst�eme F � �etablie pourtant au moyen d�une approche
s�emantique et m�eta�math�ematique par Girard� Les �echecs r�ep�et�es en ce domaine ne manquent
pas de surprendre au moins parce qu�ils d�etonnent avec la r�eussite des m�emes principes dans
le cas de la con�uence� A toute situation bloqu�ee il faut sa r�everie� l�hypoth�ese syntaxique
butterait�elle pour �nir sur un obstacle �a sa mesure� la normalisation du calcul polymorphe!

L�image est agr�eable� mais pr�ecipit�ee� l�histoire syntaxique n�en est pas l�a� Ce chapitre part
d�une d�esillusion� de la d�ecouverte inattendue que la th�eorie syntaxique est au seuil seulement
des m�ecanismes de normalisation forte du ��calcul simplement typ�e� La description du calcul au
moyen de radicaux o�re un maillage descriptif trop pauvre pour attrapper la combinatoire de
normalisation� En cons�equence� les r�esultats de normalisation forte par �etiquetage d�ecroissant

�
�
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sur les radicaux nous aveuglent� ils cachent une structure syntaxique plus complexe� que nous
voulons ici rendre au jour et d�ecrire� Nous illustrerons nos positions en section �� par un
contre�exemple au r�esultat de terminaison forte avanc�e par Jan Willem Klop �Klo 	�� dans sa
th�ese� Nous corrigerons son r�esultat au moyen d�une description plus �ne des m�ecanismes de
cr�eation � nous dirons production � d�un radical par un autre� L�analyse n�ecessite de sortir
du cadre des radicaux� et d�ouvrir l��etude en section ��� d�une classe particuli�ere de contextes�
les contextes ��clos�

��� Normalisation forte du �
calcul simplement typ�e

	���� Une nouvelle d�emonstration de normalisation forte�

Il faut une habilet�e d�initi�e pour prouver de mani�ere syntaxique le th�eor�eme de normalisation
forte du ��calcul simplement typ�e� On doit savoir amener les deux arguments de r�ecurrence�
r�ecurrence sur les types� r�ecurrence sur les termes� jusqu�au r�esultat� Pour prouver la normal�
isation forte de son ��calcul �etiquet�e� Jean�Jacques L�evy �L�ev �	� reprend une d�emonstration
due �a Van Daalen �vDa ���� qui suit l�ordonnancement lexicographique suivant� taille du type
d�abord� puis longueur maximale des d�erivations �a partir du terme� et pour �nir taille du terme�

Premi�ere partie de la d�emonstration� une strat�egie perp�etuelle

Nous reprenons la m�eme d�emonstration par une construction qui semble aller �a l�encontre de
cet ordre #naturel$ des arguments� Le privil�ege revient chez nous �a la taille des termes� il existe
dans chaque terme M non normalisable fortement un sous�terme #plus petit$ N non fortement
normalisable� Il existe �a partir de N une d�erivation in�nie�

D�e�nition �	
 On appelle d�erivation in�nie une suite �ui�i�N� de radicaux telle que �i �
N� ��ui � ��ui��� Nous composerons les d�erivations �nies et in�nies� si d � u� � � �un et D �
�vi�i�N� alors d � D d�esignera �wi�i�N� o�u wi � ui pour � � i � n et wn�i�� � ui pour i � ��
On dit alors que d � D prolonge d�

Tous les sous�termes de N sont fortement normalisables� N n�est donc ni de la forme �x�P �
ni de la forme xM����Mk� ce qui am�ene �a conclure que N � ��x�N��N����Nk� Soit r le radical
N � ��x�N��N����Nk

r� N��x �� N��N����Nk � P � Ce radical r est externe soit une d�erivation
d �a partir de N qui �a aucun moment ne r�eduit le r�esidu de r� sa longueur est born�ee par la
somme + des profondeurs des Ni�

D�e�nition �	� �profondeur d�un terme dans SN� Nous notons SN l�ensemble des ��termes
fortement normalisables� Soit P � SN un terme fortement normalisable� On appelle profondeur
de P la longueur de la plus longue d�erivation qui normalise P �

Pour toute d�erivation in�nie D �a partir de N il existe une d�erivation de longueur strictement
plus grande que cette somme + des profondeurs des Ni� et telle que D � d �D� pour une certaine
d�erivation in�nie D�� Parce que d est de longueur su�sante� elle r�eduit �a une de ses �etapes le
r�esidu de r au sens du chapitre �� le radical r � N � P est extractible de d� ce que nous avons
�ecrit r�� d� Ainsi� le terme P � N��x �� N��N����Nk n�est pas fortement normalisable puisque la
d�erivation in�nie d� � D� en provient� lorsque d� est r�esidu de d par r�

Il existe donc dans P un sous�terme Q #plus petit$ non fortement normalisable� dont on peut
r�eduire le radical externe pour obtenir une fois encore un ��terme non fortement normalisable�
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On obtient ainsi de proche en proche une strat�egie de r�eduction perp�etuelle� elle r�eduit in�niment
tout terme non fortement normalisable � standard� les d�erivations qu�elle induit sont standards
� #la plus interne$� aucune strat�egie perp�etuelle standard ne r�eduit �a une �etape un radical plus
interne�

Seconde partie de la d�emonstration� une notion de production

Pour d�emontrer qu�un ��terme simplement typ�e M est fortement normalisable� il su�t de
montrer maintenant qu�aucun calcul de M n�est in�ni quand il est d�e�ni par notre strat�egie
perp�etuelle� Ce r�esultat n�ecessite une bonne connaissance des m�ecanismes de cr�eation entre sous�
termes fortement normalisables� Pour mieux les d�ecrire� nous introduisons les notions suivantes�

D�e�nition �	 On appelle d�ecomposition du ��terme

P � C�M �x� �� N�� ���� xk �� Nk��

tout triplet �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk��� o�u C��� est un contexte� ��x�� ���� xk��M est un

�substitut lin�eaire et chaque Ni est un ��terme� La d�e�nition de 
�substitut lin�eaire est donn�ee
en section ������ On �ecrit qu�un radical u � P � Q respecte la d�ecomposition

�C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk��

lorsque u r�eduit dans M ou dans un des Ni� Dans les deux cas� on peut d�e�nir les r�esidus de
la d�ecomposition comme suit�

�� si u r�eduit dans Ni par u� � Ni � N �
i� alors

Q � C�M �x� �� N�� ���� xi �� N �
i � ���xk �� Nk��

Le triplet �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� N
�
i� ���� Nk�� est une d�ecomposition de Q� Nous

d�eclarons que c�est le r�esidu de �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk�� par u�

�� si u r�eduit dans M par u� � M � M � alors les k occurrences des k variables xi sont
dupliqu�ees en n occurrences de ces variables� On peut remplacer ces occurrences par des
variables y�� ���� yn et obtenir un ��terme M �� et une fonction � � �����n� � �����k� telle que�

M ���y� �� x���	� ���� yn �� x��n	� � M �

On obtient l��egalit�e suivante�

Q � C�M ���y� �� N���	� ���� yn �� N��n	��

Le triplet �C���� ��y�� ���� yn��M ��� �N���	� ���� N��n	�� est une d�ecomposition de Q� Nous
d�eclarons que c�est le r�esidu de �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk�� par u�

D�e�nition �	� Soit 0 une d�ecomposition de M et d � M �� P une d�erivation� On d�e�nit par
r�ecurrence sur la longueur de la d�erivation d que la d�erivation d respecte la d�ecomposition 0�

�� idM respecte 0� et 0 a pour r�esidu 0 par idM �

�� d � r � M �� P respecte 0 lorsque d respecte 0 et r respecte le r�esidu 0� de 0 par d� La
d�ecomposition 0 a pour r�esidu par d � r le r�esidu 0�� de 0� par r�
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D�e�nition �	� Soit un ��terme M dans lequel la variable x a k occurrences� Soit M � le ��
terme obtenu en rempla!cant ces k occurrences par k variables x�� ���� xk n�apparaissant pas libres
dans M �

Soit un radical
r � C� ��x�M�N � � C� M �x �� N � �

Nous d�eclarons que r produit un radical u lorsqu�il existe une d�erivation standard d �u telle que
d respecte la d�ecomposition

0 � �C���� ���x�� ���� xk��M
��� �N� ����N��

et que 0 ait pour r�esidu par d une d�ecomposition 0� que u ne respecte pas�

Pour illustrer ce concept de production� notons qu�un ��radical r produit un ��radical s quand
il le cr�ee� c�est��a�dire que ��r��s � �� Dans le ��calcul simplement typ�e� un radical r ne produit
que des radicaux de type plus petit strictement�

�� soit que r � C���x�M�N � � C�M �x �� N �� produit le radical s #vers le haut$ quand
�M �x �� N � �� M �� et que C��� et M � interagissent�

� soit que r produit s #vers le bas$ quand �M �� M �� et N �� �z�N � interagissent en une
instance de la variable x dans M ��

Troisi�eme partie de la d�emonstration� le lemme fondamental

Soit le ��terme M non fortement normalisable et la d�erivation in�nie D d�e�nie �a partir de M
par la strat�egie perp�etuelle que nous avons expos�ee� Nous voulons d�emontrer que chaque radical
ri que D r�eduit au cours d�une �etape�

D � M
di��
�� C� ��x�Mi�P

i
����P

i
k �

ri� C� Mi�x �� P i
��P

i
����P

i
k � � ���� ���

produit un radical ri�p que D r�eduit ult�erieurement� Une fois ce r�esultat d�emontr�e� il est
imm�ediat que le terme M n�est pas simplement typ�e�

Le radical ri � Mi � ri�� peut s��ecrire�

ri � C���x�M�P � � C�M �x �� P ��

et d�e�nit donc la d�ecomposition suivante de Mi���

�C���� ��x�� ���� xk��M
�� �P� ���� P ��

o�u M � est obtenu en rempla%cant les k occurrences de x par les variables fraiches xi�
Dire que le radical ri ne produit aucun radical ri�p signi�e en particulier que pour toute

factorisation
D � d � ri � e � ri�p � D

�

la d�erivation e respecte la d�ecomposition sus�dite�

�C���� ��x�� ���� xk��M
�� �N�� ���� Nk��

dont chacun des termes M � et Ni est fortement normalisable� Le lemme ��� montrera que cette
situation est impossible�
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D�e�nition �	� Une d�ecomposition �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk�� est fortement normal�
isable lorsque M et chaque Ni est fortement normalisable�

Lemme �	� �fondamental� Soit 0 � �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk�� une d�ecomposition
fortement normalisable� Il n�existe aucune d�erivation in�nie �si�i�N� telle que pour tout entier
l la d�erivation s� � � �sl respecte 0�

D�emonstration� nous associons �a chaque d�ecomposition fortement normalisable

0 � �C���� ��x�� ���� xk��M� �N�� ���� Nk��

le couple j0j � �m� ffn�� ���� nkgg� o�u

�� m est la profondeur de M �

� ffn�� ���� nkgg est le multi�ensemble des profondeurs ni des Ni�

Ces couples sont ordonn�es par ordre lexicographique�
Soit un radical r � M � P et 0 une d�ecomposition fortement normalisable de M que le

radical r respecte� Nous notons 0� la d�ecomposition de P qui est r�esidu de 0 par r�eduction de r�
La d�ecomposition 0� est fortement normalisable� et le couple j0j majore strictement j0�j� Cela
su�t �a conclure� �

Nous concluons l�argument ainsi� le radical ri produit certainement un radical ri�p de la
s�equence in�nie D� La propri�et�e �etant vraie de tous les radicaux de D� cette d�erivation contient
certainement des sous�suites in�nies �r��i	�i�N de radicaux telles que pour tout i � N� r��i	
produit r��i��	� Dans le cas du ��calcul simplement typ�e� la taille des types d�ecroit par pro�
duction� la d�erivation D n�existe pas� ce qui d�emontre que le calcul en question est fortement
normalisable�

Th�eor�eme �	
 �normalisation forte� Le ��calcul simplement typ�e est fortement normalis�
ant�

Bien entendu� le m�eme arguement s�applique imm�ediatement au ��calcul avec type conjonctif �a
la Coppo�Dezani� ou au ��calcul avec �etiquette propos�e �L�ev �	� pour d�ecrire le partage optimal�

	���� Remarque sur la d�e�nition de la strat�egie perp�etuelle par �zoom�in�

La d�e�nition de strat�egie perp�etuelle telle que nous l�avons propos�ee s��ecarte de ce que nous
appelions une strat�egie aux chapitres � et 
� En e�et� chaque �etape de r�eduction d�epend certes
du terme interm�ediaire mais aussi d�une occurrence particuli�ere de ce terme� occurrence sous
laquelle un calcul in�ni est possible� Pourquoi avoir rajout�e cette information d�occurrence!
Supposons un ��terme xPQ tel qu�une d�erivation D en d�ecrive un calcul in�ni  le plus souvent
les r�eductions de D se d�eroulent dans P et dans Q alternativement et peuvent instaurer plusieurs
p�oles de non terminaison dans le terme sans en choisir un seul  ajouter une occurrence c�est
imposer au calcul de travailler sur un m�eme sous�terme� la succession d�occurrences embo�"t�ees
concentre la d�erivation in�nie sur une point pr�ecis du terme� Nous localisons de la sorte #o�u$
le ��terme initial ne termine pas�

Nous d�e�nissons quel radical r�eduire �a partir de �M� o�� une occurrence de M telle que le
sous�terme Mjo d�occurrence �M� o� n�est pas fortement normalisable� Nous dirons que �M� o�
est un sous�terme actif de M � Soit l�occurrence o� de Mjo telle que�
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� Mjo	o� �� SN�

� Mjo	o�	o�� �� SN �� o�� � ��

Le sous�terme Mjo	o� est un sous�terme #plus interne$ parmi les sous�termes non fortement
normalisables de M � Soit r�� � �Mjo	o� � o

��� le radical externe de Mjo	o� � et C� � le contexte tel
que M � C�Mjo	o� �  le radical d�e�ni par �M� o� vaut donc r � C�r���

M � C�Mjo	o��
r
� C�N �� � N

La strat�egie continue sur le ��terme N et l�occurrence o � o�� en e�et Njo	o� � N � n�est pas
fortement normalisable parce que r� est externe dans Mjo	o� � voir la d�emonstration ci�dessus�

Pour lire la �gure ���� une partie faiblement gris�ee est un sous�terme actif �a partir duquel
est d�e�ni par la strat�egie perp�etuelle un sous�terme plus gris�e non fortement normalisable de
position minimale�

o'

o

r1

r��

o'

o

o''

r2

r�			rn��
��

o'

o

o''

rn

rn� ���

Figure ���� strat�egie perp�etuelle par #zoom�in$

Nous signalons qu�une variante de cette strat�egie perp�etuelle a �et�e r�ecemment propos�ee par
�Sor �
�� voir aussi �Kha �
�� qui a donc red�ecouvert de son c�ot�e une partie du proc�ed�e�

��� Deux fa�cons de d�ecrire la cr�eation�

	���� Cr�eation� production et zig�zag

Pour d�emontrer le th�eor�eme ��� de normalisation forte du ��calcul simplement typ�e� nous avons
d�u introduire une notion de production qui se d�emarque de la notion habituelle de cr�eation de
radical� Il est montr�e en section ��� que dans le ��calcul� la bonne fondation des m�ecanismes de
production �equivaut �a la bonne fondation des m�ecanismes de cr�eation� Ainsi� il est l�egitime de se
demander si on peut se dispenser de l�introduction d�une nouvelle notion comme la production
de radical� et revenir �a la notion habituelle de cr�eation de radical� Par exemple� pourrait�on
donner une d�emonstration directe de normalisation forte par d�ecroissance sur la cr�eation!

Supposons un syst�eme abstrait D � �T �R� ��� ��� ������ o�u �a chaque radical r � R est associ�e
un entier etiq�r� tel que�

� si u��r��v alors etiq�u� � etiq�v��

� si u cr�ee v� c�est��a�dire ��u��v � �� alors etiq�u� � etiq�v��
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Pour normaliser un terme de D� une m�ethode bien connue est de r�eduire �a chaque �etape un
radical le plus int�erieur� ainsi le multi�ensemble des �etiquettes d�ecroit strictement� �nous faisons
l�hypoth�ese de l�axiome A�� Le syst�eme D est donc faiblement normalisant�

Pour d�emontrer un r�esultat de normalisation forte� il faut bien entendu des structures sur le
calcul que le syst�eme abstrait D n�o�re pas n�ecessairement� Par exemple� prenons la description
des syst�emes d�ordre sup�erieur o�erte au chapitre � � par embo�"tement et agrippement � pour
faire l�hypoth�ese d�un m�ecanisme bien fond�e de cr�eation� Deux relations � et �� enrichissent
le syst�eme D et v�eri�ent les axiomes fd��� fd�� fd�� et fd��� L�exemple qui suit montre que
les axiomes des d�eveloppements �nis et la d�ecroissance sur l��etiquetage n�impliquent pas la
normalisation forte�

u

v

r r
�

2v

s

u

v1

s
� u

v1

2v

u
� � � � � �

etiq�r� � etiq�u� � etiq�v� � etiq�v�� � etiq�v�� �  etiq�s� � �

Bien entendu� cet exemple de non terminaison est abstrait� il porte sur le graphe d�un calcul qui
n�a peut��etre aucun existence syntaxique� Les syst�emes #concrets$ comportent des structures
que notre axiomatique ne re��ete pas� des structures qui emp�echent de construire un contre�
exemple �a la normalisation forte dans le cadre syntaxique� Pour construire un contre�exemple
�a l�a�rmation suivante

Un syst�eme syntaxique normalise fortement lorsque le m�ecanisme de cr�eation est bien fond�e�

il faut commencer par analyser les limites de cette information de bonne fondation sur la cr�eation
de radicaux� Reprenons notre d�e�nition d��etiquetage dans un syst�eme abstrait de r�e�ecriture
D � �T �R� ��� ��� ������� A chaque radical r est associ�e un entier etiq�r� tel que�

� si u��r��v alors etiq�u� � etiq�v��

� si u cr�ee v� c�est��a�dire ��u��v � �� alors etiq�u� � etiq�v��

La question est de savoir ce que peut voir un tel �etiquetage des ph�enom�enes r�eels de cr�eation
qui se d�eroulent dans le calcul� Est�il capable de tous les recenser! Tout passe ici par la relation
de zig�zag entre radicaux�

D�e�nition �	� � uZ�v si il existe un radical r tel que u��r��v

� Z est la cl�oture r�e�exive� sym�etrique� transitive de Z��

� on �ecrit uCv lorsque u cr�ee v� c�est��a�dire lorsque ��u��v � ��

Par d�e�nition Z est une relation d��equivalence� Deux radicaux u et v reli�es par zig�zag ont
la m�eme �etiquette� De plus� si uZu�� u�Cv� et v�Zv alors etiq�u� � etiq�v�� On s�aper%coit sans
di�cult�e que cette relation ZCZ et sa cl�oture transitive re��etent l�information maximale que
peuvent donner les deux propri�et�es de d�ecroissance des �etiquettes� Autrement dit� deux radicaux
u et v tels que ni uZv� ni u�ZCZ��v ni v�ZCZ��u ont des �etiquettes etiq�u� et etiq�v� qui du
point de vue de la cr�eation sont impr�evisibles� Les principes du calcul et les moyens de sa
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perp�etuation devront se soumettre �a la description par �ZCZ��� Sinon� notre �let abstrait a un
trou  si ce d�efaut d�information permet au calcul de boucler dans un formalisme qui � du
point de vue de l��etiquetage � d�ecroit� il faudra reconsid�erer la description de la cr�eation telle
que ZCZ nous la donne�

En particulier� la notion de cr�eation ZCZ est en g�en�eral plus faible que la concurrente que
nous lui proposons� la notion de production� un radical qui cr�ee produit� un radical qui produit
ne cr�ee pas toujours� Il faut pour retrouver l��equivalence� la propri�et�e de con�uence et une
relative d�ecomposition des m�ecanismes d�embo�"tement au sein du calcul � ce qui est le cas du
��calcul� Avec ces caract�eristiques� les permutations de radicaux donnent au zig�zag le moyen
de soumettre l�op�eration de production �a la relation ZCZ� Production et ZCZ co-"ncident�

Un r�esultat �etablirait le bon fonctionnement des descriptions fond�ees sur la cr�eation de rad�
ical � au moins dans le cadre orthogonal� la terminaison forte des syst�emes �a r�eduction com�
binatoire de Jan Willem Klop� si la cr�eation est born�ee� Le r�esultat est attirant� et Jan Willem
Klop a cru l��etablir dans sa th�ese �Klo 	��� Dans ces syst�emes� les m�ecanismes d�embo�"tement
sont sensiblement plus g�en�eraux que dans le cas du ��calcul� puisque un radical peut avoir deux
r�esidus embo�"t�es en une �etape de r�eduction� Nous verrons comment cela limite la capacit�e de
recombinaison apport�ee par la permutation de radical� et installe l��ecart entre ZCZ et produc�
tion� Nous pourrons donner pour cette raison un contre�exemple au r�esultat de normalisation
forte dans les syst�emes de r�e�ecriture combinatoire �a �etiquettes d�ecroissantes�

Nous rejoignons par l�a une remarque de Andrea Asperti et Cosimo Laneve �AL �� au
sujet de l�optimalit�e des syst�emes d�interactions� une sous�classe des syst�emes de r�e�ecriture
combinatoire� Jean�Jacques L�evy propose �L�ev 	�a� trois fa%cons de d�e�nir la notion de famille
de radical� par des �etiquettes sur la syntaxe� par extraction optimale� et par zig�zag � au sens
de Z� Les deux auteurs montrent que la d�e�nition par Z n�est plus la bonne notion de famille
dans les syst�emes d�interaction  ils g�en�eralisent par contre les deux autres proc�ed�es� extraction
et �etiquetage� Ce mauvais comportement provient de la capacit�e d�embo�"tement particuli�ere�
l�op�erateur de r�ecursion � d�e�ni par la r�egle ��x�Z�x� � Z���x�Z�x�� est capable d�embo�"ter
les r�esidus d�un m�eme sous�terme en une �etape de r�eduction� Notre travail ici nous semble �etre
un d�eveloppement d�etourn�e de leur remarque� et une premi�ere tentative de d�ecrire simplement
les m�ecanismes mis en jeu dans les deux cas de la normalisation forte et de l�optimalit�e�

	���� Les CRS avec �etiquettes d�ecroissantes ne terminent pas toujours

Soit le syst�eme �a r�eduction combinatoire d�e�ni par les r�egles�

G���x�Z�x�� � Z�Z����x�Z�x����
F �x� y� � G�x�

Nous utiliserons des accolades sur les termes pour noter la valeur des �etiquettes de certains
radicaux� Dans nos sch�emas� nous �ecrirons G les radicaux d�e�nis par la premi�ere r�egle� F ceux
d�e�nis par la seconde� Le chi�re correspond �a la valeur de l��etiquette� Par exemple� G � 
repr�esente le radical u de la forme G���x�Z�x��� Z�Z����x�Z�x���� et dont l��etiquette etiq�u�
vaut �
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�z���
G� ��x�

�z���
F xx�

u
� F �F���x�Fxx����x�Fxx���F���x�Fxx����x�Fxx��
v�� F �F���x�Fxx����x�Fxx���G���z�

�

��x�Fxx�� cr�ee

v�� F �G���z�
�

��x�Fxx���G���z�
�

��x�Fxx�� cr�ee

v�� G�G���z�
�

��x�Fxx�� e�ace le radical

v�� G�G���z�
�

��x�Gx�� ferme le diagramme

F-3

G-2 u
�

F-3

F-3

F-3

F-3

F-3F-3

F-3 v��

F-3F-3

F-3

G-2

F-3

F-3

v��
G-1

F-3

G-2

F-3

F-3

v��

G-1

F-3

v�� G-1

Il existe une autre mani�ere de r�eduire le terme� qui correspond �a l�autre mani�ere de compl�eter
le sch�ema de permutation de u et v�

�z���
G� ��x�Fxx�
v
� G���x�Gx� cr�ee secr�etement� e�ace secr�etement
u�
� G�G���z�

�

��x�Gx�� cr�ee

G-2

F-3

v
� G-2

u�
� G-1

Le calcul �a partir de G���x�Fxx� est�il bien d�ecroissant! seule l�apparation d�un �G� ��
�F � �� doit �etre justi��ee�
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Nous signalons l�erreur de Jan Willem Klop� il a�rme page �	� de sa th�ese que les syst�emes
avec m�emoire �a �etiquettes d�ecroissantes normalisent fortement  puis que l�ajo�ut de la m�emoire �a
tout syst�eme �a �etiquettes d�ecroissantes d�e�nit un syst�eme avec m�emoire �a �etiquettes d�ecroissantes�
Il faut reconnaitre que cette seconde propri�et�e n�est pas toujours vraie� un syst�eme sans m�emoire
�a �etiquettes d�ecroissantes n�est pas n�ecessairement traduit dans un syst�eme avec m�emoire �a
�etiquettes d�ecroissantes �� Dans notre exemple� une fois la m�emoire rajo�ut�ee� un groupement
�G� ��� �F � �� a pour r�esidu un groupement �G� �� �F � ��� ce qui interdit aux �etiquettes
de d�ecro�"tre  cette relation entre �G � �� � �F � �� et �G � � � �F � �� est �evit�ee dans le
syst�eme initial par le jeu des e�acements� les �etiquettes des radicaux peuvent d�ecro�"tre�

Un syst�eme �a �etiquettes d�ecroissantes sur les radicaux n�est donc pas intrins�equement
d�ecroissant� ce qui rend �evident le d�ecalage entre description par radical et dynamique e�ective
du calcul� Il faut introduire de nouveaux outils de description si on veut cerner les m�ecanismes
qui font que le calcul #d�ecroit$� Les trois parties qui suivent nous permettrons de g�en�eraliser
la m�ethode de d�emonstration d�ecrite en partie ��� pour le ��calcul� L�extension s�applique en
particulier aux syst�emes de r�e�ecriture combinatoires � orthogonaux ou pas � en y �etablissant
un crit�ere de d�ecroissance plus strict que celui propos�e par Jan Willem Klop�

��� Une strat�egie perp�etuelle et abstraite

Les strat�egies perp�etuelles du ��calcul sont souvent d�e�nies �a partir de la distinction #gauche�
droite$ propre au ��calcul� o�u sous un symbole d�application la fonction est �a gauche� l�argument
�a droite� La d�e�nition propos�ee en section ��� �evite au contraire tout argument de ce genre�
ce qui rend possible son extension �a d�autres calculs� Cette partie expose une extension ab�
straite de cette strat�egie men�ee �a partir des r�esultats du chapitre � sur la standardisation� Nous
d�emontrons l�existence d�une d�erivation in�nie standard plus interne �a partir de tout terme
non fortement normalisable� Ce qui ouvre le champs en section ��
 au traitement abstrait de la
normalisation forte� �a la mani�ere de notre d�emonstration pour le ��calcul�

	���� D�erivation in�nie standard
 cas dexistence

Supposons v�eri��es les petits axiomes A� B� C� D et les crit�eres � � � du chapitre � et donc
le th�eor�eme de standardisation� On peut alors d�e�nir de mani�ere simple les d�erivations in�nies
standards�

D�e�nition �	� Une d�erivation in�nie D � �ui�i�N� est standard si et seulement si pour tout
n la d�erivation dn � u� � � �un est standard�

Nous donnons comme dans le cas des d�erivations �nies une proc�edure de standardisa�
tion� Nous commencerons par d�e�nir une notion d�ensemble Ext D des radicaux externes d�une
d�erivation in�nies D� Nous supposerons pour cela que chaque terme ne contient qu�un nombre
�ni de radicaux�

Petit axiome B� �nombre de radicaux �ni�� Le nombre de radicaux dans chaque terme
est �ni�

�Pr�ecisemment	 l�erreur s�in
ltre au Th�eor�eme �����	 lorsqu�il est �ecrit ����then it is routine to check that
��R� � �� �� ��R�������
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Ce petit axiome va permettre de d�emontrer le r�esultat important de cette section� qu�il
existe une d�erivation standard in�nie �a partir de tout terme non fortement normalisable� Nous
commencerons par �etudier le comportement de certains invariants lors du prolongement d�une
d�erivation �nie d en d � r� Nous reprenons ici nos relations R vue au chapitre �� pour d�ecrire le
cas orthogonal et non orthogonal �a la fois�

D�e�nition �	
�

� Trav �d � fx j dRxg� l�ensemble des radicaux qui traversent d�

� Sur �d est l�ensemble des radicaux Trav �d�Ext d qui traversent d ou qu�on peut extraire
de toutes les d�erivations de sa classe ��

Lemme �	

 Soit d une d�erivation et r un radical� On note E � fx j x
d
�� y et rR�yg� ensemble

qui peut �etre vide� Alors

� Trav ��d � r� � Trav �d � E�

� Ext �d � r� � Ext d � E�

� Sur ��d � r� � Sur �d�

D�emonstration�

� x
d	r
�� z si et seulement si il existe y et z tels que x

d
�� y

r
�� z� ce qui signi�e que x �

Trav �d� E �

� si x � Ext �d � r� alors soit x � Trav �d� soit x �� Trav �d� Dans le premier cas� x
d
�� r

et donc x � E � Nous montrons dans l�autre cas que x � Ext d� La d�erivation f � r est
�equivalente � �a d � r quelle que soit f � d� Donc x�� f � r� Le radical x ne traverse pas f
puisqu�il ne traverse pas d� et donc x�� f � Le radical x est donc un �el�ement de Ext d�

� Sur ��d�r� � Trav ��d�r��Ext �d�r� � Trav �d�Sur �d � Sur �d parce que E � Trav �d�

�

Corollaire �	
� Soit un syst�eme axiomatique qui v�eri�e les axiomes de standardisation et
l�axiome B�� Soit D � �ui�i�N� un d�erivation in�nie �a partir de a� Il existe un entier naturel
J tel que i� j � J �� Ext di � Ext dj�

D�emonstration� le nombre de radicaux dans a est �ni� et donc il existe un entier J � tel que

Trav �di � Trav �dj si i� j � J �� L�ensemble Ei � fx j x
di�� y et ui��R

�yg est inclus dans
Trav �di� donc Ei � � pour i � J �� d�apr�es l��egalit�e Trav �di�� � Trav �di � Ei du lemme �����
On obtient alors que Ext di � Ext di�� d�apr�es le m�eme lemme� Il existe donc J � � J tel que
Ext di � Ext dj si i� j � J � �

D�e�nition �	
 Si D est une d�erivation in�nie on d�ecide d�appeler Ext D l�ensemble d�e�ni
par le corollaire �����

Cet ensemble permet de construire une d�erivation standard in�nie �a partir de toute d�erivation
in�nie D� Il faut remarquer que Ext D n�est pas vide puisqu�il est �egal �a un Ext di pour
di � u� � � �ui� si D � �ui�i�N� d�apr�es la propri�et�e ��� du radical toujours extrait� Nous
g�en�eralisons maintenant v aux d�erivations in�nies et donnons ensuite un r�esultat de stabilit�e
de Ext D�
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D�e�nition �	
� �v pour les d�erivations in�nies� Soit D � �ui�i�N� et D� � �vi�i�N�

deux d�erivations in�nies� et d une d�erivation�

� on �ecrit que D v D� lorsque �i� �j� �u� � � �ui� v �v� � � �vj��

� on �ecrit d v D lorsqu�il existe un entier i tel que d v u� � � �ui�

� on �ecrit D v d lorsque u� � � �ui v d pour tout i � N�

Cette g�en�eralisation de v est celle que propose G�erard Boudol dans �Bou 	
�� La relation v est
un pr�eordre r�e�exif sur l�ensemble des d�erivations �nies et in�nies�

Lemme �	
� Soit deux d�erivations in�nies D et D�� Si r v D v D� et r � Ext D� alors
r � Ext D�

D�emonstration� nous �ecrirons D � �ui�i�N� et D� � �vi�i�N�� Nous tirons de r v D qu�il existe
un entier N tel que r v u� � � �ui pour i � N � Il existe pour chacun de ces i � N un entier ki
tel que u� � � �ui v v� � � �vki � Donc r v v� � � �vki �

Nous utilisons qu�un radical r qui v�eri�e r v d v e et r � Ext e v�eri�e aussi r � Ext d� En
e�et� d v e signi�e qu�il existe une d�erivation f telle que d � f � e� On sait que d� � f � e pour
toute d�erivation d� �equivalente �a la d�erivation d par permutation� Il s�en suit que r�� d� � f � ce
qui entraine avec r v d� que r�� d�� On conclut�

r v d v e et r � Ext e implique r � Ext d

Le radical r qui se trouve par hypoth�ese dans Ext D� appartient �a Ext v� � � �vki � En suivant
notre remarque il appartient �a Ext u� � � �ui� On d�eduit que r peut �etre extrait de toutes les
d�erivations u� � � �ui� ce qui signi�e que r � Ext D� �

Th�eor�eme �	� �th�eor�eme d�existence� Avec les crit�eres �� � et les axiomes A� B�� C�
D�
Il existe une d�erivation standard in�nie �a partir de tout terme non fortement normalisable�

D�emonstration� Soit a un terme non fortement normalisable� et D une d�erivation in�nie �a partir
de a� Soit v � Ext D� Le radical v apparait dans Ext dn pour dn � u� � � �un� On appelle Dn la
d�erivation in�nie telle que D � dn � Dn� On construit par extraction une d�erivation v � f telle
que v � f � dn� Le radical v se trouve encore dans Ext �v � f � Dn� parce que pour tout j � n�
v � Ext dj pour dj � u� � � �uj � et dj � r � f � un�� � � �uj �

�j � n� v � Ext �v � f � un�� � � �uj�

On a ainsi construit �a partir de D une d�erivation v � D� in�nie� pour D� � f � Dn� telle que
v � D� v D� On dit que v � D� est obtenue par extraction de v dans D�

Soit D� la d�erivation D et vi �Di�� la d�erivation obtenue par extraction de vi � Ext Di dans
Di� On obtient alors une s�equence de radicaux �vi�i�N� telle que �i � �� ��i � ��vi��� c�est
une d�erivation in�nie� Est�elle standard! Supposons qu�on trouve une d�erivation v� � � �vn non
standard� �vj �Dj�� v Dj pour � � j � n par construction� ce qui implique que vi � � �vj �Dj�� v
vi � � �vj�� � Dj par la composition �a gauche de vi � � �vj��� i � j� qui respecte v� La d�erivation
vi � � �vn � Dn�� est donc inclus v dans Di par transitivit�e� � � i � n� ce qui �etablit d�apr�es le
lemme ���
 que vi � Ext �vi � � �vn � Dn���� Chaque vi se trouve a fortiori dans Ext �vi � � �vn�� Le
lemme ���	 de caract�erisation implique aussit�ot que v� � � �vn est standard� Chaque d�erivation
v� � � �vn est donc standard� ce qui signi�e que la d�erivation in�nie �vi�i�N� elle�m�eme est stand�
ard�

Il existe donc au moins une d�erivation standard in�nie �a partir de tout terme a non fortement
normalisable� �
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	���� Une d�erivation standard in�nie la plus interne dans le cas de non
terminaison forte

Nous nous inspirons de la m�ethode dite #du contre�exemple minimal$� Nous proposons donc
un pr�eordre �� sur les ensembles de radicaux co�initiaux �a partir duquel nous construisons
une d�erivation in�nie #plus interne$ �� parmi les d�erivations in�nies standards au d�epart d�un
terme a non fortement normalisable�

D�e�nition �	
� L�ordre �� entre ensembles de radicaux coinitaux est d�e�ni par� E �� F si et
seulement si �y � F � �x � E � �yR�x ou x � y��

Construction �	
 Soit a non fortement normalisable� La d�erivation d� est sa d�erivation vide�
d� � ida� et l�ensemble E� est vide� On construit la d�erivation in�nie standard D � �ui�i�N�

�etape par �etape� �a partir de n � ��

� supposons construits pour i � n les d�erivations di � u� � � �ui� et les ensembles Ei de
radicaux coinitiaux �a ui� On d�e�nit din tels que di � din � dn�

� En�� est d�e�ni comme un ensemble maximal�� parmi les Ext Dn� o�u dn � Dn est une
d�erivation in�nie standard telle que �i � n� Ei � Ext �din � Dn��

� on choisit un�� dans En�� et on d�e�nit dn��
�
� dn � un���

Il n�est pas �evident que la d�erivation D ainsi construite est bien #maximale$ au sens de ���
Nous v�eri�ons maintenant qu��a chaque �etape i� D � di � Di� l�ensemble Ext Di vaut exactement
Ei���

Lemme �	
� �Lemme de v�eri�cation� Soit D � �ui�i�N� la d�erivation que nous venons de

construire� et Ei les ensembles minimaux �� correspondants� On note di
�
� u� � � �ui et Di la

d�erivation in�nie qui prolonge di en D� D � di � Di� On obtient alors que Ext Di � Ei���

D�emonstration� nous montrons tout d�abord que Ext Di � Ei�� parce que Di est standard� Les
d�erivations Dj � j � i� �� v�eri�ent par construction que Ext �vi�� � � �vj �Dj� � Ei� La d�erivation
�vi�� � � �vj �Dj� est standard� Un radical x qu�on peut extraire de vi�� � � �vj peut donc �etre extrait
de toutes les d�erivations �nies vi�� � � �vj � �� o�u � et �� sont des d�erivations respectivement �nies
et in�nies telles que � � �� � Dj � Ces d�erivations vi�� � � �vj � � sont standards� le radical x se
trouve donc dans Ext �vi�� � � �vj � �� dans tous les cas� et donc x � Ext �vi�� � � �vj � Dj�� Tout
radical x de Ext �vi�� � � �vj� est un radical qu�on peut extraire �� de vi�� � � �vj � et se trouve
donc dans Ext �vi�� � � �vj � Dj�� Ce qui donne�

Ext �vi�� � � �vj� � Ext �vi�� � � �vj � Dj� � Ei��

L�ensemble Ext Di est la limite de ces Ext �vi�� � � �vj� pour j qui tend vers l�in�ni� Et donc
Ext Di � Ei���

Il nous faut montrer maintenant que Ext Di � Ei� Nous d�emontrerons la propri�et�e par
r�ecurrence sur i� Supposons que Ext Di � Ei pour i � n� Soit din � ui�� � � �un pour i � n et
dnn � idb pour b � ��un� L�ensemble En�� est par construction minimal �� parmi les Ext Dn�
avec Dn tel que �i � n� Ei � Ext �din � Dn�� Si on compose din avec Dn on obtient din � D

n � Di�
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ce qui fait par hypoth�ese de r�ecurrence que Ext �din � D
n� � Ei pour tout i � n� On d�eduit par

maximalit�e que Ext Dn �� En��� On obtient�

En�� � Ext Dn �� En��

On remarque en passant que E � F implique E �� F quels que soient E et F deux ensembles
co�initiaux de radicaux� Donc En�� �� Ext Dn �� En��� La relation �� n�est en g�en�eral pas
anti�sym�etrique� m�eme restreinte aux ensembles de radicaux deux �a deux disjoints� Par contre�
si E � F �� E alors pour tout x � E � il existe y � F tel que �yR�x� ou x � y� Le radical y se
trouve dans E � Si les radicaux de E sont deux �a deux disjoints� �x� y � E � x � y ou xR

�
y� alors

yR�x n�est pas possible� et donc �x � E � �y � F � x � y� ce qui signi�e E � F � et donc E � F �
C�est bien ce qui arrive ici� l�ensemble En�� est par d�e�nition un ensemble Ext Dn��� et donc un
ensemble Ext � pour � une certaine d�erivation �nie telle que � � �� � Dn�� pour une d�erivation
�� in�nie� Tous les radicaux de Ext � peuvent �etre extraits carr�es des d�erivations standard de
�� et sont donc deux �a deux disjoints� �x� y � En��� x � y ou xR

�
y� Nous obtenons ainsi que

Ext Dn et En�� sont �egaux� �

	���� R�esultats divers de standardisation

Lemme �	
� Soit �D� 	�R� un syst�eme axiomatique qui v�eri�e les axiomes de standardisation
et le crit�ere � de transitivit�e faible� Soit deux d�erivations standards d � r et e telles que eR�r�
Alors d � e est standard�

D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d � e� Supposons la propri�et�e vraie sur toute
d�erivation de longueur n et v�eri�ons la sur une d�erivation d � e de longueur n� �� Si un radical
x de Ext d � e peut �etre extrait de d� il le sera par d�x � d�� La d�erivation d� � e est standard
par hypoth�ese de r�ecurrence et donc x � d� � e l�est aussi� ce qui fait par �equivalence � que d � e
est standard� Autrement� les radicaux x de Ext �d � e� proviennent uniquement de e lors de leur

extraction� x � Ext d � e et x
d
�� y avec y�� e� On applique le corollaire ��� pour obtenir que

yR�r� On peut montrer que x
d
��
�
y en utilisant le lemme de l�alambic  on sait qu�il existe deux

d�erivations d� et d� telles que �d� � d���d avec x
d���
�

z
d���
�

y� Le lemme ��� de remont�ee par

enclave appliqu�e �a d� produit un radical r� tel que r�
d��� r  parce que yR�r� zR�r�� Le crit�ere

	 de transitivit�e faible � appliqu�e sur chaque radical que r�eduit d� � assure que r�
d���
�

r�
Parce que d � r est standard par hypoth�ese� la d�erivation d� doit �etre vide� c�est��a�dire d��d

et x
d
��
�

y� La d�erivation e est standard donc y�� ke et x�� kd � e� On obtient par extraction de

x une d�erivation x � d� � e� et un radical r� o�u �x � d� � e����d � e� et �y � e���e� avec r
y
��
�

r�� La
longueur de la d�erivation d� � e� est plus faible que celle de d � e� ce qui nous permet d�utiliser
l�hypoth�ese de r�ecurrence une fois prouv�e que d� � r� et e� sont standards � et que e�R�r

�� ce
qui vient maintenant�

Lemme �	
� �travers�ee au�dessus� Soit un syst�eme axiomatique qui v�eri�e les axiomes de
standardisation� Soit U un ensemble �ni de radicaux deux �a deux compatibles et disjoints�

��u� v� � U�� uR
�
v ou u � v

et f un d�eveloppement de U � Alors

�u � U� uR�x � fR�r
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D�emonstration� nous r�eutiliserons la m�ethode de d�emonstration du lemme ���� de d�eveloppement�
Nous d�emontrons d�abord l��equivalent du crit�ere � si r et u sont compatibles et rR

�
u avec

u��r��u� et v��r��v� alors�

rR�v �� �uR�v � u�R�v
�� �A�

On utilise le crit�ere � rRu et rRv� donc uRv � u�Rv� et vRu � v�Ru�� Nous n�aurons pas
ici �a d�emontrer l��equivalent du crit�ere �� qui serait ici� si u et x sont compatibles avec uR

�
x et

v��u��v� alors�

x��u�� � � �� xR�v �B�

En e�et� uRx par hypoth�ese� d�o�u x��u�� �� �� Le lemme vient ensuite des deux propri�et�es �A� et
�B� de la m�eme mani�ere que le lemme de d�eveloppement vient des crit�eres  et �� �

Corollaire �	�� �lemme de d�eveloppement au dessus� Dans un syst�eme axiomatique qui
v�eri�e les axiomes de standardisation� soit deux d�erivations coinitiales d et e� et deux radicaux

r et s� Si r
d
��
�

s et d�e alors r
e
��
�

s

D�emonstration imm�ediate �a partir du lemme ����� �

Nous terminons notre d�emonstration du lemme ���	� La d�erivation y � e� est �equivalente � �a
e� et donc �y �e��R�r� d�o�u e�R�r

�� La d�erivation e� est standard parce que y �e� est standard  la
d�erivation d� � r� vaut �d � r��x� tandis que xR�d � r� d� � r� est standard d�apr�es le lemme ���
 de
projection interne appliqu�e �a la d�erivation standard d � r� La longueur de d� � e� est strictement
plus petite que celle de d � e� On peut donc utiliser l�hypoth�ese de r�ecurrence� et certi�er que la
d�erivation d� � e� est standard� La d�erivation x � d� � e� est elle aussi standard � n�oublions pas
que x � Ext �d � e� � ce qui parce que �x � d� � e����d � e� montre que d � e est standard� Ce qui
prouve le lemme ���	 par r�ecurrence� �

Corollaire �	�
 Dans un syst�eme axiomatique �D� 	�R� qui v�eri�e les axiomes de standard�
isation et l�axiome � de transitivit�e faible� soit d � r� et e deux d�erivations standards et r un

radical tel que r
d
��
�
r� et eR�r

�� Alors Ext �d � r� �� Ext �d � e� strictement�

D�emonstration� les d�erivations d � r� et e sont standards� avec eR�r
�� Le lemme ���	 a montr�e

que d � e est elle aussi standard� Les radicaux de Ext �d � r�� et de Ext �d � e� sont donc ceux
qu�on peut extraire de d � r� et d � e respectivement� Un radical x extrait de d � e est soit extrait

de d soit traverse d avec pour r�esidu un radical y� x
d
�� y tel que y soit extrait de e� y�� e� Le

radical x peut �etre extrait de d � r� dans le premier cas� ce qui fait que x � Ext �d � r��� Le lemme

���� certi�e dans l�autre cas que yR�r
� tandis que r

d
�� r� et x

d
�� y� Le crit�ere  appliqu�e le

nombre de fois qu�il y a d��etape de r�eduction dans d assure que xR�r� Le radical r se trouve
dans Ext �d � r��� Finalement� il existe pour tout radical x � Ext d � e un radical u � Ext �d � r��
tel que u � x ou xR�u� Ce qui signi�e� Ext �d � r�� �� Ext �d � e�� Une remarque nous permet
d�a�rmer que l�ordre ici est strict� Si Ext �d �e� �� Ext �d �r��� alors il existe un radical x�� �d �e�

tel que x � r ou rR�x� Ce radical x ne peut pas �etre extrait de d puisque r
d
�� r�� Il traverse

donc d avec x
d
�� y et y�� e� On aurait donc un radical x tel que rR�x et yR�r� avec r

d
�� r� et

x
d
�� y� C�est impossible� Donc Ext �d � e� ��� Ext �d � r��� �
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��� Dynamique des contextes �
clos

La notion de contexte ��clos est la r�eponse que nous proposons au trop faible pouvoir descriptif
des radicaux quand il s�agit de terminaison forte� Qu�est�ce qu�un contexte ��clos! Dans le cas
du ��calcul� si M est un ��terme� nous appelons #contexte$ de M un contexte D���� �����k� �a
k trous tel que

M � C�D�N�� ���� Nk��

pour un certain contexte C���� Autrement dit� un contexte de M est un sous�arbre incomplet�
une #r�egion syntaxique$� de ce ��terme M � Par exemple� le contexte

��y������

est un contexte du ��terme

I��y��y�

Un tel contexte D���� �����k� est dit ��clos lorsqu�aucune des variables de N�� ���� Nk n�est li�ee
par un n'ud �x de D���� �����k�� Autrement dit� un contexte ��clos contient dans M toutes les
occurrences de la variable x lorsqu�il contient le n'ud �x qui les lie� Par exemple� le contexte
��y������ n�est pas ��clos dans I��y��y�� contrairement au contexte �y����y�

La notion de contextes ��clos ra�ne celle de radical tout en restant accessible �a une analyse
abstraite� En particulier� une notion simple de r�esidu de contexte ��clos peut �etre d�e�nie� en
tenant compte des positions des contextes ��clos �a l�int�erieur des termes�

Le lecteur trouvera �a la suite la description abstraite des contextes ��clos qui permet de
d�emontrer le th�eor�eme de normalisation forte des syst�emes �a �etiquetage d�ecroissant� Nous com�
men%cons par quelques d�e�nitions� qui seront �eclair�ees ensuite par leur interpr�etation dans le
��calcul�

D�e�nition �	�� Un syst�eme �a contexte ��clos est la donn�ee d�un syst�eme axiomatique �D� 	�R�
avec D � �T �R� ��� ��� ������� et les ensembles et relations suivantes�

�� un ensemble Ca de contextes ��clos pour chaque terme de l�ensemble T �

�� deux relations � et � entre contextes ��clos du m�eme terme� on dit que 
 et � sont
disjoints lorsque 
 � �� et que � est embo�t�e sous 
 lorsque 
 � �� La relation � est un
ordre�

�� trois relations �� � et � entre radicaux et contextes ��clos du m�eme terme� on dit que
le contexte 
 contient u 	ou bien que u appartient �a 

 lorsque u � 
� que le radical u
rencontre 
 lorsque u � 
� et que 
 domine u lorsque 
 � u�

�� pour chaque radical r � a
r
� b une relation ��r�� entre les contextes ��clos de a et ceux de b�

�� pour chaque radical r de a un ensemble �ni Hr de contextes ��clos de a qu�on appelle
l�harmonique de r� Les �el�ements de l�harmoniques sont deux �a deux disjoints� ��
� �� �
Hr� 
 � ��

Hypoth�ese �	
 Nous supposerons tout au long de la section ��� que le syst�eme �a contexte
��clos v�eri�e en tant que syst�eme axiomatique les axiomes de standardisation� l�axiome E et le
crit�ere � de transitivit�e faible�




��� DYNAMIQUE DES CONTEXTES �	CLOS ���

	���� Contextes ��clos dans le cas du ��calcul

La notion de contexte ��clos est nouvelle� Nous expliquons comment elle s�applique �a l�exemple
du ��calcul�

� un contexte ��clos � du ��terme M est un triplet �M���x�� ���� xn��P� o�� o�u M est un
��terme �modulo 
�conversion� et ��x�� ���� xn��P est un 
�substitut lin�eaire � voir la
section ��� � tel que

M � C����x�� ���� xk�P ��Q�� ���� Qn�� � C�P �x� �� Q�� ���� xk �� Qk��

pour des 
�termes Q�� ���� Qn� o�u � a pour occurrence o dans C���� Informellement� un
contexte ��clos � de M est une #r�egion$ syntaxique de M dont les lieurs � ne lie aucune
occurrence en dehors de ��

� soit 
 � �M���x�� ���� xn��P� o�� un contexte ��clos de M et �M� o� une occurrence de M  
on dit que �M� o� est une occurrence de 
 si o � o� � o�� o�u �N� o�� est une occurrence de
N dont le symbole n�est pas une des variables xi�

� soit 
 et � deux contextes ��clos de M � On dit que les contextes 
 et � sont disjoints� ce
qu�on �ecrit 
 � �� lorsqu�aucune occurrence de M n�est �a la fois une occurrence de 
 et
une occurrence de ��

� on dit que � � �M���y�� ���� yk��Q� o�� est embo�"t�e sous 
 � �M���x�� ���� xn��P� o��� ce
qu�on �ecrit 
 � �� lorsque o� est un pr�e�xe strict de o��

� soit r � �M� or� un radical de M et � � �M���x�� ���� xk��P� o�� un contexte ��clos de M �
Le radical r v�eri�e r � � lorsque les occurrences or et or � � sont des occurrences de �� Le
radical r v�eri�e r � � lorsque l�une des occurrences or ou or � � au moins se trouve dans

� On dit que � domine r� � � r� lorsque o� est un pr�e�xe strict de or�

� on d�e�nit pour M
r
� N � o�u r � �M� or� une relation ��r�� de r�esidu entre contextes ��clos

de M et contextes ��clos de N  soit � un contexte ��clos de ��

� si r � � alors � n�a pas de r�esidu par r�

� sinon� si � � �M���x�� ���� xk��P� o�� alors ���r���� lorsque �� � �N� ��x�� ���� xk��P� o����
et �M� ����r���N� ����

� soit r � �M� or� un radical de M  on peut �ecrire M � C���x�P �Q� o�u � a or comme
occurrence dans M � L�harmonique de r � not�e Hr � est l�ensemble f��� ��g form�e des
contextes ��clos �� � �M��x�� ���� xk�P

�� �or � � � ��� et �� � �M�Q� �or � ��� o�u P � est le
��terme P dont les k occurrences de x sont rempla%c�ees par de nouvelles variables libres
x�� ���� xk�

Nous voulons red�emontrer dans un cadre abstrait la seconde partie de notre d�emonstration
de normalisation forte pour le ��calcul� Les axiomes suivants en proposent l�analyse dans ce
cadre non syntaxique�
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	���� Propri�et�es abstraites des contextes ��clos

Neuf axiomes simples vont �etre introduits pour coordonner les comportements des radicaux
et des contextes ��clos� Nous commen%cons par quelques d�e�nitions d�eriv�ees de la notion de
syst�eme �a contexte ��clos�

D�e�nition �	� �� et & sur les ensembles de contextes ��clos�

� on g�en�eralise � aux ensembles 0 de contextes ��clos� on dit que u rencontre 0 lorsqu�il
existe 
 � 0 tel que u � 
� On �ecrit u � 0�

� on �ecrit u&0 lorsque�

�� le radical u n�appartient �a aucun contexte de 0� c�est��a�dire� �
 � 0� u �� 
�

�� et il existe un contexte 
 de 0 qui rencontre u� c�est��a�dire u � 0�

D�e�nition �	�� �ensemble plein de contextes ��clos� Soit un radical u � a � b� Soit un
contexte ��clos 
 de a� et un ensemble 0 de contextes ��clos de a�

� on dit que 0 est plein sous u lorsque�

�� si vR�u alors v � 0

�� et si u cr�ee v alors v � 0�� pour 0� � 0��v���

� on dit que 0 est plein sous 
 si 
 � v �� v � 0

� 0 est plein si pour tout �el�ement 
 de 0� l�ensemble 0 est plein sous 
�

D�e�nition �	�� Soit r un radical et 
 un contexte ��clos du m�eme terme� Nous �ecrivons r � 

lorsque r � 
 ou r �� 
�

Quatre hypoth�eses pr�eliminaires

Nous initions notre analyse abstraite des contextes ��clos par quatre propri�et�es simples� Leur
v�eri�cation est imm�ediate dans le cadre du ��calcul�

Petit axiome F �transitivit�e�� Si u � 
 et vR�u alors v � 
 ou 
 � v�

Petit axiome G �nombre �ni de r�esidus de contextes ��clos�� Le nombre de r�esidus 
� par r
d�un contexte ��clos 
 est �ni�

Petit axiome H
 �compatibilit�e des radicaux et contextes ��clos�� Soit un radical r et deux
contextes ��clos 
 et �� Si r � 
 et 
 � � alors r � ��

Petit axiome H� �compatibilit�e par des contextes ��clos�� Soit quatre contextes ��clos 
�
�� 
�� �� et un radical r tels que� 
��r��
� et ���r����� Alors r � 
� r � �� 
 � � �� 
� � ��
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Cinq axiomes sur les contextes ��clos

Nous introduisons les cinq axiomes sn��� sn�� sn��� sn�� et sn�
 qui nous permettrons de
d�emontrer le th�eor�eme ��� de l�harmonique�

Nous justi�ons l�axiome sn�� par l�exemple du ��calcul� Si un radical r contient un radical
u� alors u rencontre l�harmonique de r� Nous d�emontrons maintenant le second point de la
d�e�nition d�ensemble plein sous le radical r�

Un ��radical r � C���x�M�N � � C�M �x �� N �� peut cr�eer un radical s de trois fa%con
di��erentes� d�ecrites par �L�ev �	��

�dessous� M � D�xP � et N � �z�N � s � C�D���z�N ��P �� � C�D�N ��z �� P ����

�dessus� C � C���Q� et M � �z�M � s � C����z�M ��x �� N ��Q� � C��M ��x �� N ��z� �� Q���

�traverse� M � x et C � C���Q�� c�est��a�dire r � C���x�M�N � � C�M �x �� N ��� et N � �z�N � 
s � C����z�N ��Q� � C��N ��z �� Q���

Soit �C���x�M�N �� o� l�occurrence de r dans R � C���x�M�N �� L�harmonique f��� ��g de r

contient�

� le contexte ��clos �� � �R� ��x�� ���� xk��M
�� o � � � �� sous le n'ud #lambda$ de r� o�u M �

est le ��terme obtenu en rempla%cant dans M les k occurrences x par les occurrences de
nouvelles variables x������xk� Ainsi� on obtient l��egalit�e ��x�� ���� xk��M

��x� ���� x� � M �

� le contexte ��clos �� � �R�N� o � � sous le n'ud #application$ de r�

Soit 0� l�ensemble des r�esidus de �� et �� par r�eduction de r� Nous montrons que s rencontre
0� en passant en revue les trois fa%con de cr�eer s�

�dessous� le radical s rencontre un r�esidu ��� de ���

�dessus� le radical s rencontre le r�esidu ��� de ���

�traverse� le radical s rencontre les r�esidus ��� et ��� de �� et �� par r�

Dans les trois cas� le radical s rencontre l�ensemble 0�� On conclut que l�harmonique de r est
pleine sous r� ce qui conduit �a l�axiome sn���

�������������������������

Axiome sn�
 cr�eation I
Soit r � R� L�ensemble Hr est plein sous r�

�������������������������

Dans le ��calcul� si le contexte ��clos 
 appartient �a l�harmonique d�un radical r� alors� pour
tout radical v�


 � v �� v � 


Pour cette raison� l�harmonique du radical r est pleine�

�������������������������
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Axiome sn�� embo�"tement I
Soit r � R� L�ensemble Hr est plein�

�������������������������

Dans le ��calcul� si 
 est un contexte ��clos et r un radical tel que r � 
� alors 
 a un r�esidu 
�

unique par r�eduction de r� L�analyse des trois formes de cr�eation montre que tout radical s que
cr�ee r rencontre ce contexte ��clos 
� r�esidu� Ici� le caract�ere ��clos des contextes intervient� la
propri�et�e n�est pas vraie des contextes en g�en�eral�

�������������������������

Axiome sn� cr�eation II
Soit deux radicaux r et s� et un contexte ��clos 
� Si r � 
 et r cr�ee s� alors il existe un

contexte ��clos 
� tel que� 
��r��
� et s � 
��

r

α
��

α'

s

ou α'

s

�������������������������

Les triangles de nos diagramme repr�esentent les contextes ��clos� et les disques� les radicaux�
Un radical r est repr�esent�e �a l�int�erieur du triangle 
 lorsque r � 
� et sur un c�ot�e de 
 lorsque
r&
�

L�axiome sn�� applique l�esprit de l�axiome fd� au cadre des contextes ��clos�

�������������������������

Axiome sn�� embo�"tement II
Soit deux contextes ��clos 
 et 
� et un radical r tel que r � 
 et 
��r��
�� Soit deux radicaux
u et u� tels que u��r��u�� Si 
� � u� alors 
 � u ou uR�r�

u'

α' ��

u

α ou

u

r

�������������������������

L�axiome sn�
 conf�ere aux contextes ��clos la capacit�e de suivre par r�esidu les radicaux qu�ils
contiennent� Pour cette raison� l�appartenance des radicaux aux contextes ��clos est pr�eserv�ee
par r�eduction�

�������������������������

Axiome sn�� pr�eservation
Soit trois radicaux u� r et u� tels que u��r��u�� Soit un contexte ��clos 
 tel que r � 
� Si u � 


alors il existe un contexte ��clos 
� tel que 
��r��
� et u� � 
��

�������������������������
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Th�eor�eme de l�harmonique

Lemme �	�� Soit 0 un ensemble de contextes ��clos coinitiaux deux �a deux disjoints� 
 un
�el�ement de 0� et r un radical de 
� c�est��a�dire� r � 
 et 
 � 0� Si 0 est plein sous 
 alors 0
est plein sous r�

D�emonstration� nous utilisons l�axiome F� Si uR�r� soit u � 
� soit 
 � u� Dans le premier
cas� u � 0 puisque 
 � 0� Dans le second� 
 � u donc u � 0 parce que 0 est plein sous 
�
Finalement� u � 0 dans tous les cas� et donc 0 est plein sous r� �

Lemme �	�� Soit 0 un ensemble de contextes ��clos coinitiaux deux �a deux disjoints� Soit �
un �el�ement de 0 et r � a� b un radical de �� c�est��a�dire r � �� Si 0 est �a la fois plein et plein
sous r alors 0��r�� est plein�

D�emonstration� soit 
 un contexte ��clos r�esidu �el�ement de 0 et � un de ses r�esidus par r�eduction
de r� Supposons que � � v� Si r cr�ee v alors v � 0��r�� du fait que 0 est plein sous r� Autrement�
il existe un radical u de a tel que u��r��v� L�axiome sn�� d�embo�"tement II d�etermine deux cas�
soit 
 � u� soit uR�r� Dans les deux cas� on conclut que u � 0 parce que 0 est �a la fois plein
sous 
 et plein sous r� Soit � un contexte ��clos �el�ement de 0 tel que u � �� L�axiome H� d�eduit
de la compatibilit�e de � et �� � � �� la compatibilit�e r � �� Il existe d�apr�es l�axiome sn�
 un
contexte �� r�esidu de � par r tel que v � ��� On conclut v � 0��r��� Ainsi� le radical v rencontre
0��r�� si � � v� L�ensemble 0��r�� est donc plein sous �� quel que soit � � 0��r��� On conclut que 0
est plein� �

Lemme �	�� Soit 0 un ensemble de contextes ��clos coinitiaux deux �a deux disjoints� Soit r
un radical du m�eme terme� Si v �� 0��r�� et 0 est plein sous r alors il existe un radical u tel que
u

r
�� v et u �� 0�

D�emonstration� si r cr�ee v� c�est��a�dire ��r��v � �� alors v � 0��r�� du fait que 0 est plein sous r�
Il existe donc un radical u tel que u��r��v� L�axiome E impose que les deux radicaux r et u sont
compatibles� puisque u a le r�esidu v par r� Le crit�ere � donne que uRv ou vRu� L�axiome sn��
d�eduit de uR�r que u � 0� ce qui signi�e qu�il existe un contexte � de 0 tel que u � �� L�axiome
H� montre que r � �� ce qui entraine que v � 0��r�� d�apr�es l�axiome sn�
� Ce r�esultat contredit
les hypoth�eses� ce qui permet de conclure que rRu� Il s�en suit avec u��r��v que u

r
�� v� �

D�e�nition �	�� �d�erivation relative �a un ensemble de contextes ��clos� On dit que d
est une d�erivation relative �a 0 lorsque d � u� � � �un� 0� � 0� �i� � � i � n� 0i � 0���u� � � �ui����
et pour tout i� � � i � n �� ui � 0i� Une d�erivation in�nie D � �ui�i�N� est dite relative �a 0
lorsque quel que soit i� u� � � �ui est relative �a 0�

D�e�nition �	� �production� Un radical r produit un radical s lorsqu�il existe une d�erivation
d tel que s&Hr��r � d��� c�est��a�dire�

s � Hr��r � d�� et �
 � Hr��r � d��� s �� 


Th�eor�eme �	 �de l�harmonique� Soit une d�erivation r �d dont r � a� b est le seul radical
qu�on puisse extraire� Alors�

� soit r � d d�eveloppe l�harmonique Hr de r et Hr��r � d�� est plein�

� soit r produit une �etape de r�eduction de d�
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D�emonstration� par r�ecurrence sur la longueur de d� La propri�et�e est vraie si d � idb� en e�et�
l�ensemble Hr��r�� est plein� comme le montre le lemme ��� avec les axiomes sn�� et sn� de
cr�eation I et embo�"tement I� Supposons la propri�et�e v�eri��ee pour les d�erivations di � v� � � �vi�
� � i � n� avec d � v� � � �vn��� Si r produit une �etape de r�eduction dans di� il produit cette
m�eme �etape dans d� ce qui d�emontre notre r�esultat� Dans l�autre cas� r est l�unique radical
extrait de di� puisque on ne peut pas extraire d�autres radicaux de di que ceux qu�on extrait de
d� Par hypoth�ese de r�ecurrence� la d�erivation r �di est donc relative �a Hr� et Hr��r �di�� est plein�
cela pour tout i� Supposons que le radical vn�� ne rencontre pas Hr��r � dn��� vn�� �� Hr��r � dn���

Alors� le lemme ��	 a�rme qu�il existe un radical u tel que u
dn�� vn�� du fait que tous les

Hr��r � di�� sont pleins� � � i � n� Le radical u peut donc �etre extrait de d� et est di��erent de
r� ce qui contredit nos hypoth�eses� Donc u � Hr��dn��� A partir de l�a� deux cas se pr�esentent�
soit il existe 
 � Hr��dn�� tel que vn�� � 
� et suivant le lemme ��� Hr��dn�� est plein sous vn���
ce qui entra�"ne avec le lemme ��� que Hr��dn���� � Hr��dn����vn���� est plein� Soit pour tout 

de Hr��dn��� vn�� �� 
� et vn�� � 0� et alors r produit vn��� La propri�et�e est vraie de d� Nous
terminons ainsi notre d�emonstration par r�ecurrence� �

	���� Comportement dynamique des contextes ��clos

Nous d�emontrons un nouveau lemme des d�eveloppements �nis� qui ici ne s�applique pas aux
ensembles �nis de radicaux� mais aux ensembles �nis de contextes ��clos fortement normalis�
ables�

D�e�nition �	
 �contexte ��clos fortement normalisable� Un contexte ��clos 
 est forte�
ment normalisable lorsqu�il n�existe pas de d�erivations in�nie relative �a f
g�

Deux axiomes dynamiques sur les contextes ��clos

Nous d�emontrerons le r�esultat des d�eveloppements �nis de la m�eme mani�ere qu�au chapitre
�� gr�ace �a l��etude d�un comportement dynamique� dans notre cas des contextes ��clos� La
perspective est chang�ee� mais les axiomes d�ecrivent la m�eme dynamique de r�e�ecriture qu�au
chapitre �� C�est ainsi que le premier axiome correspond �a l�axiome fd�� de duplication�

�������������������������

Axiome sn�� duplication
Soit un radical r et un contexte ��clos 
 tels que r � 
� Soient trois contextes ��clos �� �� et
�� tels que ���r���� et ���r����� Si �� �� �� alors �
 � � ou 
 � ���

�������������������������

Le prochain axiome est une variation de l�axiome fd� d�instantiation� Le cadre des contextes
��clos permet d�en donner une pr�esentation plus simple� De mani�ere informelle� voici pourquoi�
Les contextes ��clos sont clos par relation d�agrippement� c�est��a�dire� si un contexte ��clos 

contient un radical r� r � 
� et r agrippe le radical u� r �� u� alors u rencontre 
� u � 
�
Supposons trois contextes ��clos 
� �� � disjoints et trois radicaux r � �� u � 
 et v � � tels
que 
��r��
�� ���r����� u��r��u�� v��r��v�� u� � 
�� v� � 
� avec 
� � �� et v�R�u

�� L�axiome fd� propose
dans ce cas �u� � v�� l�alternative �r �� u et r � v� ou u � v� Dans le cadre des contextes ��clos�
cela devient �u � � et � � ��� ou bien �
 � ��� Le premier cas implique � � 
 parce que � � 

tandis que u � 
 et u � � on d�eduit de � � � que 
 � �� Les deux alternatives de l�axiome fd�
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sont donc r�eunies en une seule� 
 � �� On peut faire l��economie d�une relation d�agrippement
�� sur les contextes ��clos� D�une certaine fa%con� les contextes ��clos se comportent dans le
calcul d�ordre sup�erieur comme des �el�ements d�un calcul du premier ordre�

�������������������������

Axiome sn�� instantiation
Soit r � � avec � � 
 et � � �� et 
��r��
�� ���r����� Alors 
� � �� �� 
 � ��

�������������������������

D�emonstration du lemme des d�eveloppements �nis� 


Nous faisons l�hypoth�ese d�une d�erivation D � �ui�i�N� in�nie relative �a un ensemble 0 de
contexte ��clos deux �a deux disjoints�

��
� �� � 0�� 
 � �

Nous proposons la d�e�nition suivante�

D�e�nition �	� �ligne de contextes r�esidus� Soit D � �ui�i�N� une d�erivation in�nie �a
partir de a et � un contexte ��clos de a� On appelle ligne de r�esidus de � par D les suites
��i�i�N� o�u �� � � et �i � N�� �i��ui���i��� On dit que D contient n fois ��i�i�N� lorsque
l�ensemble fi � N�� ui � �ig a pour cardinal n�

Quel que soit l�entier N � nous voulons d�emontrer qu�il existe un contexte � � 0 et une ligne
��i�i�N� de r�esidus de � tels que ui � �i un nombre de fois plus grand que N �

Nous proc�edons par l�absurde� comme en t�emoigne la prochaine d�e�nition�

D�e�nition �	 Soit 0 un ensemble de contextes ��clos coinitiaux et D � �ui�i�N� une d�erivation
in�nie relative �a 0� Nous �ecrivons P�0�D� lorsque�

�� les contextes ��clos qui appartiennent �a 0 sont deux �a deux disjoints�

�� et il existe un entier N tel que pour tout contexte � � 0 et toute ligne �� � ��i�i�N� de
r�esidus de � par D� la d�erivation D ne contienne jamais �� plus de N fois�

Notre objectif est de d�emontrer en lemme ���� que la propri�et�e P�0�D� n�est jamais vrai� Les
d�e�nitions suivantes seront utiles�

D�e�nition �	� Soit 0 un ensemble de contextes coinitiaux et D � �ui�i�N� une d�erivation
in�nie relative �a 0 telle que P�0�D�� Nous �ecrirons ND���� le cardinal de fi � N�� ui � �ig�
puis ND��� le maximum des ND���� pour les lignes �� de r�esidus de � � 0 par D�

La propri�et�e P�0�D� se transmet par r�esidus� si 
 � 0 et r � 
 alors P�0��D�� pour 0��r��0�

et r �D� � D� De plus� ND�

���� � ND��� si ���r����� qui devient ND�

���� � ND��� lorsque r � ��

Nous voulons construire pour tout couple �0�D� tel que P�0�D�� un multi�ensemble OD
 tel

que�

OD
 � OD�

� si D � r � D� et 0� � 0��r��
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La construction reprend le principe employ�e lors de la d�emonstration du lemme des d�eveloppements
�nis dans les syst�emes du premier ordre� D�e�nir une hauteur oD ��� qui n�augmente pas par
r�esidus� et dont la valeur est major�ee strictement par o��D� lorsque 
 � 0 et 
 � �� La d�e�nition
de hauteur d�un contexte ��clos � dans 0 est tr�es proche de la d�e�nition ��� de hauteur dans
un ensemble U de radicaux coinitiaux�

D�e�nition �	� Soit 0 un ensemble �ni de contextes ��clos coinitiaux et D une d�erivation
in�nie relative �a 0� On suppose que P�0�D�� ce qui permet de d�e�nir les ND��� pour tout
� � 0�

� On appelle 0�cha�ne toute suite �nie ���� ���� �n� de contextes ��clos de 0 telle que �i� �i �
�i���

� oD ��� est d�e�ni comme un multi�ensemble maximal parmi les

ffND��i�� pour � � i � n� avec ���� ���� �n� une 0�cha�negg

Ce maximum existe parce que 0 est �ni et que � est un ordre sur des contextes ��clos
disjoints�

Lemme �	� �les hauteurs d�ecroissent� Soit 0 un ensemble de contextes ��clos et D une
d�erivation in�nie relative �a 0 telle que P�0�D�� Soit 0� et D� tels que 0��r��0� et D � r � D�� Si
� � 0 et ���r��� � alors oD

�

� ��
�� � oD ����

D�emonstration� de la m�eme mani�ere que nous avons d�emontr�e le lemme ��
 de persistance la
cha�"ne� Nous devrons tenir compte ici de la valeur des ND���� alors que chaque radical compte
pour une unit�e dans la d�e�nition ���� Soit 
�� � ��� � 
�n une 0��cha�"ne� Nous montrons par
r�ecurrence sur n que toute suite �
�� ���
n� telle que �i� � � i � n �� 
i��r��


�
i est une 0�

cha�"ne� La proposition est triviale si n � �� Supposons une 0��cha�"ne 
�� � ��� � 
�n� toute suite
�
�� ���� 
n��� telle que 
i��r��


�
i pour  � i � n � � est une 0�cha�"ne 
� � ��� � 
n��� Soit 
�

un contexte de 0 tel que 
���r��
��� Le radical r se trouve dans un contexte ��clos � de 0� et
donc � � 
�� � � 
� et 
� � 
�� L�axiome sn�� conclut alors 
� � 
� de 
�� � 
��� La suite
�
�� ���� 
n��� est donc une 0�cha�"ne� 
� � 
� � 
n��� ce qui termine notre premi�ere partie de
d�emonstration�

Supposons que ���r����� Soit une 0��cha�"ne ����� ���� �
�
p� pour ��� � ��� Les contextes ��i se

trouvent dans 0� � 0��r��� ce qui fait qu�il existe des contextes ��clos �i de 0� avec �� � �� tels
que �i��r���

�
i pour � � i � p� La valeur de chacun des ND��i� majore ND���i�� Le multi�ensemble

ffND��i�� pour � � i � pgg

majore donc
ffND�

���i�� pour � � i � pgg

D�es lors� puisque la propri�et�e est vraie pour toute 0��cha�"ne ����� ���� �
�
p� au d�epart de ��� le

multi�ensemble oD
�

� ��
�� est born�ee par oD ���� ce qui termine la d�emonstration� �

Nous proposons la d�e�nition suivante�

D�e�nition �	� Soit un ensemble 0 de contextes ��clos et une d�erivation D in�nie relative �a
0 telle que P�0�D�� Nous d�e�nissons comme suit le multi�ensemble OD

 �

OD
 � ffoD ���� pour � � 0gg
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La construction du multi�ensemble OD
 reprend le principe rencontr�e au chapitre � dans les

syst�emes du premier ordre� d�e�nir une hauteur oD ��� qui n�augmente pas par r�esidus� et dont
la valeur est major�ee strictement par o��D� lorsque 
 � 0 et 
 � �� Notre d�e�nition de hauteur
d�un contexte ��clos � dans 0 est tr�es proche de la d�e�nition ��� de hauteur dans un ensemble
U de radicaux coinitiaux�

Lemme �	� �d�ecroissance de OD
 � Soit 0 et 0� deux ensembles de contextes ��clos coini�

tiaux tels que 0��r��0�� Soit deux d�erivations in�nies D et D� telle que D � r � D� et P�0�D��
Alors

OD
 � OD�

�

D�emonstration� Soit 0 et D tels que P�0�D� avec D � r � D� et 0� � 0��r��� Nous noterons 0r

l�ensemble des contextes ��clos � qui appartiennent �a 0 et qui contiennent r� Autrement dit�

0r � f� � 0 j r � �g

L�ensemble 0r n�est pas vide parce que D est relative �a 0� Soit � un �el�ement de 0r� et �� un con�
texte ��clos tel que ���r��� �� On sait par d�e�nition que ND��� � ND�

����� puisque D #rencontre$
� le nombre d��etape que D� #rencontre$ ��� plus une� On peut reprendre la d�emonstration du
lemme ���� avec cette information et montrer de suite que

oD ��� � oD
�

� ��
�� �A�

Nous utilisons l�axiome sn�� pour signaler qu�un contexte 
 �� 0r que r duplique 
��r��
�� 
��r��
�
et 
� �� 
� se trouve embo�"t�e sous un contexte � � 0r � Ce contexte 
 a donc une hauteur
oD �
� strictement plus petite que celle oD ��� de �� Les hauteurs des r�esidus 
� de 
 sont donc
strictement major�ees par oD ����

oD ��� � oD �
� � oD
�

� �

�� �B�

Les deux in�egalit�es �A� et �B� qui sont strictes et le lemme ���� �etablissent que le multi�ensemble
OD�

� � foD
�

� �

��� 
� � 0�g est strictement major�e par OD

 � foD �
�� 
 � 0g� ce qui d�emontre le
lemme ���	� �

Lemme �	� �Lemme des d�eveloppements �nis� 
� Soit une d�erivation D � �ui�i�N� in�
�nie relative �a un ensemble 0 de contexte ��clos deux �a deux disjoints� �
� � � 0� 
 � �� Quel
que soit l�entier N � il existe un contexte � � 0 et une ligne ��i�i�N� de r�esidus de � tel que
ui � �i un nombre de fois plus grand que N �

D�emonstration� nous terminons de d�emontrer le lemme ���� en montrant que la d�erivation
D � �ui�i�N� ne peut pas �etre in�nie� Nous d�e�nissons di � u� � � �ui� Di telle que D � di �Di� et
0i��ui��0i�� pour 0� � 0� La suite des ordinaux ODi

i
d�ecroit alors� ce qui contredit le caract�ere

in�ni de D� Nous pouvons ainsi a�rmer l�absurdit�e de nos hypoth�eses� et en d�eduire l�existence
pour tout N � N d�une suite de contextes ��i�i�N� r�esidus de �� � 0� �i� �i��ui���i�� telle que
ui � 0i un nombre de fois plus grand que N � On conclut la propri�et�e du lemme ����� �
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La projection et ses propri�et�es� le lemme des d�eveloppements �nis� �

Nous avons suppos�e qu�il existe une d�erivation D � �ui�i�N� in�nie relative �a 0� un ensemble de
contextes ��clos disjoints deux �a deux� Nous venons de montrer qu�il existe dans ce cas pour tout
n � N une ligne de contextes �� � ��i�i�N� r�esidus� �i � N�� �i��ui���i�� d�un contexte � � ��
de 0 tel que D rencontre �� un nombre de fois plus grand que n� le cardinal de fi� ui � �ig
est sup�erieur �a n� On en d�eduit si 0 est �ni qu�il existe un contexte � � 0 tel qu�il existe pour
tout n � N une ligne de r�esidus de � par D que D contient plus de n fois� Intuitivement� on
peut encha�"ner un nombre arbitraire de r�eduction dans les r�esidus du contexte �� Ces radicaux
sont altern�es avec des r�eductions qu�op�ere D sur les autres contextes de 0��u� � � �ui��� Rien ne
permet formellement de montrer que � n�est pas fortement normalisable� Nous proposons ici une
construction par #projection$ qui transforme les lignes de r�eduction de � par D en d�erivations
relatives �a �� Le proc�ed�e permet de construire dans notre cas des d�erivations relatives �a � de
longueur arbitraire� et donc de d�emontrer sa non terminaison�

�������������������������

Axiome sn�� La loi de projection
Soit D une d�erivation in�nie et �� une ligne de r�eduction de � � 0 par D� Il existe alors une

d�erivation que nous �ecrivons
R
D �� qui est relative �a �� On appelle cette d�erivation la projection

par D de �� sur ��
Nous ferons l�hypoth�ese d�un certain respect de notre construction vis �a vis du nombre de

fois que D r�eduit dans ��� pour tout k � N il existe n � N tel que
R
D �� est de longueur au moins

k lorsque D r�eduit dans �� plus de n fois�

�������������������������

Nous pouvons maintenant d�emontrer la seconde partie du lemme des d�eveloppements �nis�

Th�eor�eme �	� �lemme des d�eveloppements �nis� �� Soit 0 un ensemble de contextes ��
clos deux �a deux disjoints� Si 0 est �ni et contient des contextes fortement normalisables alors
toutes les d�erivations relatives �a 0 sont �nies�

D�emonstration� nous utiliserons le lemme de K-onig� Supposons qu�il existe une d�erivation D
relative �a 0 et in�nie� Du fait que l�ensemble 0 est �ni� le lemme ���� permet d�a�rmer l�exist�
ence d�un contexte ��clos � dans 0 tel que pour tout n � N il existe une ligne de r�eduction ��
de � par D que D r�eduit plus de n fois� L�axiome sn�	 de projection en d�erive pour tout k une
d�erivation relative �a � et de longueur sup�erieure �a k� Soit a le terme dont part D et qui contient
les contextes de 0� L�arbre form�e par les projections

R
D �� est in�ni dans l�espace des d�erivations

Da �a partir de a� Les termes ne contiennent qu�un nombre �ni de radicaux d�apr�es l�axiome B��
Nous pouvons donc utiliser le lemme de K-onig� et d�eduire l�existence d�une d�erivation in�nie
D� tel que les d�erivations �nies � que D prolonge sont relatives �a �� La d�erivation D� est donc
elle aussi relative �a �� On en conclut que � n�est pas fortement normalisable� ce qui contredit
notre hypoth�ese sur les contextes de 0� Il n�existe donc pas de d�erivation D in�nie relative �a 0�
ce qui con�rme notre th�eor�eme� �

�������������������������

Axiome sn�� Loi de l�harmonique
Si � � Hr tandis que �� est une ligne de r�eduction de � par D alors �

R
D ���R�r�

�������������������������
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��	 Th�eor�eme de normalisation forte

D�e�nition �	�� Soit D un syst�eme �a contextes ��clos� On �ecrit qu�un radical u produit un
radical v �a permutations carr�ees pr�es lorsqu�il existe deux radicaux u� et v� et deux d�erivations
d et e tels que�

u
d
��
�
u�� v

e
��
�
v� tandis que u� produit v�

Lemme �	�
 �lemme de la production permanente� Tout radical ui dans la d�erivation
in�nie D � �ui�i�N� produit �a permutations carr�ees pr�es un radical uj� j � i� r�eduit par D
ult�erieurement�

D�emonstration� nous �etudions le radical r� r�eduit �a une certaine �etape de D � d � r� � D�� On
d�e�nit inductivement les d�erivations in�nies Di� les radicaux vi et ri par�

� vi � Ext ri � Di et vi �� ri�

� vi � ri�� � Di�� est le r�esultat de l�extraction de vi dans riDi��� o�u donc ri
vi��
�
ri��

Le processus de d�e�nition s�arr�ete en i � k lorsque Ext rk � Dk ne contient que rk� Supposons
que le processus ne s�arr�ete jamais� ce qui entra�"ne l�existence d�une d�erivation D� telle que
�R
�
r si D� prolonge �� L�ensemble Ext D� serait alors inclus dans Ext D� � fr�g� ce qui en

ferait un ensemble strictement plus grand �� que Ext r � D� et contredirait la construction de

D� Il existe donc un entier k tel que r�
v�			vk��
��

�
rk et Ext rk � Dk � frkg� Nous utilisons le

th�eor�eme ��� de l�harmonique parce que r est le seul radical qu�on peut extraire de rk � Dk

qui reste une d�erivation standard� L�harmonique Hr est un ensemble �ni de contextes deux �a
deux disjoints� La d�erivation Dk peut �etre relative �a Hr� mais alors Hr contient un contexte
non fortement normalisable d�apr�es le lemme ��� des d�eveloppements �nis� Sinon� rk produit
un radical dans Dk � ce que nous aimerions montrer� Supposons que Hr contienne un contexte �
non fortement normalisable� Il existe d�apr�es l�axiome sn�� de l�harmonique et la d�emonstration
du lemme ��� une d�erivation in�nie D� telle que ��R�rk pour les d�erivations �� que prolonge
D� � La d�erivation D� peut �etre standardis�ee sans di�cult�e en appliquant la construction ���
par extractions r�ep�et�ees� On obtient ainsi une d�erivation D�� standard et in�nie telle que ��R�rk
pour toute d�erivation standard que D�� prolonge� Le lemme ���	 assure que v� �vk�� est standard�
ce qui fait que v� � � �vk�� � D�� est standard� De plus�

Ext �v� � � �vk�� � rk� �� Ext �v� � � �vk�� � ���

de fa%con stricte d�apr�es le corollaire ���� pour un tel �� � Il existe une de ces d�erivations �� que
prolonge D�� pour laquelle Ext �v� � � �vk�� � D��� vaut Ext �v� � � �vk�� � ���� On en d�eduit que

Ext �v� � � �vk�� � rk� �� Ext �v� � � �vk�� � D
�
��

de fa%con stricte� La d�erivation in�nie D� � v� � � �vk�� � D�� est donc in�nie� La d�erivation D n�est
pas maximale au sens du lemme ����� Tous les contextes ��clos de Hrk sont donc fortement
normalisables� Le radical rk produit donc un radical u�l dans Dk � Il existe un radical ul r�eduit

par D� et une d�erivation d telle que ul
d
��
�

u�l� De m�eme� r�
v�			vk��
��

�
rk� Le radical r� produit

donc ul �a permutations carr�ees pr�es� ce qui prouve notre lemme de la production permanente�

�
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D�e�nition �	�� Soit D � �T �R� ��� ��� ������ un syst�eme �a contexte ��clos� On appelle �etiquetage
de D une fonction etiq��� de R vers un ensemble ordonn�e �X��X�� On dit que l��etiquetage de
D est d�ecroissant lorsque pour tout couple de radicaux �u� v� � R��

�� si u
r
��
�
v alors etiq�u� � etiq�v��

�� et si u produit v alors etiq�v� �X etiq�u��

On dit que la profondeur de production de D est born�ee lorsqu�il existe un �etiquetage d�ecroissant
vers un ensemble X dont l�ordre �X est bien fond�e�

Th�eor�eme �	� �Normalisation forte� Soit un syst�eme �a contexte ��clos qui v�eri�e les ax�
iomes de standardisation� les axiomes �sn�����sn���� l�axiome E et le crit�ere � de transitivit�e
faible� Si la profondeur de production est born�ee alors le calcul termine fortement�

��� Conclusion en deux points

Production et cr�eation dans le ��calcul

Nous voudrions en conclusion rappeler pourquoi le th�eor�eme ��� est vrai alors qu�il part du
processus de cr�eation� non pas de production� Nous montrons que les notions de cr�eation et de
production co-"ncident dans le cas du ��calcul� la premi�ere d�e�nie au moyen des radicaux� la
seconde tel que nous le proposons�

En plus de la con�uence� cette correspondance provient d�une particularit�e syntaxique du
��calcul qui correspond dans le cadre de l�optimalit�e� voir �L�ev 	�a�� �a la capacit�e qu�ont les
zig�zags de d�ecrire les familles de radicaux� Andrea Asperti et Cosimo Laneve ont montr�e que
cette relation de zig�zag ne su�t plus d�es qu�on �etudie les Syst�emes de R�eduction Combinatoire
�orthogonaux�� Notre �etude est un d�eveloppement d�etourn�e de leur remarque et la premi�ere
tentative de d�ecrire simplement les m�ecanismes mis en jeu dans les deux cas de la normalisation
forte et de l�optimalit�e�

Plus pr�ecisement� supposons que r produit un radical dans r � d� Appelons s le premier
radical produit par r dans d  nous montrons que r #cr�ee$ s� c�est��a�dire s&Hr��r � d�� pour une
certaine d�erivation d�

s � Hr��r � d�� et �
 � Hr��r � d��� s �� 


Pour simpli�er� nous nous placerons dans les conditions de la d�emonstration de normalisation
forte� r �d est standard et suit une strat�egie #zoom�in$� Ecrivons L � ��x�M�PQ����Qk le sous�
terme correspondant �a r� et L� � M �x �� P �Q����Qk le sous�terme obtenu apr�es r�eduction de r�
La production de s a lieu soit au�dessus soit en�dessous de M �
En�dessus elle a lieu quand M � �y�M � entre �y�M � et Q�� on peut donc r�e�ecrire

��x�M�PQ����Qk
e
�� ��x��y�M ��PQ����Qk

puis r�eduire le radical r� r�esidu de r par e� On obtient le terme ��y�M ��x �� P ��Q����Qk dont le
radical de t�ete est justement s qui est donc cr�e�e par r� � un r�esidu de r�
En dessous la production a lieu entre M et une occurrence de P  plus exactement entre M � et

�y�P � o�u M
e
�� M � et P

f
�� �y�P �� Ecrivons d � d� �u �d�� Le point important ici est que nous

pouvons compl�eter la d�erivation d� en d� � f� pour obtenir�

L
r
�M �x �� P �Q����Qk

d�	f��� M ��x �� P ��Q����Qk




�
� CONCLUSION EN DEUX POINTS ���

En retardant la r�eduction de r on obtient�

L
f �

�� ��x�M ��P �Q����Qk
r�
� M ��x �� �y�P ��Q����Qk

de telle fa%con que r� cr�ee un radical s� r�esidu de s par une certaine d�erivation g� Cette d�erivation
g qui m�ene de s �a s� existe parce que les occurrences de P sont disjointes dans M �x �� P � �
ce qui permet de les r�e�ecrire en P � sans qu�aucune n�e�ace l�autre durant la proc�edure� C�est la
m�eme raison qui fait que le zig�zag sait d�ecrire compl�etement les familles de l�optimalit�e dans
le cas du ��calcul� Voir �Oos ��� sur le m�eme sujet�

Saturation et substitutions explicites

Notre d�emonstration de terminaison forte suit un argument de #plus petit contre�exemple$�
L�id�ee de cette proc�edure nous est venue apr�es l��etude d�un article �BBLR �
� qui prouve la
normalisation forte du ���calcul typ�e� un ��calcul avec substitutions explicites mais sans com�
position� Je serais curieux de savoir si une f�ed�eration de nos deux techniques est possible� On
pourrait d�emontrer directement qu�un calcul avec substitutions explicite typ�e termine forte�
ment � au lieu comme fait �BBLR �
� d�utiliser l�interpr�etation de Hardin dans le ��calcul et
de montrer un r�esultat de pr�eservation de �NF��

L�id�ee d�une d�erivation standard in�nie m�est venue apr�es la pr�esentation par Femke van
Raamsdonk �Ram ��� de la propri�et�e de saturation utilis�ee dans les preuves par Tait�Girard
de normalisation forte� La preuve par #zoom�in$ que je propose ici provient de cette propri�et�e
#s�emantique$ de saturation� J�ai l�espoir que cette r�einterpr�etation dynamique n�est qu�une
�etape vers la meilleure compr�ehension combinatoire de la preuve de Tait�
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Chapitre �

Les Syst�emes �a R�eduction
Combinatoire �CRS�

Ces syst�emes ont �et�e introduits par Jan Willem Klop �Klo 	�� pour g�en�eraliser le ��calcul et
les arbres de r�eduction du premier ordre� Nous recommandons la lecture de �KOR ��� pour une
introduction raisonn�ee au syst�eme� Nous y reprenons les d�e�nitions suivantes�

��� D�e�nition du syst�eme

L�alphabet d�un CRS est d�e�ni par�

��� un ensemble Var � fxn� n � Ng de variables�
�� un ensemble MVar � fZk

n jk� n � �g de m�eta�variables on appelle k l�arit�e de
Zk
n �

��� un ensemble F de symboles de fonction� chacun avec une arit�e �x�ee�

On d�e�nit par induction l�ensemble des m�eta�termes�

��� les variables sont des m�eta�termes�
�� si M est un m�eta�terme et x une variable alors �x�M est un m�eta�terme�
��� si F est un symbole k�aire �n � �� et M�� ����Mk sont des m�eta�termes alors

F �M�� ����Mk� est un m�eta�terme�
��� si Zk

n est une m�eta�variable d�arit�e k �k � �� et M�� ����Mk sont des m�eta�
termes alors Zk

n�M�� ����Mk� est un m�eta�terme �en particulier� Z�
n est un m�eta�

terme��

Les termes sont d�e�nis comme les m�eta�termes sans m�eta�variables� Nous d�e�nissons la 
�
conversion entre m�eta�termes comme pour le ��calcul� par exemple �x��F �x� �� �y��F �y�� Nous
appellerons 
��m�eta��termes les classes de �m�eta��termes par 
�conversion� Nous reporterons
toutes les constructions des m�eta�termes sur les 
�m�eta�termes de la mani�ere �evidente�

Une r�egle de r�e�ecriture est un couple �M�N� tel que�

�	�
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�a� M et N sont des 
�m�eta�termes  
�b� M est de la forme F �M�� ����Mk�  
�c� les m�eta�variables Zk

n qui apparaissent dans N apparaissent aussi dans M  les
variables xn libres de N sont des variables libres de M  

�d� les m�eta�variables Zk
n dans M n�apparaissent que sous la forme Zk

n�x�� ���� xk�
o�u les xi �i � �� ���� k� sont des variables li�ees� De plus� les xi sont distincts
deux �a deux�

����� Valuation

Soit �x�� ���� xn� un n�uplet de variables deux �a deux distinctes� et t un 
�terme� On appelle
l�expression ��x�� ���� xn��t un substitut n�aire� le symbole � est utilis�e comme un .m�eta�lambda�
qu�on distingue ainsi de celui du ��calcul� Les variables x�� ���� xn qui apparaissent dans t sont
li�ees dans le substitut ��x�� ���� xn��t � on peut les renommer de la mani�ere habituelle en prenant
garde �a la capture de nom� On appelle 
�substitut une classe de substituts par 
�conversion�
Les variables libres de ��x�� ���� xn��t sont les variables libres de t hormis les x�� ���� xn� On peut
appliquer le 
�substitut ��x�� ���� xn��t �a un n�uplet �t�� ���� tn� de 
�termes du CRS� ce qui
entra�"ne une substitution simultan�ee�

���x�� ���� xn��t��t�� ���� tn� � t�x� �� t�� ���� xn �� tn�

Un 
�substitut ��x�� ���� xn��t est lin�eaire lorsque chacune des variables xi n�apparait qu�une fois
dans t� Une valuation est une fonction � qui assigne �a chaque m�eta�variable Zk

n un 
�substitut

k�aire�

hZk
n� �i � ��x�� ���� xk��t

et �a chaque variable assigne une variable�

hxm� �i � xn

Nous supposerons que fx � Var j hx� �i �� xg est toujours �ni�

On �etend les valuations sur les 
�m�eta�termes comme suit�

��� hx� �i � hx� �i si x � Var�
�� h�x�M��i� �x�hM��i o�u x � hx� �i n�appara�"t libre dans aucun des hZk

n� �i si
Zk
n se trouve dans M � et ne vaut aucun des hy� �i � Var quand y �� x est une

variable libre de M �
��� hF �M�� ����Mn�� �i � F �hM�� �i� ���� hMn� �i��
��� hZk

n�M�� ����Mk�� �i � hZk
n� �i�hM�� �i� ���� hMk� �i�

La propagation de la valuation � �a l�int�erieur du 
�m�eta�terme M ne doit entrainer aucune
capture de variable ou de nom inattendue� La contrainte impos�ee au cas �� lors du passage
d�un lieur �x� assure que ces captures ne d�ependent pas de la pr�esentation du 
�m�eta�terme M
et des 
�substituts hZk

n � �i� on peut en renommer sans risque les variables par 
�conversion� et
obtenir des termes hM��i �equivalents par 
�conversion� Ce qui justi�e notre identi�cation des
termes par 
�conversion� toutes nos manipulations en respectent la contrainte� Nous rattrappons
ainsi la pr�esentation originale de Curry� voir �Bar 	�� en appendice C� un peu malmen�ee dans
�KOR ���� La m�eme transformation avait �et�e propos�ee par Stefan Kahrs� voir �Kah ���

Nous d�e�nissons maintenant les radicaux du syst�eme�
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����� Radicaux

Soit � un symbole en dehors de Var� MVar et F � On appelle contexte un terme avec une ou
plusieurs occurrences de �� On note C����� un contexte avec n occurrences de �� et C� � un
contexte avec une seule occurrence de �� On note C�t�� ���� tn� le r�esultat du remplacement dans
C����� des symboles � de gauche �a droite par des termes t������tn� La propri�et�e importante des
contextes est de conserver les classes de 
�conversion� si t �� t

� alors C�t� �� C�t��� On peut donc
consid�erer les contextes comme des op�erateurs sur les 
�termes� Par exemple� un sous�
�terme
s d�un 
�terme t est un 
�terme tel que t � C�s� pour un certain C� ��

D�e�nition �	
 �radicaux�

	�
 Soit Mg � Md une r�egle de r�e�ecriture et � une valuation� On appelle contraction selon
la r�egle Mg �Md tout couple �hMg� �i� hMd� �i�� o�u � est une valuation�

	�
 On appelle radical tout triplet �t� o� r� o�u t est un 
�terme C�a� pour lequel o d�esigne
l�unique occurrence de � dans C� � et �s� t� est une contraction selon la r�egle r � Mg �Md�
On dit que C�s� est son terme de d�epart� et C�t� son terme d�arriv�ee�

	�
 dans ce cas� si le 
�m�eta�terme Mg contient une variable libre x avec hx� �i � y toujours
libre dans C�s�� on dit que le radical u utilise la variable y�

	�
 soit u � �s� ou� r� un radical de s et C� � un contexte o�u � a pour occurrence o � on note

C�u� le radical �t� �o � ou�� r�� si s
u
� s� alors C�s�

C
u�
� C�s���

	�
 par abus de notation� nous �ecrirons ��x�� ���� xn��s
u
� ��x�� ���� xn��t si s

u
� t� Nous par�

lerons alors des radicaux d�un substitut�

La forme particuli�ere des 
�m�eta�termes Mg permet de justi�er notre d�e�nition ��� des
radicaux du CRS comme la donn�ee d�un terme t� d�une occurrence o et d�une r�egle de r�e�ecriture
r � Mg � Md� Deux valuations � et �� telles que s � hMg� �i � hMg� �

�i associent aux variables
et m�eta�variables de Mg les m�emes variables et les m�emes 
�substituts� Ce qui caract�erise le
r�esultat de la contraction de s selon r� hMd� �i � hMd� �

�i� et toutes les constructions ult�erieures�
Sans cela� nous aurions d�u ajouter au triplet la valuation � ou la classe de valuations � que
nous envisageons pour la contraction�

����� R�esidus par substitution

D�e�nition �	� �r�esidus d�une m�eta�variable par substitution� Soient M un 
�m�eta�terme
et � une valuation� Nous associons par r�esidu des occurrences de hM��i �a toute m�eta�variable
Zk
m� ce que nous �ecrirons�

Zk
m �M��� o

Nous dirons que Zk
m a pour r�esidu l�occurrence �hM��i� o� par application du m�eta�terme M �

La relation �M��� est d�e�nie par induction structurelle sur M �
��� si M � x alors Zk

m n�a pas de r�esidu par �M���
�� Zk

m ��x�M �� �� o � o � �� � o�� et Zk
m �M �� �� o�

��� Zk
m �F �M�� ����Mn�� �� o � o � �i � o�� et Zk

m �Mi� �� o�

��� Zk
m �Zl

n�M�� ����Ml�� �� o �

�
o � �oi � o�� et Zk

m �Mi� �� o� si Zl
n �� Zk

m

o � � ou o � �oi � o�� et Zk
m �Mi� �� o�� si Zl

n � Zk
m

pour �t� oi� l�occurrence d�une variable xi dans le substitut hZl
n� �i � ��x�� ���� xl��t�
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hZl
m� �i �

λ

hM��i �

o

Figure ���� r�esidus d�une m�eta�variable par substitution

D�e�nition �	 On dit que �hM��i� o� provient de l�instantiation 	en o�
 de Zl
m dans �M��� si

et seulement si o � �o� � o��� pour Zl
m �M��� o� et une occurrence �t� o��� du substitut hZl

m� �i �
��x�� ���� xl��t� On �ecrit �Zl

m � o��� �M��� �o� � o����

D�e�nition �	� �r�esidu d�un radical par substitution� Soient un 
�m�eta�terme M et une
valuation � telle que hZl

m� �i � ��x�� ���� xk��t� Soient u � �t� ou� r� un radical de t� et un triplet
v � �hM��i� ov� r�� peut��etre radical de hM��i� On �ecrit

�Zl
m � u� �M��� v

lorsque �Zl
m � ou� �M��� �o � ou� et ov � �o � ou��

hZl
m� �i �

ou

u

λ

hM��i �

o

ou

v

ou

v'

ou

v''

Figure ��� r�esidu d�un radical par substitution

����� Loi de compatibilit�e

Nous introduisons maintenant la relation de compatibilit�e entre radicaux� que nous consid�ererons
r�e�exive� un radical est compatible avec lui�m�eme� Sinon� soient u � �t� ou� ru� et v � �t� ov� rv�
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deux radicaux co�initiaux et distincts� Avec le radical �t� ou� ru� sont donn�es une r�egle ru � Mg �
Md� une valuation �� et un contexte C� � tels que ou soit l�occurrence de � dans C� � et

t � C�hMg� �i�
�t�ou�ru	
� C�hMd� �i� � t�

� si ou et ov sont disjoints� alors u et v sont compatibles�

CP�� si ov � ou � o� soit v le radical de hMg� �i tel que C�v� � v  les radicaux u et v sont
compatibles si et seulement si�

CP� il existe un radical w � �s� ow� rv� de hZk
m� �i � ��x�� ���� xk��s tel que

�Zk
m � w� �Mg� �� v

�� et Zk
m n�appara�"t qu�une fois dans Mg� sous la forme Zk

m�y�� ���� yk�  

CP�� et le radical w n�utilise parmi les variables xi que des variables xj telles que hPj � �i �
Var d�es que Zm

k appara�"t dans Md sous la forme Zk
m�P�� ���� Pk��

����� Loi de r�esidu

Nous d�e�nissons maintenant la relation de r�esidu par r�eduction d�un radical u� On d�ecide que
si v � u ou si u et v ne sont pas compatibles alors v n�a pas de r�esidu par u� Autrement�

� si ov est disjoint de ou� alors v a pour r�esidu par u le radical �t�� ov� ru� pour t
�t�ou�ru	
� t�

 l�existence d�un radical ne d�epend que du 
�terme plac�e sous son occurrence� 
�terme
sous v qui ne change pas par r�eduction de u  

� si ou � �ov � o� alors v a pour r�esidu par u le radical �t�� ov� ru� pour t
�t�ou�ru	
� t�� ce radical

existe parce que u et v sont compatibles� on peut pr�esenter le terme t� comme C�hMg� �
�i�

pour la valuation �� suivante� d�e�nie avec les notations pr�ec�edentes�

� hx� ��i
�
� hx� �i pour x � Var�

� hZl
n� �

�i
�
� hZl

n� �i si Zl
n �� Zk

m

� hZk
m� �

�i
�
� ��x�� ���� xk��s

� o�u hZk
m� �i � ��x�� ���� xk��s et s

w
� s��

� si ov � �ou � o�� soit v le radical de hMg� �i tel que C�v� � v� Les radicaux u et v sont
compatibles� donc�

CP�� il existe un radical w � �s� ow� rv� de hZk
m� �i � ��x�� ���� xk��s tel que

�Zk
m � w� �Mg� �� v

CP� et Zk
m n�appara�"t qu�une fois dans Mg� sous la forme Zk

m�y�� ���� yk��

CP�� et le radical w n�utilise parmi les variables xi que des variables xj telles que hPj � �i �
Var d�es que Zm

k appara�"t dans Md sous la forme Zk
m�P�� ���� Pk��

Les r�esidus de v par u sont les radicaux v� � C�v�� tels que

�Zk
m � w� �Md� �� v�

�C�est��a�dire ov n�est pas un pr�e
xe de ou	 et ou n�est pas un pr�e
xe de ov�
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��� D�e�nition du syst�eme abstrait

Un CRS est d�etermin�e par son alphabet et l�ensemble des r�egles ri� Nous construisons l�espace
abstrait D qui correspond au CRS en question�

� T est l�ensemble des 
�termes du CRS� c�est��a�dire des classes �� de termes�

� R est l�ensemble des radicaux �t� o� ri��

� soit u un radical �t� o� r�� avec t
�t�o�r	
� t�� son terme ��u de d�epart est la classe �� de t� et

la classe �� de t� est sa classe ��u d�arriv�ee�

� u 	 v lorsque les radicaux u et v sont compatibles�

� v��u��v� si le radical v� est un r�esidu par u de v�

��� Deux contre
exemples �a l�axiome C

Nous venons de d�e�nir le syst�eme abstrait qui correspond �a un CRS� Nous passons �a la
v�eri�cation des axiomes� Malheureusement� le cadre que nous proposons jusqu��a maintenant
pour la r�eduction combinatoire est trop lib�eral� Certes� les deux axiomes A et B sont v�eri��es
par nos constructions� un radical v est soit e�ac�e par u en cas d�incompatibilit�e� soit dupliqu�e
en un nombre �ni de radicaux v� et u n�a pas de r�esidu par sa propre r�eduction� u��u�� � ��
Mais l�axiome C n�est pas v�eri��e� Il faut donc circonscrire parmi les CRS une classe de syst�emes
qui v�eri�ent l�axiome C� Nous justi�ons nos choix par l�analyse de deux contre�exemples �a cet
axiome� Nous retrouvons ainsi deux restrictions naturelles sur les syst�emes combinatoires� la
lin�earit�e des partie gauche de r�egle� et la distinction entre noms et variables de terme�

����� Premier contre�exemple et lin�earit�e gauche

Montrons que deux radicaux compatibles peuvent avoir des r�esidus incompatibles dans un
syst�eme combinatoire d�e�ni par F � fA�B� F�G� Sg et les r�egles�

r� � S��x�Z�x�� Z�� � Z�Z ��
r� � F �Z� Z� � Z
r� � A� B

Cet 
�terme t � S��x�F �x� x�� A� contient trois radicaux� u � �t� �� r��� v � �t� �� � ��� r�� et
w � �t� �� � �� r���

S��x�F �x� x�� A�
u
� F �A�A�

S��x�F �x� x�� A�
v
� S��x�G�x��A�

S��x�F �x� x�� A�
w
� S��x�F �x� x��B�

Les radicaux u� v et w sont deux �a deux compatibles  le radical v a un r�esidu par u� v��u��v�  
et w a deux r�esidu par u� w��u��fw�� w�g�

F �A�A�
v�
� G�A�

F �A�A�
w�� F �B�A�

F �A�A�
w�� F �A�B�
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Les deux radicaux v� et w� sont incompatibles� ce qui montre que l�axiome C n�est pas vrai� Ce
mauvais comportement du syst�eme a pour origine la pr�esence de deux multi�variables Z dans
la partie gauche de la r�egle r�� Pour r�eagir et interdire cette situation nous introduisons les
syst�emes lin�eaires gauches � c�est��a�dire tels que les parties gauches de r�egle ne contiennent
jamais deux m�emes m�eta�variables�

D�e�nition �	� �Lin�earit�e� syst�emes combinatoires lin�eaires gauches�

� un 
�m�eta�terme est dit lin�eaire en Zl
m si la m�eta�variable Zl

m n�y appara�t qu�une fois�
et lin�eaire s�il est lin�eaire en toutes les m�eta�variables qui y apparaissent�

� une r�egle M � N est lin�eaire gauche si le 
�m�eta�terme M est lin�eaire�

� un syst�eme de r�e�ecriture combinatoire est lin�eaire gauche si toutes ses r�egles sont lin�eaires
gauches�

����� Deuxi�eme contre�exemple et gestion des noms

Nous avons autoris�e jusque l�a que les parties gauches et droites d�une r�egle de r�e�ecriture con�
tiennent des variables libres� ce qui sort du cadre propos�e par �Klo 	�� et �KOR ��� pour en
enrichir le pouvoir d�expression� En particulier� nos syst�emes rendent possibles le traitement
des noms �a la mani�ere du �calcul avec des r�egles de la forme� ��x� x� � I � De la sorte le calcul
concr�etise la proposition de �KOR ��� d�un calcul de nom� Jusqu�ici nous ne distinguons pas les
variables de terme et les variables de nom� Nous donnons l�exemple d�un calcul combinatoire
qui ne v�eri�e pas l�axiome C parce que justement il ne fait pas cette distinction entre nom et
terme�

Soit le 
�terme t � S��y�S��x���x� x�� y��A� dans le syst�eme d�e�ni par les r�egles�

r� � S��x�Z�x�� Z�� � Z�Z ��
r� � ��x� x� � I

Cet 
�terme t � S��y�S��x���x� x�� y��A� contient trois radicaux� u � �t� �� r��� v � �t� �� � ��� r��
et w � �t� �� � � � � � ��� r���

S��y�S��x���x� x�� y��A�
u
� S��x���x� x��A�

S��y�S��x���x� x�� y��A�
v
� S��y���y� y��A�

S��y�S��x���x� x�� y��A�
w
� S��y�S��x�I� y�A�

Les radicaux v et w sont compatibles parce que v substitue �a x une variable y� et rentre donc
dans nos sch�ema de compatibilit�e� Cette variable y est substitu�ee par un 
�terme A durant la
r�eduction de u� ce qui transforme le rapport entre v et w� les r�esidus v� et w� de v et w par u
sont incompatibles�

S��x���x� x��A�
v�
� ��A�A�

S��x���x� x��A�
w�

� S��x�I� A�

Ce mauvais comportement justi�e l�introduction de syst�emes �a r�eduction combinatoire avec
variables de nom qui distinguent les variables de terme et les variables de nom�

D�e�nition �	� �syst�emes avec variables de nom� Nous dirons qu�un CRS avec variables
de nom est un CRS tel que�
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� un sous�ensemble de Var est distingu�e� l�ensemble Nom � fanjn � Ng des noms� tel que

Nom et Var�
�
� Var� Nom soient in�nis �

� les 
�conversions respectent les noms� par exemple� si �x�F �x� �� �y�F �y� alors �x �
Nom � y � Nom� �

� les valuations � respectent les noms� x � Nom � hx� �i � Nom �

� un couple �M��� de m�eta�terme et de valuation respecte les noms si lorsque une variable
xi dans hZk

m� �i � ��x�� ���� xk��s se trouve dans Nom alors Zk
m n�appara�t dans M que

sous la forme Zk
m�M�� ����Mk� avec Mi � Nom�

� les r�egles de r�e�ecriture M � N du syst�eme v�eri�ent�

� toutes les variables libres de M et de N sont des noms�

� une m�eta�variable Zk
m qui apparait dans M sous la forme Zk

m�x�� ���� xk� avec xi �
Nom n�apparait dans N que sous la forme Zk

m�P�� ���� Pk�� o�u Pi � Nom�

� les seules contractions u � hM��i � hN� �i autoris�ees sont celles pour lesquelles �M���
respecte les noms � dans ce cas� le couple �N� �� respecte aussi les noms�

� de l�a les seuls radicaux autoris�es� C�hM��i�
C
u�
� C�hN� �i��

��� Axiome C dans un syst�eme lin�eaire gauche avec variable de

nom

Nous d�emontrons l�axiome C dans tout syst�eme lin�eaire gauche avec variables de nom� Tout
d�abord nous pouvons remarquer que la d�e�nition de compatibilit�e peut �etre simpli��ee� En
e�et� les deux contraintes not�ees #CP�$ et #CP��$ sont dor�enavant �a chaque fois v�eri��ees�
toute m�eta�variable Zk

m n�appara�"t qu�une fois dans chaque partie gauche de r�egle � le calcul
est lin�eaire gauche � et le radical �s� o��� ru� n�utilise parmi les variables xi que des noms� qui se
retrouvent donc substitu�es dans N par des noms� Ceci ram�ene la relation de compatibilit�e �a la
seule contrainte #CP��$� Nous pouvons dor�enavant consid�erer le m�ecanisme de r�esidu comme
suit�

Lemme �	� �caract�erisation des r�esidus� Soit u le radical associ�e �a la r�egle M � N dans
hM��i � soit un radical v de hM��i � alors�

v��u��v� � �v tel que

�
�Z � v� �M��� v
�Z � v� �N� �� v�

Les deux lemmes ��	 et ��� examinent les rapports entre deux radicaux de 
�termes avant
et apr�es substitution�

Lemme �	� �radicaux par substitution� Soit un radical u � �t� ou� ru�� x�� ���� xn des vari�
ables libres de t� et t�� ���� tn des 
�termes tels que xi � Nom �� ti � Nom� Soit v � �ti� ov� rv�
un radical de ti� Alors�

�� le triplet u� � �t�� o� ru� est un radical de t� � t�x� �� t�� ���� xn �� tn��
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v


M�
�
�

v

λ


N�
�
�� v'

hM��i hZ� �i hN� �i

Figure ���� caract�erisation des r�esidus

�� v� � �t�� �oi � ov�� rv� est un radical de t� lorsque �t� oi� est une occurrence de xi dans t�

�� les deux radicaux u� et v� sont compatibles�

D�emonstration en trois �etapes�
� si la r�egle ru est d�ecrite par M � N alors pour un certain contexte C� � et une certaine
valuation �� le 
�terme t vaut t � C�hM��i�� o�u ou est l�occurrence de � dans C� �� Une fois les
ti substitu�es dans t� on peut �ecrire t� � t�x� �� t�� ���� xn �� tn� � C��hM���i� o�u C�� � est le
contexte C� � o�u les xi sont substitu�es par des termes dans la classe des 
�termes ti� et �� est
la valuation d�e�nie par�

hx� ��i �

�
tj si la variable hx� �i vaut xj et se trouve dans Nom
hx� �i sinon

hZk
n� �

�i � hZk
n� �i�x� �� t�� ���� xn �� tn�

o�u la substitution dans un 
�substitut est d�e�nie de mani�ere �evidente�

���y�� ���� yk��s��x� �� t�� ���� xn �� tn�
�
� ��y�� ���� yk���s�x� �� t�� ���� xn �� tn��

lorsqu�aucun des yj n�est une variable libre de ti� ou vaut un des xi� L��egalit�e entre t� et
C��hM���i� peut �etre ramen�ee �a l��egalit�e entre hM��i�x� �� t�� ���� xn �� tn� et hM���i� qu�on
peut v�eri�er par induction structurale sur M � on utilise alors le fait que les variables libres de
M sont toutes des noms� Si �M��� respecte les noms alors �M���� les respectent �evidement�
ce qui d�emontre que le triplet u� � �t�� o� ru� est un radical de t� � t�x� �� t�� ���� xn �� tn��
� soit un contexte D� � o�u � a pour occurrence oi tel que t � D�xi� et t� � D�ti�� contexte D� �
qu�on choisit pour �eviter toute capture de variable avec ti� Le triplet v� � �t�� �oi �ov�� rv� n�est
dans ce cas rien d�autre que le radical D�v��
� si ou et oi sont disjoints alors u� et v� auront leurs occurrences disjointes et donc u� 	 v��
Sinon� oi � �ou � oi�� la variable xi n�est pas un nom parce que ti contient un radical v� La
variable xi n�appara�"t donc pas dans le 
�m�eta�terme M � ce qui fait provenir son occurrence
�hM��i� oi� de la substitution d�un Zk

m dans �M����

�Zk
m � pi� �M��� �o� pi�
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o�u oi � �o�pi� et �s� pi� est l�occurrence d�une variable xi dans hZk
m� �i� On montre par induction

structurale� sur M que cette �egalit�e se transforme apr�es substitution en�

�Zk
m � pi� �M���� �o � pi�

et donc

�Zk
m � �pi � ov�� �M���� �o � �pi � ov��

c�est��a�dire�

�Zk
m � v� �M���� v�

o�u v � �s�� �pi �ov�� rv� est le radical de s� � s�x� �� t�� ���� xn �� tn� qui sous pi correspond �a v�
et v� est le radical qui dans hM���i correspond �a v sous oi � �o �pi�� oi � �o �oi et v� � C�v���
Ce qui fait que u� 	 v�� �

Lemme �	� Soient u � �t� ou� ru� et v � �t� ov� rv� deux radicaux coinitiaux� x�� ���� xn des
variables libres de t et t�� ���� tn des 
�termes tels que xi � Nom �� ti � Nom pour tout
i � ��� ���� n�� Les triplets u� � �t�� ou� ru� et v� � �t�� ov� rv� sont des radicaux de t� � t�x� ��
t�� ���� xn �� tn� qui v�eri�ent�

u 	 v � u� 	 v�

Nous �ecrirons par la suite� u�x� �� t�� ���� xn �� tn�
�
� u��

D�emonstration� le caract�ere de radical des deux triplets u� et v� est assur�e par le lemme ��	�
Les occurrences de u et de v sont disjointes si et seulement si celles de u� et v� le sont� ce qui
r�egle le premier cas de compatibilit�e  reste le cas o�u ov � �ou � o�v��
� si u 	 v alors il existe un radical w � �s� ow� rv� de hZk

m� �i � ��y�� ���� yk��s tel que

�Zk
m � w� �M��� v

o�u v � C�v� avec ru � M � N et C� � le contexte qui correspond �a u� o�u � a pour occurrence
ou et C�hM��i�

u
� C�hN� �i�� On peut reprendre la construction du lemme ��	 et donner une

valuation �� telle que�

hM��i�x� �� t�� ���� xn �� tn� � hM���i

Encore une fois� l��egalit�e pr�ec�edente se transforme en�

�Zk
m � w� �M���� v�

o�u v� � C��v��� pour C�� � le contexte C�� � qui correspond �a u�� construit �a partir de C� �
en y substituant les variables xi par des termes qui repr�esentent les 
�termes ti�

� on peut reprendre la d�emonstration dans le sens inverse� et montrer que si u� 	 v� alors
u 	 v� �

Corollaire �	
� Soient M un 
�m�eta�terme et � une valuation tels que �M��� respecte les
noms� Soit Zk

m une m�eta�variable et s un alpha�terme tel que hZk
m� �i � ��x�� ���� xk��s� Soit u

un radical de s� et v le triplet tel que �Zk
m � u� �M��� v� Alors v est un radical de hM��i�

�Il faut remarquer que la substitution des xi dans les ��substituts hZk
m� �i ne change pas l�occurrence des

variables m�eta�li�ees par ��
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D�emonstration avec le lemme ��	� chaque substitut hZk
m� �i � ��x�� ���� xk��s substitu�e pour Zk

m

dans �M��� se retrouve sous la forme d�un sous�
�terme�

s� � s�x� �� s�� ���� xk �� sk �

plac�e en une occurrence o telle que dans hMd� �i�

Zl
m �M��� o

Le triplet u � �s� ou� ru� est un radical de s� Chaque variable de nom xi � Nom est substitu�ee
par une variable de nom si � Nom lors de l�application de hZk

m� �i �a Zl
m� d�apr�es le lemme ��	

les triplets u� � �s�� ou� ru� sont des radicaux eux aussi� Chaque triplet v a pour forme C�u��
pour un contexte C� � et un radical u� bien choisis� o�u � a pour occurrence o dans C� �� le
triplet v � C�u�� est donc un radical� �

Corollaire �	

 Soient M un m�eta�terme� � une valuation tels que �M��� respecte les noms�
Soient u un radical de hZ� �i � ��x�� ���� xk��s et v un radical de hZ�� �i � ��y�� ���� yl��t� On
supposera que �Z � u� �M��� u� et �Z� � v� �M��� v�� Si Z �� Z� ou 	Z � Z� et u 	 v
 alors
u� 	 v��

D�emonstration en deux sous cas� le radical u� provient de u par substitution en o de Z dans
�M���  et le radical u� provient de v par substitution en o� de Z� dans �M����

� si o � o� alors Z � Z�  u� et v� sont de la forme u� � C�u� et v� � C�v� pour un certain
contexte C� � dans lequel � a comme occurrence o  u et v correspondent �a u et v dans s� �
s�x� �� hMi� �i� ���� xk �� hMk� �i� quand Z appara�"t �a cette endroit comme Z�M�� ����Mk� dans
M � La substitution r�epond aux contraintes du lemme ���� et donc u� et v� sont compatibles�
� deux cas se pr�esentent si o �� o�� o et o� sont disjoints� et donc u� 	 v�� ou o � �o� � o����
l�autre choix� o� � �o � o��� �etant sym�etrique  alors hM��i � C�t�� pour � d�occurrence o
dans C� �� et t� � t�x� �� hM�� �i� ���� hMl� �i quand Z� appara�"t sous la forme Z��M�� ����Ml�  
cette substitution r�epond aux contraintes du lemme ��	� et le radical u� se trouve dans un des
hMi� �i� v� et u� sont pour cela compatibles� �

Les deux derniers corollaires nous permettent de prouver sans trop de mal l�axiome C�

Lemme �	
� �axiome C� Si u� v et w sont trois radicaux deux �a deux compatibles� et v��u��v��
w��u��w� alors v� et w� sont compatibles�

D�emonstration� on �ecrit u � �t� ou� ru�� v � �t� ov� rv�� v
� � �t�� ov� � rv�� w � �t� ow� rw�� w� �

�t�� ow�� rw�� et ru � Mg �Md�

� si l�un des ov ou ow est disjoint de ou alors v� 	 w� automatiquement�
� si ou contient ov et ow alors il existe v� et w� tels que�

�Zk
m � v�� �Mg� �� v �Zl

n � w�� �Mg� �� w
�Zk

m � v�� �Md� �� v� �Zl
n � w�� �Md� �� w�

v � C�v� w � C�w�
v� � C�v�� w� � C�w��

pour le contexte C� � associ�e �a u� Si Zk
m � Zl

n alors v 	 w parce que v 	 w� avec le lemme ����
Le corollaire ���� assure que v� 	 w�� et donc que u� 	 v� par passage au contexte�
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� si ov contient ou qui contient ow� alors t � D�hNg� �i�
u
� D�hNd� �i� o�u rv � Ng � Nd et D� �

est le contexte qui correspond �a v dans t� � est d�occurrence ov dans D� �� On tire de v 	 u qu�il
existe un radical u� tel que

�Zk
m � u�� �Ng� � � u et u � D�u�

Le m�eta�terme Zk
m appara�"t dans Ng sous la forme Zk

m�x�� ���� xk�� et ou contient ow� Nous
montrons qu�il existe un radical w� que contient u� et tel que�

�Zk
m � w�� �Ng� � � w et w � D�w�

Un m�ecanisme de nom serait la seule raison pour que ce radical w� n�existe pas� le radical w
utiliserait des noms dont certains seraient des instantiations de variables xi dans hZk

m� �i �
��x�� ���� xk��s� Premier point� chaque xi instanti�e par un nom est un nom� parce que hx� �i �
Nom � x � Nom� Deuxi�eme point� si deux variables de nom sous w sont identiques�
alors elles proviennent de l�instantiation d�un m�eme xi� en e�et� Zk

m appara�"t sous la forme
Zk
m�y�� ���� yk� dans Ng  ces yj sont distincts deux �a deux� et tous li�es dans Ng  si un nom

hyi� �i est substitu�e pour xi dans s� il ne vaut aucun nom d�ej�a dans s pour �eviter la capture de
nom  tout nom hyi� �i qu�utilise w dans hNg� �i est le r�esultat d�une substitution de xi dans s�
le radical w� existe donc� et utilise dans s les noms xi au lieu de hyi� �i�

Soit o l�occurrence de hNg� �i telle que�

Zk
m �Ng� � � o

et s� le sous�
�terme de t d�occurrence o  on peut l��ecrire�

s� � s�x� �� hy�� �i� ���� xk �� hyk� �i�

ce qui fait avec le lemme ��� que deux radicaux u�o et w�
o dans s� correspondent �a uo et wo

dans s� et u� 	 w� parce que u�o 	 w
�
o � Les r�esidus de w par u sont ceux de w�

� par u�� pass�es au
contexte D� �  et donc ceux de w� par u� apr�es substitution des hyi� �i pour les xi� et passage
au contexte D� �� On peut donc �ecrire pour tout r�esidu w� de w par u que w� � D�w�� pour un
certain radical w� de s� � ��u� tel que�

�Zk
m � w�� �Ng� �

�� w�

pour la substitution � � d�e�nie par�

hx� � �i
�
� hx� �i

hZk
m� �

�i � ��x�� ���� xk��s
�

hZl
n� �

�i
�
� hZl

n� �i si Zl
n �� Zk

m

Les radicaux v� et w�� r�esidus de v et w par u sont donc compatibles�
� si ov contient ow qui contient ou� alors on peut reprendre le cas pr�ec�edent� et r�eduire dans s le
radical u� dont l�occurrence est cette fois�ci contenue par celle de w�  le reste de la construction
est identique� et permet de prouver que les r�esidus v� et w� de v et w par u sont compatibles� �

��	 Axiome PERM de permutation

Nous montrerons l�axiome FD� de terminaison au prochain chapitre� Nous d�emontrons ici
l�axiome PERM� de permutation� dont la preuve est tr�es d�elicate� Il faut noter que nous
d�emontrons cet axiome PERM� pour la premi�ere fois dans le cadre des CRS� Malgr�e l�import�
ance de l�axiome� aucun autre auteur �a notre connaissance ne s��etait attel�e jusqu�ici �a cette
preuve�
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����� R�eindi�cage

Il nous faut d�abord apprendre �a r�eindicer les suites �nies de m�eta�terme et de variable� Cette
apprentissage permet ensuite de traiter correctement les ph�enom�enes syntaxiques de duplica�
tion�

D�e�nition �	
 �r�eindi�cage d�un substitut� Soit � une application de ��� ���� k� dans ��� ���� l��
et un substitut ��x�� ���� xk��t� Si aucun des yi� � � i � l ne se trouve libre dans ��x�� ���� xk��t�
nous �ecrirons�

���x�� ���� xk��t� � �
�
� ��y�� ���� yl��t�x� �� y���	� ���� xk �� y��k	�

D�e�nition �	
� �r�eindi�cage d�une s�equence de m�eta�termes� Soit � une application de
��� ���� k� dans ��� ���l�� et �M�� ����Ml� une s�equence de m�eta�termes� Nous �ecrirons

� � �M�� ����Ml�
�
� �M���	� ����M��k	�

Par exemple� Zk
n�� � �M�� ����Ml�� � Zk

n�M���	� ����M��k	��

Lemme �	
� �Trois propri�et�es de composition du r�eindi�cage� Soit �� une application
de ��� ���� j� dans ��� ���� k� et � de ��� ���� k� dans ��� ���� l��

����x�� ���� xj��t� � ��� � � � ���x�� ���� xj��t� � �� � ���
�� � �� � �M�� ����Ml�� � �� � ��� � �M�� ����Ml�
����x�� ���� xk��t� � ���M�� ����Ml� � ���x�� ���� xk��t��� � �M�� ����Ml��

D�emonstrations� manipulations simples d�indice� �

D�e�nition �	
� �substitut lin�eaire� Un substitut ��x�� ���� xn��t est lin�eaire si t contient une
et une seule occurrence de chaque variable xi�

����� Une bisimulation de substitution

Une bisimulation sur les couples �M��� o�u M est un 
�m�eta�terme et � une valuation permet
de comparer deux mani�eres d�op�erer la substitution d�une valuation dans un 
�m�eta�terme�

D�e�nition �	
� �bisimulation� La relation � sur les couples de 
�termes et de valuations
est la relation la plus grande telle que si �M��� � �N� �� alors�

� si M � x alors N � y et hx� �i � hy� �i�

� si M � �x�M � alors N � �x�N � et �M �� �� � �N �� �� si hx� �i � x � hx� �i et x n�appara�t
libre dans aucun des hZ� �i ou hZ� �i quand Z se trouve dans M ou dans N � et x ne vaut
aucun des hy� �i ou hy� �i pour une variable y �� x libre dans M � ou dans N ��

� si �M��� � �N� �� et M � F �M�� ����Mn� alors N � F �N�� ���� Nn� et �i� � � i � n ��
�Mi� �� � �Ni� ���

� si M � Zk
m�M�� ����Mk� alors N � Zl

n�N�� ���� Nl� et il existe un substitut lin�eaire ��x�� ���� xp��t�
une application � de ��� ���� p� dans ��� ���� k� et une application � de ��� ���� p� dans ��� ���� l�
tels que�

� hM��i � ���x�� ���� xp��t� � ��
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� hN� �i � ���x�� ���� xp��t� � ��

� �i� � � i � p �� �M��i	� �� � �N�i	� ���

On dit que �M��� et �N� �� sont bisimilaires lorsque �M��� � �N� ���

Lemme �	
� Il est clair que la relation � est r�e�exive et sym�etrique� Elle est aussi transitive�

D�emonstration� nous d�emontrons la transitivit�e par induction sur la profondeur de M � Si
�M��� � �N� �� � �P� ��� et si �M �� �� � �N �� �� � �P �� �� implique �M �� �� � �P �� �� pour tout
M � de profondeur inf�erieure �a celle de M � On sait d�emontrer facilement que �M��� � �P� ��
si M � x ou M � �x�M � ou M � F �M�� ����Mn�� La d�emonstration est plus compliqu�ee si
M � Zk

m�M�� ����Mk�� alors N � Zl
n�N�� ���� Nl� et donc P � Zk�

m��P�� ���� Pk�� il existe deux
substituts lin�eaires ��x�� ���� xp��t et ��y�� ���� yp���t

� et quatre applications � � ��� ���� p�� ��� ���� k�
 � � ��� ���� p�� ��� ���� l�  �� � ��� ���� p�� � ��� ���� l�  �� � ��� ���� p�� � ��� ���� k�� tels que�

� hM��i � ���x�� ���� xp��t� � �� et hN� �i � ���x�� ���� xp��t� � ��

� hN� �i � ���y�� ���� yp���t
�� � ��� et hP� �i� ���y�� ���� yp���t

�� � ��

� �i� � � i � p �� �M��i	� �� � �N�i	� ��

� �i� � � i � p� �� �N���i	� �� � �P��i	� ��

Le substitut hN� �i appara�"t deux fois� sous la forme de ���x�� ���� xp��t��� et de ���y�� ���� yp���t
���

��� les deux substituts ��x�� ���� xp��t et ��y�� ���� yp���t
� sont lin�eaires� ils font donc qu�ils repr�esentent

le m�eme substitut� hormis pour l�ordre des variables xi et yi  et donc p � p�� tandis qu�il existe
une application bijective ( � ��� ���� p� � ��� ���� p� telle que ���y�� ���� yp��t

�� � ( � ��x�� ���� xp��t�
On d�eduit de ���x�� ���� xp��t� � � � ����x�� ���� xp��t� � (� � �� et du lemme ���
 que � � �� � (�
Ce qui permet d��ecrire�

� hM��i � ���x�� ���� xp��t� � ��

� hP� �i� ���x�� ���� xp��t� � ��� � (�

� �i� � � i � p �� �M��i	� �� � �N�i	� ��

� �i� � � i � p �� �Ni� �� � �N����	�i	� �� � �P���	�i	� ��

Les deux derni�eres assertions se transforment en

�i� � � i � p �� �M��i	� �� � �N�i	� �� � �P���	�i	� ��

qui se transforme par hypoth�ese de r�ecurrence en�

�i� � � i � p �� �M��i	� �� � �P���	�i	� ��

et indique que � � ��� ���� p� � ��� ���k� et �� � ( � ��� ���� p� � ��� ���� k�� sont les applications qui
avec le substitut lin�eaire ��x�� ���� xp��t permettent de prouver que �M��� � �P� ��� �

Lemme �	
� �lemme de la bisimulation� Soit M et N des m�eta�termes� � et � des valu�
ations� Si �M��� � �N� �� alors hM��i � hN� �i�
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D�emonstration� par induction sur la profondeur de M � Soient M et N des m�eta�termes� � et
� des valuations� Nous supposerons que si la profondeur de M � est plus petite que celle de M

alors

�M �� �� � �N �� �� �� hM �� �i � hN �� �i

Nous d�emontrons maintenant la propri�et�e sur M �

� si M � x alors N � x et hM��i � hN� �i�

� si M � �x�M � alors N � �x�N � et �M �� �� � �N �� ��� donc hM �� �i � hN �� �i par hypoth�ese
d�induction� ce qui permet d�identi�er hM��i � �x�hM �� �i et hN� �i � �x�hN �� �i�

� si �M��� � �N� �� et M � F �M�� ����Mn� alors N � F �N�� ���� Nn� et pour tout i �
��� ���� n�� �Mi� �� � �Ni� ��� ce qui implique par hypoth�ese d�induction que hMi� �i �
hNi� �i  donc

hM��i � F �hM�� �i� ���� hMn� �i� � F �hN�� �i� ���� hNn� �i� � hN� �i

� le dernier cas est le plus int�eressant� Si M � Zk
m�M�� ����Mk� alors N � Zl

n�N�� ���� Nl� et
il existe un substitut lin�eaire ��x�� ���� xp��t� une application � de ��� ���� p� dans ��� ���� k� et
une application � de ��� ���� p� dans ��� ���� l� tels que�

� hM��i � ���x�� ���� xp��t� � ��

� hN� �i � ���x�� ���� xp��t� � ��

� �i� � � i � p �� �M��i	� �� � �N�i	� ���

On en d�eduit d�abord que hM��i	� �i � hN�i	� �i par hypoth�ese d�induction� En par�
ticulier�

� � �hM�� �i� ���� hMk� �i� � � � �hN�� �i� ���� hNl� �i�

L�identit�e de hM��i et hN� �i est d�emontr�ee par un calcul�

hM��i � hZk
m� �i�hM�� �i� ���� hMk� �i� propagation de la valuation

� ���x�� ���� xp��t � ���hM�� �i� ���� hMk� �i� hypoth�ese de bisimulation
� ���x�� ���� xp��t��� � �hM�� �i� ���� hMk� �i�� lemme ���

� ���x�� ���� xp��t��� � �hN�� �i� ���� hNl� �i�� hypoth�ese d�induction
� ���x�� ���� xp��t � ���hN�� �i� ���� hNl� �i� lemme ���

� hZl

n� �i�hN�� �i� ���� hNl� �i� � hN� �i hypoth�ese de bisimulation

L�hypoth�ese d�induction peut �etre reconduite sur M dans les quatre cas  le lemme est donc
prouv�e� �

����� R�esidus par bisimulation

Nous pouvons construire avec la relation de bisimulation �M��� � �N� �� une loi de r�esidu entre
les m�eta�variables qui apparaissent en m�eme position lors de la construction de hM��i et de
hN� �i�

D�e�nition �	�� Soient M et N deux 
�m�eta�termes� et � et � deux valuations telles que

�M��� � �N� ��� On dit que Z a pour r�esidu Z� par �M��� � �N� ��� ce qu�on �ecrit Z �M��� � �N� �� Z��

et qu�on d�e�nit par induction structurale sur M �
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Z �x� �� � �x� �� � �

Z ��x�M��� � ��x�N� �� Z� � Z �M��� � �N� �� Z�

Z �F �M�� ����Mn�� �� � �F �N�� ���� Nn�� �� Z� � �i � ��� ���� n�� Z �Mi� �� � �Ni� �� Z�

Z �Zk
m�M�� ����Mk�� ��� �Zl

n�N�� ���� Nl�� �� Z� �

�
�i � ��� ���� n�� Z �M��i	� �� � �N�i	� �� Z�

ou Z � Zk
m et Z � � Zl

n

Lemme �	�
 Soient deux couples �M��� et �N� �� de 
�m�eta�termes et de valuations tels que

�M��� � �N� ��� Si Z a pour r�esidu par �M��� � �N� �� les m�eta�variables Z�� ���� Zn et elles

seules � si Zi n�est le r�esidu par �M��� � �N� �� d�aucune autre m�eta�variable � alors

Z �M��� o � �i� Zi �N� � � o

D�emonstration� par induction structurale sur M � �

Corollaire �	�� Avec les hypoth�eses du lemme ����� si u est un redex de hZ� �i et ui est le
radical correspondant dans chacun des hZi� �i� alors�

�Z � u� �M��� v � �i� �Zi � ui� �N� � � v

D�e�nition �	� Soit x�� ���� xk une suite de variables et t�� ���� tk une suite de termes telles que
�i� xi � Nom � ti � Nom� On �ecrit alors � � ��x� �� t�� ���� xk �� tk � la valuation d�e�nie
par �Z � MVar� hZ� �i� hZ� �i�x� �� t�� ���� xk �� tk �

Lemme �	�� Si M est un 
�m�eta�terme et � � ��x� �� t�� ���� xn �� tk� alors

hM� �i � hM��i�x� �� t�� ���� xk �� tk �

et
Z �M� � � o � Z �M��� o

D�emonstration� par induction structurale sur M � �

����� Axiome PERM� de permutation

D�e�nition �	�� �couple lin�eaire en une m�eta�variable� On dit qu�un couple �M��� form�e
d�un 
�m�eta�terme M et d�une valuation � est lin�eaire en une m�eta�variable Z si et seulement
si Z n�appara�t qu�une fois dans M et n�a qu�un r�esidu par �M��� �

Lemme �	�� �r�esidus et passage aux valuations� Soit M un 
�m�eta�terme et � une valu�
ation tels que �M��� est lin�eaire en Z� Soit v un redex de hZ� �i et � la valuation �egale partout

�a � sauf en Z� o�u hZ� �i
v
� hZ� �i� On note v l�unique radical de hM��i tel que vhM��iv�

Si �Z � w� �M��� w alors

w��v��w� � �w� radical de hZ� �i j �Z � w���v��w�� et w� �M� � � w�

Si �M��� est lin�eaire en Z� �� Z et �Z � � w� �M��� w alors

w��v��w� � �Z� � w� �M� � � w�



���� AXIOME PERM� DE PERMUTATION ���

D�emonstration� nous appellerons Mv � Nv la r�egle associ�ee au redex v� Nous utiliserons
dor�enavant l�indice � pour d�esigner toute construction d�un radical #de t�ete$� Par exemple�
v � Cv�v�� o�u v� est de la forme hMv� �vi � hNv� �vi�

Si v ne contient pas w et w��v��w� alors w� a la m�eme occurrence dans ��v � hM� �i que w
dans ��v � hM��i� Si �Z ��w� �M��� w pour �M��� lin�eaire en Z� alors �M� �� est aussi lin�eaire
en Z� et �Z� � w� �M� � � w� �que Z� vaille ou non Z��

L�autre cas est plus di�cile� si v contient w� on d�eduit d�apr�es la caract�erisation en lemme
��� des r�esidus que Cv�w���v��Cv�w

�� si et seulement s�il existe un radical wv de hZ ��� �vi tel que
�Z���wv� �Mv� �v� w et �Z���wv� �Nv� �v� w

�� Il nous faut d�ecrire les rapports qu�entretiennent
v� et v� on peut d�ecomposer v� le radical de hZ� �i� il existe un radical v� tel que Cv�v�� � v  
le radical v� est de la forme hMv� �vi � hNv� �vi� Si hZ� �i� ��x�� ���� xn��t et Z appara�"t dans
M sous la forme Z�M�� ����Mn� alors chaque hZ��� �vi vaut�

hZ��� �vi � hZ��� �vi�x� �� hM�� �i� ���� xn �� hMn� �i�

hZ� �i �

λ

v

w

hM��i �

o

σ,Mi

v

w

Figure ���� le cas o�u v contient w

Si �Z � w� �M��� Cv�w�� alors�
Cv�w���v��Cv�w��

� �wv radical de hZ��� �vi j �Z �� � wv� �Mv� �v� w et �Z �� � wv� �Nv� �v� w
�

�

�
�wv radical de hZ��� �vi j �Z �� � wv� �Mv� �v� w et �Z�� � wv� �Nv� �v� w�

et w � w�x� �� hM�� �i� ���� xn �� hMn� �i� et w� � w��x� �� hM�� �i� ���� xn �� hMn� �i�

� �w� j Cv�w
�� est radical de hZ� �i et Cv�w���v��Cv�w

�� avec �Z � Cv�w
��� �M� � � Cv�w

��
Ce qui prouve dans ce cas le lemme ���� si on prend garde au changement de notation�

Dans l�autre situation� si �Z� � w� �M��� Cv�w� pour un couple �M��� lin�eaire en Z� �� Z�

Cv�w���v��Cv�w
��

� �wv radical de hZ��� �vi j �Z �� � wv� �Mv� �v� w et �Z �� � wv� �Nv� �v� w�

� �Mi j Z appara�"t sous la forme Z�M�� ����Mk� dans M
avec �Mi� �� qui est lin�eaire en Z �  
si on note wi le radical tel que �Z� � w� �Mi� �� wi et si wv � D�wi�
pour hZ��� �vi � ��y�� ���� yp��D�xi� on obtient �Z�� � D�wi�� �Nv� �v� w

�

et bien entendu �Z �� � D�wi�� �Mv� �v� w
� �Z� � w� �M� � � Cv�w

��
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Ce qui termine la preuve du lemme ���� �

Corollaire �	�� �permutation de r�esidus� Soient M un 
�m�eta�terme et � une valuation
tels que �M��� est lin�eaire en les m�eta�variables Zi� Soit � une valuation telle que�

hZ� �i � hZ� �i si Z ne vaut aucun des Zi�

hZi� �i � ��x�� ���� xki��si et hZi� �i � ��x�� ���� xki��s
�
i pour si

vi� s�i par r�eduction de vi�

Il existe un d�eveloppement

f � hM��i �� hM� �i

de l�ensemble des radicaux vi d�e�nis dans hM��i par�

vi �M��� vi

tel que si �Z � w� �M��� w et �Z � w�� �M� � � w� alors�

w��f ��w� �

�
w � w� et �i� Z �� Zi
ou w��vi��w

� et Z � Zi

D�emonstration� en partant du lemme ���� nous utiliserons une strat�egie interne pour calculer
un d�eveloppement d des radicaux vi� Ce choix de strat�egie permet d�assurer qu��a chaque �etape
j � i de r�eduction le couple �M��j� obtenu reste lin�eaire en chaque m�eta�variable Zi dont le

�terme hZi� �i � hZi� �ji n�a pas �et�e r�eduit en hZi� �i� �

Corollaire �	�� Soit M un m�eta�terme et � une valuation� Soit une valuation � �egale partout
�a � sauf en une m�eta�variable Z� pour laquell hZ� �i v�eri�e�

hZ� �i
v
� hZ� �i

Il existe alors un d�eveloppement

f � hM��i �� hM� �i

de l�ensemble fv j Z � v �M��� vg� tel que�

�Z� � w� �M��� w et w��f ��w� � �Z� � w�� �M� � � w� et

�
Z� � Z et w��v��w�

ou Z� �� Z et w� � w

M σ,Ζ σ,

M ,τΖ ,τ

[M, ]σ

τ[M, ]

fv



��
� AXIOME FD� DES D�EVELOPPEMENTS FINIS ���

D�emonstration� il est possible de lin�eariser �M���� c�est��a�dire de trouver un couple �Ml� �l�
lin�eaire en chacune des m�eta�variables de Ml et tel que �M��� � �Ml� �l�� Avec cette construc�
tion� on sait par le corollaire �� que zede�v ��� v� si et seulement si il existe une m�eta�variable
Zi telle que

Z �M��� � �Ml� �l� Zi

�Zi � vi� �Ml� �l� v

o�u vi est le radical correspondant �a v dans hMl� �li� On applique alors le corollaire ���� �

Corollaire �	�� �permutation� Soit M � N une r�egle de r�e�ecriture et v un radical de
hM��i compatible 	 avec le radical u associ�e �a M � N � hM��i

u
� hN� �i� Si nous appelons

u� le r�esidu de u par v� il existe un d�eveloppement f de v��u�� tel que f et u� ait m�eme terme
d�arriv�ee� ��f � ��u

� et ��u � f �� � ��v � u����

v u

Ζ σ,

Ζ ,τ

v

τ[M, ]

[M, ]σ
M σ,

M ,τ

v

[N, ]σ

τ[N, ]

f

N σ,

N ,τ

D�emonstration� appliquer le corollaire ��	� �

Lemme �	� �axiome PERM� de permutation� Si u et v sont deux radicaux coinitiaux�
alors il existe f et g des d�eveloppements de u��v�� et de v��u�� tels que u � g et v � f induisent deux
relations ��u � g�� et ��v � f �� identiques�

D�emonstration� la propri�et�e est �evidente si u et v sont disjoints� Autrement� si u contient v on
utilise le corollaire ���� u s��ecrit u � C�u�� avec v � C�v�� o�u u� est de la forme hM��i

u�� hN� �i
quand M � N est la r�egle associ�ee �a u� On utilise le corollaire ��� pour d�emontrer que
��u� � f �� � ��v� � u���� ce qui permet en passant au contexte d��ecrire que ��u � g�� � ��v � u��� o�u g

d�eveloppe u��v�� et u��v��u�� �

��� Axiome FD des d�eveloppements �nis

La d�e�nition des relations � et �� g�en�eralise pour les CRS ce que nous avons d�e�ni dans le
cadre du ��calcul� Supposons donn�e un CRS� Soient deux radicaux u et v d�un 
�terme t� Par
d�e�nition u et v sont des triplets �t� ou� r� et �t� ov� r�� o�u ou et ov sont des occurrences de t et
r� r� des r�egles du syst�eme combinatoire� Nous dirons que u contient v� u � v lorsque ou est
un pr�e�xe strict de ov � Nous dirons que u agrippe v lorsque u � v et que le sous�terme sous ov
contient une variable de terme li�e par u�

D�emontrons le lemme FD� des d�eveloppements �nis� Il est clair tout d�abord que les rela�
tions � et �� sont acycliques� � est un ordre et �� en est une sous relation� Les axiomes A et
B ont d�ej�a �et�e v�eri��es� La v�eri�cation de l�axiome fd�� est imm�ediate�
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Axiome fd��

On d�emontre l�axiome fd�� de la fa%con suivante� Si u �� w et v � w alors parce que �� est
inclus dans � et que � a la propri�et�e d�arbre� soit u � v � w soit v � u � w dans le premier
cas u �� v�

Axiomes fd�� et fd�

Ces axiomes sont d�emontr�es de la m�eme mani�ere que dans le cas du ��calcul� Nous ne r�ep�etons
pas l�argument g�eom�etrique�

Un exemple� l�op�erateur � de r�ecursion

Nous donnons l�exemple de l�op�erateur � de r�ecursion� qu�on peut d�e�nir par�

�x�M �M �x �� �x�M � ���

dans le cadre des CRS� Le 
�terme �x��y�xyx contient deux radicaux qu�on peut d�evelopper
de la mani�ere suivante� o�u les radicaux non encore r�eduits sont soulign�es�

�xy�xyx
�x
� �y����xy�xyx�y���xy�xyx�
�y�

� ��xy�xyx�f�y����xy�xyx�y���xy�xyx�g��xy�xyx�
�y
� ���

Nous venons de d�emontrer que le calcul termine et calcule un 
�terme particulier� en l�occurrence

NfN��y��Ny�N�NgN

o�u N vaut �x�x��y�xyx�x� Il est int�eressant de comprendre comment notre description abstraite
traite ce ph�enom�ene de terminaison� La �gure suivante transcrit chaque phase du d�eveloppement
de �xy�xyx en terme d�agrippement et d�emboitement�

µx

µy

�x
�

µy µy

µy' �y�

�

µy µy

µy

µy

�y
� ���

��� Axiomes de standardisation

����� Un contre�exemple �a la standardisation
 la ��r�egle

La r�egle de ��r�eduction du ��calcul donne un contre�exemple remarquable �a nos principes de
standardisation�

��� �x�Mx� �M si x n�est pas libre dans M

En e�et� la ��r�egle ne respecte pas l�axiome III� un ��redex w peut �etre cr�e�e #�a travers$ un
��redex u par un ��redex e�aceur v que u contient�

�x��Kax�x
u
� �x��I�Kax��x

v
� �x��Ia�x

w
� Ia



���� AXIOMES DE STANDARDISATION ��

Or� les CRS peuvent d�ecrire la ��r�egle avec la r�egle�

��� ���x�App�Z� x��� Z

En e�et� aucune variable x ne peut �etre li�ee dans le 
�terme hZ� �i qu�on substitue �a Z lors de
la ��r�eduction� h���x�App�Z�x��� �i � hZ� �i�

����� CRS locaux

Nous proposons donc une condition su�sante sur les r�egles d�un CRS pour qu�il v�eri�e l�axiome
III� L�id�ee est d�interdire pour une r�egle M � N qu�un lieur �x� du m�eta�terme M ne se trouve
pas argument d�une m�eta�variable Z�x�� ���� xk� qu�il domine�

D�e�nition �	
 �
�m�eta�terme local� Soit M une partie gauche de r�egle r � M � N � et E
un ensemble �ni de variables� On dit que M est local sous E�

si M � x
ou si M � �x�M � et M � est local sous E � fxg� avec x choisi hors de E

ou si M � F �M�� ����Mn� et chaque Mi est local sous E�
ou si M � Z�x�� ���� xk� et E � fx�� ���� xkg�

On dit que M est local si M est local sous l�ensemble vide�

Par exemple� le 
�m�eta�terme App����x�Z�x��� Z�� est local alors que ���x�App�Z� x�� ne l�est
pas�

D�e�nition �	� �CRS locaux� Une r�egle de r�eduction est locale si sa partie gauche est locale
� un syst�eme de r�eduction combinatoire est local si toutes ses r�egles sont locales�

En cons�equence� la ��r�egle est locale tandis que la ��r�egle ne l�est pas�

����� D�emonstration des axiomes I� II� III et IV

Axiomes I et II

Quel que soit le CRS� local ou pas� les axiomes I et II sont v�eri��es� L�axiome I est imm�ediat�
d�emontrons l�axiome II� Soit u� et v� d�e�nis par u��r��u� et v��r��v�� Si r �� v et u � v alors r �� u
parce que l�ordre d�embo�"tement est transitif et donc la r�eduction de r se d�eroule sans e�et sur
l�ordre de u et v� et donc u� � v�� R�eciproquement� si r �� v et u� � v� alors u � v parce que la
r�eduction de r ne peut pas placer le r�esidu u� de u au dessus de v� sans contenir lui�m�eme v�

Axiome III

Si le CRS est local alors l�axiome III est v�eri��e� En e�et� supposons que u � r� u 	 r et u��r��u�

avec a
r
� b  d�ecidons qu�un certain radical s de b contient u� et v�eri�e s 	 u�� Le radical s

applique une r�egle M � N et le sous�terme que s circonscrit dans b est de la forme hM� �i� Le
radical u� se trouve sous la forme d�un radical u dans hZl

m� �i substitu�e par la valuation � �a la
place de la m�eta�variable Zl

m�x�� ���� xl� de M � Le radical u contient r  il faut montrer que r

peut �etre lui aussi simul�e par un radical r de l�
�substitut ��x�� ���� xl��t tel que�

��x�� ���� xl��t
r
� hZl

m� �i

Dans ce cas� on peut d�e�nir la valuation � partout comme � sauf en Zl
m auquel elle associe

��y�� ���� yl��t� La localit�e de M assure que r n�a pas cr�e�e s� c�est��a�dire qu�il existe dans a un
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radical s� qui correspond �a s en ce sens qu�il circonscrit le sous�terme hM��i et qu�il a s comme
r�esidu par r� Les constructions de s et de r assurent aussi que s� 	 r� voir le lemme ��� de
caract�erisation� Ainsi� l�axiome III est v�eri��e�

Reste �a montrer que r existe� Il existe bien une occurrence o de ��y�� ���� yl��t qui correspond
�a la position de r dans hM��i� c�est��a�dire dans a� Cependant� si r proc�ede de la r�egle Mr �
Nr� le sous�
�terme to dont la racine est o est�il de la forme hMr� �ri! Car alors o d�e�nit le
radical r que nous recherchons dans ��x�� ���� xl��t� Il faut rappeler ici que les m�eta�variables
dans M apparaissent sous la forme Z�x�� ���� xk� o�u les xi sont distincts deux �a deux� Cela
fait que si hMr� �ri d�esigne le sous�
�terme que circonscrit r dans a alors to vaut exactement
hMr� �ri�y�	x�� ���� yl	xl�� Il s�en suit que to est de la forme hMr� �ri o�u �r est la valuation�

�Z � MVar� hZ� �ri � hZ� �ri�y�	x�� ���� yl	xl�

�z � Var� hz� �ri � hz� �ri�y�	x�� ���� yl	xl�

Axiome IV

Si u et v disjoints cr�eent le #m�eme$ radical t� alors ���la m�eme r�egle de r�eduction M � N �celle
de t�� peut �etre appliqu�ee en P � et P � sans �etre applicable en P � pour

P
u
� P � et P

v
� P �

Si t� a pour occurrence o alors o domine n�ecessairement u et v � parce que les termes ont une
structure d�arbre� Soit P �jo le terme circonscrit par o dans P � et P �jo le terme circonscrit par
o dans P �� Alors P �jo � hM���i et P �jo � hM���i pour certaines valuations �� et ��� On peut
construire une valuation � telle que P jo� le sous�terme circonscrit par o dans P � ait pour valeur
hM� �i� En e�et� M peut �ecrire C�Mi�Mj� avec oi et oj les occurences de Mi et Mj � occurence
disjointes telles que o � oi domine u dans P et o � oj dominent v dans P � Alors �� et �� sont
�egales sur les m�eta�variables et noms de M sauf lorsqu�ils apparaissent dans Mi ou Mj � Plus
exactement� Mi et Mj ne se partagent aucune aucune m�eta�variable par d�e�nition d�un CRS
lin�eaire gauche  une variable de nom z qui apparait dans Mi et dans Mj sans �etre li�ee dans M
aura la m�eme image par �� et ��� la variable hz� �i� Par ces remarques on �etablit la validit�e de
la prochaine construction de � �

hZ� �i �

�
hZ� ��i si Z apparait dans Mj

hZ� ��i si Z apparait dans Mi
hz� �i �

�
hz� ��i si z apparait dans Mj

hz� ��i si z apparait dans Mi

Le radical t � �P� o�M � N� est bien compatible �a u et v et les contient  il a pour r�esidu t�
par u et t� par v� Ce qui d�emontre l�axiome IV�

Th�eor�eme de standardisation

Les axiomes A� B� C� C�� D� E sont eux aussi v�eri��es� ce qui permet d�appliquer le th�eor�eme de
standardisation �a tous les CRS avec noms� tels que nous les avons d�e�nis en partie ����

Ces syst�emes ont pourtant des comportements parfois inattendus� Soit le CRS �avec noms�
suivant�

ZjZ� � Z�jZ ajb� bja� �



���� NORMALISATION FORTE ��

Les deux radicaux
u � ajb� ajb� bja� ajb

et
v � ajb� ajb� ajb� bja

cr�eent des radicaux t� et t� tr�es ressemblants�

t� � bja� ajb� �

t� � ajb� bja� �

Cependant� si on appelle u� et v� les r�esidus mutuels de u et de v � u��v��u� et v��u��v� alors t� et
t� sont en paire critique avec v� et u�� L�axiome IV est bien v�eri��e�

��� Normalisation forte

Nous conjecturons que les axiomes B�� F� G� H� sn��� sn�� sn��� sn��� sn�
� sn��� sn��� sn�	�
sn�� sont v�eri��es par les CRS locaux et �a nom� Si cette propri�et�e est e�ectivement vraie� nous
pourrons conclure�

Conjecture 
 �Normalisation forte� Un CRS local et �a nom dont la profondeur de produc�
tion est born�ee est fortement normalisant�

Une fois v�eri��e� ce r�esultat s�appliquerait aux syst�emes orthogonaux et non orthogonaux sans
distinction�
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Chapitre �

Conclusion

Pour une grande part� notre travail est une reprise d�un article en deux parties de G�erard Huet
et Jean�Jacques L�evy� �HL ��� sur les questions de standardisation et de s�equentialit�e dans les
syst�emes syntaxiques orthogonaux du premier ordre� Nous r�einterpr�etons leurs r�esultats dans un
cadre abstrait pour en d�evoiler certains m�ecanismes et en permettre l�application aux syst�emes
non d�eterministes�

Cette relecture s�est d�evelopp�ee selon trois axes� En premier lieu� nous avons trouv�e dans les
��calculs avec substitutions explicites un champs d�application exemplaire pour nos th�eories�
Ce fut une grande chance dont nous avons pro�t�e pour d�e�nir la notion de #��d�eterminisme$
et d�emontrer � r�esultat spectaculaire � la �nitude du nombre de classes de permutation
d�un ���terme �a sa forme normale� quand celle�ci existe� Qu�on puisse trouver des r�esultats de
normalisation dans des calculs non d�eterministes fut une tr�es bonne surprise�

Le travail sur les substitutions explicites� parce qu�il n�ecessite une meilleure compr�ehension
des m�ecanismes de r�eduction� a permis d�obtenir un exemple inattendu de non terminaison forte
du ���calcul simplement typ�e�

En�n� nous avons voulu red�emontrer les deux r�esultats de normalisation fondamentaux
du ��calcul� le lemme des d�eveloppements �nis et le th�eor�eme de normalisation forte du ��
calcul simplement typ�e� D�abord� nous obtenons une d�emonstration abstraite et g�en�erique des
d�eveloppements �nis pour les calculs d�ordre sup�erieur quatre axiomes agr�eables sont utilis�es
pour d�ecrire ces syst�emes et passer la preuve� Ensuite� nous soup%connons � et c�est une premi�ere
� la capacit�e de description qu�a l��etiquetage d�ecroissant des radicaux sur les m�ecanismes
de normalisation forte nous avan%cons un proc�ed�e de description plus �n et donnons une
d�emonstration cette fois juste � nous l�esp�erons � de la normalisation forte des syst�emes
d�ordre sup�erieur �a �etiquetage d�ecroissant� Contrairement �a la plupart des autres approches�
les d�emonstrations des th�eor�emes de d�eveloppement �ni et de normalisation forte s�appliquent
aussi aux syst�emes non d�eterministes � nouvelle importante quand il s�agit de syst�emes aussi
pauvres en r�esultats g�en�eraux�

Nous le r�ep�etons pour �nir� cet h�eritage qui nous occupe est double� standardisation et
s�equentialit�e� La standardisation s�est vue trait�ee sous de nombreux angles� La s�equentialit�e
doit maintenant trouver sa place dans notre �echa�audage� Avec son �etude s�ouvre la question
passionnante des rapports entre s�emantique et syntaxe � de leur intimit�e complice� Nous
attendons beaucoup de notre analyse abstraite de la r�e�ecriture pour �eclaircir ces relations encore
mal comprises et o�rir � est�ce une dette inattendue �a notre s�ejour hollandais! � les moyens
d��etablir entre ces deux nations un commerce fructueux�
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Chapitre �

Memento des axiomes� crit�eres et
relations

��� Relations sur les radicaux co
initiaux

compatibilit�e� u 	 v u

v

disjonction� u k v u

v

ou u

v

embo�"tement� u � v u

v

ou u

v

ou

u

v

agrippement� u �� v

u

v

non embo�"tement� v �� u u

v

ou u

v

��� Petits axiomes

Petit axiome A �auto�r�eduction�� Soit r un radical� L�ensemble r��r�� est vide�

�
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Petit axiome B �nombre de r�esidus �nis�� Soit u et r deux radicaux coinitiaux� L�ensemble
fv j u��r��vg est �ni�

Petit axiome C �compatibilit�es�� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que u��r��u�� v��r��v�� Si
r 	 u et r 	 v� alors u 	 v �� u� 	 v�

Petit axiome C� �compatibilit�e des anc�etres�� Soit quatre radicaux r� u� v et v� tels que
r 	 u� r 	 v� r �� v� et v��r��v�� Si u��r�� � � ou �u��r��u� et u� 	 v�� alors u 	 v�

Petit axiome D �unicit�e des anc�etres�� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que u��r��u� et
v��r��v�� Si u� � v� alors u � v�

Petit axiome E �incompatibilit�e�� Soit deux radicaux coinitiaux u et v� Si u&v alors
v��u�� � ��

Pour la normalisation forte

Petit axiome B� �nombre de radical �ni�� Le nombre de radicaux dans chaque terme est
�ni�

Petit axiome F �transitivit�e�� Si u � 
 et u � v alors v � 
 ou 
 � v�

Petit axiome G �nombre �ni de r�esidus de contextes ��clos�� Le nombre de r�esidu 
� par r
d�un contexte ��clos 
 est �ni�

Petit axiome H
 �compatibilit�e des radicaux et contextes ��clos�� Soit un radical r et deux
contextes ��clos 
 et �� Si r � 
 et 
 � � alors r � ��

Petit axiome H� �compatibilit�e par des contextes ��clos�� Soit quatre contextes ��clos 
�
�� 
�� �� et un radical r tels que� 
��r��
� et ���r����� Alors r � 
� r � �� 
 � � �� 
� � ��

��� Axiomes g�en�eraux

Axiome FD Terminaison des d�eveloppements
Soit U un ensemble point�e �ni de radicaux de m�eme source� Alors tous les d�eveloppements de
U sont �nis�

�������������������������

Axiome PERM Axiome de permutation g�en�erale
Soient u et v deux radicaux coinitiaux� Il existe du et dv deux d�eveloppements de u��v�� et v��u��
tels qu�ils terminent sur le m�eme terme et induisent deux relations ��u����dv�� et ��v����du�� identiques�

u

v

x

��

u

v

du

x

dv

.dv

.x v du

x u



���� AXIOMES DES D�EVELOPPEMENTS FINIS �

�������������������������

Axiome FD� Axiome des d�eveloppements �nis entre radicaux compatibles
Soit U un ensemble point�e �ni de radicaux deux �a deux compatibles� ��u� v� � U� u 	 v� Alors
tous les d�eveloppements de U sont �nis �� d�erivations��

�������������������������

Axiome PERM� Axiome de permutation entre radicaux compatibles
Soit u et v deux radicaux coinitiaux et compatibles� Il existe alors du et dv deux d�eveloppements
de u��v�� et v��u�� tels que�

�� du et dv terminent sur le m�eme terme b�

� pour tout radical x tel que x 	 u et x 	 v� on a pour tout radical y �a partir de b�

x��u � dv��y � x��v � du��y

�������������������������

��� Axiomes des d�eveloppements �nis

Axiome fd�
 Duplication
u��r��u��� u��r��u��� u� �� u� �� r � u

1
2u'

u' ��
r

u

�������������������������

Axiome fd�� Instantiation
u��r��u�� v��r��v�� u� � v� �� u � v ou u �� r � v

u'

v'

��
u

v

ou
u

v

r

�������������������������

Axiome fd� Migration de la variable

u��r��u�� v��r��v�� u� �� v� �� u �� v ou u �� r �� v
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u'

v'

��
u

v

ou

u

v

r

�������������������������

Axiome fd�� Convexit�e
u �� w et v � w �� u �� v ou v � u�

u v

w

��
u

v

ou

u

v

�������������������������

��	 Axiomes de standardisation

Axiome I de Lin�earit�e
Soit deux radicaux coinitiaux r et u� Si r �� u et r 	 u� alors� ��u�� u��r��u��

u

rv

r
�

u'

v'

�������������������������

Axiome II de Non�Contextualit�e
Soit r� u� v� u� et v� cinq radicaux tels que u��r��u� et v��r��v�� Ils v�eri�ent la propri�et�e suivante�

�u � v � u� � v�� ou r � v�

r

vu

r
�

u' v'

�������������������������

Axiome III d�enclave
Soit u��r��u��
Soit r� u� u� trois radicaux tels que u��r��u��
�Cr�eation� si u � r et r cr�ee s� c�est��a�dire ��r��s � �� alors u� � s ou u�&s�
�Embo��tement� si u � r � v et v��r��v� alors u� � v� ou u�&v��



��
� AXIOMES DE STANDARDISATION 


u

r

r
�

u'

s

s 1

�������������������������

Axiome IV stabilit�e
Soit deux radicaux compatibles et disjoints u et v� u 	 v et u k v� et leurs r�esidus mutuels les
radicaux u� et v�� u��v��u� et v��u��v�� Soit t� un radical coinitial �a v� et t� un radical coinitial �a u��
Nous supposons qu�il existe un radical t� tel que t���v���t� et t���u���t��

Si v� �� t� et u� �� t� alors
�Cr�eation� il existe un radical t compatible avec u et v tel que t��u��t� et t��v��t��
�Embo��tement� ce radical t v�eri�e que u �� t ou v �� t�

t'

u v

v' u't1 t2

�� t

t'

u v

v' u't1 t2

�������������������������

��� Axiomes de standardisation

Crit�ere 
 uRv �� ��v�� v��u��v��

u

v
��

u

v v'

Crit�ere � Soient r et u deux radicaux compatibles et u��r��u� et v��r��v�� Si rRv alors �uRv �
u�Rv���

r
u

v'

�
v

u'

Crit�ere  Soit u et x deux radicaux coinitiaux compatibles� Si uRv et x��u�� � � alors xRv�
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u

v v'

id

x

��
id

x

u

v

Crit�ere � si rRy alors �x � y � x� � y���

r
u

v'

�
v

u'

Crit�ere � �Crit�ere d�enclave� Si uR�v et x�
v�
�� x� alors il existe deux radicaux x et x� et

un d�eveloppement f de v�x� tels que x
u
�� x�� x

v
�� x� et x�

f
�� x��

u

v

x'

v'

1x

��

f

x

x'
2

x

1x

Crit�ere � �Crit�ere de stabilit�e� si uR
�
v et x�

v�
�� x�� x�

u�
�� x� alors il existe x tel que x

u
�� x�

et x
v
�� x��

u

v v'

u'

x'2x

1x

��

x
1x

x'2x
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Crit�ere � u 	 v �� uRv ou vRu�

v

u

��

v

u

ou

v

u

Crit�eres annexes

Crit�ere � �crit�ere de transitivit�e faible� Soit u� v� x et x� quatre radicaux� Si uR�v� vR�x
et x

u
�� x� alors x

u
��
�

x��

x

2
x

1x

u

v v'
��

x

2
x

1x

u

v v'

Figure ���� crit�ere 	 de transitivit�e faible

Crit�ere � �crit�ere ��� Soit cinq radicaux r� u� v� u�� v� tels que r et u sont compatibles et
u��r��u� et v��r��v��

Si rRu alors �uRv � u�Rv��

r
v

u'

��

u

v'

Figure ��� crit�ere � � crit�ere �

��� Axiomes de normalisation forte

Axiome sn�
 cr�eation I
Soit r � R� L�ensemble Hr est plein sous r�

�������������������������
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Axiome sn�� embo�"tement I
Soit r � R� L�ensemble Hr est plein�

�������������������������

Axiome sn� cr�eation II
Soit deux radicaux r et s� et un contexte ��clos 
� Si r � 
 et r cr�ee s� alors il existe un contexte
��clos 
� tel que� 
��r��
� et s � 
��

r

α
��

α'

s

ou α'

s

�������������������������

Axiome sn�� embo�"tement II
Soit deux contextes ��clos 
 et 
� et un radical r tel que r � 
 et 
��r��
�� Soit deux radicaux u

et u� tels que u��r��u�� Si 
� � u� alors 
 � u ou uR�r�

u'

α' ��

u

α ou

u

r

�������������������������

Axiome sn�� pr�eservation
Soit trois radicaux u� r et u� tels que u��r��u�� Soit un contexte ��clos 
 tel que r � 
� Si u � 

alors il existe un contexte ��clos 
� tel que 
��r��
� et u� � 
��

�������������������������

Axiome sn�� duplication
Soit un radical r et un contexte ��clos 
 tels que r � 
� Soient trois contextes ��clos �� �� et
�� tels que ���r���� et ���r����� Si �� �� �� alors �
 � � ou 
 � ���

�������������������������

Axiome sn�� instantiation
Soit r � � avec � 	 
 et � 	 �� et 
��r��
�� ���r����� Alors 
� � �� �� 
 � ��

�������������������������

Axiome sn�� La loi de projection
Soit D une d�erivation in�nie et �� une ligne de r�eduction de � � 0 par D� Il existe alors une
d�erivation

R
D �� relative �a �� On appelle cette d�erivation la projection par D de �� sur ��

Nous ferons l�hypoth�ese d�un certain respect de notre construction vis �a vis du nombre de
fois que D r�eduit dans ��� pour tout k � N il existe n � N tel que

R
D �� est de longueur au moins

k lorsque D r�eduit dans �� plus de n fois�
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�������������������������

Axiome sn�� Loi de l�harmonique
Si � � Hr tandis que �� est une ligne de r�eduction de � par D alors �

R
D ���R�r�

�������������������������
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