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« The sciences do not try to explain, they hardly even
try to interpret, they mainly make models. By a model
is meant a mathematical construct which, with the ad-
dition of certain verbal interpretations, describes obser-
ved phenomena. The justification of such a mathema-
tical construct is solely and precisely that it is expected
to work. »

Johann Von Neumann
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Introduction

La théorie spectrale est un domaine des mathématiques dont les premiers résul-
tats appartiennent & l’algébre linéaire. Dans ce cadre, la théorie spectrale établit
notamment 'existence d’une base orthonormale de vecteurs propres pour tout endo-
morphisme symétrique sur un espace vectoriel complexe de dimension finie.

Lorsque l'on se pose la question d’une généralisation de ce résultat au cas d’'un
espace de dimension infinie, il devient nécessaire de considérer la topologie induite
par le produit scalaire et I'on entre dans le cadre de l’analyse fonctionnelle. Une
fois la topologie introduite, une approche naturelle est de s’intéresser, en premier
lieu, aux opérateurs linéaires continus. C’est ce que nous faisons au chapitre premier.
Toutefois, la physique, en particulier la mécanique quantique, fait intervenir dans ses
modeéles du monde des opérateurs qui ne sont pas continus et c’est ’objet de la suite
de ce travail.

Résumeé

Le chapitre premier passe briévement en revue les notions d’espace de Hilbert,
d’opérateur linéaire borné et de projection.

Dans le chapitre deuxiéme, nous montrons l'existence et I'unicité d’une racine
carrée positive pour tout opérateur positif. En nous appuyant sur ce résultat, nous
démontrons le théoréme spectral pour les opérateurs bornés et symétriques.

Au chapitre troisiéme, nous nous affranchissons de la continuité pour aborder les
opérateurs linéaires non bornés. Nous exposons les définitions et quelques résultats
fondamentaux liés a cette généralisation du concept d’application linéaire.

Le chapitre quatriéme commence par ’étude générale de I'intégrale d’une fonction
par rapport a une famille spectrale. Nous démontrons ensuite le théoréme spectral
pour les opérateurs autoadjoints, généralisant le résultat du chapitre deuxiéme. Dans
la derniére section, nous énongons et prouvons le théoréme de Stone qui exprime
chaque groupe unitaire fortement continu en fonction d’un opérateur autoadjoint
qui lui est associé.

Dans le chapitre cinquiéme, dans le cadre de la mécanique quantique, nous expli-
quons briévement le sens physique de la notion d’opérateur. Nous esquissons ensuite
quelques implications physiques du théoréme spectral pour les opérateurs autoad-
joints et du théoréme de Stone. Nous faisons quelques considérations sur les postulats
de base de cette théorie, puis nous discutons le cas d'une particule ponctuelle dans
I’espace réel unidimensionnel.






Table des matiéeres

. Notions préliminaires
[.L1. Espaces de Hilbert . . . . . .. ... ... .. ... ... .......
[.2. Opérateurs linéaires . . . . . . . . . .. ...
[.3. Projections orthogonales . . . . . . . . .. ... ... ... ...

Il. Opérateurs symétriques et bornés
I1.1. Opérateurs symétriques . . . . . . . . . . . ..
I1.2. Opérateurs positifs . . . . . . .. .. .. ... ... ...
I1.3. Théoréme spectral pour les opérateurs symétriques . . . . . . . . ..

I1l. Opérateurs linéaires non bornés
I11.1. Etendre la notion d’opérateur linéaire . . . . . .. .. ... .....
[II.2.Opérateur adjoint . . . . . . . . . . . ... ... ..
III.3. Commutativité et réduction . . . . . . . . ... ... ... ... ...
III1.4.Le graphe d'un opérateur . . . . . . ... ... .. ... .......
II1.5. Opérateurs symétriques et opérateurs autoadjoints . . . . . . . . ..

IV. Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints
IV.1.Intégration par rapport a une famille spectrale . . . ... ... ...
IV.2. Théoréme spectral pour les opérateurs autoadjoints . . . . . . . . ..
IV.3. Théoréme de Stone . . . . . . . . . . ... ... .. .. ... .....

V. Evolution en mécanique quantique
V.1. Postulats de la mécanique quantique . . . . . . ... ... ... ...
V.2. La particule ponctuelle dans R . . . . ... ... .. ... ......

Appendices

A. L’intégrale de Riemann-Stieltjes
A.1. Fonctions & variation bornée . . . . . . .. .. ... ... ... ...
A.2. Définition et existence . . . . . . . . ... ...
A.3. Quelques résultats . . . . . . .. ...

B. L’'intégrale de Lebesgue-Stieltjes
B.1. Mesure de Lebesgue-Stieltjes . . . . . . . . ... ... ... ... ..
B.2. L’intégrale de Lebesgue-Stieltjes. . . . . . . . . ... ... ... ...
B.3. L’espace La(R, pp) - o o v o o v oo

BN =

0~ ~

27
27
29
31
32
35

39
39
45
54

63
63
66

69
69
70
72

75
75
76
79

vil



Table des matiéres

C. Intégrale de Riemann a valeur dans un espace de Banach 81
C.1. Définition et existence . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 81
C.2. Quelques résultats . . . . . . . ... ... 84

Bibliographie 85

viii



|. Notions préliminaires

Nous définissons brievement dans ce chapitre les notions de base
liées aux espaces de Hilbert. Nous exposons notamment les résultats
élémentaires sur les opérateurs linéaires bornés et quelques proprié-
tés des projections orthogonales.

I.1. Espaces de Hilbert

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'une distance qui en fait un
espace métrique complet dont la distance posséde la propriété fondamentale de
s'exprimer 3 |'aide d'une forme bilinéaire, le produit scalaire.

Un espace vectoriel complexe V' muni d’une norme ||-||, ¢’est-a-dire une fonction
Il : V. — R vérifiant les propriétés

i) pour tout v € V, ||v]] > 0 et ||v]| = 0 si et seulement si v = 0.
ii) pour tout A € C et pour tout v € V, || Av|| = |A|||v]-
iii) pour tous v,w € V, |lv +w| < ||v| + [|w]|.

est appelé un espace vectoriel normé. La distance engendrée par la norme est
définie par la formule

d(z,y) = ||z —y|| pour tous z,y € V.

Si, pour cette distance, toute suite de Cauchy est convergente, nous disons que 1’es-
pace vectoriel normé est complet et nous parlons alors d’espace de Banach.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel complexe X muni d’une fonction
(-,-) : X x X — C appelée produit scalaire vérifiant :

i) pour tout x € X, (x,z) > 0, et (z,x) = 0 si et seulement si x = 0;
ii) pour tous z,y,z € X, (x +y,2) = (x,2) + (y,2);
iii) pour tous x,y € X et pour tout A € C, (Az,y) = A (x,y);

iv) pour tous z,y € X, (z,y) = (y, x);
La norme engendrée par le produit scalaire est donnée par ||z| = (z, a:)% pour tout
x € X. Un espace préhilbertien qui est complet pour la distance engendrée par cette
norme est appelé un espace de Hilbert.
Dans ce travail, nous faisons systématiquement cette hypothése de complétude
sauf indication du contraire. Dans la suite, la lettre H désigne toujours un espace de
Hilbert sur le corps des nombres complexes.
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Exemple 1.1.1 (L’espace de Hilbert L2[0, 1]). Considérons ’ensemble des fonctions
f:0,1] — C telles que

f2(s)ds < oo,
[0,1]

pour la mesure de Lebesgue. Définisissons sur cette ensemble la relation d’équivalence
suivante
f~g si f=gpresque partout,

i.e. s’il existe N C [0,1] mesurable au sens de Lebesgue avec mesure nulle et tel
que f(x) = g(x) pour tout = € [0,1]\N. Notons L3[0,1] I'ensemble des classes
d’équivalence. C’est un espace de Hilbert pour les opérations suivantes :

(AN)(z) = Af(z);
(f +9)(x) = f(z) + g(x);
(f.9) = }f(s)g(s)ds.

0,1

Le produit cartésien H x H admet une structure naturelle d’espace de Hilbert
donnée par les opérations :

M1, y1) = (Az1, Ayn);
(1, 91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + ¥2);
<($1,y1)7 (932,?/2» = (z1,72) + (Y1,92) ;
pour tous (x1,y1),(x2,y2) € H x H et pour tout A € C. La topologie métrique

associée au produit scalaire ainsi défini sur H coincide avec la topologie produit.
Dans la suite, nous désignons par H cet espace de Hilbert.

I.2. Opérateurs linéaires

Les opérateurs linéaires sont les fonctions entre espaces de Hilbert qui respectent
la structure vectorielle. Dans ce travail, nous nous intéressons pour commencer
aux opérateurs linéaires bornés qui respectent de plus la structure métrique, dans
le sens ou ils sont continus.

Un opérateur (linéaire) d’un espace de Hilbert H vers un espace de Hilbert H’
est une fonction A : H — H’ telle que :
i) pour tous x,y € H, T(x +y) =T(x) + T(y);
ii) pour tout A € C et pour tout x € H, T'(A\x) = \T'(z).

Nous notons Tz I'image T'(x) d'un élément z € H. L’image de T est le sous-espace
vectoriel de H'
Im(T) ={Tx | x € H},

et le noyau de T est le sous-espace vectoriel de H

ker(T) = {z € H | Tx = 0}.



L.2. Opérateurs linéaires

S’il existe une constante C' > 0 telle que
|Tx|| < Cllz|| pour tout x € H,

nous disons que T est borné. L’ensemble L(H,H') des opérateurs bornés de H vers
H' est un espace de Banach pour les opérations :

(B+ C)xr=Bx + Cz pour tous B,C € L(H,H’) et pour tout = € H,
(AB)z=\Bx pour tout B € L(H,H'), pour tout X € C, et pour tout = € H,

et la norme :

I|B|| = sup ||Bz| pour tout B € E(’H,H').
flzll<1

Le cas particulier qui est principalement 'objet de ce travail est celui on H = H’.
Nous notons dans ce cas L(H) a la place de L(H, H) les opérateurs linéaires et bornés
sur H. Nous avons la méme définition de l'espace de Banach £(B, B’) dans le cas ou
B et B’ sont des espaces de Banach. Les opérateurs bornés d'un espace de Banach
vers un autre sont exactement les opérateurs linéaires qui sont continus par rapport
aux distances engendrées de chacun des espaces.

Le graphe d’un opérateur linéaire T' : H — H est défini comme le sous-espace
vectoriel de H :

Gr={(z,Tz) | x € H}.

Un opérateur linéaire T' : H — H est borné si et seulement si son graphe est un
sous-ensemble fermé de H.
Nous rappelons sans démonstration le théoréme suivant.

Théoréme I.2.1 (Théoréme de la borne uniforme de Banach-Steinhaus). Soit B un
espace de Banach. Soit (By)pen une suite d’opérateurs bornés sur B. Si pour tout
xeB

sup || Bpz|| < oo,

neN
alors

sup || B < 0.

neN

Soit (B, )nen une suite d’opérateurs bornés sur un espace de Hilbert . S’il existe
un opérateur B € L(H) tel que lim, o ||Br, — B|| = 0, nous disons que la suite
(Bn)nen converge (en norme) vers B. Si pour tout z € H la limite lim,, oo By
existe, nous disons que la suite (By,)nen est fortement convergente. La fonction
x +— limy,_, o Bpx est une application linéaire. Sur un espace de Hilbert, nous avons
de plus le résultat suivant.

Corollaire 1.2.2. Soit (By,)nen une suite d’opérateurs bornés sur un espace de Hil-
bert H. Si (Bp)nen converge fortement, l'opérateur x — lim,_, Bpx est borné.
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Démonstration. Notons Bx = lim,,_,- B,z 'application linéaire limite. Pour tout
x € H, la continuité de la norme implique que la limite

lim ||Bpz| = ||Bz| existe.
n—oo

Par conséquent, la suite (||Bpz||)nen est bornée pour tout x € H. Par le théoréme
de Banach-Steinhaus, la suite (|| By ||)nen est donc bornée par une constante C' > 0.
Ainsi, pour tout z € H

|Ball = lim || Buz| < C|lal],
et donc B est borné. O

Une fonctionnelle linéaire (continue) sur un espace de Hilbert H est un élément
de 'espace dual de H, a savoir H* = L(H,C). Les fonctionnelles linéaires sur un
espace de Hilbert sont caractérisées par le théoréme suivant dont la démonstration
peut notamment étre lue dans [Kolmogorov, 1980] a la page 188.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hil-
bert. Pour tout xg € H, la formule :

f(x) = (z,x0) pour tout x € H, (I.1)

définit une fonctionnelle linéaire sur H, avec || f|| = ||zol|. Réciproquement, pour
toute fonctionnelle linéaire f sur H, il existe un unique xq satisfaisant (1.1).

I.3. Projections orthogonales

Deux éléments x,y € H sont dits orthogonaux si (z,y) = 0. Soit M C H un sous-
ensemble de H. On dit qu'un élément = € H est orthogonal & M si x est orthogonal
a chaque élément de M. Un sous-ensemble N C H est orthogonal & M si chaque
élément de N est orthogonal a M. On appelle le complément orthogonal de M
I'ensemble M=+ de tous les éléments de H qui sont orthogonaux a M.

Le théoréme suivant permet de définir la notion trés importante de projection
orthogonale. La démonstration peut étre lue dans [Weidmann, 1980] a la page 31.

Théoréme 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H.
Pour tout x € H, il existe un unique y € M et un unique z € M~ tels que © = y+ 2.

Si M est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H, la projection
orthogonale ou simplement projection sur M est 'opérateur borné définit par
Pz = y pour tout x € H ot x = y + z est 'unique fagon d’écrire z avec y € M
et z € M+. Toute projection P vérifie P2 = P et si P # 0, alors ||P|| = 1. Nous
rappelons également les résultats suivants.

Théoréme 1.3.2. Soient M et N des sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert H.
Notons P et Q les projections associées, alors :



I.3. Projections orthogonales

a) pour tous x,y € H, (Px,y) = (x, Py) ;

b) M =ImP et M+ =ker P;

c) I — P est la projection sur M+t

d) M C N si et seulement si PQQ = QP = P;

e) pour tout v € H, (Px,x) < (Qx,z) si et seulement si M C N.






II. Opérateurs symétriques et bornés

En suivant (Friedman, 1982), nous démontrons dans ce chapitre le
théoréme spectral pour les opérateurs bornés et symétriques sur un
espace de Hilbert. Les premiéres sections introduisent les notions
ainsi que les résultats nécessaires pour I'énonciation et la démons-
fration de ce théoréme.

II.1. Opérateurs symétriques

Les opérateurs symétriques sont des opérateurs bornés qui ont un comportement
particulier par rapport au produit scalaire.

Définition I1.1.1. Soit 7" un opérateur borné sur un espace de Hilbert H. L’adjoint
de T est I'opérateur noté T* défini par la relation :

(Tz,y) = (x, T"y) (I1.1)
pour tous x,y € H. Si T = T*, nous disons que T est symétrique.

Noter que la définition de I’adjoint d’un opérateur borné par ’équation (I1.1) est
légitimée par le Théoréme 1.2.3.

Dans ce chapitre, un opérateur symétrique signifie un opérateur borné et symé-
trique sur un espace de Hilbert H. Observons que, si T' est un opérateur symétrique,
alors (T'z,z) € R pour tout x € H. En effet,

(Tz,z) = (x,Tz) = (T*x,z) = (Tx,x).

Le point a) du Théoréme 1.3.2 nous dit que toute projection est symétrique. Réci-
proquement, il est possible de montrer que si un opérateur borné A est symétrique et
vérifie A2 = A, alors A est une projection ([Friedman, 1982, p. 210). Nous rappelons
également le théoréme suivant au sujet des opérateurs symétriques dont la preuve
peut étre lue dans (|Friedman, 1982], p. 218). L’hypothése de complétude sur H n’est
toutefois pas nécessaire.

Théoréme I1.1.2. Soit S un opérateur symétrique sur un espace de Hilbert H. Alors,

ISl = sup [(Sz.2)| = sup |(Sz, ).
[lz]| <1 [|l]|=1
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Définition I1.1.3. Soit S un opérateur symétrique. La borne inférieure de S est,
par définition, le réel :
m = inf (Sz,x).
llzll=1

La borne supérieure de S est définie comme le réel :

M = sup (Sz,x).
[lzf=1

Remarquons que par le Théoréme I1.1.2, ||S|| = max{|m/|, |M]|}.
Au sujet des opérateurs symétriques, nous remarquons également les faits suivants.

Remarque I1.1.4. Si S est un opérateur symétrique, alors tout polynéme en S a
coefficients réels est également symétrique. Cela découle principalement de la linéarité
du produit scalaire. En effet, si P = )" , a;S* avec aq,...,a, € R, alors pour tous
T,y EH:

(Pzx,y) <Zaz5”x y> ZG’Z <Slm y> Zaz x, S'y) < Zale > (x, Py) .

Remarque II.1.5. Soient S un opérateur symétrique et B un opérateur borné. Si
SB = BS, alors SB* = B*S. En effet pour tout x € H,

|B*Sz — SB*x||* = (B*Sz, B*Sz) + (SB*, SB*z) — (B*Sxz, SB*z) — (SB*z, B*Sx)
= (SBB*Sz,x) + <SQBB*:):,x> — (SBB*Sz,x) — <52BB*ac, x>
=0.

I1.2. Opérateurs positifs

Les opérateurs positifs sont des opérateurs symétriques avec la particularité que le
produit scalaire d'une image avec son antécédent est toujours positif.

Dans cette section, nous suivons |Friedman, 1982|. Un opérateur symétrique S est
dit positif si
(Sxz,x) >0 pour tout x € H.

Nous écrivons dans ce cas S > 0. Un opérateur positif est un opérateur symétrique
positif. Soient S et U deux opérateurs symétriques. Si S — U > 0, nous disons que S
est plus grand que U ou que U est plus petit que S. Nous écrivons alors § > U
ou U < S. C’est un ordre partiel sur les opérateurs symétriques. La réflexivité et la
transitivité sont des propriétés évidentes de cette relation, tandis que 'antisymétrie
découle du fait que si U < S et U < S, alors (U — S)x,z) = 0 pour tout x € H et
donc par le Théoréme I1.1.2 ||U — S|| = 0, c’est-a-dire U = S.

Remarquer que le Théoréme 1.3.2 nous dit que si P et () sont deux projections,
alors P < @ si et seulement si Im P C Im @ si et seulement si PQQ = QP = P.
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Lemme I1.2.1. Soit P un opérateur positif. Il existe une suite (Py,)22, d’opérateurs
qui sont polynomiaux en P avec coefficients réels, telle que la suite (22:1 sz)
des sommes partielles est fortement convergente vers P, i.e. pour tout x € H,

o)
Pz = Z P2g.
n=1

Démonstration. Si P = 0, I’énoncé est trivial. Supposons donc que P # 0 et définis-
sons par induction la suite d’opérateurs suivante :

[e's)
n=1

By = %P, B, =B,—B> n=23,...

n

Chaque B, est un polynome en P avec coefficients réels et donc la Remarque 11.1.4
nous assure que chaque B, est symétrique. De plus, pour tous m,n > 1, B, B,, =
B, By, et en particulier PB,, = B, P pour tout n € N. Nous montrons & présent par
induction que :

0< B, <I pourtoutn>1. (11.2)

Sin =1, il découle directement de la positivité de P que pour tout x € H,

1
(Biz,z) = —— (Pz,z) > 0,
1P|

et donc By > 0. De plus, pour tout z € H,

(I - By)z,z) = (z,x) — (Biz,z) = (z,x Pz,x) >0,

1
AR >

car (Px,z) < ||P||-||z||* par le Théoréme I1.1.2. Supposons alors que (I1.2) est vraie
pour un certain m > 1 et montrons qu’elle est vraie pour m + 1. Pour tout = € H,
comme B,, > 0, nous avons d’une part :

(Bn(I — Bm)?*z,2) = (Bin(I — Bp)z, (I — Bp)z) > 0,
et d’autre part, comme B,, < I,
(BZ(I — Bp)z,z) = ((I — Byp) B, Bz) > 0.
Ainsi, By,(I — B;)? > 0 et B2,(I — B,,) > 0. Par conséquent,

Bmi1 = By — B2,
= Byu(I — By,)? + B2(I — By,) > 0.

De plus, puisque B, < I, nous avons bien :
I—Byi1=(I—By,)+B2>0.

Ceci termine la preuve par induction de (I1.2).
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A présent, observons que nous avons 'identité :
n
ZB,% = By — Bp4+1  pour tout n > 1. (I1.3)
Ainsi, comme By — (B; — Bp41) = Bp41 > 0, nous avons
n
ZB,% < By pour tout n > 1.

k=1

Par conséquent,

3

(Bgx, Bgx) < (Byz,x) pour tout n > 1.
k=1

Il s’ensuit que > 7, | Bnz||* < oo et donc que lim, o0 | Bpz|| = 0. Ainsi par (I1.3),

lim | Bre — Y Bial| = Tim 1Bzl = 0.

n—00
k=1

En posant alors P,, = \/||P|| By, pour tout n > 1, la suite (P,,)72  vérifie '’énoncé. 0O

Corollaire I1.2.2. Soient P et QQ des opérateurs positifs. Si PQ = QP, alors l'opé-
rateur PQ est positif.

Démonstration. Considérons la suite (P,)>2; que nous fournit le Lemme I1.2.1 pour
lopérateur positif P. Comme chaque P, est un polynéme en P, nous avons P,Q) =
QP,, pour tout n > 1. Ainsi pour tout x € H, par la continuité du produit scalaire,

o o0 [o.¢]
(PQx,x) Z PQQa:,x Z (P,QP,z,x) Z (QP,z, P,z) > 0,
n=1 n=1 n=1
du fait de la positivité de Q. O

Corollaire I1.2.3. Soient (S,)%, une suite d’opérateurs symétriques et U un opé-
rateur symétrique tels que :

i) sil<m <mn, alors Sy, < Sy ;

it) pour tout m,n > 1, SSp = SpSm ;
i11) pour tout n > 1, US, = S,U ;
iv) pour toutn >1, S, <U.

[e.9]

Il existe un opérateur symétrique S tel que (S,)52; converge fortement vers S.

10
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Démonstration. Considérons les opérateurs P,, = U — S,,. Chaque P, est positif par
la condition i) et la suite (P,)22 est décroissante par i), car si 1 < m < n, alors
P, — P, =S, — Sy > 0. De plus, par i) et i), P,P,, = PP, pour tous m,n > 1.
Ainsi, le Corollaire I1.2.2 nous assure que si 1 < m < n, alors

(P — P,)Py, >0 et (P, —P,)P, >0.
Nous en déduisons que :

<P31x,x> > (P Pyx,x) > <P§x, z) >0 pour tous 1 < m < n et pour tout = € H.

(I1.4)
Par conséquent, (<P3x,az>)zo:1 est une suite décroissante de nombres réels positifs.
Elle admet donc une limite o € R. Or par (I1.4), nous avons pour 1 <m < n :

0 < (PnPyz,z) —a < (Piz,x) —a pour tout x € H.

Ainsi, en laissant m et n tendrent vers 'infini dans ces derniéres inégalités, nous
obtenons que

lim (P,P,x,z) = lim <anx,x> pour tout z € H.

n,m—00 m—r0o0

Ainsi, pour m,n > 1 et pour tout x € H :

1Spt — Smz||? = || P — Pax||?
= <(Pm — Pn)2x,:):>
= <P%x, 33> + <P31:, x> —2(P, Pz, x)

m,n—00

0.

Il s’ensuit que pour tout z € H la suite (S,z)52; est de Cauchy dans l'espace de

Hilbert H. Elle admet donc une limite Sx € H. L’opérateur S ainsi défini est borné
par le Corollaire 1.2.2. En outre, S est symétrique car, par continuité du produit
scalaire, nous avons pour tous z,y € H :

(Sz,y) = <nlgn;o Snx,y> = nlLH;O (Spz,y) = nlLH;O (x, Spy) = <x,nlgrgo Sny> = (z, Sy) .
O

Nous faisons la définition suivante.

Définition I1.2.4. Soit P un opérateur positif. Une racine carrée de P est un
opérateur symétrique R satisfaisant R = P.

Le théoréme suivant nous assure l’existence d’une unique racine carrée positive
pour tout opérateur positif.

Théoréme 11.2.5. Soit P un opérateur positif. Il existe une unique racine carrée
positive R de l'opérateur P. En outre, R commute avec tout opérateur borné qui
commute avec P.
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1I. Opérateurs symétriques et bornés

Démonstration.

Ezistence. 11 suffit de montrer que tout opérateur positif P tel que P < I posséde
une racine carrée positive. En effet, si P est un opérateur positif quelconque, consi-
dérons Popérateur P = e2P, ot e > 0 est tel que £2 || P|| < 1. Par le Théoréme 11.1.2,
nous avons pour tout x € H :

<(1 ~ P)z, m> = (z,2) — 2 (Pz,z) > (z,2) — 2 ||P| ||z|| > 0.

Ainsi, P < I. 1l s’ensuit que si P admet une racine carrée positive }NB, alors 'opérateur
R= %ng est une racine carrée positive de P.

Supposons donc que P < [ et définissons par induction la suite d’opérateurs
suivante :

Ry=0

1
Rni1 :Rn+§(P—R§) n=12... (IL.5)

Chaque R,, est un polynome en P & coefficients réels. De ce fait, chaque R, est
symétrique et commute avec tout opérateur borné qui commute avec P. De I'identité

1 1
I— Ry = 5(I—Rn)2+ 5= P), (11.6)

nous déduisons que R, < I pour tout n > 0. De la relation (I1.6) pour n + 1 et n,
nous obtenons par soustraction et réarrangement :

1
— (I -R,)?
2( R,)

1
= 5(}33_1 —2R,—1 + 2R, — R2)

1
Rpg1 = Ry = (I = Rya)?

= S1 = Raca) + (T = Ra)](Bo ~ Roa).

Cette derniére identité permet a I'aide du Corollaire 11.2.2 de montrer par induction
que R,11 > R, pour tout n > 0. En particulier puisque Rg = 0, chaque R, est
positif. Nous pouvons alors appliquer le Corollaire I1.2.3 a la suite (R,,))2, bornée
par 'identité. Il existe donc un opérateur symétrique R tel que lim,_ R,z = Rx
pour tout € H. En outre par le Théoréme 1.2.1 de la borne uniforme, il existe une
constante C' > 0 telle que ||R,|| < C pour tout n > 1 et ainsi :

|R2e — R2|| = ||R2¢ — Ry Re + RoRe — R2||
< C||Rpz — Ra|| + ||Ry(Rz) — R(Rz)|| “=> 0.

Et donc nous avons lim,,_,«, R2z = R?z pour tout x € H. Par conséquent, en laissant
n tendre vers 'infini dans (I1.5), nous obtenons :

1
Rx = Rz + §(P — R*2 pour tout z € H.

12
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C’est-a-dire, R? = P. Comme chaque R,, est positif, il en va de méme de R par conti-
nuité du produit scalaire. De plus, comme chaque R,, commute avec tout opérateur
borné qui commute avec P, cela est aussi vrai pour leur limite R.

Unicité. Supposons que S est également une racine carrée positive de P. Puisque
P = S?, S commute avec P et par conséquent avec R. Soit x € H quelconque et
posons y = (R — S)x. Alors,

(Ry,y) + (Sy.y) = (R + S)(R — S)a,y) = ((R* — %)z, y) = 0.

Puisque (Ry,y) > 0 et (Sy,y) > 0, nécessairement (Ry,y) = (Sy,y) = 0. Considé-
rons alors une racine carrée positive T de 'opérateur positif R. Par la symétrie de
T, nous avons

ITy||* = (T?%y,y) = (Ry,y) = 0.

Par conséquent, Ty = 0. Nous en concluons que Ry = T'(Ty) = 0. Par le méme
argument, nous obtenons Sy = 0. Finalement, nous avons :

IRz — Sz|* = (R — S)*z,z) = (R - S)y,z) =0,
c’est-a-dire Rx = Sx. Puisque x est arbitraire, nous en concluons que R = §. O

Lemme 11.2.6. Soient S et T deux opérateurs symétriques tels que ST = TS et
S?2 =T2. Nous notons P le projecteur sur le noyau L de l'opérateur S — T .

a) Tout opérateur borné qui commute avec S —T commute avec P ;
b) Si Sx =0, alors Pr = x;
¢) P(S+T)=S+T et P(S-T)=0.
Démonstration.
a). Soit B un opérateur borné qui commute avec S —7T. Remarquons quesiy € L,
alors By € L, puisque (S —T)By = B(S —T)y = 0. Par conséquent, BPx € L pour
tout z € H. Ainsi, PBPx = BPx pour tout x € H, en d’autres termes PBP = BP.

Par la Remarque I1.1.5, 'adjoint B* commute également avec S — T'. Nous avons
donc aussi B*P = PB*P. Nous obtenons alors :

PB = (B*P)* = (PB*P)* = PBP = BP.
b). Supposons que Sz = 0 pour x € H. Alors,
|Tz|” = (T%z,2) = (S*x,z) = ||Sz||* = 0.
Donc Tz = 0. Par conséquent, (S — T)z = 0 également et € L. Il s’ensuit que

Px =ux.
¢). Observer que comme S et 7" commutent, nous avons pour tout x € H :

(S —T)S+T)x=(S*-T»z=0.

13



1I. Opérateurs symétriques et bornés

De ce fait, (S+T)x € L. Il s’ensuit que P(S+T) = S+ T. D’autre part, I'image de
S — T est orthogonale & son noyau. En effet, siy = (S —T)z pour z € H et si z € L,
alors :

(y,2) =((S—T)zx,z) = (z,(S —T)z) = 0.
Par conséquent, P(S —T) = 0. O

Le lemme suivant est d’'une importance fondamentale pour la théorie spectrale
exposée dans la section suivante. Sa démonstration utilise les résultats développés
jusqu’ici dans ce but. Si S est un opérateur symétrique, nous notons |S| 'unique
racine carrée positive de S?. Nous avons notamment |S|S = S|S| et |S| > 0 pour
tout opérateur symétrique S.

Lemme I1.2.7. Soit S un opérateur symétrique. La projection sur le noyau de S —
|S|, notée E, a les propriétés suivantes.

a) Tout opérateur borné qui commute avec S commute avec E ;

b) SEL >0et S(I—FE;)<0;

c) Si Sx =0, alors B4z = x.
Démonstration.

a). Soit C' un opérateur qui commute avec S. Puisque CS? = SCS = S%C, C
commute également avec S2. Par le Théoréme 11.2.5, C' commute donc avec |S|. Il
commute donc avec S — |S| et, par le Lemme I1.2.6, C' commute finalement avec E .
Ainsi, E, satisfait a).

b). Puisque E est la projection orthogonale sur le noyau de S — |S|, nous avons :

D’autre part, le Lemme 11.2.6 nous dit aussi que S = (2E — I) |S| et donc
SUI—-Ey)=—-(I—-E;)|S|. (I1.8)

Or, |S| commute avec Ey par le Lemme I1.2.6 et E4 et I — E, sont positifs en
tant que projections (Théoréme 1.3.2). Ainsi par le Corollaire 11.2.2, il découle alors
de (I1.7) et de (I1.8) que SEL > 0et S(I — E;) <O0.

c). Cette assertion découle directement du point b) du Lemme I1.2.6. O

Le lemme précédent peut étre visualisé avantageusement & ’aide de la définition
suivante.

Définition I1.2.8. Soient S un opérateur symétrique et E la projection sur S —|S].
L’opérateur Sy = SFE, est appelé la partie positive de S tandis que l'opérateur
S_ = S5(I — E,) est appelé la partie négative de S.

Puisque tant S que |S| commutent avec S — |S|, le Lemme I11.2.6 a) nous assure
qu’ils commutent tous deux avec Ey. Ainsi, il découle de (I1.7) que

E+S == SE_|_ == |S| E+ == E+ ’S| .
En utilisant alors (IL.8), on trouve que :

S =3(S+8]) et S_=8-5,=21(S—19).
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I1.3. Théoréme spectral pour les opérateurs symétriques

I1.3. Théoréme spectral pour les opérateurs symétriques

Nous introduisons dans cette section la notion de famille spectrale. Nous définis-
sons une intégrale qui est une somme continue d'opérateurs. Nous énoncons et
démontrons le théoréme spectral pour les opérateurs bornés et symétriques.

Définition II.3.1. Une famille spectrale sur #H est une fonction £ : R — L(H),
que nous notons {E)}acr vérifiant les propriétés suivantes.

i) E) est une projection pour tout A\ € R;
ii) Si A < p,alors E\ < Ey;

iii) La famille {E)}\cr est fortement continue a gauche, i.e. pour
tout u € R et pour tout x € H :

lim Eyx = B,
)\I}IL pYY w

iv) Il existe m, M € R tels que E\ = 0 pour tout A < m et E\ = I pour
tout A > M.

Si pour une famille spectrale { E\ }acr, deux réels m, M € R satisfont la propriété
iii), nous disons que m et M sont des bornes pour {E)}cr.

Nous considérons une famille spectrale { £y } xer assortie de deux bornes m, M € R.
Soit f une fonction continue a valeurs complexes définie sur le compact [m, M].
Nous pouvons étendre f contintiment a I'ensemble [m, M + 1]. Nous notons cette
extension également f. Fixons 0 < € < 1 et considérons une partition II de [m, M +¢]
quelconque, i.e. une suite finie de réels (A\g)}_, telle que :

m=X<AM< <A 1<A\y=M+e.
Appelons sa taille le nombre |II| défini par
11| = e M — Ag—1.-
Choisissons alors des réels uq, ..., ug de sorte que :

M € [)‘k—la)\k] pour chaque k= 1,---,n,

et formons la somme suivante :

n

Su= 3" F(u) (B, — Ex,_,).

k=1

Le lemme suivant nous assure que lorsque 'on considére des partitions dont la
taille tend vers zéro, la somme Sty converge dans £(?) vers un opérateur borné.

15



1I. Opérateurs symétriques et bornés

Lemme I1.3.2. Soient (E))er une famille spectrale assortie de deux bornes m, M €
R et f:[m, M] — C une fonction continue. Soient 0 <e <1 et f:[m,M+¢] - C
une extension continue de f. Il existe un opérateur borné S ayant la propriété que
pour toutn > 0 il existe § > 0 tel que pour toute partition I1 de [m, M +¢] satisfaisant
III| < 0 nous avons :

|5t — S| <.
En outre, lopérateur S est indépendant :

a) de extension continue de f choisie;
b) du choix de € ;
¢) du choix des .

Démonstration. Fixons n > 0 arbitraire. Puisque f est continue sur le compact
[m, M + €], elle est uniformément continue. Ainsi il existe d§,, > 0 tel que :

pour tout A\, \ € [m, M + ¢,

1
A= N| < 6, implique |f(A) — f(\)| < 5 (IL.9)

Partie 1. Montrons, pour commencer, I’assertion suivante.
Pour toutes partitions IT et II' de [m, M + €],

1], |IT'| < 6, implique |Sir — St || < 7, (I1.10)

ceci indépendamment des points p choisis pour former les sommes d’opérateurs St
et SH’-

Notons II = ()\k)zzo et fixons arbitrairement g, ..., u, avec u; € [Ai—1, A\;] pour
tout i = 1,...,n. Pour I' = ()‘Z)Z/:m nous formons alors la partition II = (/\j)?:o
constituée des points appartenant a la réunion des points de II et IT'. Notons égale-
ment 0 = kg < k1 < --- < k; < k, = 7 la sous-suite des indices vérifiant S\ki =\
pour ¢ =0,...,n.

Fixons ensuite arbitrairement des réels :

i € [)\i—h)\i] =1, ky.

La somme associée a II et aux p; est donnée par :

n ki
Se=Y_ > J)(Es, - Bx_,)

i=1 j=k;_1+1

Et puisque pour tout i =1,...,n :
ki
Y. By —Bx_, =Es, —Ei,  =E,- B\,
j=ki_1+1
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I1.3. Théoréme spectral pour les opérateurs symétriques

nous pouvons écrire Sip comme :

n k;
St = Z Z f(ui)(Ej\j - Ej\j—l).

=1 j=k;_1+1

A présent, du fait que |II| < §,, il découle de (IL.9) que, pour tout i = 1,...,n et
tout j =k;—1 +1,...,k;, 'inégalité

|/Li - ﬁ]| < )\ki - )\k’i—l < 57]

implique que

£) = £(B5)] < 5.

Comme de plus E,, = 0 et Eprye = I, nous avons, pour tout z € H avec ||z|| <1 :

(St — Sz, z)| = Z Z (f25)] <(E5\j - E;\jil)x,x>

i=1 j=k;— 1+1
ki

3

M
M

If(m) — F()| {(Bx, = Bx,_,)a,)

=1j=
1 ’L
< 5 Z )‘J N E/_\j—l)x’x
1:1] kl 1+1

1

5 (EM-l-e - )x :L’)

nllal® < 5

—nllx 1.

=37 = 5l
Par le Théoréme 11.1.2, il s enbult que HSH — HH < 277 De la méme facon, nous
obtenons que HSH/ — HH < 277 Comme annoncé, nous avons par l'inégalité trian-

gulaire que :
HSH — SH’H < HSH — SﬁH + HSﬁ — St

< 1.

Partie 2. Considérons maintenant une suite (IL,)°; de partitions de [m, M + ¢]
telle que lim,,_,o |II,| = 0. La suite d’opérateurs (S, )52 est alors de Cauchy dans
L(H). En effet, il existe N > 1 tel que |II,,| < &, pour tout n > N. Ainsi, par (11.10),
pour tout n,n’ > N, nous avons HSHn —5n,,|| £ n. Puisque L(H) est complet, la
suite (S, )s>, admet une limite S € L(H). Pour cette limite, il existe N, > 1 de
sorte que ’SHN” — SH < %n. Finalement, par (I1.10), pour toute partition II de taille
inférieur & o0 1, 1IOUS avons :

||SH — SH < HSH — SHNn H + HSHN,, — SH <.

La limite S ne dépend pas de l'extension continue de f ni de ¢, car £\ — E, = 0
pour tous M < A < p. O
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1I. Opérateurs symétriques et bornés

Le lemme précédent nous permet de faire la définition suivante.

Définition II.3.3. Soient (E))ier une famille spectrale assortie de deux bornes
m,M € R et f:[m,M] — C une fonction continue. L’opérateur limite S € L(H)
défini dans I’énoncé du Lemme 11.3.2 est appelé I'intégrale de la fonction f par
rapport a la famille spectrale {E)},\cr. Elle se note :

M+e
5_/ F(\)dE).

Remarquer que pour tout famille spectrale (E))aecgr, nous avons :

M+-e
/ dE\ = Enpre — Em = 1.

m

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme I1.3.4 (Théoréme spectral pour les opérateurs bornés et symétriques).
Soit S un opérateur borné et symétrique. Il existe une unique famille spectrale (E))xer
vérifiant les propriétés suivantes.
a) La borne inférieure m et la borne supérieure M de S sont des bornes
pour (Ex)er ;
b) Tout opérateur borné qui commute avec S commute avec Ey pour tout
AeER;

¢) Pour tout x € H la limite suivante existe :

) = lim E)x;
140% AI{IL AT;

d) L’opérateur S est donné par :

M+-e
S = / AEy,.

La famille (E))aer est appelée la famille spectrale de S.

Démonstration. Pour tout A € R, notons F; (M) la projection orthogonale sur le
noyau de (S—AI)—|S — AI| étudiée au Lemme I1.2.7. Remarquez que E () est ainsi
univoquement défini. Nous montrons que les projections F\ = [ — E;(\) forment
une famille spectrale vérifiant a), b) et c).

Puisque F(\) commute avec tout opérateur borné qui commute avec S, cela est
aussi vrai de E). Ainsi, b) est satisfait. En particulier, E,E)y = E\E, pour tous
w, A € R.

Montrons que si A < p, alors E\ < E,,. Supposons A < et posons P = E\(I—E,,).
Nous avons les identités :

ExP=P, (I-E,)P=P (IL.11)
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Et par définition de Ey et E,, en vertu du Lemme I1.2.7, nous avons :
(S=A)E) <0, (S—pl)I—-E,) =(S—pl)EL(p) >0. (I1.12)
Prenons = € H quelconque et posons y = Pz. En utilisant (II.11), nous avons :
Eyy=FE\Px =Pz =y.
De la méme maniére, nous avons (I — E,)y = y. Ainsi, par (I1.12) il s’ensuit que :

(S = AD)y,y) = ((S — M) Ery,y) <0,
(S —pl)y,y) = (S —pl)(I - Eu)y,y) > 0.

Nous en déduisons que :

(=N (y,y) = (S = M)y, y) — (S — ul)y,y) <O0.

Or, comme g > A, nécessairement Px = y = 0. Puisque z est quelconque, nous avons
P = 0. Par définition de P, cela signifie que F\ = E)\E,. Par le Théoréme 1.3.2,
c’est équivalent a Fy < E,. La famille (E))\er vérifie donc la condition ii) de la
Définition II.3.1.

Observons a present que si A < u, en notant En = E,, — E), nous avons alors :
E,EA=Ern et (I—E\)Ex=EFE,—E\—E\E,+E}=Ea. (I1.13)

Maintenant, en utilisant (I1.12), le fait que la composition d’opérateurs positifs qui
commutent est positive (cf. Corollaire 11.2.2) et que Ea > 0, nous obtenons :

(S =pl)En = (S — pl)EyEn <0,
(S — M)Ea = (S — M)(I — Ey)Ea > 0.

Conséquemment, nous avons les inégalités suivantes :
AEA < SEA < ,U,EA si A< M. (H.14)

Nous montrons a présent que la famille (Ey)xer vérifie ¢) et le point iii) de la
Définition II.3.1. Soit « € H arbitraire. Comme Ey < E,, si A < p, (E)z,x) est une
fonction réelle positive et décroissante de . Par conséquent, pour tout pu € R, elle
admet une limite & gauche

lim (Exz,x) = sup (Exz, z) = [,,.
A A<y

Donc pour tout n > 0 il existe & > 0 tel que 0 < p—A < § implique I, —(E\z, x) < %17.

Il s’ensuit que, pour u —J < A < v < 1, NOUS avons :

|Eva — Bxz|)* = ((By — Bz, 2) = (B, — Ex)a,2) < [{(Bya, @) — L+l — (Bxz,z)| <.
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1I. Opérateurs symétriques et bornés

Ainsi, par la complétude de H, la limite

lim Eyoe = E,_or existe pour tout x € H.
A

De fagon similaire, il existe aussi pour tout x € H la limite

lim Fhe = FE .
)\l\rf},t AL u+0L

Il reste encore & montrer que la famille (Ey)er est fortement continue & gauche. A
cette fin, considérons l'opérateur Epn, = E,, — E,_o et notons comme précédemment
Ex = E, — E) pour A < u. Remarquons que pour tout x € H,

lim Fax = F .
AI/I‘IL AL AT

Ainsi, en laissant A * p dans (II.14) nous obtenons :
pEA, < SEa, < pE,.

Par conséquent, ((S — ul)Ea,z,z) = 0 pour tout z € H. Le Théoréme I1.1.2 nous
assure alors que [|(S — pl)Ea,|| = 0. Fixons € ‘H arbitrairement et notons y =
Eayx. Ainsi (S — ul)y = 0 et donc par le point ¢) du Lemme I1.2.7, nous avons :

EuEne = Euy = (I — Eq(n))y =0.
Finalement, il découle de (I1.13) que :

Ea,x = lim Faxz = lim E,Eanx = E, Ean,x = 0.
B0t T A AT T TR T TR

Nous avons donc obtenu E),_g = E,, comme désiré.

Montrons a présent a) assurant de cette fagon que la famille (E))jer vérifie la
condition iv) de la Définition I1.3.1. Supposons par contradiction que A < m et
Ey # 0. 1l existe alors « € H tel que Exz # 0. Pour un tel z, posons y = E)xz. Nous
pouvons supposer que ||y|| = 1. Alors par (II.12), nous obtenons que

(Sy,y) = A= ((5 = A)y,y) = ((5 = M) Exy,y) < 0.
Ainsi par définition de la borne inférieure de S, nous avons la contradiction :
m < (Sy,y) <\

Donc Ey = 0 pour tout A < m. A nouveau par contradiction, supposons maintenant
que A > M et Ey # I. 1l existe alors x € H tel que z = (I — E))z # 0. Nous pouvons
une fois encore supposer que ||z|| = 1. Ainsi toujours par (I1.12),

(Sz,2) = A={((S=A)z,2) = (S = A[)(I — E))z,2) >0
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Alors par la définition de la borne supérieure de S, nous avons la contradiction :
A< (Sz,z) < M.

Ainsi, Ey = I pour tout A > M.
Nous montrons maintenant le point d). Pour cela, considérons une suite de parti-
tions (II;);°, donnée par :

I: m=MN<A < <X, <X, =M+e,

vérifiant lim;_, |II;| = 0. Pour tout { > 1 et pour tout £k = 1,...,n;, en notant
EMC = E)\gc — E)‘L _» oS avons par (I1.14) que :

Mt Eap < SEam < A Eap.

Ainsi pour | > 1 fixé, puisque > ' F AL = I, nous obtenons en sommant sur
k=1,...,n;:
S, <85 < SHE'

En laissant alors [ tendre vers U'infini, nous trouvons par le Lemme 11.3.2 que :

M+e M+-e
/ AME, <5< / AE).

m m

Il s’ensuit que pour tout x € H :

((s-[ o MES ) ) =0

Ainsi par le Théoréme I1.1.2,

M+e
S = / \dE).

m

Il reste a démontrer I'unicité de la famille spectrale, ce que nous ferons aprés le lemme
suivant et son corollaire. O

Lemme I1.3.5. Soit S un opérateur symétrique. Soit (E)xcr une famille spectrale
vérifiant a) & d) du théoréme précédent pour S. Pour tout polynéme p a coefficients

réels, nous avons
M+e

wS)= [ pNaEs
m

Démonstration. 11suffit de montrer que I’énoncé est vrai pour tout mondéme p(A\) = A

avec [ > 0. Or, nous avons déja remarqué que cela est vrai pour [ = 0, et le théoréme

précédent nous donne ce résultat pour [ = 1. Supposons alors comme hypothése

d’induction que le lemme est vrai pour p(\) = A et montrons qu’il est vrai pour le

monéme At Fixons 1 > 1 > 0 arbitrairement. Par le théoréme précédent d'une
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1I. Opérateurs symétriques et bornés

part et par 'hypothése d’induction d’autre part, il existe § > 0 de sorte que pour
toute partition II = (A)}_, vérifiant |II| < J, nous avons a la fois :

1S = > ke M Eall <n et HSZ D )\i,‘EAkH <,

ott Ep, = B\, — Ey,_,- Notons T'= Y"7_, \Ea, et TO =370, ALEn, . Observons

que
[CEDIENICE LN
k=1 k=1

' < Hsl - T(l)H IS — T < 2.

Ainsi,

|SM > NeBay > My = ST = STO| < .
k=1 k=1

Cependant, pour tout k, nous avons :
EX =F} —2E\ FE E} =E
A — g Ak Ag—1 + Ak—1 Ag-
Tandis que pour tous ¢ # j, nous avons :
EAiEAj = E)\iE/\j — EAiE)\j_l — E>\i—1E>\j + E>\i—1E)\j—l =0.
Par conséquent, TOT =37 _, )\ZHEA,C. En utilisant de plus que

|si - st < ||| ir = s1 < 181,

et
|s7® — st < s |70~ 5| < Ui,

nous obtenons que :
| SN Es, — 541 = (8141 4+ TOT - ST - ST0) 4 (ST - 5¥1) 4 (STO - 57|
k=1

<+ S| n + [1SIIm
<n(n+SII'+ |I5]).

Ot nous avons utilisé, dans la derniére inégalité, le fait que nous avons pris arbitrai-
rement 0 < n < 1. Il découle alors du Lemme I1.3.2 que :

M++e
St — / NTLAE,.

Ceci termine la preuve du lemme. O
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Corollaire I1.3.6. Soit S un opérateur symétrique. Soit (Ey)aer une famille spec-
trale vérifiant a) a d) du théoréme précédent pour S. Pour tout x € H et pour tout
polynéme p a coefficients réels,

M+-e

(p(S)x,z) = / p(A) d(E\z,x). (I1.15)

m

Le membre de droite de (I1.15) est une intégrale au sens de Riemann-Stieltjes (cf.
Annexe A). Pour tout z € H la fonction A — (E\x,z) est croissante et donc a
fortiori a variation bornée sur [m, M + €]. Sa variation totale sur [m, M + ] égale
|z||>. De plus, la valeur du membre de droite ne dépend pas de extension continue
de p choisie ni de la valeur de . Cela découle du fait déja observé que si A > u > M,
alors £ — E, = 0.

Démonstration. Soit (I1,,)72 ; une suite de partitions de [m, M+¢] telle que limy, oo || =
0. Notons ()\Z)éﬂ"zo la partition II,,. Observer que, d’'une part, en vertu du Lemme 11.3.5
et par la continuité du produit scalaire :

In
<2p<Az><EA;; - Ekg_l>x,m> %0 (p(S)e,a)

k=1
Tandis que, d’autre part, le Théoréme A.2.1 nous assure que, par la linéarité du
produit scalaire :

I ln
<ZP(>\2)(EA;; - Exg_1)$7$> = pO\)[(BExpw,z) — (Exp_ @, 7)]

k=1 k=1
. M+e
2% [ 00 d (Bx ).
m
Par I'unicité de la limite, nous obtenons (II.15). O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer 'unicité de la famille spectrale
d’un opérateur symétrique, comme annoncé dans le Théoréme I1.3.4.

Preuve de l'unicité de la famille spectrale d’un opérateur symétrique. Soit S un opé-

rateur symétrique. Considérons deux familles spectrales (E))xcr et (F)\)aer vérifiant

les conditions a) & d) du Théoréme I11.3.4 pour S. Par définition, nous avons déja

Ey\ = F) pour tous A tels que A <mou A > M +¢, ot m et M sont les bornes de S.

De plus, pour tout polyndéme p & coefficients réels, nous avons par le Corollaire 11.3.6 :
M+e

(p(S)x,z) = / p(A) d{(E\x,z) = / p(A) d(F\x,z) pour tout = € H.

m m

M+e

Posons ¢(\) = (Exz,z) — (Fyz,z) pour tout A € [m, M + £]. La fonction ¢ est a
variation bornée en tant que combinaison linéaire de fonctions a variation bornée.
En outre, ¢(m) = 0 et ¢ est continue & gauche. Ainsi par les Propriétés A.3.1,

M+e
/ pd¢ =0  pour tout polynéme p.

m
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1I. Opérateurs symétriques et bornés

Or pour toute fonction continue f : [m, M +¢] — R, il existe une suite de polynomes
qui converge uniformément vers f par le théoréme d’approximation de Weierstrass.
Il découle alors du Théoréeme A.3.3 que :

M+-e
/ fd¢ =0 pour toute fonction continue f.

m

Le Théoréme A.3.4 nous assure donc que ¢(\) = 0 pour tout A € [m, M + ¢]. C’est-
a~dire, pour tout A € [m, M +¢] :

((Ex — Fy)z,z) =0 pour tout € H.
I découle alors du Théoréme I1.1.2 que E) = F) pour tout A € [m, M +¢]. O

Nous illustrons dans un cas simple la construction de la famille spectrale d’'un
opérateur symétrique, comme décrite dans le Théoréme I1.3.4.

Exemple I1.3.7. Considérons ’espace de Hilbert Ly[0,1]. Nous nous proposons de
trouver la famille spectrale de 'opérateur borné et symétrique S défini pour tout
f € Ly[0, 1] par

Sf(s)=sf(s) pour tout s € [0,1].

Observer que pour tout A € R Popérateur Ry défini pour tout f € Lo[0,1] par
Ryf(s) =|s— A f(s) pour tout s € [0,1],

est positif puisque pour tout f € Lo[0, 1]

1 1
(Baff) = [ s =N H@TEds = [ Js= A7) s =0,
et qu'il vérifie évidemment pour tout f € Ls[0, 1]
R3f(s) =|s = AP f(s) = (s = N)2f(s) = (S — M)%f(s) pour tout s € [0,1].

Par I'unicité de la racine carrée positive de (S — AI)?, nous avons nécessairement
Ry =|S—\|.

Maintenant, nous avons pour tout f € Lo[0,1] et pour tout s € [0, 1],

(S = AD) — [S = AI|]£(s) = [(s = N) — |s = Al f(s) = —2(s — )" (s),
ou

(s—A)_—{ s — Al sis <A,

0 sinon.

Nous en déduisons que

L0, 1] si A <0,
ker [(S—AI)—|S — AI|] =< {f € L2[0,1] | f(s) =0 pour tout s <A} si A€ (0,1],
0 si A>1.
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I1.3. Théoréme spectral pour les opérateurs symétriques

Les projections Py sur les noyaux ker[(S — AI) — |S — AI|] sont ainsi données par
Pyf = xpaf pour tout f € Lo[0,1],

ot X(x1 : [0,1] = 0,1 est la fonction indicatrice de I'intervalle (A, 1] avec la conven-
tion que (1 =1si A <O0et x(n1) =0si A > 1. La famille spectrale de S est alors
donnée par

Ey=1-P.

Explicitement, pour f € L0, 1], nous avons :

0 s A<O0,
Exf=I—-P)f=1 xoxnf si Ae€(0,1],
f sioA> 1.
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IIl. Opérateurs linéaires non bornés

Dans ce chapitre, nous infroduisons une notion d’opérateur linéaire
qui étend celle utilisée jusqu’a présent. Nous étudions les proprié-
tés de cette nouvelle notion. Nous exposons les résultats fondamen-
taux pour la démonstration, au chapitre suivant, d’une extension du
théoréme spectral pour les opérateurs symétriques.

I11.1. Etendre la notion d’opérateur linéaire

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré des opérateurs linéaires bornés
définis en chaque élément d'un espace de Hilbert. Nous étendons a présent ce
concept a des applications étant définies seulement sur un sous-espace.

Nous étendons la notion d’opérateur linéaire de la fagon suivante.

Définition ITI.1.1. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur (linéaire) sur 1
est une fonction T : D7 — H telle que :

i) 7 est un sous-espace vectoriel de H appelé le domaine de T';

ii) pour tous x,y € Dp,
T(x+y)=Tz+Ty;
iii) pour tout A € C et pour tout = € D,
T(Az) = ATz

Nous adaptons aussi d’'une fagon évidente les notions d’image et de noyau d’un
opérateur. Soit T un opérateur sur H. Son image est par définition

Im(T) ={Tx | x € D7},

et son noyau
ker(T) = {z € ©7p | Tz = 0}.

Considérons deux opérateurs T et T” sur H dont les domaines respectifs sont D7 et
Dv. Si le domaine de T est inclus dans le domaine de T”, en symboles, si D7 C D7,
et si Tx = T'z pour touT x € D7, nous disons que 7" est un prolongement de T

et nous notons :
TCT . ,ouT' DT.
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III. Opérateurs linéaires non bornés

11 est facile de voir que cela définit une relation d’ordre partiel sur les opérateurs de
H. En particulier, deux opérateurs sont égaux si D7 = D et si Tx = T'x pour tous
x € Dr.

Si un opérateur T' est borné, c’est-a-dire s’il existe une constante C' > 0 telle que :

|Tz|| < C|z|| pour tout z € D,

alors T' admet un prolongement borné et défini partout sur H. En effet, nous pouvons
dans dans un premier temps prolonger T par continuité a I’adhérence D7 de son
domaine. Si D7 n’est pas dense dans H, nous pouvons tout de méme prolonger 7" au
dela de ©7. En posant par exemple Tz = 0 sur le complément orthogonal de D7,
avant d’étendre T sur H tout entier par linéarité.

Il découle de cette observation que les opérateurs bornés qui sont définis sur un
sous-ensemble de H ne consistent pas en une extension essentielle de la notion d’opé-
rateur linéaire. Les opérateurs que notre nouvelle définition d’opérateur introduit
réellement sont les opérateurs linéaires non bornés. Pour cette raison, lorsque nous
parlons d’opérateurs linéaires et bornés, nous sous-entendons qu’ils sont définis par-
tout, c’est-d-dire qu’ils sont des opérateurs bornés au sens de la définition adoptée
au Chapitre I. Lorsque nous voulons insister sur la nature de la véritable généralisa-
tion de la notion d’opérateur linéaire, en contraste avec les opérateurs bornés, nous
parlons d’opérateurs linéaires non (nécessairement) bornés.

De fagon similaire au cas des opérateurs bornés, nous définissons le graphe d’un
opérateur T' : D — H comme le sous-espace vectoriel de ’espace de Hilbert produit
H =HxH:

Gr={(z,Tz) | x € Dr}.

Nous disons que T est fermé si son graphe est un sous-ensemble fermé de H. Par le
théoréme du graphe fermé, lorsque T est défini partout, il est fermé si et seulement
s’il est borné. Si T et T sont des opérateurs, alors bien stir T3 C T5 est équivalent
a G, € Gr, pour l'inclusion des graphes.

Conceptuellement, la somme, la multiplication par un scalaire et la composition
d’opérateurs se définissent comme dans le cas des opérateurs bornés. Cependant,
le domaine de 'opérateur résultant varie selon les cas. Soient T : ®1, — H et
T5 : ®1, — H des opérateurs sur H et A € C. La somme de 17 et T, est I'opérateur :

T+ Ty 3©T1 ﬂ@TZ —H
z— Tix + Thw.

La multiplication de T7 par un sclaire A est définie comme 'opérateur :

/\Tl : @Tl — H
Tz — Nz

Finalement la composition, ou le produit, de T avec T» est 'opérateur :

T - {ZL‘ S ©T2 | Tox € ©T1} —H
x — T (Trx).
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II1.2. Opérateur adjoint

Nous étendons également le concept d’inverse a notre notion générale d’opérateur.
Si un opérateur T : D7 — H est injectif, i.e. si pour tous x,y € Dp, Tx = Ty
implique = = y, nous appelons l'inverse de T I'application 7! définie par :

771 Im(T) — H
Tx— .

Observez que ce nouveau sens du concept d’inverse associe & certains opérateurs,
méme bornés, un inverse qui n’est pas défini partout. De maniére générale, si T" est
injectif, alors :

TT'CI et T 'TCI

I11.2. Opérateur adjoint

Nous étendons la notion d'adjoint pour les opérateurs linéaires non bornés dont le
domaine est dense.

Dans le cas d’un opérateur borné 7', nous avons défini I’adjoint de T par ’équation :
(Tx,y) = (x,T*x) pour tous f,g € H. (II1.1)

Nous avions procédé a cette définition en s’appuyant sur le Théoréme 1.2.3 en utilisant
le fait que pour tout y € H I'application

x— (Tz,y) (II1.2)

est une fonctionnelle linéaire continue. Dans le cas général qui nous intéresse, deux
problémes surgissent. Premiérement I’application suggérée par (II1.2) ne peut étre
définie a priori que sur le domaine de T'. Deuxiémement, en général cette application
n’est pas bornée, du moins pas pour tout y € H. Observez que méme si pour un
certain y, 'application (II1.2) est bornée, alors dans le cas o D7 n’est pas dense elle
admet plusieurs prolongements continus et donc plusieurs éléments y* € H vérifiant :

(Tz,y) = (x,y") pour tout x € Drp.

Pour ces raisons, nous adoptons la définition suivante.

Définition III1.2.1. Soit T : ®7 — H un opérateur dont le domaine est dense dans
H. Le domaine de I'adjoint T de T est par définition

D = {y € H | il existe C > 0 tel que | (T'z,y) | < C'||z| pour tout z € D} .

Ainsi pour tout y € D7+, comme D est dense dans H, il existe une unique extension
continue de la fonctionnelle x — (T'z, y) a tout H. Le théoréme de Riesz, nous permet
donc de définir, pour tout y € D7+, T*(y) comme 'unique élément de H vérifiant :

(Tz,y) = (x,T"y) pour tout x € Dp.
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III. Opérateurs linéaires non bornés

L’adjoint T™ est bien un opérateur. En effet, soient yi,52 € D7« et A1, Ao € C.
Alors pour tout x € D,

(T, My1 + Aoyz) = A (To,y1) + Xo (T, 1)
A (z, T"y1) + A2 (z, T y2)
= (x, T y1 + AT y2) .

1
1

Il s’ensuit que A1y; + Aoye € D7+ et nous avons :
T (My1 + A2y2) = MT y1 + AT ya.

Un opérateur 1" dont le domaine est dense vérifie la relation immédiate suivante
avec son adjoint :

(Tz,y) = (x,T*y) pour tout z € Dy pour tout y € Dpx.

Nous avons aussi la relation suivante entre l'image d’un opérateur T & domaine
dense et le noyau de son adjoint

Im(T)* = ker(T™*).

En effet, y € ker(7™) si et seulement si y est un élément de Dp- tel que T*y = 0.
Puisque D7 est dense, ceci est équivalent & la relation

(Tx,y) = (x,T*y) =0 pour tout z € Dr.

Ce qui est équivalent au fait que y appartiennent a Im(T)J—.
L’adjoint d’un opérateur dont le domaine est dense posséde la propriété suivante.

Proposition II1.2.2. Soit T un opérateur sur H dont le domaine D1 est dense.
Son adjoint T est fermé.

Démonstration. Soit (xy,T*z,)02 ; une suite du graphe de T™ convergeant vers
(z,y) € H. Montrons que x € D7« et y = T*x. Du fait de 'identité,

H(«TmT*xn) - (t%y)Hg-LxH = <«73n — T, Tp — x> + <T*$n - y7T*xn - y>
= |lzn — 2 + | T*z0 — yl%,

nous avons également x, — x et T*x,, — y lorsque n tend vers Uinfini. I1 découle
alors de la continuité du produit scalaire que pour tout z € D :

(Tz,x) = lim (Tz,x,) = lim (z,T*x,) = (z,y) .

n—o0 n—oo

Ainsi z — (T'z,z) est bornée sur Dp et donc z € Dp«. De plus, puisque T*z est
I'unique élément de H & satisfaire ’égalité ci-dessus pour tout z € D7, nécessairement
y="T*x. O
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La notion d’adjoint posséde les propriétés élémentaires suivantes.
Propriétés II1.2.3. Soient T et Ts des opérateurs sur H dont les domaines sont
denses et A € C.
a) (\T)* = \T*;
b) Sile domaine de Ty + T est dense, alors Ty + T5 C (Th + 12)* ;
c) Si le domaine de TyT) est dense, alors TyTy C (1oT1)* ;
d) Si Ty C Ty, alors Ty D Ty

111.3. Commutativité et réduction

Nous définissons ce que signifie pour un opérateur borné qu'il commute avec un
opérateur non borné. Cette définition se justifie notamment par ses conséquences
lorsque I'opérateur borné est une projection.

Nous adoptons la définition suivante.

Définition III.3.1. Soient B un opérateur borné et 1" un opérateur. Nous disons
que B commute avec T et nous écrivons B_T si

BT CTB.

Note II1.3.2. (F. Genoud) La commutativité de deux opérateurs auto-adjoints non
bornés se définit par la commutativité de leurs familles spectrales. C’est ce qu’il faut
pour la mécanique quantique.

Notez qu’il est suffisant, pour montrer que la moyenne d’une grandeur physique
est conservée, que 'opérateur associeé commute avec les U, ce qui est impliqué par
la commutativité avec H, au sens défini ci-dessus.

Notre généralisation de la notion de commutativité entre opérateurs se justifie en
particulier lorsqu’il s’agit de la commutativité d’une projection avec un opérateur
quelconque.

Lemme II1.3.3. Soient P une projection, Q = I — P la projection sur le complément
orthogonal de Im P et T wun opérateur. St P_T, alors les sous-espaces vectoriels
fermés Im P et Im Q réduisent l'opérateur T dans le sens ot d’une part,

PTP=TP et QTQ=TQ,

et d’autre part,
T=TP+TQ.

Démonstration. Comme P_T, i.e. PT' C TP, nous avons

PTP = (PT)P C (TP)P =TP,
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III. Opérateurs linéaires non bornés

et comme les opérateurs PTP et TP ont le méme domaine,
PTP=TP.
Puisque, de plus,
Qr=I1-P)T=T-PTCT-TP=T(I - P),

c’est-a-dire Q_T, nous obtenons de la méme fagon que QTQ = T'Q. En outre, nous
avons
T=(P+QT=PT+QT CTP+TQCT(P+Q)=T

et par conséquent
T=TP+TQ. 0l
I11.4. Le graphe d'un opérateur

Visualiser un opérateur a |'aide de son graphe permet d'établir certains résultats
importants.

Nous considérons les opérateurs linéaires sur le produit H définis par :

U(.T,y) = (yw%') et V(%,y) = (ya _$)7

pour tout (x,y) € H. Ces opérateurs sont bijectifs et préservent le produit scalaire
de H. Ils vérifient de plus les identités suivantes ou I représente I'identité sur H :

UV=-VU e -—-V?=U?2=1
L’observation cruciale de cette section est énoncée dans le lemme suivant.

Lemme 111.4.1. Soit T un opérateur dont le domaine est dense. Les graphes de T
et de son adjoint sont liés par la relation suivante :

_\1L I
Gr+ = <V GT> ou de fagon équivalente V Gr = (Gp=)*.

Démonstration. La relation entre T' et son adjoint T* consiste en le fait que pour
tout = € Dy et tout y € D~

(Tz,y) = (2, T"y),
ce qui peut également s’écrire sous la forme :
(V(a:, Tz), (y, T*y)) =0.

Cela exprime que tous les éléments de G+ sont orthogonaux & chacun des éléments
de V Gp. Montrons que le graphe de T* est en fait exactement le complément ortho-
gonal de I'adhérence de 'image par V du graphe de T
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C. Considérons un élément (y,7*y) € Gr+ et une suite (T'x,, —2, )52, dans VGr
convergeant vers (z1,z2) € V Gp. Alors, par définition de T*y :

((21,22), (4, T*y)) = (21,9) + (22, T"y)
= lim (Tzy,y) — (z,, T"y) =0,

n—oo

et donc G« C (V ?T)L

D. Reéciproquement, soit (u,v) dans le complément orthogonal de V Gp. Alors,
en particulier pour tout = € D :

0={(V(z,Tz), (u,v)) = (Tz,u) — (z,v). (II1.3)

Par conséquent, 'application linéaire z +— (Tx,u) définie sur Dp coincide sur Dp
avec la fonctionnelle linéaire z +— (x,v) définie sur tout H (cf. Théoréme 1.2.3).
I1 s’ensuit que l'application x — (Tz,u) est bornée sur Dy et donc u € Dp+. 1l
découle alors de (II1.3) que T*u = wv, c'est-a-dire (u,v) € Grp+. Par conséquent,

Gp+ D (V CTT)L. O

Cette relation entre les graphes d’un opérateur et de son adjoint est a la base de
la démonstration des résultats de la fin de cette section. En particulier, dans le cas
d’un opérateur fermé, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 111.4.2. Soit T' un opérateur fermé dont le domaine est dense. Le do-
maine de son adjoint T* est également dense dans H et donc T** = (T*)* existe. En
outre, T** =1T.

Démonstration. Supposons par contradiction que D7+ n’est pas dense dans H. Il
existe alors h € H non nul qui est orthogonal & ®p«. Il s’ensuit que pour tout
Yy E Dy« :

((0,h), V(y, T*y)) = (0,T"y) — (h,y) = 0,

et donc (0, h) € (V GT*)L. Or nous savons par le Lemme I11.4.1 que le complément
orthogonal de Gp+ est égal & V Gp. Ainsi comme V est unitaire :

(VGr-)" =V?Gr = —1Gr = Gr. (I11.4)

Mais puisque T' est fermé, nous avons Gr = G et donc (V G‘p«)L = G7. Nous
déduisons de cela que (0, k) appartient & Gr et par conséquent h = T0 = 0. Cela
contredit I’hypothése selon laquelle A est non nul.

Nous obtenons donc par contradiction que D7+ est dense dans H assurant ainsi
I'existence de T**. Or G+« est le complément orthogonal de V G+ et donc par (I111.4) :

GT** = GT7

c’est-a-dire T** = T comme annoncé. O
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III. Opérateurs linéaires non bornés

Le théoréme suivant énonce un fait plutot surprenant qui joue un role important
dans la démonstration du théoréme spectral pour les opérateurs autoadjoints.

Théoréme I11.4.3. Soit T un opérateur fermé dont le domaine est dense. Les opé-

rateurs
B=I+T'T)" e C=TI+T1T*T)7"

sont partout définis et bornés avec
Bl <1 et [IC]<1.

En outre, B est symétrique et positif.

Démonstration. Comme T est fermé, le Théoréme I11.4.2 nous dit que D7~ est dense
dans H et qu’en outre T" = T**. Il découle alors du Théoréme II1.4.1 que Gr et
V G7- sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux et complémentaires de H. Ainsi
pour tout h € H, il existe un unique xj, € D7 et un unique y; € D7+ qui décompose
I'élément (h,0) comme :

(h,0) = (wn, Tzp) + (T Yn, —yn), (I1L.5)

ou en composantes :
h =xp + T*yfh
0="Txp — yn.

Cette premiére observation nous permet de définir deux opérateurs linéaires B et C
par :
Bh=2x, et Ch=uyp.

Ces opérateurs sont définis partout et vérifient les identités suivantes :

I =B+1T*C,
0=TB-C,
dont nous déduisons que :
C=TB et I=B+T'TB=(I+T1"T)B. (IIL.6)

Les deux termes du membre de droite de (IIL.5) étant orthogonaux, nous avons :
2 2 2 2
P17 = 11y O) g = 1 (ns Ten) gsene + 10T Yo =Yn) agem
= lanl® + 1Tzall® + 1T ynl* + llynll”

Par conséquent,
2 2 2 2 2
[BR[I” + ICRII" = llzall” + llyall” < [IR]",

dont il découle que
B <1 et [C|<1.

34



II1.5. Opérateurs symétriques et opérateurs autoadjoints

Observons a présent que quel que soit 1’élément v dans le domaine de T*T, nous
avons :
(L +T*T)u,u) = (u,u) + (Tu, Tu) > (u,u) = [ull® >0,

Par conséquent, si (I + T*T)u = 0, alors nécessairement u = 0. Cela montre que
I'opérateur I + T*T est injectif et admet donc un inverse (I +7*T)~!. Or I'identité
de droite de (III.6) nous indique que

B=(I+TT)""
Montrons encore que B est symétrique et positif. En effet, pour tout z,y € H :

(Bz,y) = (Bz, (I + T*T)By) = (Bz, By) + (Bx, T*TBy)
= (Bx,By) + (T"TBx,By) = (I + T*T)Bx,By) = (z,By),

car 1" est fermé. De plus pour tout z € H :
(Bz,z) = (Bx, (I + T*T)Bz) = (Bx, Bz) + (I'Bx, TBz) = ||Bz|* + | TBz|* > 0.
Ainsi s’achéve la démonstration du théoréme. O

Nous établissons un corollaire de ce théoréme dans la section qui suit.

I11.5. Opérateurs symétriques et opérateurs autoadjoints

Nous introduisons dans cette section les notions d'opérateur symétrique et d'opé-
rateur autoadjoint dans le cadre général. Il est remarquable qu'il faille distinguer
ces deux notions dans ce cadre alors qu'elles se trouvent confondues dans le cas
des opérateurs bornés.

Définition III1.5.1. Nous appelons opérateur symétrique sur H un opérateur T’
dont le domaine est dense dans H et tel que :
TCT™

Si T est un opérateur symétrique, alors le domaine de son adjoint est également
dense dans H car :

H=Dr CDp« CH.

L’opérateur T* admet donc un adjoint T**. L’opérateur T™** est un prolongement
linéaire fermé de T' car par le Lemme I11.4.1,

1
Gre = (VGr) ' = (V<VGT>L> = Gr 2 Gr. (IIL.7)

En outre, 'opérateur T** est symétrique. En effet, comme T C T™*, alors T* D T**
et donc par le Théoréme I11.4.2 :
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Nous avons donc montré que tout opérateur symétrique admet un prolongement
symétrique et fermé, notamment 77*.

Un opérateur T est dit fermable si 'adhérence de son graphe Gr est le graphe
d’un opérateur. Dans ce cas, nous notons 7' l'opérateur dont le graphe est Gp. 1l
découle de ce que nous venons de discuter et notamment de (II11.7) qu’un opérateur
symétrique T est fermable et que T = T**.

Si B est un opérateur borné, et symétrique au sens que nous venons de définir, alors
il est symétrique dans le sens adopté jusqu’ici, c’est-a-dire que B* = B. Toutefois,
pour un opérateur 1" & domaine dense, le fait qu’il soit symétrique n’implique pas
en général que T* = T. Nous distinguons donc ces deux notions par la définition
suivante.

Définition III.5.2. Un opérateur autoadjoint sur H est un opérateur dont le
domaine est dense dans H tel que :

T=T"

Il découle directement de la Proposition I11.2.2 qu'un opérateur autoadjoint est
fermé. Il est notable qu’un opérateur symétrique non autoadjoint, méme fermé, n’ad-
met pas forcément un prolongement autoadjoint. Un opérateur symétrique 1" est dit
maximal symétrique s’il n’admet aucun prolongement symétrique propre, i.e. s’il
n’existe pas d’opérateur symétrique S avec T C S et T # S. Observez que tout
opérateur autoadjoint A est maximal symétrique. En effet,

ACT e TCT"

entraine

A=A*DT* DT DA,

et donc T = A.

Nous disons qu'un opérateur symétrique A est essentiellement autoadjoint si
A est autoadjoint. Nous utilisons cette notion ainsi que le résultat suivant lors de la
démonstration du théoréme de Stone (cf. Théoréme IV.3.5). La preuve de ce résultat
peut étre lue dans [Weidmann, 1980] a la page 108.

Théoréme I11.5.3. Un opérateur symétrique A est essentiellement autoadjoint si et
seulement si les sous-espaces vectoriels Im(—il — A) et Im(il — A) sont denses dans

H.

Nous revenons maintenant sur le Théoréme 111.4.3 en établissant un corollaire au
sujet du cas ou I'opérateur considéré est en fait autoadjoint.

Corollaire II1.5.4. Si A est un opérateur autoadjoint, alors les opérateur B = (I +
A%~ et C = AB ont de plus les propriétés suivantes.

a) B(D4) =Dys;

b) BLA, i.e. BAC AB;
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c) CB=BC;
d) Tout opérateur T € L(H) tel que T A vérifie TB = BT.

Démonstration. Montrons tout d’abord que B(® 4) = D 43. Observons que puisque
(I + A?)B = I, nous avons pour tout z € D 4,

(A—C)z = Az — ABx
=A(I -B)x
= A((I+A*B—B)z
= A®Buz.

Comme l'opérateur A — C est défini sur tout le domaine de A et qu’il égale sur ce
domaine A3B, il s’ensuit que I'image par B de D 4 est incluse dans le domaine de A3.
Réciproquement, si y € D 43 € D 42 = Dg-1, alors

r=Bly=(T+ A%y cDa.
Montrons maintenant que AB C BA. Pour tout x € © 4, puisque Bx € D 43,
(I + A*)ABx = A(I + A*)Bx = Ax.

Nous appliquons alors B et puisque B(I + A?)h = h pour tout h € D 42, nous
obtenons :
ABz = B(I 4 A*)ABxz = BAx.

Nous avons avec ce qui précéde que
BC = (BA)B C (AB)B = CB,

et puisque BC est défini partout, BC = CB.
Finalement, soit T € H tel que T'_A, nous avons alors en particulier

TA? C ATA C AT, (IT1.8)
et par conséquent,
TB ' =TI+ A% C(I+A)T =B'T. (I11.9)

Il découle aussi de (IT1.8) que si # € D 42, alors TA%z = A?Tx et donc Tz € D y2.
Considérons alors x € D 4 arbitraire. Par le point a) déja démontré, Bx € D 43 C D 42
et donc TBx € ® 42 = Dp-1. Il s’ensuit par (II1.9) que

TBx = BB~ 'TBx O BB 'Bx = BT'x.

Puisque © 4 est dense dans H et comme TB et BT sont continus, nous avons néces-
sairement 7B = BT O
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V. Théorie spectrale des opérateurs
autoadjoints

Nous généralisons la notion de famille spectrale et surtout la notion
d’intégrale qui s’y rapporte. Nous démontrons ensuite le théoréme
spectral pour les opérateurs autoadjoints. Dans la troisieme section,
nous traitons le théoréme de Stone.

IV.1. Intégration par rapport a une famille spectrale

Nous généralisons la notion de famille spectrale pour les besoins de la théorie

spectrale des opérateurs non bornés. A l'aide de la théorie de I'intégration de
Lebesgue, nous définissons l'intégrale par rapport a une famille spectrale pour un
ensemble trés général de fonctions. Cette définition étend celle adoptée au Chapitre
2.

Nous commencons par généraliser la notion de famille spectrale formulée dans la
Définition II.3.1 en remplacant dans celle-ci la condition iv) par la condition plus
faible suivante :

iv)’ pour tout z € H :

lim Exx=0 et lim Eyx = x.
A——00 A—ro0

Nous établissons le résultat préliminaire suivant dont la preuve a été partiellement
donnée lors de la démonstration du théoréme spectral pour les opérateurs symétriques
bornés.

Lemme IV.1.1. Soit E : R — L(H) vérifiant les points 1) et ii) de la définition d’une
famille spectrale (cf. Définition I1.3.1). Pour tout p € R, il existe des projections
E, o et Ey,_q telles que pour tout v € H,

lim Fhe = FE,,_ t lim Eyx=F .
)\% AT u—0T € ,\% AL p+0L

Démonstration. Soit € R. Pour tout x € H la fonction A — (Ejz,x) est une
fonction réelle positive et décroissante de A. Elle admet donc une limite & droite

lim (Ezz,z) = inf (Exa, z) =1,
AI{Z< AT, T) i§u< A T) = Ly
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Donc pour tout n > 0 il existe § > 0 tel que (Exz,z) — [, < %77 si0< A—pu<d. 1l
s’ensuit que, pour tous p —J < A < v < 1, nous avons :

| Eyw — E)\xHQ = <(EV - EA>2x7$> = (B, — Ex)z,z) < [(Eyx, ) — luH“lu —(Exz,z)| <.
Ainsi, par la complétude de H, la limite

lim Fyx = £, ox existe pour tout z € H.
AN

L’opérateur E, 1o ainsi défini est clairement linéaire. Il est de plus symétrique, car

pour tous x,y € H,
E ox,y) = lim (E)\z,y) = lim (x, E\y) = (z, E .
(Burow.9) = Jim (Bxz.y) = lim (@, Exy) = (2, Byuro)
11 vérifie de plus Eﬁ 1o = Eyt0, puisque pour tous z,y € H
<E121+0$7y> = <E,LL+O$7E,LL+0:U> = )\h\I‘IL <E)\JI,E)\y> = }\I\I‘I}L <E>\$7y> = <Eu+0$7y> .

Le cas de la limite a gauche est similaire. O

Soit {E)}aer une famille spectrale. Pour tout z € R, la fonction

Fp,:R— R

2
A= (BExz,z) = |[Exz]”,
est croissante et continue & gauche et vérifie de plus :

lim F,(A\)=0 et lim F,(\) = ||lz[*.
A——00 A—r00

Nous pouvons en particulier associer & chaque fonction F), sa mesure de Lebesgue-

Stieltjes pr, que nous notons dans ce contexte (B2 (cf. B.1). Nous adoptons alors

la définition suivante.

Définition IV.1.2. Soit { E)}er une famille spectrale. Une fonction u : R — C est
dite E-mesurable si elle est Hy E,y tz—mesurable pour tout z € H.

Il est important de noter que la portée de cette définition est trés grande. En
effet, toutes les fonctions Borel-mesurables sont F-mesurables pour n’importe quelle
famille spectrale E.

Notre but est & présent de définir une intégrale par rapport & une famille spec-
trale. Nous définissons, dans un premier temps, l'intégrale d’une fonction en escalier.
Considérons donc une fonction en escalier :

n

t= ZCkXIka

k=0
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ot les ¢, sont des nombres complexes et les xj, sont des fonctions indicatrices d’in-
tervalles réels non vides d’une des formes suivantes :

(ak,bk), [ak,bk), (ak,bk], [ak,bk].

Nous définissons lintégrale de t par rapport a une famille spectrale {E)}icr
comme :

k=0
E([CL, b]) = Epro0— Eq
E(la,b)) = Ey — E,
E((a,b]) = Eyro — Eato
E((a,b)) = Ey — Eqto

Nous avons pour toute fonction en escalier ¢ :

H /t()\)dEAxHQ - <chE )z ch >

= chc] (Iy)z, E(I;)x)
k=0 j=0
= Z ek (E(Ip)z, )

- / LI dpy

ou le dernier membre est une intégrale au sens de Lebesgue-Stieltjes (cf. Annexe B).
Nous avons adopter ici la convention selon laquelle, lorsque les bornes de I'intégrale
sont omises, 'intégrale est comprise sur R tout entier.

Considérons maintenant une famille spectrale {E)} er et une fonction u : R —
C E-mesurable. En se servant du Théoréme B.3.1, pour tout x € H tel que u €
Lo(R, i Ewll2)’ il existe une suite de fonctions en escaliers (¢,,)0% ; qui converge vers
u dans Lo(R, MIIEng)' Par conséquent, pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que pour
tout m,n > N

H/tn dE)\CU—/tm dE)\fU /Itn — N dpy g, 2 < €%

La suite ( Jtn(NdE )\x) o est donc une suite de Cauchy dans H. Elle converge donc
et nous définissons
/u()\)dEAm = lim [ t,(A\)dE)\x,

n—oo
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qui est indépendant du choix de la suite (t,,)02 ;.
En notant D p(,) = {z € H | v € La(R, py p, ,2)}, nous avons défini une fonction :

E(u):D—H
x /’LL()\)dE)\ib.
Nous notons également
/ w(\)dEy

cette fonction et nous la dénommons par 'intégrale de u par rapport a la famille
spectrale E. Le théoréme suivant décrit les principales propriétés de cette fonction.

Théoréme IV.1.3. Soit {E\}acr une famille spectrale et u : R — C une fonc-
tion E-mesurable. La fonction E(u) est un opérateur mormal, c’est-a-dire tel que

a) Pour tout x € Dy,

1Bl = [ uf? g,

et en fait cette indentité charactérise D g(y)-

b) Siu est bornée, alors D,y =H, E(u) € L(H) et
[E(u)]| < sup [u(M)];
AER

c) Siu(N) =1 pour tout X € R, alors E(u) = I.
d) Pour tout x € Dy,

(Bw)e,a) = [ u)dnp,
e) Pour tous a,b € C et toute fonction v: R — C E-mesurable,
aE(u) + bE(v) C E(au + bv) et D E(w+E®) = DE(|ul+]v])-
f) Siv:R — C est E-mesurable,
E(w)E(v) C E(w) et Dpwew) = Dew) NDBuw);
g) Nous avons
E(u) = E(u)* et Dpuy» =Dpw)-

h) Pour tout p € R,
E,E(u) C E(u)E,,

et nous avons l’égalité notamment si u est bornée.

42



IV.1. Intégration par rapport a une famille spectrale

Démonstration.  h). Fixons p € R arbitrairement. Pour z € D p,), considérons
une suite de fonctions en escalier

Mn

tn:ZCZXIZ n>1,
k=1

qui converge vers u dans La(R, 'MIIEWIIQ)' La projection E,, commute avec chaque E)
et aussi avec chaque E) g puisque pour tout y € ‘H

E Extoy = E\IDA E,E\xy = él\mA E\E,y = ExtoELy.

Ainsi,
Lz
E,E(u)x = Eu(nlggo / tn()\)dE)\:c> = lim. ; P EE(IP)x
Mn
= lim > GE(I})Eur = E(u)E,x.
k=1

Par conséquent, E,FE(u) C E(u)E,. Si, de plus, u est bornée, alors D) = H et
donc nous avons 1’égalité. O

Revenons a présent sur le cas ou {F)} cr est une famille spectrale au sens de
notre premiére définition. Il existe donc m, M € R tels que :

Ey =0pourtout A\<m et E\=1pourtout A > M.

Considérons également une fonction réelle continue f : [m, M| — R étendue conti-
niment a [m, M + €| pour € > 0. Nous étendons f & R en posant f(A) = 0 pour tout
A € R\[m, M + ¢]. Considérons alors une partition IT = (A\g)p_, de [m, M +¢]. La
somme

Si=" F)(Ex, — Er,_))

k=1

peut s’écrire comme l'intégrale, selon notre nouveau sens, de la fonction en escalier :
n
tH = Z f()\k)X[)\k_l,Ak)?
k=1
de sorte que :

S = / t(\)dEs.

On voit aisément que lorsque (II,,)22 ; est une suite de partitions telle que lim,_, [II,| =
0, alors la suite des fonctions en escalier trj, converge vers f dans La(RR, I EwHQ)
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pour tout x € H. Il s’ensuit par notre nouvelle définition, d’une part, et par le
Lemme I1.3.2, d’autre part, que pour tout x € H :

B(f)e = / FNEe = lim / 1, (NdEre = lim S,z = / " VaBs.

m

La nouvelle définition d’intégrale par rapport & une famille spectrale coincide donc
avec notre premiére définition.

Si A est un opérateur borné et symétrique et {FE)} cr est sa famille spectrale,
nous faisons la définition suivante. Soit u : [m, M] — C une fonction dont l’extension
a R donnée par u(\) = 0 pour tout A € R\[m, M] est E-mesurable. L’opérateur u(A)
est défini comme

u(A) = E(u) = /u()\)dE,\.
En particulier, les fonctions de A ont les propriétés suivantes.

Théoréme IV.1.4. Soit A un opérateur borné et symétrique et soit {E\}xcr Sa
famille spectrale. Soient également u,v : R — C des fonctions E-mesurables telles
que u(A) = v(A) = 0 pour tout A € R\[m, M].
a) siu est bornée, alors u(A) € L(H) et
[u(A)| < sup  |u(N)];

Ae[m,M
b) siu et v sont bornées, alors

M+e
w(Aw(A) = B(uv) = / W\ dEy;

m
¢c) u(A)* = u(A);
d) tout opérateur borné qui commute avec A commute avec u(A).

Démonstration. Les points a) a c¢) sont des conséquences immédiates du Théo-
réeme IV.1.3.

d). Soit T € L(H) tel que TA = AT Par le théoréme spectral pour les opérateurs
bornés et symétriques (cf. Théoréme 11.3.4), T' commute avec chaque E) et donc aussi
avec chaque E)1o. Pour tout z € D, (4), considérons alors une suite de fonctions en
escalier (t,)°%; qui converge vers u dans Lo (IR, N tz). Nous avons alors,

Tu(A)x = T/u()\)dEAa: =T li_}In /tn()\)dE)\l‘

n—oo

Mmn Mn
= lim TkzockE(Ik)x = nlgnolo]czockE(Ik)Tx

= /u()\)dEATx = u(A)T,

et donc Tu(A) = u(A)T. O
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IV.2. Théoréme spectral pour les opérateurs autoadjoints

Nous abordons dans cette section le théoréme principal de ce chapitre. Il existe
plusieurs démonstrations basées sur des considérations en apparence trés différentes
de ce théoréme. Nous exposons ici essentiellement la preuve de Riesz et Lorch
comme rapportée dans [Riesz, 1955].

La démonstration que nous présentons donne une grande importance au résultat
suivant.

Lemme IV.2.1. Soit
Hi,Hoyoo o, Hiy - -

une suite de sous-espaces vectoriels fermés de ’espace de Hilbert H, orthogonauz
deux a deux et dont la somme égale l'espace entier H. Désignons par x; la projection
d’un élément quelconque x € H sur H;.

Soit

A1, Asg, A

une suite d’opérateurs telle que pour tout i la restriction Aily, @ Hi — H; est un
opérateur borné et symétrique sur H,;.

1l existe un unique opérateur autoadjoint A : D4 C H — H qui pour tout i =
1,2,... coincide sur H; avec A;. Son domaine est constitué des éléments x € H pour

lesquels la série
(o]
D A
i=1

converge, et pour ces x .
[e8)
=1

Démonstration. Observons tout d’abord que 'opérateur A ainsi défini est linéaire.
Son domaine est dense dans H car pour tout x € H et pour tout € > 0 il existe

N > 1 de sorte que :
N
Y
i=1

et clairement Zf\i 1Ti € Da. De plus A est symétrique, car par la continuité et la
linéarité du produit scalaire, et du fait que les H; sont orthogonaux deux & deux,

<e,

pour tous z,y € D4,

<A$7y> = Z <Aixi7yi> = Z <~75i7Aiyi> = <vay> :

i=1 i=1
Afin de montrer que 'opérateur A est en fait autoadjoint, montrons que © 4 = D 4+.
Dans ce but, considérons un élément quelconque y € D g« du domaine de A*. Pour
tout élément x € D 4, nous avons

(Az,y) = (z, A%y),
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et donc en décomposant par rapport aux H;

e 9] [e.9]

D (A yi) = (@i (A)i) -

=1 =1

En particulier, quelque soit j > 1, nous avons pour tout = € H; que :
(Ajz,y;) = (z, (Ay);) -
Or, A; est supposé borné et symétrique sur H;, et donc nécessairement :
(A%y); = Ajy; € Hj. (Iv.1)

Il découle alors du théoréme de Pythagore que

[e.9]

o0

D 1Al = (A )ll* = A%,
i=1 i=1

et ainsi y € D4 et donc, comme y est arbitraire dans © 4+, nous avons D4 = D 4+.
Montrons finalement 1'unicité d’un tel opérateur autoadjoint. Soit A’ un opérateur

autoadjoint qui coincide sur H; avec A; et cela pour tout ¢ = 1,2,.... En tant

qu’opérateur autoadjoint, A’ est fermé et se trouve donc étre défini en chaque x € H

pour lequel la série

Z Az, (IV.2)
i=1

converge. La série égale dans ce cas A'x. Or A'x; = A;x; et la convergence d’une
série d’éléments orthogonaux et équivalente & la convergence de la série des carrés
des normes. Ainsi, I’ensemble des = pour lesquels la série (IV.2) converge égale © 4
et pour ces x nous avons clairement :

Az = Az.

Cela signifie que A C A’, mais puisque A est autoadjoint et par conséquent maximal
symétrique, nécessairement

A=A O

Le lemme suivant est en quelque sorte la réciproque du lemme qui précéde. Ce
résultat permet de déduire le théoréme spectral pour les opérateurs autoadjoints du
théoréme spectral des opérateurs symétriques.

Lemme IV.2.2. Soit A un opérateur autoadjoint sur H. Il existe une suite
Hi,Hoy oo s Hay - -

de sous-espaces vectoriels fermés de H, orthogonaux deuz & deux, dont la somme égale
Uespace entier H, telle que la restriction Aly, : Hn — H, de A est un opérateur
borné et symétrique sur H,. En outre, la restriction a chaque H,, de tout opérateur
borné T tel que T_A est un opérateur borné sur H,,.
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Démonstration. Considérons les opérateurs du Théoréme 111.4.3 :
B=(I+A%)"1 e C=AB=A(I+A*""

L’opérateur B est borné symétrique est tel que 0 < B < I. Par le théoréme spec-
tral pour les opérateurs bornés et symétriques (I11.3.4), B admet une unique famille
spectrale {F}aer ayant pour bornes 0 et 1 de sorte que :

1+¢
B= / \dF).
0

Montrons que la famille spectrale de B est en fait continue en A = 0, ¢’est-a-dire que
pour tout x € H Fyyor = limy\ o Fz = Fyr = 0. Commengons par rappeler que,
par le Théoréme I1.3.4, la limite forte Fyyg existe. Or, pour tout A > 0, il existe une
suite une suite réelle (u,)22; qui converge vers 0 et telle que 0 < p1,, < A pour tout
n > 1. Puisque F\F),, = F),, pour tout n > 1, nous avons par la continuité de F
que pour tout z € H :

F/\FOJrOa? = lim F/\FNHZL‘ = F0+0:E.
n—r00

Il s’ensuit que pour toute partition IT = ()7, de [0,1 + €], nous avons :

m
StForo = Y Ae(Fy, — Py ,)Foto

]
m

= M (Foro — Fo) + > M(Foro — Foro)
=2

= A Foto.

Ainsi en laissant |II| — 0, nous obtenons BFy.o = 0. Comme BB~! = I, il s’ensuit
que
Fyio =B 'BFy0 = 0. (IV.3)

Nous définissons alors les projections suivantes :
P=F4y.,—F1 e PFP,=F.—Fi1 pourn>2.
2 n n+1

Notons H,, les sous-espaces vectoriels fermés Im P, associés & ces projections. Ces
sous-espaces vectoriels sont orthogonaux deux a deux et leur somme égale H car,
par (IV.3), nous avons

(o]
Y Pu=Fiic—Fypo=1I
n=1
Il nous faut a présent montrer que A restreint & H, est un opérateur borné et

symétrique pour chaque n > 1. Par le Lemme I11.3.3, si P,_A, alors P,AP,, = AP,.
Dans ce cas, si nous montrons que 'opérateur AP, est partout défini et borné, le fait
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IV. Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints

que A est autoadjoint implique alors que la restriction de A & H,, est un opérateur
symétrique sur H,,. Il nous suffit donc de voir que P,_A et que l'opérateur AP, est
partout défini et borné.

Pour ce faire, nous nous référons au Corollaire 111.5.4 qui nous dit que B_A et
CB = BC. Puisque C commute avec B, il découle alors par le point b) du théoréme
spectral pour les opérateurs bornés et symétriques (Théoréme 11.3.4) que C commute
avec chaque F) et donc avec chaque P,. Par le point d) du Théoréme IV.1.4, C
commute aussi avec toutes les fonctions F-mesurables de 'opérateur B. Considérons
alors les fonctions s, : [0,1] — R définies pour tout n > 1 par :

1 11
_ [ 3 siAE )
sn(}) { 0 sinon.

Ces fonctions sont évidemment F-mesurables et bornées. Par le Théoréme 1V.1.4,

1
5 (B) = /0 sn(\)dFy

est donc un élément de £(#H) et nous avons

n+l’n

1
Sn(B)B = Bsn(B) :/ )\Sn()\)dF)\ = /X[ 1 1)dF/\ = Pn.
0
Il s’ensuit que
AP, = ABs,(B) = Cs,(B),

ce qui montre que AP, est partout défini est borné, car Cs,(B) l'est. Par ailleurs,
comme B_A

P,A=s,(B)BA C s,(B)AB = s,(B)C.
Puisque C commute avec s, (B), nous avons obtenu
P,A C s,(B)C=Cs,(B) = AP,,

c’est a dire P,_A.

Considérons finalement un opérateur T' € L(H) tel que T_A. Il découle du point
d) du Lemme II1.5.4 que TB = BT Par le Théoréme IV.1.4, T commute donc avec
chaque fonction de B, et donc avec chaque P, = Bs,(B). Ainsi, nous avons bien
P, TP, =TP,. Ceci termine la preuve du lemme. O

Nous sommes & présent en mesure d’énoncer et de démontrer le théoréme spectral
pour les opérateurs autoadjoints.

Théoréme IV.2.3. Soit A un opérateur autoadjoint. Il existe une unique famille
spectrale {Ex}er telle que
A= / AE),.

En outre, tout opérateur borné T tel que T A, commute avec chaque E).
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Nous appelons {E)}er, la famille spectrale de A.

Démonstration. Nous montrons l'existence. Par le Lemme 1V.2.2, il existe des sous-
espaces vectoriels fermés

Hi,Hoyo oy Hay oo

orthogonaux deux & deux dont la somme égale ’espace H tout entier pour chacun
desquels la restriction A,, de A & H,, est un opérateur défini partout, borné et symé-
trique sur H,. Par le théoréme spectral pour les opérateurs bornés et symétriques,
il existe pour chaque n > 1 une unique famille spectrale sur H,, que nous désignons
par {E) »}aer, de sorte que

My +e
A, = / AdE) .

Mn

Maintenant, pour tout A € R, chaque F) , est un opérateur borné et symétrique
sur H, en tant que projection. Il existe donc par le Lemme IV.2.1 un opérateur
autoadjoint Fy qui se réduit en chaque H,, a F) ,. Pour tout A € R, nous montrons
que le domaine de F) égale 'espace entier H. En effet, pour tout x € H, en notant
Iy, sa projection sur H,, il découle du fait que la norme d’une projection égale 1 et
du théoréme de Pythagore que

m m m
S 1B wzal” < Y Nl = || 2
n=1 n=1 n=1

Ainsi en laissant m — 00, nous obtenons par la continuité de la norme que

2

)
D B nznl* < 2],
n=1

et donc x € Dp,. Puisque E) est autoadjoint, son graphe est fermé et comme il est
défini partout, il est donc borné. C’est donc un opérateur borné et symétrique. Nous
montrons ensuite que E/Q\ = F)\ et avec ce qui précéde, cela nous assure que E) est
une projection. En effet, pour tout n > 1 et pour tout x,, € Hy,

2 2
Exz, = E/\mxn = E)\nxn = E\Tp.

Les opérateurs autoadjoints E; et F/y coincident donc sur tous les H,,. Ainsi, néces-
sairement E/Q\ = F).

Montrons maintenant que pour tout A < u, nous avons E\ < E,. A cette fin,
considérons x € H et ses projections x,, dans chacun des H,,. Nous avons

m m m
<(E)\ - E,u) Z o Z xn> = Z <(E)\,n - E/,L,?‘L)xn7 xn> >0,
n=1 n=1 n=1

et donc, en laissant m — oo, par la continuité de £\ — F, et du produit scalaire,

((Ex — Ey)zx,z) > 0.
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Nous montrons ensuite que la famille {E)}\cr est fortement continue a gauche.
Par le Lemme IV.1.1, pour tout p € R, la limite ponctuelle & gauche E),_( est une
projection. Il suffit de voir que E,,_¢ et E, coincide sur chacun des H,. Ceci est
évident, puisque pour tout z,, € Hy,

E, oz, = lim Eyz, = lim E) ,x, = E, nz, = E,x,.
“w n n ndn undn udn
A A

Pour montrer que {E)} cr est une famille spectrale, il reste a voir que, pour tout
x e H,
lim Eyx=0 et lim Fyz =ux. (IV.4)
A——00 A—00
Rappelons tout d’abord que pour chaque n > 1, la famille spectrale {E) , }rcr est
bornée par les bornes m,, et M,, de A,. Fixons x € H et soit € > 0. Notons toujours
Ty les projections de x sur chaque H,. Il existe N. > 1 tel que

oo
| > o

n=N:+1

<e,

et comme || Ey| =1,

Ne [e’e)
1Bl < || 32 Baoal |+ |Bx Y @
n=1 +1

Ne
< H Z E)\’nl‘n
n=1

n=INe

te. (IV.5)

En posant m. = inf;<,<n_. m,, nous avons 27]1\721 Ey pxy, = 0 pour tout A < me. 11
découle alors de (IV.5) que

|Exz| < e pour tout A < m,,
ce qui montre la premiére assertion de (IV.4).

D’autre part pour tout € > 0, il existe N. > 1 tel que H ZZO:MH an < %E et
donc

N¢ fe’e)
1Bz = all |3 Bxnn — || + | (B =1) 3w
n=1 n=N:+1

N¢ 00
< ZE)\,nxn_SUn +2H Z Ln,
n=1 n=N:+1
Ne
< Z E\xnxy —xp|| + €. (IV.6)
n=1
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Ainsi, en posant M, = maxj<p<n. My, nous avons

N. N.
ZE/\,nﬂ?n = an pour tout A > M,

n=1 n=1

et il découle alors de (IV.6) que
HE)\ZC — x” < e pour tout A > M..

Ceci montre donc la deuxiéme assertion de (IV.4).
Nous montrons ensuite que la famille spectrale { E)}\cr vérifie

A= /)\dEA.

Le Théoréme IV.1.3 nous assure que [AdE) est un opérateur autoadjoint puisque
u(A) = A est & valeurs réelles. Il nous suffit donc, par le Lemme IV.2.1, de voir que
[ AdE) et A coincide sur les H,,. Pour voir cela, observer que pour tout z, € Hy, si
(t1);2, est une suite de fonctions en escalier donnée par

Pl
t = Zréxlk pour tout [ > 1,
k=1

qui converge vers u(\) = A dans Ly(R, MHEwan)’ alors

n
/)\dEAa:n = lim /tl(/\)dEAxn = lim ZTZE(I,Q)QU”
=0 l—00 Pt

p1

= i LB, (I n:/)\dEnn
lggo;% (k)l’ A,nT

My +e
— / MNE) py = Anttn = Ay,

Mn

ol nous avons utilisé le fait que si, par exemple, I = [a, b], alors
E(l)xn = (Epro — Ea)xn = (Eypon — Ean)rn = En()xy.

Finalement, considérons un opérateur T € L(H) tel que T_A et montrons que T
commute avec chaque E). Par le Lemme IV.2.2, pour chaque n > 1, la restriction
T, de T a H,, est un opérateur sur H,, c’est-a-dire T,, € L(H,,). Sur chaque H,,
lopérateur T,, commute alors avec A,, dans le sens ou A,T,, = T, A,. Par le théoréme
spectral pour les opérateurs bornés et symétriques (cf. Théoréme 11.3.4), chaque T,
commute alors avec E) , pour tout A € R. Il s’ensuit que pour tout A € R et pour
tout z € H, nous avons

n n
TEye =T lim kz Exntn = lim kz ExnTyw, = ExTi.
=1 =1

Reste a montrer 'unicité!! O
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IV. Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints

Comme nous 'avons fait pour les opérateurs bornés et symétriques, nous définis-
sons une fonction d’un opérateur autoadjoint. Soient A un opérateur autoadjoint et
{Ex}rer sa famille spectrale. Pour toute fonction E-mesurable u, nous adoptons la
notation suivante

u(A) = E(u) = /u()\)dEA.

Le résultat suivant établit le lien entre les valeurs propres d’un opérateur autoad-
joint et sa famille spectrale.

Théoréme IV.2.4. Soient A un opérateur autoadjoint sur H et {Ex}xcr sa famille
spectrale. Il existe Kk € R et x € H, x # 0 tels que Ax = Kz si et seulement si
{E)}er nest pas fortement continue en A = k. En outre,

ker(A — kI) = Im(E,40 — Ex).

Démonstration. =. Soient k € R et x € H, x # 0 tels que Ax = kz. Nous avons
par le point a) du Théoréme IV.1.3 que

0= 4 = kel = [ 1A=l diy o

Par conséquent, la fonction A — |\ — k| est nulle presque partout par rapport a la
MESUTe [iyp o2 Il s’ensuit que la fonction A — E)z est constante sur (—oo, k) et
sur (k,00). Nécessairement, nous avons Eyz = 0 pour tout A < k et Eyxz = x pour
tout A > k. Ainsi, {E)}er n'est pas fortement continue en x et ker(A — xI) C
Im(Ex+0 — Ex).

<. Réciproquement, si x € Im(Ey+¢ — Ex), nous avons clairement

(A= Dl = [ 3= il di g2 =0,

et donc ker(A — kI) O Im(E.+o — Ex). De plus, si {E)}rer n'est pas fortement
continue en A = k, alors Im(E,19 — Ex) # {0} et donc il existe z € H, = # 0 tel que
Azr = Kx. O

Le théoréme précédent s’applique, en particulier, au cas ou A est en fait borné
et symétrique. Dans ce cas aussi, les valeurs propres de l'opérateur sont les points
de discontinuités de sa famille spectrale. Les espaces propres associés sont les sauts
correspondant de la famille spectrale.

Exemple IV.2.5. Nous continuous I’Exemple 11.3.7 et déterminons maintenant la
famille spectrale d’un certain opérateur sur La(R, 11). Nous commengons par définir
une famille spectrale avant de montrer & quel opérateur elle est associée.

Nous montrons que la famille d’opérateurs sur Lo(R, p1) définis par

Exf = X(—0on)f pour tout A € R et pour tout f € La(R, p),
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est une famille spectrale. Chaque F est clairement une projection et nous voyons
aisément que si s < t, alors pour tout f € La(R, p)

(Bt — E5)f, ) =/(X(—oo,t)(lf)—X(—oo,s)(ff)) |f($)|2du($)=/ |f(@)[* dp(z) > 0,

et donc Ey < Ej.

Nous montrons maintenant que la famille {E)} est fortement continue a gauche.
Soient t € R et (a,)22; une suite réelle positive telle que lim;,_ o a, = 0. Nous
avons, pour tout f € La(R, p),

IE: = a2 = [ (4 oe ()= X (@) @) P (o) pour tout € %
Ainsi, puisque pour tout x € R, d’une part,
0 < (X(—0e)(®) = X(—00t—an)(@)) [f (@) < |f(2)]*  pour tout n > 1,
et d’autre part,
(X(—00.)(®) = X(—00t—a)(@)) [f(@)[* — 0 lorsque n — oo,
il découle du théoréme de convergence dominée (cf. Théoréme B.2.5) que
(Bt — Et—q,)f — 0 lorsque n — oc.

Comme la suite a,, est arbitraire, nous avons, pour tout f € Lo(R, i), que

limE,f = E:f.
81}% f tf

De la méme fagon, puisque pour tout = € R,

X(eot)() — 0 lorsque £ — —oo, et

X(=oo,t) () —> 1 lorsque t — oo,
nous obtenons par le théoréme de convergence dominée que, pour tout f € La(R, p),
lim Eyf =0 et lim Ef=f.
t——o00 t—o00

La famille { E'\ } xcr est donc bien une famille spectrale. Nous nous proposons donc
de calculer l'opérateur autoadjoint :

X = //\dE)\.
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Pour toute fonction en escalier t = )’ cxx1, nous avons, pour tout f € La(R, 1)
et tout x € R,

( / HO)Ey f)a: _ <§n:ckE(Ik) f>x (IV.7)

k=0
=Y o (@) f (@) (IV.8)
k=0
= t(x)f(z). (Iv.9)

Par conséquent, en notant idg 1'identité sur R, nous avons
Dx ={f € L2(R, p) | idr f € La(R, p)}
et pour tout f € Dy,
Xf(z)=idrf(z) =z f(z) pour tout z € R.

En effet, soit f € Dx. Il existe une suite {t,}, de fonctions en escaliers telle que
tn(A) converge vers A dans Lo(RR, ,U,HE)\fIIZ), i.e. telle que

/R\tn(/\) AP dpyp 0 (1= ).

Maintenant, par (IV.7),
(X)) = Tim (tf) (@)

et l'on sait que cette limite existe dans La(R, 1) par définition de X f et qu’elle est
indépendante de {t,},. Or cette limite est précisément xf(x) :

0= lim /thn(A) = AP dpy g, g2

= fim, /]R tn(A) = AP LSOV du(N)
=B / £V ) = APV dp(V),

car [|ExFI2 = [X, 1f @)]? dia() et done dpy 52 = 4k I EASI? du(X) = |F V] du(N).

IV.3. Théoréme de Stone

Nous abordons dans cette section les groupes unitaires a un paramétre et le théo-
réme de Stone. Ce résultat mathématique posséde une trés belle interprétation en
mécanique quantique que nous discutons au chapitre suivant.
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Nous commengons par définir la notion d’opérateur unitaire sur un espace de
Hilbert H. Un opérateur U sur H est unitaire s’il est surjectif et si pour tous
x,y €H,

(Uz,Uy) = (z,y) .
Un opérateur unitaire est de norme 1. De fagon équivalente, un opérateur U € L(H)
est unitaire si

uur =1.
Un opérateur unitaire U est bijectif et son inverse égale son adjoint, i.e. U* = U~L.

Remarque I'V.3.1. Vue entre deux espaces de Hilbert quelconques, la notion d’opé-
rateur unitaire correspond au concept d’isomorphisme associé a la structure d’espace
de Hilbert. En d’autres termes, les opérateurs unitaires entre espaces de Hilbert re-
présentent exactement les fonctions qui conservent complétement la structure de ces
espaces.

Nous définissons maintenant 1’objet d’étude de cette section.

Définition IV.3.2. Un groupe unitaire (4 un paramétre) est une fonction
U:R — L(H) telle que U(t) = Uy est unitaire pour chaque ¢ € R et

Up=1 et UlUs;=Us pourtoust,secR.

Un groupe unitaire a un parameétre est dit fortement continu si, pour tout z € H,
la fonction

Uz:R—H
t— Ut.fL'
est continue.

Il découle directement de la définition d’un groupe unitaire que pour tout groupe
unitaire {U; }1er nous avons

U_y = (U)* = (Uy)~ L.

Observer aussi que, si nous demandons & un groupe unitaire {U; }er d’étre faible-
ment continu, dans le sens ou pour tous x,y € H, la fonction

(Uz,y):R—>R
s <Ut$,y>

est continue, alors le groupe unitaire est, en fait, fortement continu. En effet, cela
découle du fait que pour tout x € H et pour tout t € R

[Ua(t) = Uz (s)|* = |Usa|® + |Usa||* = (Up, Us) — (Usa, Usar)
= 2||z||* = (Us—sz, ) — (Us—s, 7)
— 0 lorsque s — t.

L’objet que nous définissons maintenant est au cceur de la notion des groupes
unitaires fortement continus pour des raisons qui seront éclaircies par la suite.
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Définition IV.3.3. Soit {U; };cr un groupe unitaire fortement continu. Le généra-
teur infinitésimal de {U,};cr est Uopérateur G défini sur le domaine

Deg={reH| %gl(l) %(Bt — Iz existe}
par
Gz = }%%(Bt —Ix.
Nous commencons par établir le résultat suivant.

Théoréme IV.3.4. Soient A un opérateur autoadjoint sur H et {Ex}xcr sa famille
spectrale. La formule

U; = eitA — /eit)‘dEA pour tout t € R

définit un groupe unitaire fortement continu dont le générateur infinitésimal égale
1A. En outre, si x € D 4, alors Uyx € D 4 pour tout t € R.

Démonstration. Par le Théoréme IV.1.3, comme la fonction u(\) = e®* est bornée

pour tout t € R, Uy € L(H) et de plus, pour tout ¢t € R,
Uy = / e JE)y = / e TNE\ = U_y,

et donc,
UU; = UU_y = /eiw‘e_iw‘dE/\ = /1dEk =1

Ainsi, chaque U; est unitaire et nous avons aussi, pour tous ¢, s € R,

UUs = /eit’\eis’\dE,\ = /ei(HS))‘dE)\ = Upys.

Par conséquent, {U; }1er est un groupe unitaire. Nous montrons qu’il est fortement
continu. Puisque nous avons pour tous x,y € R I'identité

. . . :L'—
‘e” — ely’ = 2 |sin

il s’ensuit que pour tout s,t € R par le Théoréme 1V.1.3

. , 2
Uiz — Usz|)* = H /(e”)‘ - e“’\)dEAacH
:/ [

2
it S
—e ‘ TN

2

(t—s)A
CUIONAIER

2

sin
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Or, comme
2

<1 et lim
s—t

2

(t—s)A _o,

2

t—s)\
sin sin Q

il découle du théoréme de convergence dominée (Théoréme B.2.5) que
lim ||Upz — Ugy|| =0
s—t

et comme = € H est arbitraire, {U; }4cr est fortement continu.
Montrons maintenant que le générateur infinitésimal G de {U;}ser égale I'opéra-
teur ¢A. Pour commencer, observons que pour tout = € ® 4 et tout ¢t # 0,

/‘ ¢ = 1) i iy

-

Or, comme

il s’ensuit que

1 .
z(eltA —1)—i\ =0. (IV.10)

. L . . it
Par ailleurs, par le théoréme des accroissements finis | 1‘ < || et donc

2

—(@ = 1) =X < (A +IA)? = 40% (Iv.11)

;

De plus, la fonction 4\? est u”Eng—intégrable pour tout x € ® 4, car, par définition
de D 4,

Ainsi, il découle de (IV.10) et de (IV.11) par le Théoréme de convergence dominée
que pour tout x € D 4,

t—0 t—0

1
lim H h(Ut —1I)— ZA

A
_hm/‘t t — i\ d“HE 2|2

et donc
Gr = hr% (Ut Iz = iAx pour tout = € D 4.

Nous avons ainsi obtenu G D iA. Pour avoir G = ©A, il reste a voir que Dg C D 4.
Dans ce but, considérons z € D¢, c’est-a-dire x € H tel que la limite

| U, iste.
tg%(t Iz existe
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Pour un tel x, nous avons également l’existence de la limite suivante :

2 . |11 2
=gy 1]

1, ?

— 1 - it _ 1

lim / t(e YdE\x
S H zt)\
= thj?}o/ ’ ; d“HEmF'

Comme nous avons

- ) 2 _ 2

lim ‘ (e 1)‘ =\

t—0 1t

il découle du Lemme de Fatou (cf. Théoréme B.2.4) que

/)\QduE 2 < hmlnf/’ et — d'uHEMIIZ =||Gz|?.

t—0

La fonction u(A) = A\ appartient donc a La(R, YN tz) et donc x appartient au
domaine de A. Nous avons finalement obtenu G = ¢

Montrons finalement que si x € ® 4, alors Uz € ”D A pour tout ¢ € R. Pour ce
faire, observons tout d’abord que par le point h) du Théoréme 1V.1.3, E\U; = U E)
pour tout ¢t € R et pour tout A € R. Ainsi, comme de plus, chaque U; est unitaire,
nous avons pour tout A € R et tout t € R

|Ex(U2)||? = (ExUpz, E\Uz) = (U;Exz, UyExz) = || Exz|

Il s’ensuit que

2 _ 2
/A Wy (i) 2 = /A W > < O

et donc Usx € D 4. O

Théoréme IV.3.5 (Théoréme de Stone). Soit {U; }1er un groupe unitaire fortement
continu. Il existe un unique opérateur autoadjoint A tel que

U, = e't4 pour tout t € R.

En outre, Us_ A pour tout t € R.

Démonstration. Si A est un opérateur autoadjoint tel que U; = e®4 pour tout ¢t € R,
alors il découle du Théoréme 1V.3.4 que iA est le générateur infinitésimal du groupe
unitaire {U;}ier. Ceci montre I'unicité et nous fournit par la méme occasion une
opportunité de montrer l'existence d’un tel opérateur autoadjoint.

A présent, nous notons G le générateur infinitésimal de {U;}¢cr et nous posons
A = —iG. Nous allons montrer que A est essentiellement autoadjoint et que U; = €4
pour tout ¢ € R. Sous ’hypothése de la validité de ces résultats, nous avons que iA
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est le générateur infinitésimal de {U;};er. Par conséquent, iA = G = iA et donc A
est autoadjoint. Il s’ensuit alors que, pour tout ¢t € R,

Ut — eitA — eitA

D 4 est dense dans H. Notons C§°(R) les fonctions de R vers R qui sont infiniment
différentiables & support compact. Pour chaque ¢ € C§°(R) et pour tout x € H, la
fonction de R dans H

s = ¢(s)Usx

est continue par le Théoréme C.2.2. En nous référant & I’Appendice C, nous formons
pour chaque x € H et pour chaque ¢ € C§°(R) I’élément

o
To= | o(s)Usxds,

a

ou le support compact de ¢ est inclus dans I'intervalle fermé et borné [a¢, b¢]. Nous
sous-entendons par la suite les bornes de 'intégrale. Nous formons I’ensemble

HC{;"(R) = {x¢ EH|xeHet pcCP(R)}.

Pour tout z4 € Hcgo (R), ous avons pour tout ¢ € R avec ¢ # 0, par le Lemme C.2.1,
que

HU = D)y = [ 6(5)Uss — Uy
= /¢(s — t)Uszgds — /¢(3)st¢ds
— / (¢(3 — t) — ¢(S))st¢d5.

Il est aisé de voir que pour toute suite réelle (t,,)0; telle que ¢, # 0 pour tout n > 1
et lim,_ .~ t, = 0, la suite de fonctions de R dans H

s+ ti(d)(s —tn) — ¢(s5))Uszy, n>1,

n

converge uniformément vers la fonction continue
5 —> —gb/(s)USacqg,
lorsque ¢, — 0. Ainsi, par le Théoréme C.2.3, il s’ensuit que
1 /
%1_1()1(1) ;(Ut —DNzy=— / @' (s)Usxds € H,

et puisque x4 est arbitraire dans 7‘[()30 (R), OUS avons Hcgo ®) € D¢. Nous montrons

a présent que Hcgo (r) est dense dans H. A cette fin, considérons une suite (Dn) 4
de fonctions dans C5°(R) avec les propriétés suivantes, pour tout n > 1,

1
¢n(s) > 0 pour tout s € R, ¢,(s) =0si [s]| > — et /gbn(s)ds =1.
n
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IV. Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints

Pour une telle suite, nous avons pour tout z € H par le Théoréeme C.2.2 et par la
continuité forte du groupe {U;}+cr en t =0

|zg, — x| = H /qﬁn(s)(Us — DNads|| < /qﬁn(s)ds sup  ||(U; — D] 222 .
te

[=5on]

La suite (x4,)5>; converge donc vers x dans #H et puisque x est arbitraire, nous
avons que ’adhérence de 7-[030 ®) égale H. Le domaine de G qui égale le domaine de
A est donc dense puisqu’il contient Hose(r)-

A = —iG est symétrique. Soient x,y € D4 = D. Nous avons

. .. 1
(, Ay) = i (@, Gy) = limi(z, 2 (U = D)y)
.1 . 1
= %g%l<¥(U_t —Dz,y) = —z%g%<_—t(U_t — Dz, y)

= —i(Gz,y) = (Az,y) .

Im(+il — A) est dense dans H. Considérons z € (Im(il — A))L = ker(il + A*).
Observons maintenant que pour tout y4 € HCgO(R) et pour tout £ € R, nous avons

Uys = /gb(s)UHsyds = /gf)(s — t)Usyds, (IV.12)

et donc Upyy € Heger) € D Puisque A*r = —ix, il s’ensuit que

d 1
& <ZL’, Uty¢> = }ILIE;% E ( (ZL’, Ut+hy¢> - (ZL‘, Uty¢> )

- (o s i)
= (2, GUryy) = (G"z, Uryy)
= (—iA%x, Upyy)

= - <~’~’3, Utyqb) .

Ainsi, la fonction f(t) = (x, Uy,) est solution de I'équation différentielle f/ = —f
dont la solution générale est f(t) = f(0)e~t. Or, puisque U; est unitaire et donc
|U|| = 1, la fonction |f(t)| = |[(x, Urye)| est bornée par ||z|| ||ys||. Donc, nécessaire-
ment (x,ye) = f(0) = 0 et comme yy4 est arbitraire dans Hge(r) qui est dense dans
H, cela implique que z = 0. Nous avons donc obtenu que 1'adhérence de Im(il — A)
égale H et 'assertion analogue pour Im(—il — A) s’obtient de fagon similaire. Par le
Théoreme I11.5.3, 'opérateur A est donc essentiellement autoadjoint.

U, = €4, Puisque A est autoadjoint, il découle du Théoréme IV.3.4 que la
formule,

Vi = eitA pour tout t € R,
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IV.3. Théoréme de Stone

définit un groupe unitaire fortement continu dont le générateur infinitésimal est i A.
Fixons maintenant x € Heeo(r) © D4 € D4. Le Théoreme IV.3.4 nous dit aussi que
Viz € D4 pour tout £ € R et donc

1 1 _
lim —(Viep — Vi)x = lim —(Vj, — ) Vix = i AV,
wy (Ve = Ve = i (Vh = Ve = iAViw
Puisque, nous avons aussi Upz € Heee(r) pour tout ¢ € R par (IV.12), il s’ensuit que

. .1 1
%1;% [(Utrh = Vign) — (U = V) ]z = ,1112% E(UlH*h - Uz — }lllg% E(VHh -V

Par conséquent, comme Uz — Viz € D4,

d .1
3 10z — Viz||* = Jim - ([Uern = Virn) = (U = Vo)]z, (Uen — Virn)z)
.1
+ ’lllg%) 7 <(Ut - Vi)z, [(Ut+h — Vign) — (Ur — Vt)]$>
= i<Z(Ut - Vi)z, (U — V})x) —1 <(Ut — V), A(U; — V})a:>
puisque A est autoadjoint. La fonction g(t) = ||(U; — V;)z||* est donc constante sur
R. Or, comme g(0) = ||(Uy — Vp)z||* = 0, nécessairement

Uiz = Viz pour tout & € Heeo(r) et pour tout ¢ € R.

Mais comme Hceo(g) est dense dans H et que Uy et V; sont fortement continus, nous
avons finalement o
Uy =V, = e,

Ui A. Par le point f) du Théoréme IV.1.3, nous avons, pour tout ¢ € R, a la fois

U, A C / NN E)

AU, C / A" dE, .
Ainsi, puisque Dy, 4 € D 4y, nous avons

UiA C AU;. U
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V. Evolution en mécanique quantique

Nous exposons dans ce chapitre une interprétation donnée par la
physique quantique des résultats établis dans le chapitre précé-
dent. Dans la premiére section, nous montrons en quoi les résultats
du chapitre précédent contribuent & la formalisation de cette théo-
rie physique. Dans la deuxieme section, nous abordons une applica-
tion simple du théoréme de Stone.

V.1. Postulats de la mécanique quantique

La mécanique quantique étudie les systémes physiques de petites dimension, i.e.
dés I'échelle atomique. Une formulation précise de la théorie et de son champ
d’application sortirait largement du cadre de ce travail.

Ce qui nous concerne dans ce chapitre est le fait que la mécanique quantique
donne un sens physique a la théorie mathématique développé dans les chapitres
précédents. Les théorémes mathématiques prennent dans ce cadre une signification
physique et nous renseignent sur le comportement des objets de la mécanique
quantique.

La mécanique quantique étudie des systémes physiques appelés dans ce cadre sys-
témes quantiques. Une configuration d’un systéme quantique & un instant donné
est appelée un état. Une grandeur physique mesurable (associée & un appareil de
mesure) d’un systéme donné est appelée une observable.

Les postulats Sur une base expérimentale, certaines considérations sur la structure
des états et des observables pour un systéme quantique peuvent étre faites. Il en
découle les postulats suivants pour tout systéme quantique.

Postulat | A tout instant, I’état du systéme est représenté par un vecteur v # 0
d’un espace de Hilbert complexe séparable H. De plus, pour tout ¢ € C\{0}, le
vecteur cy représente le méme état que le vecteur ¢. Les états du systéme sont ainsi
en bijection avec les rayons

{cy | c€e C} CH pour ¢p € H\{0},

ou encore avec les projections P, associées a ces sous-espaces unidimensionnels.

Postulat Il Tout observable A est représentée par un opérateur autoadjoint A.
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V. Evolution en mécanique quantique

Postulat Il Le résultat d’'une mesure de I’'observable A ne peut étre qu'un nombre
réel A\, valeur propre de 'opérateur A.

Postulat IV Sile systéme est dans 1’état 1) a I'instant ¢, alors la probabilité d’obtenir
la valeur A lors de la mesure de 'observable A & I'instant ¢ est donnée par :

P
Proby {mesure de A vaut \} = (¥, Py)

(¥, 9)

ou P) est la projection sur le sous-espace propre de A associé a .

Postulat V La valeur moyenne, prise sur un grand nombre de systémes identiques
préparés dans le méme état 1), de 'observable A est donnée par :

A
e = %, w?‘

Postulat VI Si le systéme est dans 1’état 1, alors immédiatement aprés la mesure
de A ayant donné la valeur A, le systéme est dans ’état ¢ = P\1), et ¢ est donc un
vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Postulat VII 1l existe un opérateur autoadjoint H qui représente I’énergie du sys-
téme et tel que ’évolution temporelle est donnée par ’équation de Schrodinger

d
th—1 = Huy,
ou Y représente ’état du systéme a l'instant ¢ et /i est la constante de Planck.

Quelques commentaires Sans véritablement chercher a fonder ces postulats sur
des considérations plus fondamentales, nous faisons quelques commentaires dans ce
sens sous la lumiére du théoréme spectral (cf. Théoréme 1V.2.3) et du théoréme de
Stone (cf. Théoréme IV.3.5).

Distribution des valeurs d'une observable Considérons un systéme quantique
et notons H l'espace de Hilbert séparable des états. Le systéme est dans 1’état
1 € H\{0} normalisé, ie. ||| = 1. Nous nous intéressons a une observable .4
représentée par un opérateur autoadjoint A. Nous notons {F)} cgr la famille spec-

trale de A de sorte que
A= /)\dEA.

Par le point d) du Théoréme IV.1.3, la valeur moyenne de l'observable A, définie
dans le Postulat V, peut s’écrire

(d)y = (¥, AY) :/AdﬂEw?‘
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V.1. Postulats de la mécanique quantique

La fonction
A= | Ex¢l® = (Bxy, ¥)

représente donc la fonction de distribution de I'observable A pour le systéme dans
I’état 1. Par conséquent,

Proby{mesure de A < A\} = (Ex¢), 1))

et
Proby {mesure de A € [a,b]} = ((Ept0 — Eo), ) .

En outre, par le Théoréme IV.2.4, nous avons

Proby {mesure de A = A} = ((Exjo0 — Ex), 1)

L si A n’est pas valeur propre de A,
(P\x,1)  si A est valeur propre de A,

ou Py est le projecteur sur le sous-espace propre associé & A, dans le cas ol A est
valeur propre de A.

Les Postulats III et IV peuvent donc étre vu comme des conséquences du Postulat
V et du théoréme spectral.

Evolution temporelle L’opérateur H du Postulat VII est appelé Hamiltonien du
systéme, il représente l'observable d’énergie. Nous disons que le temps est homogéne
pour le systéme si I’Hamiltonien H est indépendant du temps.

De facon plus générale, le temps est homogéne pour le systéme si son évolution
temporelle est donnée par un groupe unitaire fortement continu {U; }er, dans le sens
ol si a l'instant ¢ = 0 le systéme se trouve dans I'état g, alors ’état du systéme a
Iinstant ¢ est donné par

Py = Upho.

L’existence de ’'Hamiltonien H est alors assurée par le théoréme de Stone. En effet,
selon ce théoréme, le générateur infinitésimal G du groupe continue unitaire {U; }rer
est tel que ¢G est un opérateur autoadjoint. Il a pour domaine

1 .
De={reH| E}% E(Ut — Iz existe},
et il est défini, pour tout z € D, par

1
Gzr = %gr(l) E(Ut —Dz.

En définissant alors 'opérateur autoadjoint

H =ihG,
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V. Evolution en mécanique quantique

nous trouvons 1’équation de Schrédinger :
L = tim S — ) = lim 2 (Up — DUy = GUphy = — - Hp
At hsoh T Y TS ! A

Toujours dans le cas ou le temps est homogéne, nous vérifions que la valeur
moyenne de ’observable énergie représentée par I’Hamiltonien H est une constante
du mouvement. Par le Théoréme IV.3.4, si ¢ € D, alors Upyp € Dy pour tout t € R.
En outre, par le théoréme de Stone, nous avons Uy Hvy = HUyy pour tout ¢ € Dyy.
Par conséquent, si ¥g € © g, nous avons pour tout t € R,

(H)y, = (Y, Hipr) = (U, HUpbo) = (Urtbo, UrHoo) = (vo, Hibo) = (H),, -

L’idée selon laquelle a chaque groupe continu de symétrie d’un systéme physique
correspond une quantité conservée par l’évolution temporelle est un principe treés
général en physique.

V.2. La particule ponctuelle dans R

Dans le cas d'un systéme formé par une particule ponctuelle dans R, nous étudions
a |'aide duthéoréme spectral et du théoréeme de Stone les observables de position
et de quantité de mouvement.

Une « particule ponctuelle » dans I’espace unidimensionnel R est un systéme quan-
tique caractérisé par les observations suivantes.

1. A tout ensemble A C R, il est possible d’associer un appareil de mesure,
i.e. une observable Pa représentée par un opérateur autoadjoint Pa, appelée
« détecteur de particule », prenant la valeur 0 ou 1 selon que la particule se
trouve ou non dans I’ensemble A.

2. L’ensemble des opérateurs Pa, avec A C R, constitue une famille d’opérateurs
symétriques qui commutent.

3. A tout élément a € R, il est possible d’associer une translation sur les appareils
de mesure :

TaPA = Pa—q, O A—a={zxeR|z+ac A}

Cette approche passive admet un équivalent actif, dans le sens ot la translation
peut aussi étre vue comme une opération sur les états du systéme :

Uath =, Y EMN.

4. Les seuls observables qui commutent avec tous les Pa sont les fonctions de
ceux-ci.

Un espace de Hilbert séparable qui réalise les conditions 1) a 4) est l'espace
Lo(R, ). L’observable détecteur Pa est représentée par la projection :

(Pqu) () = xa(z)y(z), pour tout 1» € H et pour tout = € R.
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V.2. La particule ponctuelle dans R

Interprétation de la fonction d’état ¢y La « fonction d’ondes » 1 normalisée carac-
térise un état de la particule ponctuelle. Il suit du Postulat V que la valeur moyenne
de 'observable Pa, qui n’est autre que la probabilité de trouver la particule dans A
lorsqu’elle se trouve dans 1’état i, est donnée par :

(Pa) = (i, Pats) = /A 2

La fonction || représente donc la densité de probabilité d’observer la particule
sachant qu’elle se trouve dans ’état représenté par 1.

L’observable position Forts de I'interprétation probabiliste de la fonction ||2, nous
pouvons écrire la valeur moyenne de la position d’une particule ponctuelle sur R
dans I’état normalisé représenté par ¢ € Lao(R, u)\{0}, ||| = 1, comme 'espérance
mathématique :

(X),, = /R 2o (o) Pdpu(z)

_ /R w(2) (@) dp(x)
- <Xw7 ¢> 9

ou X est I'opérateur autoadjoint (cf. Exemple 1V.2.5) défini par

(X)) (x) = x1p(z), = €R,
sur le domaine

Dx ={¢Y € La(R, ) | * — z(x) appartient & La(R, p)}.

Observable quantité de mouvement 11 découle du Premier Principe de la Ther-
modynamique que la quantité de mouvement est une grandeur extensive associée au
groupe des translations dans ’espace (dans notre cas sur R), qui est conservée si
I’espace est homogéne, i.e. si le systéme est invariant par rapport aux translations
de l'espace. Forts du théoréme de Stone, nous pouvons déterminer le générateur
infinitésimal du groupe des translations de R.

A tout élément a € R, il est possible d’associer une transformation sur les états de
la particule comme stipulé par la condition 3. Elle est donnée par :

(Ua®) () = ta(z) =9¥(x —a), z€R.

I1 est facile de voir que la famille d’opérateurs {U,}q.cr forme un groupe unitaire
fortement continu sur Ly(R, x). En vertu du théoréme de Stone, nous savons qu’il
existe un opérateur autoadjoint A de sorte que

U, = €™, pour tout a € R.
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V. Evolution en mécanique quantique

De plus, 'opérateur A est tel que iA est le générateur infinitésimal de {U,}qcr et

donc d 1
id) = G| _ U =lm (U~ Dy, ¥ €D

Par conséquent, pour ¥ € ® 4,

(A () = iy =D 20
= —1 lim Pz —t) —¥(x)
I =y ¢

i dx

Pour des questions de dimensions physiques, I'opérateur P représentant 1’obser-
vable quantité de mouvement se définit alors, pour tout ¢ € D 4, par :

h d
2=

R
de (x)’ 336 9

(PY)(z) =
de sorte que A = —%P et

U, =e 5% pour tout a € R.

68



A. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

A.l1. Fonctions a variation bornée

Soit [a, b] un intervalle fermé et borné de la droite réelle. Une partition II de [a, b]
est une suite finie de réels (A\;)j_, telle que :

a=XA <A <---<Ap=0b
Sa taille est le nombre |II| défini par

II| = ax Ar — Ai_1.
11| pmax A — Ay

yous

Nous notons JB[a, b] ensemble des partitions de [a, b].
Une fonction ¢ : [a,b] — R est dite & variation bornée s'il existe une constante
C > 0 telle que :

n

S IO = fFw-)l < C,

k=1

pour toute partition IT = (Ag)}_, € Bla, b]. Si ¢ est & variation bornée sur [a, b] nous
définissons pour z,y € [a, b] tels que z < y la variation totale de ¢ sur [z, y] par :

n

VI@) = sup Y |f() = fFhk—1)l-

L’ensemble des fonctions & variation bornée sur [a, b] est un espace vectoriel, nous le
notons VBa, b].
Les démonstrations des deux théorémes que nous citons a présent peuvent étre
lues dans [Kolmogorov, 1980] aux pages 329 et 330.
Théoréme A.1.1. Soient ¢ € VBla,b]. Sia <c<d<b, alors :
Vil(9) = Vi (9) + V().

Théoréme A.1.2. Soit ¢ € VBla,b|. Si ¢ est continue a4 gauche en un point de
Uintervalle [a, b], il en va de méme de la fonction x — V().
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A. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

A.2. Deéfinition et existence

Considérons a présent une fonction continue f : [a,b] — R et une fonction a
variation bornée ¢ € VBla,b]. Pour toute partition IT = (\)}_, et tout choix de
réels

M € [)\k,Akfl] k=1,...,n,

nous formons la somme :
St = Zf(ﬂk)(¢()\k) — d(Me—1))-
k=1

Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme A.2.1. Soient f : [a,b] — R continue et ¢ € VB[a,b] a variation bornée.
1l existe un unique nombre réel I € R ayant la propriété que pour tout € > 0 il existe
0 > 0 tel que si Il est une partition de [a,b] vérifiant |II| < 6, alors :

ISt — I] < e.
En outre, le réel I est indépendant du choix des points intermédiaires pu.

Démonstration. Soit € > 0 arbitraire. Comme f est continue sur un compact, elle est
uniformément continue. Il existe donc J. tel que pour tous z,y € [a,b] si |z —y| < de,

alors
€

2V(¢)’

[f (@) = fly)] <

oil V2(¢) est la variation totale de ¢ sur [a, b].
A présent, montrons que pour deux partitions I, II' € B[a, b] nous avons :

si |I0], |17 < &, alors |Sy — S| < e, (A.1)

ceci indépendamment du choix des points ug considérés pour former les sommes St
et Sry.

Notons (Ax)}l_, la partition II et considérons la partition II qui est I'union des
points de II et de IT' indexée de la facon suivante :

M=AM<A< <Ay =N <A1 < <Ay =X < o <A, = A
Fixons arbitrairement des réels p; € [A;, Ai—1] pour k = 1,...,n et des réels fi; €
[Aj, Aj—1] pour j =1,...,k,. Nous avons alors

n k; -
Sﬁ = Z Z f(ﬂj) [‘b()‘]) - (rb()‘]—l)]
i=1 j=ki_1+1
Et puisque, pour tout ¢ =1,...,n:
ki ~ ~ ~ ~
> o) = (A1) = (k) — d(Ak,) = (Ni) — d(Xim1),
J=ki—1+1
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A.2. Définition et existence

nous pouvons écrire S comme :

n ki
Sn = Z Flua) [o(Ng) = d(Aj-1)]
=1 j=k;_1+1
Observons maintenant que, comme |[II| < d., pour tout ¢ = 1,...,n et tout j =

ki1 +1,...,k;, le fait que

fj — pil < Ai — N1 < e
implique que

£(5) = £ 0ol < g
Par conséquent,

n ki
1Sm—=Sal <D > () = Fa)l [6(N) — ¢(Xj-1))

i=1 j=k;_1+1

< W ]z: ‘@b(;‘J) - QS(;\j—l)‘

<

Do M

De la méme fagon, nous avons aussi ‘5’1-[/ — Sﬁ‘ < 5. Ainsi nous avons comme an-
nonce :

|Stt — S| < ‘SH — Sﬁ| + ‘Sﬁ— S| < e.

Considérons maintenant une suite de partition (II,)5° ; telle que lim,,_, |II,| = 0.
Il existe donc M > 1 tel que pour tout n > M, nous avons |II,,| < d. Il découle alors
de (A.1) que pour n,m > M, nous avons |St, — S,,| < €. Ainsi, la suite (Sm,)52,
est de Cauchy dans R. Elle admet donc une limite I € R et il existe N > 1 tel que
ISty — 1] < %5. Finalement par (A.1l), nous avons que pour toute partition IT de
taille inférieure & & 1

St — 1| < |1 — Sty | + Sy — 1] < <.
O]

Nous appelons la limite I du théoréme précédent 'intégrale de Riemann-
Stieltjes de f par rapport & ¢. Nous la notons :

b b
/f(x)dqb(x) ou simplement /fdgb.
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A. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

A.3. Quelques résultats

Les propriétés élémentaires suivantes s’obtiennent directement & l'aide de la défi-
nition et du Théoréme A.2.1.

Propriétés A.3.1. Soient f,qg: [a,b] — R des fonctions continues, ¢,v» € VBla,b],
¢ €la,b] et a € R.

a) [ fdo = [Cfdo+ [ fdo

b) [Pafdp=af fdo;

¢) [2(f +9)de = [} fdo+ [} gdo ;
d) [0 fdo+ [P fdy = [P fd(¢+ ).

Le théoréme de la moyenne dans le cas de 'intégrale de Riemann-Stieltjes s’énonce
comme suit.

Lemme A.3.2. Soient ¢ € VBla,b] a variation bornée et f : [a,b] — R continue.

/ bfd<z>} < sup [ V2(6).

z€la,b]

Démonstration. Soit II = (A\y)}_, une partition. Nous avons :

Zf M) [6() = d(N-1)]| < sup |f(@ |Z|¢ M) = d(Ak-1)| < sup |f(2)] V(9).

z€a,b] z€la,b]

Nous obtenons le résultat du lemme en prenant une suite de partition dont la taille
tend vers zéro. O

Voici I’'analogue du théoréme de convergence uniforme pour I'intégrale de Riemann.

Théoréme A.3.3. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction a variation bornée. Soit (f,)22,
une suite de fonctions continues définies sur [a,b] a valeurs réelles convergeant uni-
formément vers une fonction f. Nous avons

n—o0

lim fnd¢> /fd¢

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, comme f est continue en tant que
limite uniforme d’une suite de fonctions continues, I'intégrale de Riemann-Stieltjes
de f par rapport a ¢ existe.

Fixons & présent € > 0 arbitrairement. Puisque (f,,)52; converge uniformément
vers f, il existe N > 1 tel que pour tout n > N, nous avons :

€
o () = f(2)] < Vo 0)
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A.3. Quelques résultats

Considérons une suite (II,,)%°_; de partitions de [a, ] telle que limy, o0 [II,| = 0.
Notons (A?)le la partition II,,, pour chaque m > 1. Pour tout n > N et pour tout
m > 1, nous avons :

Im lm
D AODBOE) = 6OFD)] = Y- FOD [60F) — 60|
k=1 k=1

Im

< O = FOD T = ¢(A1))|
k=1

< sup |fulz) — f(2)|V2(9) <e.

Pour n > N fixé, nous pouvons laisser m — oo pour obtenir, par le Théoréme A.2.1,
b b
| o= [ gas| <
a a

Le théoréme suivant est utilisé au Chapitre II.

Théoréme A.3.4. Soit ¢ : [a,b] — R a variation bornée et continue & gauche. Si
pour toute fonction continue f : [a,b] — R,

/abfdcb:O,

alors ¢(t) = ¢(a) pour tout t € [a,b].

Démonstration. Soit t € (a,b) et prenons N € N de sorte que t — % > a. Pour tout
n > N, nous définissons la fonction continue f,, : [a,b] — R suivante :

1 six€la,t— 1]
fal@) =X —nax+nt si zeft—2i4;
0 si zeltbl.

Nous avons alors pour tout n > N :
b t—1 t b
0 :/ fndo :/ 1d¢+/ ) (—nz + nt)do(x) —i—/ 0d¢
a a t—= t

— Gt — %) — b(a) + /t (—nz + nt)de(z). (A2)

_1
n

Or par le Lemme A.3.2, nous avons pour tout n > N :

0< /t_l(—nsc + nt)do(z) ().

t
<V,

S|=
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Par le Théoréme A.1.1, nous pouvons écrire la variation totale de ¢ sur [t — %,t]

comie : )
Vi () = VE) — Va " (4).

n

Ainsi puisque ¢ est continue a gauche, le Théoréme A.1.2 nous assure que :
. t oyt IRRT t—% .
Jim Vi, () = Vo(¢) — lim Vo " (¢) = 0.
Nous avons donc obtenu que :
t

lim (—nx + nt)dgp(x) = 0.

n—oo [, 1
n

I1 s’ensuit qu’en laissant n — oo dans (A.2), nous obtenons par la continuité a gauche
de ¢ que

n—oo

0= Tim 6(t ~ 1)~ (a) = 6(1) — 6(a).

Comme ¢ € (a,b) est quelconque, nous avons obtenu que ¢(t) = ¢(a) pour tout
t € [a,b) et donc nous avons aussi :

¢(b) = 9161% ¢(z) = ¢(a). 0
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B. L'intégrale de Lebesgue-Stieltjes

B.1. Mesure de Lebesgue-Stieltjes

La mesure de Lebesgue-Stieltjes est la mesure de Lebesgue associée a une fonction
croissante et continue a gauche.

Soit F' : R — R croissante et continue & gauche. Nous notons F(\ + 0) =
lim,\ x (1) pour tout A € R. Le théoréme suivant nous assure I'existence et I'uni-
cité d’'une mesure pp au sens de Lebesgue définie sur les boréliens B de R qui prend
les valeurs suivantes sur les intervalles bornés :

prla,b) = F(b) — F(a)
pr(a, bl =F(b+0)—F(a+0)
pr(a,b) = F(b) — F(a+0)

pour tous a,b € R avec a < b, et
/LF[CL?b] :F(b+0)_F(a)>

pour a,b € R avec a < b.
Nous nous contentons d’énoncer ce théoréme dont la démonstration peut étre lue
dans [Stein, 2005] & la page 282.

Théoréme B.1.1. Soit F': R — R une fonction croissante et continue & gauche. 11
existe une unique mesure pp définie sur B telle que ppla,b) = F(b) — F(a) si a < b.

Nous appelons mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction croissante
et continue a gauche F', la mesure pup que nous procure le précédent théoréme.
La mesure pp peut en fait étre étendue sur une o-algébre plus grande que celle
des Boréliens. Nous considérons cependant qu’elle est définie sur les boréliens. En
particulier, un borélien B € B est aussi dit pp-mesurable puisqu’il appartient au
domaine de la mesure pp. Observer que si F' est identité sur R, alors pup est la
mesure de Lebesgue sur R.

Dans la suite de cette appendice, up se référe toujours a la mesure de Lebesgue-
Stieltjes associée & une fonction croissante et continue a gauche F'.

Remarque B.1.2. Les mesures de Lebesgue-Stieltjes sur R ne forment pas un type
particulier de mesure. Cette notion référe plutét a une fagon particuliére de construire
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des mesures sur R. En effet, on peut montrer ! que si p est une mesure sur B qui est
finie sur les intervalles bornés, alors la fonction définie par :

—pul—z,0), si <0
F(z)=<¢ 0, si x=0;
w0, ), si x>0,

est croissante et continue a gauche.

B.2. L'intégrale de Lebesgue-Stieltjes

L'intégrale de Lebesgue-Stieltjes est définie comme l'intégrale de Lebesgue par
rapport a la mesure de Lebesgue-Stieltjes.

Soit F' une fonction croissante et continue & gauche. L’intégrale de Lebesgue-
Stieltjes par rapport & F' est simplement l'intégrale de Lebesgue par rapport a la
mesure de Lebesgue-Stieltjes pup engendrée par F'. Nous rappelons trés briévement
les étapes importantes de I'une de ses constructions possibles dans le cas particulier
qui nous intéresse. Nous adoptons essentiellement "approche de [Kolmogorov, 1980]
et nous invitons le lecteur a se référer a cette ouvrage pour les détails omis dans cette
section.

Pour A C R un ensemble borélien, une fonction f : A — R est dite pp-mesurable
ou aussi dans notre cas Borel-mesurable, si :

f~Y(B) e B pour tout B € B.

La premiére étape consiste a définir I'intégrale pour les fonctions simples. Un fonc-
tion simple sur un ensemble borélien A est une fonction pp-mesurable f: A — R
qui ne prend qu’un nombre dénombrable de valeurs distinctes. Il est aisé de voir
qu’une fonction simple s sur A peut toujours s’écrire de maniére unique sous la
forme :

o0
S= ) UkXAy (B.1)
k=1

ou xp dénote la fonction indicatrice (sur A) de 'ensemble B, les Ay sont pp-
mesurables, inclus dans A et disjoints deux & deux, et les yr € R pour tout k > 1
sont distincts.

Soit alors A C R pp-mesurable et s = Y17, yrx 4, une fonction simple sur A(écrite
sous la forme de (B.1)). Nous disons que s est Lebesgue-Stieltjes intégrable par
rapport a F ou pup-intégrable sur A si la série

(e,
Z yppr(Ag) converge absolument.
k=1

1. voir [Stein, 2005] p.282.
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Dans ce cas, nous définissons 'intégrale de Lebesgue-Stieltjes par rapport a
F de la fonction simple s sur A comme :

/ASdNF = ZykuF(Ak)-

k=1

L’intérét des fonctions simples provient notamment de leur relation avec les fonc-
tions mesurables. C’est ce que montre le théoréme suivant que nous donnons sans
démonstration. La preuve peut étre lue dans [Kolmogorov, 1980] a la page 286.

Théoréme B.2.1. Une fonction f est pp-mesurable si et seulement s’il existe une
suite (sp)22 de fonctions simples qui converge uniformément vers f.

Cela motive la définition suivante qui étend la notion d’intégrale de Lebesgue-
Stieltjes au-dela des fonctions simples.

Définition B.2.2. Soit A un ensemble pp-mesurable. Une fonction pp-mesurable
f est dite Lebesgue-Stieltjes intégrable par rapport a F ou up-intégrable
sur A, s'il existe une suite de fonctions simples pp-intégrable sur A qui converge
uniformément vers f. Nous appelons, dans ce cas, intégrale de Lebesgue-Stieltjes
par rapport a F de la fonction f sur A, la limite :

/fduF— lim /snd,up.
A n—oo A

On montre en particulier que la précédente limite existe, est finie et ne dépend
pas de la suite de fonctions simples pp-intégrables choisie. Nous n’exposons pas ces
détails qui légitime cette définition. Ils peuvent étre lus dans [Kolmogorov, 1980] a
la page 296.

Dans le cas d’une fonction complexe f : R — C, considérons sa partie réelle et sa
partie imaginaire de sorte que f = g+¢h. Nous disons que f est Lebesgue-Stieltjes
intégrable par rapport a F' ou up-intégrable sur A si g et h le sont. L’intégrale
de Lebesgue-Stieltjes par rapport a I’ de f sur A est alors comprise comme :

/fduFZ/gduF+i/hdﬂF.
A A A

Le théoréme suivant nous assure que 'intégrale de Riemann-Stieltjes et l'intégrale
de Lebesgue-Stieltjes coincident pour les fonctions continues.

Théoréme B.2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et F' : R — R croissante
et continue a gauche. L’intégrale de Riemann-Stieltjes et celle de Lebesgue-Stieltjes
coincident dans le sens ot :

b
/ faF= [ fdur.
a [a,b)
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Démonstration. Considérons une suite (II,)° ; de partitions de [a, b] donnée par :
Iy a=Af <A <---<Ap 1 <Ay =b,
et telle que lim,_, |II,,] = 0. Définissons alors pour tout n > 1 une fonction simple
Yy, @ [a,b) — R par :
Yn(z) = f(AR) stz €[N\, A,_;) pour k=0,...,m,— 1.
Chaque 1, est up-intégrable sur [a, b) et il est aisé de voir en utilisant la continuité

uniforme de f que la suite (¢,)52; converge uniformément vers f. Par ailleurs, nous
avons clairement 1’égalité :

SHn = ¢ndﬂF>
[a,b)

et par conséquent, en laissant n — oo nous obtenons par le Théoréme A.2.1 et par
la définition de I'intégrale de Lebesgue-Stieltjes :

b
/ de = fd,uF .
a [a,b)
O

Si (fn)pe est une suite de fonctions telle qu’il existe un ensemble pp-mesurable
N avec pup(N) =0 pour lequel

lim f,(z) = f(z) pour tout x € R\N,
n—oo
nous disons que la suite (f,)22; converge i presque partout vers la fonction f

et nous écrivons f, — f presque partout.
Nous avons alors les théorémes de convergence suivants.

Théoréme B.2.4 (Lemme de Fatou). Soit (f,)22, une suite de fonctions pp-
mesurables telle que f, > 0 pour tout n > 1. Si f,, — f presque partout, alors

/fd,up gliminf/fndpp.
n—oo

La preuve de cette formulation du Lemme de Fatou se trouve dans [Stein, 2005] a
la page 61.

Théoréme B.2.5 (Convergence dominée). Soit (f,)22, une suite de fonctions me-
surables telle que f, — f presque partout. S’il existe une fonction g pg-intégrable
telle que |fn| < g pour tout n > 1, alors

i [ \fn ~ fldur =0
n—oo
et ainst,

Jim / fndpr = / fdpp.

La preuve de ce théoréme peut par exemple se lire dans [Stein, 2005] & la page 67.
Une formulation équivalente se trouve dans [Kolmogorov, 1980] a la page 303.
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B.3. L’espace Ly(R, up)

L’espace Lo(R, pup) se définit de fagon analogue au cas ot up est la mesure de
Lebesgue. 11 est constitué des classes d’équivalence de fonctions pp-mesurables f dont
le module au carré est pp-intégrable sur R pour la relation d’équivalence f ~,,. g si
et seulement si f(x) = g(z) pr presque partout. Ces fonctions satisfont :

/’f‘Qd/J'F < 00,

ol nous adoptons la convention qu’une intégrale dont le domaine n’est pas indiqué
est comprise comme une intégrale sur tout R. Comme dans le cas ou pup est la
mesure de Lebesgue, nous ne distinguons pas deux fonctions f,¢g € La(R, up) qui
coincident presque partout dans le sens ou il existe un ensemble N pp-mesurable
tel que pup(N) =0 et f(x) = g(x) pour tout x € R\N. Cet ensemble est un espace
vectoriel complexe et muni du produit scalaire :

(£, 9) Lo = /fﬁduF pour tous f,g € La(R, pur),

c’est un espace de Hilbert.
Nous appelons fonction en escalier une fonction ¢ : R — C du type :

n
t= Z CkX Iy
k=0

ol les I, sont des intervalles de la forme :

(ag,bx), lak,br), (ag,bi), [ak, bk,

avec ag, br € R tels que ap < by et avec ¢ € C.

Le résultat suivant est a la base de la définition de l'intégrale d’une fonction par
rapport & une famille spectrale. Sa démonstration est faite dans [Weidmann, 1980,
p. 25]. Elle peut également se déduire de la preuve du théoréme assurant la sépara-
bilité de L2(R) dans [Stein, 2005, p. 160].

Théoréme B.3.1. Les fonctions en escalier sont denses dans Lo(R, up).
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C. Intégrale de Riemann a valeur dans
un espace de Banach

Dans toute cette appendice, nous considérons un espace de Banach B et une fonc-
tion continue F : [a,b] — B ou a,b € R avec a < b.

C.1. Définition et existence

La fonction F' étant continue entre les espaces métriques [a, b| et B et puisque [a, b]
est compact, elle est uniformément continue. Ainsi, pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que pour toux t, s € [a, b]

si |t —s| < dalors [|[F(t) — F(s)| <e.
Par ailleurs, une fonction continue F : [a,b] — B est bornée dans le sens ou

sup. | F(0)] < oo
t€la,b]

Pour voir cela, notons M = supcq ) [|[F'(t)|| ot possiblement M = oo et observons
qu'il existe une suite (£,)02; d’éléments de [a,b] avec lim,_ o ||F(ty)]| = M. Par
la compacité de [a, b], il existe alors une sous-suite (¢, )72, de la suite (t,)52; qui
converge vers un élément ¢ € [a, b]. Par conséquent, par la continuité de la norme et
de la fonction F',
M = Jim || F(ta,)]| = | F(0)] < oo
—00

En analogie compléte avec le cas de I'intégrale de Riemann & valeur dans R, pour
toute partition II de [a,b] donnée par

II : a:)\0<)\1<---<)\m,1<)\m:b,
et pour toute suite de points
kg € [Ak—1, k] pour tout k=1,...,m,

nous formons alors la somme

m

St = Z(/\k — Xe—1) F ().
k=1

Nous montrons dans le prochain théoréme que lorsque ’on prend des partitions de
taille arbitrairement petite, on s’approche arbitrairement prés d’un élément de B.
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Théoréme C.1.1. Soit F : [a,b] — B continue. Il existe un unique élément Y € B
avec la propriété que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute partition I1
de [a,b] avec |II] < 4§, alors

ISt — Y| <e.

Nous appelons I’élément Y € B, décrit dans ce théoréme, I'intégrale de Riemann
de F sur [a,b] et nous le notons

y - / "Ryt

La démonstration de ce résultat est, mutatis mutandis, la réplique de celle du Théo-
réme A.2.1 et du Lemme I1.3.2. Ces trois démonstrations sont en fait des adaptations
du résultat similaire pour l'intégrale de Riemann & valeurs dans R. Par conséquent,
il serait possible de démontrer le résultat dans un cadre commun & ces quatre situa-
tions.

Preuve. Soit € > 0 arbitraire. Comme déja observé, F' est uniformément continue. Il
existe donc d¢ tel que pour tous ¢, s € [a, b] avec |t — s| < d, alors

3

F(x)—F < —. C.1
15 ) - F)l < 55— (1)

A présent, montrons que pour deux partitions IT et I’ de [a, b], nous avons :
si ||, [II'| < d, alors |Sy — S| < e. (C.2)

Cela indépendamment du choix des points g considérés pour former les sommes St
et Str.

Notons (Ax)}_, la partition II et considérons la partition II qui est I'union des
points de II et de II’ indexée de la facon suivante :

5\0:)\0<5\1<"'<5\k1:)\1<5\k0+1<"'<5\k2:/\2< <;\kn:)\n-
Fixons arbitrairement des réels p; € [A;, A\i—1] pour k = 1,...,n et des réels fi; €
[Aj, Aj—1] pour j =1,...,k,. Nous avons alors,

St=Y_
i=1j

ki
Y = A F ().
kz 1+1

Et puisque, pour tout e =1,...,n:
ki
Z (N = Xje1) = M, — Moy = N — i1,
J=ki—1+1
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nous pouvons écrire S comme :

n k;
Sn = Z Z (A = Aj—1) F (i)
=1 ]:ki—1+1
Observons maintenant que comme |[II|] < J., pour tout ¢ = 1,...,n et tout j =

ki1 +1,...,k;, le fait que
|y — pil < Xi = Aiey < 6e

implique par (C.1) que

IF (@) — Fus)| < m

Par conséquent,

n ki
ISt — Sq] < (A = Ao) 1 () — F ()|
=1 j=k;_1+1
€ n -
— 2(b _ a) ;(A] - )\]—1)
— E: B
T2

De la méme facon, nous avons aussi ‘SH/ — Sﬁ‘ < 5. Ainsi nous avons comme an-
nonceé :

1St — S| < |Su — Sg| + | S — S

Considérons maintenant une suite de partition (IL,)5° ; telle que lim,, o |IL,| = 0.
Il existe donc M > 1 tel que pour tout n > M, nous avons |II,,| < J.. Il découle alors
de (A.1) que pour n,m > M, nous avons |St, — St,,| < €. Ainsi, la suite (S, )5,
est de Cauchy dans B. Elle admet donc une limite I € B et il existe N > 1 tel que
Sty — I| < 3e. Finalement par (A.1), nous avons que pour toute partition II de
taille inférieure a ¢ 1

<e.

|SH—I| < |SH—SHN|—|—|SHN—I| < €.
O

Notre intégrale ainsi définie est évidemment linéaire. C’est-a-dire, si F, G : [a, b] —
B sont des fonctions continues et si «, § € R, alors

/b (aF(t) + BG(t))dt = a/bF(t)dt + /bﬁG(t)dt.

De plus, il est facile de voir que

‘/ng(t)dtH g/up(t)udt.
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C.2. Quelques résultats

Lemme C.2.1. Soient T € L(B) et F : [a,b] — B continue. La composition T o F’

est continue et X X
T / Pt)dt / TE(t)dt
a a

Preuve. La continuité de la composition de F' avec T découle simplement du fait que
ITF@#) - TF(s)| = IT(F () — F(s)]| < |71 | () — F(s)].
Considérons maintenant une suite (II,)2°; de partitions de [a, b] que nous écrivons
IL,: a=Af <AT <--- <Ay 1 <A, =0,

et telle que lim,,_,~ |II,,| = 0. Nous avons alors

TSHn_TZ AL AT )F(AR)
k=1

= Z (AR — A2 )TF(\}),
et donc par la continuité de T et le Théoréme C.1.1, nous obtenons le résultat annoncé
en laissant n — oo. O

Théoréme C.2.2. Soient ¢ : [a,b] — R et T : [a,b] — B des fonctions continues.
Le produit ¢T défini par ¢T(t) = ¢(t)T'(t) est continu et

| [owraal < [1so1a s e

Preuve. La continuité de ¢T" découle simplement du fait que

[o()T(t) — ¢(s)T(s)|| < N@@)T () — G($)T @)l + |(s)T(t) — B(s)T(5)]]
<o(t) = ()T @ + [T () = T(s)]] -
Considérons maintenant une suite (II,)2° ; de partitions de [a, b] que nous écrivons
Iy a=A <A <---<Ap 1 <Ay, =b,

et telle que lim,,_,~ |II,,| = 0. Nous avons alors

HSnn\—HZA" DO FO)

< Z Ak = A=) [eADTE )

Mn

(AZ— k—1) [0AR)] sup [[F(s)],

— s€la,b]
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et donc, en laissant n — 00, le résultat annoncé découle de la continuité de la norme,
du Théoréme C.1.1 et du fait que

mn

b
Tim SUOF - A [6)] = / () dt.
k=1 a

Nous avons alors un théoréme de convergence uniforme.

Théoréme C.2.3. Soient (Fy,)°, une suite de fonctions continues F, : [a,b] — B
et une fonction continue F : [a,b] — B. Si (F),)>2, converge uniformément vers F,
i.e. st pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que pour tout n > N

sup [|[Fn(s) — F(s)|| <e,
s€a,b]

alors
b

b
lim [ F(t)dt = / F(t)dt.

Preuve. Par le Théoréme C.2.2 appliqué a ¢(s) = 1, nous avons pour tout n > 1

)‘LbFn(t)dt—/abF(t)dtH < (b—a) sup [[Fn(s) = F(s)]-

tela,b]

Le résultat annoncé découle alors simplement de la convergence uniforme de la suite
(Fn)02 vers F. O
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