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RECURSION& PROGRAMMATION DYNAMIQUE

1 Entrée en scene a la Beckett

Dans sa piec®Quad, S. Beckett fait entrer et sortir, un par un, kegpersonnages de sorte que, la scéne étant
initialement vide, tous les sous-ensembles possiblesefil §2") de personnages apparaissent exactement une et
une seule fois sur la scéne. En notantl’entrée en scéne du personnaget —: sa sortie de scéne, un scénario
pour quatre personnages est par exemdle+2, —1,+3,+1, -2, —1,+4,+1,+2,—1,-3,+1,—2, —1. Dans la
suite, on représentera un sous-ensemble de personnagesagmmot binaire dans lequel le bit d'indi¢cest al
si le personnage est présent sur scéndetiaon. Ainsi, le probléme est d’énumérer les entiers de@atifure en
binaire est de longueur de sorte que d’'un entier a I'autre on ne modifie qu’un seufrehif la fois (on remarquera
au passage qu'énumeérer les entiers en ajoutarchaque fois ne produit pas une suite avec une telle prépriét
1. Donner la suite des entiers correspondant a I'exemplessus.
2. Montrer que si I'on connait une solutidf}, pour unn donné, une solutio,,; pourn + 1 personnages
peut étre obtenue de la maniére suivante :
(&) ajouter le caractéi@ a la fin (ou au début) de chaque mot de la solugn
(b) renverser la suite des mots engendrésSpast ajouter le caractérka la fin (ou au début, méme choix
gue précédemment) de chaque mot.
(c) concaténer les deux listes obtenues.
3. Construire entiérement a la main deux solutions ghuaevec le procédé ci-dessus décrit.
4. Ecrire la fonctiorgenFi n permettant de réaliser le procédé ci-dessus (version oiteagola fin).

5. Expliquer en quoi le procédé ci-dessus est correct.

2 Coefficients binomiaux

1. Rappeler la définition récursive du calcul des coeffisiéimomiaux défini pour les entiers naturelst k.

2. Ecrire une version récursii@ noni al du calcul du coefficient binomial de et k.

3. Combien d’'appels a la fonctidsi nom al sont-ils effectués siI'on appellei nomi al ( 3, 4) ? Généra-
liser surn etk.

4. Utiliser la technique de programmation dynamique éwidig cours pour écrifei nom al Rapi de amé-
liorant le calcul du coefficient binomial de deux entiers.

5. Combien d’appels &i nom al Rapi de sont-ils effectués si I'on appellei nom al Rapi de( 3, 4) ?
Généraliser sun et k.

3 Sous-suites maximales

Une sous-suite d’'un motw« est un motw obtenu a partir de. en effacant des lettres et en respectant I'ordre. Par
exemplegara est une sous-suite des moisidratique, marchandage etalcatraz, mais n'est pas une sous-suite
deradar.

On cherche une méthode qui retourne la longueur maximatedaus-suite commune a deux mottv donnés.

1. Dans un premier temps, on cherche a en donner une versiorsik&. On noted.SSM (i, j) la longueur
maximale d’'une sous-suite commune au mot forméidaemiéres lettres de avec celui formé deg

premiéres lettres de

Que vautLSSM (i,0)? LSSM(0, j) ?

On noteu; lai-eme lettre du motk. Supposons que; = v.
Exprimer LSSM (i, j) en fonction deLSSM (i — 1,5 — 1).



Supposons maintenant que# v;.

Exprimer LSSM (i, j) en fonction deLSSM (i — 1,j) etdeLSSM(i,j — 1).

En déduire une méthode récursive naive pour le probléeme.:Peuabac etv = che, dessiner I'arbre des
appels récursifs et donner les états successifs de la pile.

2. Implémenter une version itérative puis une version sdeeidynamique de cette méthode, en mémorisant
les valeurs des sous-problemes dans un tableau a deux dmen8onstruire le tableau pour les deux
versions lorsque = abac etv = cbe.

4 Gain maximum

On dispose d'un jeton et d’'une grille carrée dont chaque pasi un entier positif (on utilisera une variable
globalegri | | e de type tableau de tableaux d’entiers). On déplace le jetpuid une case du bord inférieur vers
une case du bord supérieur, en respectant la régle suivaoteque étape, on peut placer le jeton sur I'une des
cases suivantes :

— celle juste au-dessus,

— celle située une position plus haut et une position plusualga(a condition que le jeton ne soit
pas déja dans la colonne la plus a gauche),

— celle située une position plus haut et une position plusiedfa condition que le jeton ne soit pas
déja dans la colonne la plus a droite).

Chaque fois que I'on passe par une case, on recoit la somnggéedpar I'entier associé.

1. Ecrire une méthode auxiliaigai nMax qui prend en argument un indice de ligneet un indice de co-
lonnej et qui renvoie le gain maximum quand on part de la ¢asgj ) degril | e.

2. En déduire une méthodmi nMax sans argument qui renvoie le gain maximum ppur | | e.
3. Endessinant I'arbre des appels, donner la trace de cétteode pour la grille suivante :

1123
6|54
718|9

4. Calculer le nombre d’appels récursifs dans le cas général
5. Préciser comment améliorer ce programme en utilisardrieept de programmation dynamique.

5 Calcul d'itinéraire

Vous étes programmeur chez MaPie, société spécialisédalaakul d'itinéraire. La société permet de calculer
le plus court chemin entre deux villes de France (on rappgiliéy a environ 36 000 communes en France, on
supposera qu’elles sont numérotées de 0 a 35 999 dans Ja Blata, vous récupérez sur Internet de quoi calculer
le plus court chemin entre deux villes données a l'aide derlatfonpl usCourt (i nt v1,int v2).Leseul
probléme est que la fonction qui calcule l'itinéraire edatigement longue en temps de calcul. Comme vous
envisagez de contribuer a la fortune des dirigeants et demnaires de la société pour laquelle vous travaillez,
et que vous vous souvenez un peu des cours dispensés audrebdmiversité, vous pensez utiliser un mécanisme
proche de la programmation dynamique pour améliorer le satepgéponse moyen du service. Quoi ? Comment ?
Ecrivez la fonctiorpl usCour t Rapi de(int vi,int v2).

L'Europe contient environ 100 000 communes. Peut-on enegpérer agir ainsi ?
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