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Introduction

Ce texte est une étude par des méthodes algébriques et combinatoires d’une classe
de groupes, appelés petits groupes gaussiens, dont font partie les groupes de tresses
et, plus généralement, tous les groupes d’Artin sphériques, ainsi que diverses ex-
tensions de ces groupes précédemment introduites.

Depuis les travaux de Garside [29], Deligne [26] et Thurston [52], nous savons
qu’'une grande partie des propriétés du groupe de tresses B, repose sur le fait
que B, est le groupe de fractions d’'un monoide B, dans lequel deux éléments
quelconques admettent un unique ppcm: cette propriété est directement a 1’origine
de l'existence de formes normales remarquables dans B,, et, de la, d’une structure
(bi)-automatique, laquelle fournit entre autres la décidabilité des problemes de
mots et de conjugaison, 'existence d’une inégalité isopérimétrique quadratique.

Il est alors naturel de chercher d’autres exemples de groupes qui soient des
groupes de fractions de monoides avec unique ppcm, et de chercher si, effective-
ment, tous les résultats obtenus pour les groupes de tresses peuvent étre étendus a
ces nouveaux groupes. On se rend rapidement compte qu’il faut au moins ajouter
des conditions de finitude, correspondant dans le cas des tresses a la finitude
de I’ensemble des tresses de permutation et, plus généralement, dans le cas des
groupes d’Artin, a la finitude du groupe de Coxeter associé. Plusieurs familles de
groupes ont été considérées, notamment les groupes de Garside de [25] et [6]—
voir aussi [38]. Introduits dans [25], et étudiés dans [23], les petits groupes
gaussiens constituent, semble-t-il, la famille la plus étendue considérée jusqu’a
présent dans cette approche : les seules conditions imposées sont celles mentionnées
ci-dessus, a savoir qu’un petit groupe gaussien est le groupe de fractions d’un petit
monoide gaussien, ce dernier étant un monoide simplifiable dans lequel toute paire
d’éléments a un unique ppcm a gauche et a droite et tel que, de plus, il existe un
élément dont les diviseurs & gauche et a droite coincident et forment une partie
génératrice finie (“élément A”).

Dans ce travail, nous abordons les deux questions mentionnées plus haut, a
savoir déterminer 1’étendue de la classe des petits monoides et groupes gaussiens
en étudiant de nombreux exemples, en particulier dans le cas de deux générateurs,
et, d’autre part, étendre aux petits groupes gaussiens généraux des résultats
précédemment établis pour les groupes de tresses ou les groupes d’Artin, en parti-
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culier pour le probleme de conjugaison et pour la description du centre et du quasi-
centre. De tels résultats ne sont pas triviaux car, méme si nous avons abstrait dans
la définition des petits groupes gaussiens des propriétés essentielles des groupes de
tresses, nous avons aussi renoncé a plusieurs autres conditions qui sont vérifiées
dans le cas des tresses ou des groupes d’Artin (symétrie des relations, préservation
de la longueur, propriété de 1’élément A d’étre le ppcm des éléments minimaux), et
dont I'indisponibilité oblige a construire des démonstrations entierement nouvelles.

Un des résultats obtenus dans cette direction est l’analogue du résultat
de décomposition démontré par Brieskorn et Saito pour les groupes d’Artin
sphériques [12] (les termes précis seront définis dans le chapitre IV):

Théoréme. (i) Tout petit groupe gaussien est un itéré de produits croisés de
petits groupes gaussiens A-purs.

(ii) Le centre d’un petit groupe gaussien A-pur est monogene, engendré par une
puissance de I’élément A.

La démonstration de ce résultat, comme celle de la plupart des autres propriétés
établies ici, repose sur les propriétés algébriques de 'opération résidu \ qui, dans
un petit monoide gaussien, associe a toute paire d’éléments (a, b) I'unique élément ¢
tel que ac est le ppcm a droite de a et b. Plus spécifiquement, la notion-clé est celle
de A local qui associe & chaque élément a le ppem (a droite) de tous les éléments
résidus b\a pour b variant dans le monoide.

Voici une analyse de ce travail chapitre par chapitre. Le chapitre I est une
introduction aux petits groupes gaussiens: définitions, propriétés fondamen-
tales, présentation de quelques outils. En particulier, nous introduisons le
graphe caractéristique d’un petit monoide gaussien, un graphe fini qui décrit
completement le monoide. Nous rappelons le résultat de [25] suivant lequel tout
petit monoide gaussien admet une présentation d’un type syntaxique particulier,
dit complémenté, et nous présentons le procédé de retournement de mots [20],
qui résout le probleme de mot, et qui permet de calculer toutes les opérations de
ppcm, résidu, pged, dans les petits monoides gaussiens. Pour illustrer ces notions,
nous proposons une étude détaillée de deux exemples (le chapitre V présentera de
nombreux autres exemples).

Dans le chapitre II, nous étudions le probleme de conjugaison. Nous montrons
comment étendre au cas des petits groupes gaussiens arbitraires la solution donnée
par Elrifai & Morton dans le cas des groupes de tresses [27], elle-méme une
amélioration de la solution de Garside [29]. Les arguments utilisés dans [27] et [29]
ne s’appliquent pas dans le cadre des petits groupes gaussiens généraux, et il faut a
la place utiliser un lemme fondamental mettant en jeu I'opération \. Nous pouvons
alors reformuler un algorithme pour le probléeme de conjugaison, lequel consiste
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INTRODUCTION

en le calcul, a partir d’'un élément donné, d’une sous-classe finie non vide dis-
tinguée de sa classe de conjugaison, appelée classe sommitale de I’élément. Nous
en décrivons ensuite une amélioration en termes d’une opération spéciale de conju-
gaison appelée cyclage, et nous montrons que, pour ce faire, nous pouvons utiliser
indifféremment la forme A-normale (de Garside) et la forme normale fractionnaire
(de Thurston). Enfin, nous montrons que, dans tout petit groupe gaussien, cal-
culer un élément de la classe sommitale d’un élément donné peut se faire avec une
complexité polyndmiale, ce qui étend un résultat récent de Birman-Ko-Lee [10]
établi dans le cas des groupes de tresses.

Dans le chapitre I1I, nous décrivons le centre des petits groupes gaussiens. Nous ra-
menons d’abord I’étude du centre des petits groupes gaussiens a celle du centre des
monoides correspondants. Puis, comme Brieskorn et Saito dans [12], nous étudions
le quasicentre, défini comme l’ensemble des éléments du monoide qui laissent
I’ensemble des atomes stable par conjugaison. Pour cela, nous introduisons la no-
tion de A local mentionnée plus haut. Nous calculons alors un ensemble générateur
minimal du quasicentre. Nous donnons une nouvelle caractérisation du A local,
ce qui nous permet d’obtenir que ses versions gauche et droite coincident. Enfin,
nous montrons que le quasicentre de tout petit monoide gaussien est un monoide
abélien libre.

L’objet du chapitre IV est d’établir que tout petit groupe gaussien est un itéré
de produits croisés de petits groupes gaussiens dont le centre est monogene. Ce
résultat étend naturellement le résultat de décomposition établi par Brieskorn
et Saito [12] et par Deligne [26] dans le cas des groupes d’Artin sphériques.
Une différence majeure est que le produit n’est plus un produit direct, mais
une généralisation de produit semi-direct, appelé produit croisé. Un exemple
d’une telle décomposition est donné. Nous discutons finalement des sous-monoides
paraboliques des petits monoides gaussiens.

Le chapitre V constitue un inventaire des monoides gaussiens rencontrés dans la
littérature : ces derniers sont nombreux, ils comprennent, outre les monoides de
tresses standard et les monoides d’Artin sphériques, certains monoides de noeud
torique, les monoides de Birman-Ko-Lee associés a des présentations non standard
des groupes de tresses, les monoides hypercubes de Garside, certains monoides de
tresses de groupes de réflexions complexes...

Enfin, dans le chapitre VI, nous considérons les petits monoides gaussiens dont le
treillis des éléments simples (les diviseurs de I’élément A) a la forme d’un fuseau.
Apres avoir défini les monoides de type fuseau, nous les décrivons completement
en termes de présentations. Nous établissons que tout petit monoide gaussien est
la projection d’un petit monoide gaussien de type fuseau. Nous étudions plusieurs
exemples.
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I. Les petits groupes gaussiens

Dans ce premier chapitre, nous introduisons les petits groupes gaussiens, objet
principal de notre étude. Nous donnons les premieres définitions, mentionnons
les propriétés de base et présentons quelques outils. Une classe plus petite de
tels groupes, les groupes de Garside, est considérée par P. Dehornoy et L. Paris
dans [25]. La famille que nous étudions est celle considérée par Dehornoy dans [23].

Dans la premiere section, nous définissons les petits groupes gaussiens et for-
mulons leurs propriétés premiéres. Dans la section 2, nous présentons le graphe
caractéristique d’'un petit monoide gaussien, objet intrinseque qui concentre toute
I'information du monoide. La section 3 est consacrée au traitement syntaxique
des groupes gaussiens : nous y rappelons la correspondance établie dans [25] entre
monoides gaussiens et présentations d’un type particulier. Pour illustrer ces no-
tions, la section 4 donne une étude détaillée de deux exemples de petits groupes
gaussiens (le chapitre V présentera de nombreux autres exemples).

1. Petits monoides gaussiens

Un petit groupe gaussien est le groupe de fractions d’un monoide dans lesquel il
existe, de facon essentielle, une bonne théorie de la divisibilité et des ppcm.

Dans tout monoide, il existe une notion naturelle de diviseur a gauche : nous disons
que b est un diviseur a gauche de a—ou que a est un multiple a droite de b—=’il
existe d vérifiant ¢ = bd. Nous parlons de diviseur ou de multiple propre si, en
outre, nous avons d # 1. Des lors, nous disons que ¢ est un plus petit commun
multiple a droite—ou ppcm a droite—de a et b si ¢ est un multiple a droite de a et
de b, et un diviseur a gauche de tout multiple a droite commun a a et b. De méme,
¢ est un plus grand commun diviseur a gauche—ou pged a gauche—de a et b si ¢
est un diviseur a gauche de a et de b et un multiple & droite de tout diviseur a
gauche commun a a et b. Diviseur a droite, multiple a gauche, ppcm a gauche et
pged a droite sont définis symétriquement.



I. LES PETITS GROUPES GAUSSIENS

L’unicité des ppcm peut étre garantie par des conditions assez faibles.

Définition 1.1. Un monoide M est conique si, pour tous a,b dans M, ab = 1
entraine a = b = 1.

Dans un monoide M simplifiable & gauche (resp. & droite) et conique, la rela-
tion « étre un diviseur a gauche propre » (resp. « étre un diviseur a droite
propre ») est un ordre partiel sur M, et les ppcm a droite et pged & gauche (resp.
les ppcm a gauche et pged a droite) sont uniques quand ils existent [23].

Définition 1.2. [23] Supposons que M est un monoide simplifiable et conique.
Pour a, b éléments de M, 'unique ppcm a droite de a et b est noté a v b, quand
il existe; dans ce cas, 'unique élément d de M vérifiant a v b = ad sera noté a\b,
lu « a sous b », et appelé résidu a droite de b dans a. Nous définissons les
opérations v et / symétriquement. En particulier, nous avons

avb=a(a\b) = b(b\a),
des que a v b est défini, et
avb=(b/a)a = (a/b)b,

des que a Vv b est défini.

Pour définir précisement les monoides gaussiens, nous avons besoin d’une notion
supplémentaire.

Définition 1.3. [23][25] Supposons que M est un monoide. Un élément a de M
est un atome si nous avons a # 1 et si a = bc entraine b = 1 ou ¢ = 1. Nous disons
que M est atomique si M est engendré par ses atomes et si, de plus, pour tout a
dans M, la norme |a| de a, définie comme la borne supérieure des longueurs des
décompositions de a en produit d’atomes, est finie.

Remarquons en particulier qu’un monoide atomique est conique.

Définition 1.4. [23][25] (i) Supposons que M est un monoide. Nous disons que M
est gaussien si M est atomique, simplifiable, et si deux éléments quelconques de M
admettent un ppcm a droite et a gauche.

(ii) Supposons que M est un monoide gaussien. Nous disons que M est petit si M
contient un élément de Garside, ce dernier étant défini comme un élément de M
dont les diviseurs & gauche coincident avec les diviseurs a droite, et engendrent M.
(iii) Tout monoide gaussien répond aux conditions de Ore [17], et se plonge donc
dans son groupe de fractions. Nous disons qu'un groupe G est un (petit) groupe
gaussien s'il existe un (petit) monoide gaussien M tel que G est le groupe de
fractions de M.

10



I. LES PETITS GROUPES GAUSSIENS

Les notions de diviseur a gauche et a droite se prolongent au groupe.

Définition 1.5. Supposons que M est un monoide gaussien, et que G est son
groupe de fractions. Alors, pour a,b dans G, nous disons que a divise b—et
écrivons a < b—='il existe des éléments a’,a”’ dans M vérifiant b = a’aa”’. Nous
disons que a est un diviseur a gauche (resp. diviseur a droite) de b s'il existe un
élément ¢ dans M vérifiant b = ac (resp. b = ca).

Exemple 1.6. Les groupes de tresses [29] et, plus généralement, tous les groupes
d’Artin sphériques, c’est-a-dire associés a un groupe de Coxeter fini, sont des petits
groupes gaussiens [12][26], I’élément dit fondamental étant un élément de Garside.
Plus généralement, tous les groupes de Garside considérés dans [25] sont des petits
groupes gaussiens. Certains groupes de tresses de groupes de réflexions complexes
sont des petits groupes gaussiens.

Le chapitre V regroupe la plupart des exemples classiques connus, le chapitre VI
et la conclusion contiennent de nombreux autres exemples. Nous étudions
également deux exemples dans la section 4 ci-dessous.

Dans un monoide gaussien, les opérations v,V,\ et / sont ainsi partout définies.
De plus, un monoide gaussien étant atomique, les relations de division a droite ou
a gauche sont bien fondées, et deux éléments a, b admettent un plus grand commun
diviseur a droite a A b (resp. un pged a gauche a A b) qui est le ppem a gauche
de I’ensemble des diviseurs communs a droite de a et b (resp. le ppcem a droite
de l'ensemble des diviseurs communs a gauche de a et b). Pour tout monoide
gaussien M, les structures symétriques (M, v, ) et (M,V,A) sont des treillis.

La propriété suivante traduit essentiellement le lien entre les opérations v, A,V et A.

Lemme 1.7. Supposons que M est un monoide gaussien. Alors, pour a,b,c,d
éléments de M vérifiant ab = cd, nous avons

ab=(ave)(brd)=(anrc)(bVd)=cd.

Démonstration. Nous avons ab = (av ¢)g = c¢d pour un certain élément g dans M.
Par simplification & gauche, nous obtenons b = (a\c)g et (¢\a)g = d. En particu-
lier, il existe un élément h dans M vérifiant b’ A d = hg. Ainsi, h est un diviseur
a droite de a\c et de c\a. Par définition de 'opération \, nous obtenons h = 1,
soit ab = (ave)(bAd) = ed. Légalité ab = (a A c)(bV d) = cd est obtenue
symétriquement. a

11



I. LES PETITS GROUPES GAUSSIENS

Un grand nombre des résultats de [25] et [23], de méme que la plupart des résultats
que nous obtiendrons ici, reposent sur les proprétés algébriques des opérations de
ppcm et de résidu.

Lemme 1.8. [23] Supposons que M est un monoide gaussien. Alors nous avons
les identités suivantes:

(ab) v (ac) = a(bv c), (1.1)
c\(ab) = (c\a)((a\c)\b),  (ab)\c = b\(a\c), (1.2)
(avb)\c = (a\b)\(a\c) = (D\a)\(b\¢),  c\(avd) = (c\a) v (c\D). (1.3)

Le lemme suivant résulte directement des identités du lemme 1.8. Si M est un
monoide gaussien et X,Y des parties de M, nous notons X\Y (resp. X/Y)
Pensemble des éléments a\b (resp. a/b) de M aveca € X et be Y.

Lemme 1.9. [23] Supposons que M est un monoide gaussien. Soit D un
sous-ensemble de M clos par \ (resp. par /), et J la cloture de D par v
(resp. par V). Alors, pour r,s entiers positifs, nous avons D*\D" = D" (resp.
D"/D* = D) et J\J" = J" (resp. J"/J* = J"). En particulier, J est fini si
et seulement si D D’est.

2. Eléments simples et graphe caractéristique

Dans cette section, nous présentons ce que nous appelons le graphe caractéristique
d’un petit monoide gaussien.

L’équivalence des définitions de [23] et [25] provient du résultat suivant:

Proposition 2.1. [23] Supposons que M est un monoide gaussien, Q est un
élément de M, et J est une partie de M. Alors il y a équivalence entre

(i) Q est un élément de Garside, et J est l'ensemble des diviseurs (a gauche
ou a droite) de Q);

(ii) J est une partie génératrice finie de M qui est close par diviseur, ppcm, résidu
et pged a droite et a gauche, et Q est le ppem (a droite ou a gauche) de J.

12
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Définition 2.2. [23] Soit M un petit monoide gaussien et A I'ensemble de ses
atomes. Nous appelons primitifs a droite de M les éléments de la cloture P de A
par lopération \, et appelons simples de M les éléments de la cloture S de P par
Popération v—qui est aussi la cloture de A par les opérations \ et v. Le ppcm
a droite (et a gauche) des éléments primitifs sera noté A et appelé [’élément de
Garside minimal de M, ou simplement I’élément de Garside (article défini) de M.

Si M est un petit monoide gaussien, alors ’ensemble des atomes de M est la partie
génératrice minimale de M, ’ensemble des éléments primitifs a droite de M est la
partie génératrice close par \ minimale, 'ensemble S des éléments simples de M
est la partie génératrice close par \ et v minimale, et son ppcm est I’élément de
Garside de longueur minimale. Avec les notations précédentes, la structure (S, v, A)
est un treillis fini de minimum 1 et de maximum A, de méme que la structure
symétrique (S,V, 7).

Proposition 2.3. [23] Un petit monoide gaussien est déterminé par ’ensemble
de ses éléments simples et la restriction de I'opération \ a ces éléments.

Proposition 2.4. [23] Un petit monoide gaussien est déterminé par son graphe
caractéristique, défini comme la restriction aux éléments simples du graphe de
Cayley atomique, c’est-a-dire, la famille des triplets (a,x,b) ou a et b sont simples
et x un atome vérifiant ax = b.

En effacant les étiquettes du graphe caractéristique, nous obtenons le diagramme
de Hasse du treillis des éléments simples. La structure de treillis attachée aux
éléments simples sera spécialement exploitée dans le chapitre VI (voir également
la conclusion).

Remarque. Lorsque M est le monoide d’Artin associé & un groupe de Coxeter
fini W, les éléments simples de M sont en bijection avec les éléments de W, et le
graphe caractéristique de M s’obtient a partir du graphe de Cayley de W en orien-
tant les fleches, c’est-a-dire en supprimant les relations de torsion a? = 1. Cette
proposition ne s’étend pas au cas d’un petit monoide gaussien général, puisque,
comme nous le verrons, tous les sommets du graphe n’ont pas nécessairement le
méme degré, ce qui exclut, dans ce cas, qu’il soit la projection du graphe de Cayley
d’un groupe.

13
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Le treillis des simples dans un petit monoide gaussien présente des propriétés de
symétrie remarquables. Le fait essentiel est que prendre le résidu dans I’élément A
définit une dualité sur ’ensemble des simples. Le résultat suivant est fondamental.

Proposition 2.5. [23] Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit S
I'ensemble de ses éléments simples et A son élément de Garside.

(i) Pour tout entier k > 0, S* est Iensemble des diviseurs a gauche de AF, et
I’ensemble des diviseurs a droite de A*.

(i) Les applications 0 : a — a\A et 0 : a — A/a envoient M dans S. Leurs
restrictions a S sont des permutations de S inverses 'une de I'autre.

(iii) Les applications a — (a\A)\A et a — A/(A/a) de S dans S se prolongent en
des automorphismes 0% et 0> de M qui envoient S* sur lui-méme pour tout entier
positif k. Tout élément a de M vérifie

aA =Ad(a) et  Aa=d*(a)A.

Lemme 2.6. [22] Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour
tous a, b simples dans M, nous avons

afb= @) ndONIB,
aVb=0(da)Adb), et axb=0a@d(a)vab)). (2.2)

Les formules de dualité (2.1) et (2.2) déterminent les opérations /, V et A en termes
de leurs contreparties \, v et A.

Définition 2.7. Si M est un petit monoide gaussien, son exposant est I'ordre des
automorphismes 92 et 92 définis dans la proposition 2.5.

Corollaire 2.8. Supposons que M est un petit monoide gaussien non trivial, et A
DPensemble de ses atomes. Alors I'exposant e de M vérifie

1<e< max ppem(ny, ..., np).
n1totny=|Al

14
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3. Présentations des monoides gaussiens

Dans [25], une correspondance est établie entre petits monoides gaussiens et
présentations d’'une forme syntaxique particuliere. Ce pont entre « éléments du
monoide » et « mots les représentant » permet deux applications fondamentales.
D’une part, ce pont va permettre de décider effectivement si une présentation
de monoide donnée est—ou n’est apparemment pas—-celle d’un petit monoide
gaussien. D’autre part, étant donnée une présentation de petit monoide gaussien,
associé a un outil combinatoire sur les mots appelé retournement de mots, il va
permettre de calculer toutes les opérations du monoide.

Pour tout ensemble X, nous notons X* ’ensemble des mots sur X, c’est-a-dire le
monoide libre de base X. Si X est une partie génératrice d’'un monoide M, alors,
par définition, tout élément a de M admet des décompositions comme produit
d’éléments de X : pour tout mot w sur X, nous notons w 'image a de w dans M;
nous disons alors que w est une expression de a. Le mot vide est noté e.

Définition 3.1. [25] Supposons que M est un monoide gaussien. Soit X une
partie génératrice de M. Un sélecteur sur X dans M est une application

FrXxX— X

telle que, pour tous a,b dans X, le mot f(b,a) est une expression de b\a dans M.

Par définition, nous avons a\a = 1 pour tout a dans X, donc, si f est un sélecteur
pour X dans un monoide gaussien M, alors f(a,a) est le mot vide €.

Si X est un alphabet et R une famille de relations sur X, c’est-a-dire une
famille de paires de mots sur X, nous noterons ( X : R ) la présentation du
monoide—ou le monoide lui-méme—engendré par X et présenté par les relations
de R. Mais ( X : R ) pourra également désigner le groupe correspondant a cette
présentation de monoide, auquel cas le texte levera ’ambiguité éventuelle.

Définition 3.2. Soit X un alphabet non vide. Un complément sur X est
une application f de X x X dans X* telle que f(a,a) est € pour tout a
dans X. Si f est un complément sur X, nous désignons par R, la famille des
relations af(a,b) = bf(b,a) pour (a,b) € X2

La premiere étape dans la correspondance entre petits monoides gaussiens et
présentations d’une forme syntaxique particuliere est:

Proposition 3.3. [25] Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit X
une partie génératrice quelconque de M, et f un sélecteur pour X dans M.
Alors ( X : R; ) est une présentation pour M.
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Si M est un monoide gaussien, X une partie génératrice de M, et f un sélecteur
pour X dans M, alors toutes les opérations de M se calculent a partir de f de fagcon
effective. En effet, pour chaque complément f sur X, une opération combinatoire
sur les mots appelée retournement de mots est introduite.

Dans toute la suite, pour tout alphabet X, nous introduisons une copie dis-
jointe notée x~! pour chaque lettre  de X, et nous notons X ~! I’ensemble des
lettres 2~'. Pour tout mot w sur X U X!, nous notons w—! le mot obtenu en
échangeant chaque lettre z avec la lettre ! correspondante, et en renversant
Pordre des lettres. Ainsi, si G est un groupe engendré par X et si le mot w est une
expression I’élément a de G, alors w~! est une expression de I'inverse a~! de a.

Définition 3.4. [20][25] Soit f un complément sur un alphabet X. Pour w,w’
des mots sur X U X!, nous disons que w est f-retournable en w', noté w ~; w’,
si w peut étre transformé en w’ en un nombre fini d’étapes consistant & remplacer
un sous-mot de la forme 271y avec z,y dans X par le mot f(x,y)f(y,z)~! cor-
respondant. Pour u,v mots sur X, nous définissons u\fv comme 'unique mot v’
sur X tel qu'il existe un mot w' sur X vérifiant u=tv ~; /0L §'il existe, et uv,v

comme u(u\ v).
L'unicité de u\ v et uv,v provient de:
Proposition 3.5. [20] Le retournement de mots est confluent.

A chaque retournement de mots, est associé un graphe planaire (voisin d’un graphe
de Cayley) composé de fleches verticales et horizontales étiquetées par des éléments
de X, et tel que le retournement élémentaire du mot z =1y en f(z,y)f(y,z)"! se

traduit par la fermeture du motif

x en T Lo fly,x)
Y-

-~

f(z,y)

Le retournement de mots permet de calculer toutes les opérations dans le monoide:

Proposition 3.6. [25] Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit X
une partie génératrice de M, et f un sélecteur pour X dans M. Alors, pour tous
mots u,v sur X, le mot u\fv existe, il est une expression de I’élément u\v, et le
mot uv,v est une expression de I’élément u v .
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Considérons maintenant la question de reconnaitre quand une présentation donnée
par un complément définit un petit monoide gaussien.

Définition 3.7. [23] Soit f un complément sur un alphabet X. Pour Y C X*,
f est dit cohérent en le triplet (u,v,w) de mots dans Y si nous avons

((w\, )\, (w\,w)\, ((v\,u)\, (v\,w)) =&,
et f est dit cohérent sur Y s’il est cohérent en tous les triplets de mots de Y.

Définition 3.8. [23] Soit f un complément sur un alphabet X. Nous disons que f
vérifie la condition (#) s’il existe une partie finie Y de X* contenant X qui est
close par \f et si, de plus, notant Y la cloture de Y par v;, il existe un mot €2

dans Y tel que, pour tout u dans 1?, nous avons Q\fu = ¢ et il existe v dans Y
vérifiant (v\ Q)\,u = u\,(v\,Q2) = €.

Proposition 3.9. [23][25] Supposons que M est un petit monoide gaussien.
Soit X une partie génératrice finie de M, et f un sélecteur sur X. Alors f est
cohérent sur X* et il vérifie la condition (#).

Ces conditions nécessaires sont également suffisantes, et le critere de gaussianité
obtenu dans [23] et [25] s’énonce comme suit:

Proposition 3.10. [23][25] Supposons que f est un complément sur un alpha-
bet X, et que f est cohérent sur X* et vérifie la condition (#). Alors le monoide de
présentation ( X : R, ) est un petit monoide gaussien, et, donc, le groupe ( X : R, )
est un petit groupe gaussien.

Savoir si un complément f est cohérent est primordial pour I’étude du monoide
de présentation ( X : Ry ). Si f n’est pas cohérent, nous ne savons essentielle-
ment rien dire, alors que si f est cohérent, nous pouvons controler la divisibilité
et I'égalité en utilisant le retournement de mots et, en particulier, établir assez
simplement 1’éventuel caractére petit gaussien du monoide. Cependant, le critere
de cohérence sur X* qui est demandé dans la proposition 3.10 n’est pas effectif.
Deux résultats résolvent ce probleme dans des cas particuliers.

Proposition 3.11. [22] Supposons que f est un complément sur un alphabet X
a deux lettres. Alors f est cohérent sur X*.

Proposition 3.12. [20][22] Supposons que f est un complément sur X et que le

monoide de présentation ( X : Ry ) est atomique. Alors f est cohérent sur X* si
et seulement si f est cohérent sur X.
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Quand les relations R; préservent la longueur, comme dans le cas des relations
de tresses, et, plus généralement, des relations d’Artin associées a une matrice de
Coxeter, 'atomicité est triviale. Par contre, il n’existe pas de méthode générale
pour déterminer qu'un monoide de présentation ( X : Ry ) est ou non atomique.
Un des principaux résultats de [23] est le critére suivant, qui s’applique dans tous
les cas et ne nécessite aucune vérification préalable.

Proposition 3.13. [23] Supposons que f est un complément sur X et que Y est
une partie de X* qui inclut X et est close par \f. Alors f est cohérent sur X™* si
et seulement si f est cohérent surY .

Remarquons qu’il y a toujours cohérence en les triplets (u,v,w) ou deux des
trois mots w,v,w sont égaux. Ainsi, pour vérifier la cohérence sur un en-
semble Y de mots, il est nécessaire et suffisant de vérifier la cohérence en
exactement |Y[(|Y|—1)(]Y| —2) triplets de mots de Y bien choisis, & savoir les
triplets (u, v, w) vérifiant u # v # w # w.

Le retournement de mots et sa lecture graphique nous permettront aussi de prouver
le caractere non gaussien de certains monoides, soit en montrant la non existence
d’une partie Y close par \, (voir la conclusion), soit en montrant la non cohérence
de 'opération \, (voir les sections V.5, V.6).

Remarque. Les conditions mises en jeu dans le critere de la proposition 3.10
sont de type X, i.e., récursivement énumérables (voir [23]). Nous ne connaissons
pas de telles conditions permettant de prouver qu'un complément donné définit un
monoide gaussien (non petit). La condition de cohérence du complément est certes
nécessaire, mais non suffisante (sinon, d’apres la proposition 3.11, tout complément
sur un alphabet a deux lettres définirait un monoide gaussien, ce qui n’est pas le
cas—voir la conclusion). Mentionnons d’ailleurs que nous ne connaissons aucun
exemple de monoide gaussien finiment engendré qui ne soit pas petit. Mentionnons
simplement que B, et N sont gaussiens, non petits, mais de rang infini.

4. Deux exemples

Nous étudions ici deux exemples de petits groupes gaussiens qui sont différents
des groupes d’Artin classiques. Le but de cette section est d’illustrer I’ensemble
des notions introduites dans les trois sections précédentes. De nombreux autres
exemples sont regroupés dans le chapitre V.
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Exemple 4.1. Soit M, le monoide présenté par
(z,y,2: xzxy = yza? | yza’z = zayze | zoyze = xzoyz ). (4.1)

Est-il un petit monoide gaussien? La présentation (4.1) est associée au
complément f défini par f(z,y) = zay, f(y,x) = =222, f(y,2) = z2%z,
f(z,y) = zyzz, f(z,2) = zyzzx, et f(z,z) = zzyz, ou bien
22, 2\,y = zyzz, 2\,x = zyzmw, T\ 2 = 2TY*2.
(4.2)
Tout d’abord, M, est atomique : les relations de (4.1) étant homogenes, pour tout a
dans M, la norme |a| est la longueur commune des décompositions de a comme
produits des atomes x,y et z. Ainsi, d’apres la proposition 3.12, le complément f
est cohérent sur {x,y,2}" si et seulement s’il est cohérent sur {z,y,2}. Il y a six
triplets (x1,x2,x3) avec z; € {z,y, 2} et x1 # x2 # x3 # x1. Nous calculons

z\y = zxy, y\o = za°, y\,z = zx

@\ Y\, (2\,2) =z et (y\ @)\ (y\2) = 2,

@\ 2)\,(z\,y) = et (2\\x)\ (2\y) =¢,

puis
((2\y)\, (@\,2)\, ((W\,2)\,(y\,2)) =&,
(W\2)\, (y\, 2D\, ((2\,9)\, (2\,2)) =&,
((@\,2)\, (2\ )\, ((\;2)\, (2\;9)) =&,
((2\,2)\, 2\ )\, ((2\,2)\, (2\,9)) =&,
W\ 2\, (\, @)\, ((z\,9)\; (2\,2)) = €,
((2\ )\, 2\, )\, ((\,2)\, (y\,2)) = &.

Nous concluons que f est partout cohérent. Pour calculer la cloture de {z,y, z}
par 'opération \,, posons

Yb = {x7y7 Z} et }/;-i-l = sz\fyvz pour { > 07

et calculons Y7, Ys,Ys,... en espérant trouver un entier iy vérifiant ;11 =Y;
D’apres (4.2), nous avons

0

Yi={e x 9 z zxy, 222 z2%z, zyzx, zayz }.
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Ensuite, nous trouvons

Yo=A{e¢, x, vy, z, zay, 22, 22z, xyzx, zxyz | 2T, TY

Tz, zxyza , zxizx , @2, yzo , wyza? | wyz, iz 1,

avec par exemple xy = zazzz\fxyza: et rz = a:yzx\fzx2z, obtenus par le retourne-
ment

x Y zZ
zj
€
x
5 €
x
z
y T
x
Yy _“¢
x
Yz_

Puis, toujours en utilisant le retournement de mots, nous calculons

Ys={¢, o, v, 2, zxy, 2% za’z, wyzx, zayz, zx, xy, vz,
zayzx , zaizx, ot yer, xyza? ) xyz, 2tz wax, yrax, yz )

enfin, nous trouvons Y; = Y3, et concluons que Y existe et est Y3. L’ensemble
des éléments de M, représentés par les mots de Y est représenté sur la figure 1.
Continuons la vérification de la condition (#) de la définition 3.8. En posant par
exemple Yo =Y et Y11 =Y, vY; pour ¢ > 0, nous trouvons que la cloture Y de Y
par v; est

oo 2 2

Y ={¢ o, v, 2z, zzy, za°, z0°2, xyzx, 20Y2, 2T, TY, TZ, ZTYZL,

zalzx, o2, yzx, xyza?, xyz, ¥z, wzx, yzaw, yz, oiayT, TZTYZ,

yzalz, xlzryz, xzeyze, zxyze?, cyzalz, yzataw, zxzzxy};

Nous choisissons par exemple ) = zzzyzz, et vérifions que, pour tout mot u
de Y, nous avons Q\ u = ¢ et qu'il existe un mot v dans Y vérifiant (v\,Q)\,u =
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u\,(v\,§2) = &; par exemple, pour u = zzy, une recherche exhaustive parmi les

mots de Y fournit le mot v = 222. La proposition 3.10 permet de conclure que le
monoide M, est un petit monoide gaussien : il admet 24 éléments simples dont
23 primitifs a droite, et son graphe caractéristique est représenté sur la figure 2. Re-
marquons que le ppcm & droite des atomes—a savoir yzz?z—n’est pas 'élément A;
par contre, le ppcm & gauche des atomes est I’élément A, & savoir rzxyzx.

TYZT 2 ZXYZT X QZSC

O O @)

2
x%x TYzx yza&) ZxYz 2x%2

O O

2 TYz _x2x 2
T 2T
I O Oy s
2 Ty a2
T 2T
Yz O
z Y z
1

Figure 1. Le demi-A-treillis des primitifs du monoide M,,.

Dans un graphe caractéristique, nous convenons de représenter les primitifs
(a droite) par des cercles blancs, et les simples non primitifs par des cercles noirs.
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Oo—0 O
O
Q
O O—0 >
O O

A
\

Figure 2. Le graphe caractéristique de M.

Exemple 4.2. Considérons le monoide M, de présentation

(z,y:xyzyx =yy ). (4.3)

La présentation (4.3) est complémentée : elle est associée (a droite) au
complément f défini par f(x,y) = yayx et f(y,x) = y. D’apres la proposi-
tion 3.10, montrer que M, est un petit monoide gaussien revient a montrer que f
satisfait la condition (#). En effet, d’apres la proposition 3.11, la condition de
cohérence de f est automatiquement satisfaite. La cloéture YV de {z,y} par \,
existe et est finie:

Y =A{e z, v, 2y, yz, xyz, yry, TYTY, YTYT, YTYTY}.

L’ensemble des éléments de M, représentés par les mots de l'ensemble Y est
représenté sur la figure 3.
La cloture de {z,y} par \, et v; est 'ensemble fini

Y ={e¢ = vy zy, yz, zyz, yzy, Tyry, ryryz, yy,
YTyT, YTYTy, YTYTryT, Yyy, TYTYTY}.
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yryry
I YTYT
yry
I YT
e

1
Figure 3. Le demi-A-treillis des primitifs de M,.

ffyflfyI
TYT

Maintenant, choisissant (2 = ryzryxy, nous avons Q\ . u = & pour tout u de 17, et
nous trouvons
(zyzyzy\ Q)\,e = € = e\, (zyzyzy\,Q),

(yzyzy\Q)\,z = e = z\, (yzyzy\Q),
(zyzyz\,Q)\,y y\, (zyzyz\,Q),
(zyzy\,Q)\; (zy) (zy)\; (zyzy\,Q),

e\ (yyy) = € = (yyy)\,; (e\, ),
)\, (yryzyz) = € = (yayzyz)\,(€\,Q),

ce qui conclut la vérification de la condition (#) : M, est un petit monoide
gaussien, il admet 12 éléments simples dont 10 primitifs a droite, et son graphe car-
actéristique est représenté sur la figure 4. La vérification de la deuxieme partie de
la condition (#) peut sembler laborieuse, se faisant essentiellement par recherches
exhaustives. Dans le cas présent, nous pouvons lui substituer avantageusement
deux vérifications différentes. D’une part, il est montré dans [23] qu’il s’agit en
fait de vérifier que le monoide est simplifiable a droite, propriété pour laquelle il
n’existe pas de critere combinatoire général applicable a un complément a droite;
cependant, si un monoide admet une présentation a une seule relation ( X : u = v ),
il est simplifiable si et seulement si les mots u et v ont des lettres initiales distinctes
et des lettres finales distinctes [42], ce qui est le cas de M,. D’autre part, il ap-
parait que M, admet une présentation complémentée a gauche : elle est associée
au complément a gauche f défini par f(x,y) =y et f(y,z) = zyzy. D’apres [23],
si le complément a gauche f est cohérent, M, est simplifiable a droite.
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A
vy Q yryry
YTy I O yzyx
YT Oyzy
Ty I Oyx
Z Y
1

Figure 4. Le graphe caractéristique de M,.

Remarque. En montrant que M, est associé a un complément cohérent
vérifiant (#), nous avons montré de maniere indirecte que M, est atomique, mais,
de maniere générale, et en particulier pour les monoides gaussiens non petits, la
vérification de la condition d’atomicité n’est pas triviale. Il n’existe pas de méthode
générale pour prouver I'atomicité d’un monoide donné par une présentation. Un
monoide M est atomique si et seulement si M admet une application v de M dans
les entiers vérifiant v(a) > 0 pour tout a # 1 dans M et v(ab) > v(a) + v(b)
pour tous a,b dans M—voir [22][25]. Dans les bons cas, il est possible d’exhiber
une norme barycentrique, c’est-a-dire une application p de M dans les entiers
vérifiant p(ab) = p(a) + p(b) pour tous a,b dans le monoide. Par exemple, dans
le monoide de présentation ( x,y : xyr = yy ) (voir 'exemple V.20), une norme
barycentrique peut étre définie par pu(x) =1, u(y) = 2 et p(ab) = p(a)+ u(b). Par
contre, il n’existe pas de norme du type précédent pour le monoide M,; en effet,
Pégalité p(ryryr) = p(yy) impliquerait 3u(z) + 2u(y) = 2u(y), dou u(x) = 0,
contradiction.

L’algorithme de Knuth-Bendix permet, dans certains cas, de prouver ’existence
d’une norme (voir [34]). Appliquons I’algorithme de Knuth-Bendix au monoide M4,
et montrons que, dans ce cas, I'algorithme se termine, constituant ainsi une preuve
alternative de ’atomicité de M,.

Considérons la réduction xyrzyr —— yy. Une paire critique d’un systeme de
réductions (u; ~ v;); est une paire de réductions élémentaires d’'un mot qui est un
chevauchement de deux mots u; et u;. Ici, la réduction zyryr — yy admet deux
paires critiques, a savoir

Yyyr —— TYrYTYT —— TYYY,
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et
YYYryr—— TYTXYTYTYyryr —— TYTryyy.

En cléturant ces paires critiques, nous obtenons le systéme

TyTyT = yy, (R1)
TYYYy = Yyyr. (R2)

La réduction = est confluente. Premiérement, nous montrons qu’elle est
noethérienne. Tout mot w sur {x,y} peut s’écrire aty"2x™3 .. y" 2k 2R+
avec mi,mog+1 > 0 et m; > 0 pour 1 < i < 2k + 1. Maintenant, soit G(w) =
Zle (ma; 23:1 maj_1). Alors w; = wo implique G(wy) > G(ws), ce qui montre
que = est noethérienne. Pour montrer que = est artinienne, nous considérons

Yy — TyTyT, (S1)
yyyr — TYYY, (S2)

et montrons que la réduction — est noethérienne. Nous définissons N (w)
Zle E(mg;/3) ou E(n) est la partie entiere de n, et P(w) = Zle d(mg;) ou d(n
est 1 pour n =2 [ 3], et 0 sinon. Soit fi,(w) =2N(w)+ P(w). Alors w —g, w
implique fy, (w) > fu(w'), et w —g, w" implique fy, (w) = fi,(w’). Par conséquent,
une suite o de réductions — partant d’un mot w contient un nombre fini n4
de réductions —g,, et ny est majoré par fy,(w). Alors la longueur maximale A
des mots impliqués dans o satisfait A < |w| + 3ny. Finalement, w — w’ im-
plique w >y W', ol >y désigne l'ordre lexicographique sur les mots de

~

longueur au plus A. Ainsi, le nombre de réductions — dans o est fini—avec 2*
comme borne supérieure—ce qui montre que — est noethérienne.

Nous retrouverons le monoide M, dans la section VI.3.
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I1I. Le probleme de conjugaison

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de conjugaison, et montrons com-
ment étendre la solution donnée par Elrifai & Morton dans le cas des groupes de
tresses [27] au cas des petits groupes gaussiens arbitraires.

Dans la premieére section, nous établissons un lemme élémentaire, clé du probleme.
Un algorithme pour le probléeme de conjugaison est donné dans la section 2. Dans
la section 3, nous en décrivons une amélioration qui utilise une opération spéciale
de conjugaison appelée cyclage; cette opération permet en effet d’obtenir, pour
chaque classe de conjugaison, une sous-classe finie non vide distinguée, appelée
classe sommitale. Dans la section 4, nous montrons pourquoi, en ce qui concerne
le cyclage, nous pouvons utiliser indifféremment la forme A-normale et la forme
normale fractionnaire. Enfin, dans la section 5, nous établissons une borne sur le
nombre de cyclages, et montrons que calculer un élément de la classe sommitale
d’un élément donné peut se faire avec une complexité polynomiale.

1. Le lemme clé

Nous établissons ici un résultat élémentaire (le lemme 1.3). Il est techniquement
crucial pour le développement de ce chapitre (nous l'utiliserons également dans les
chapitres III et IV & venir). Nous introduisons les notions de puissance, copuis-
sance, et écart d’un élément, reconstruisons la forme normale appelée forme A-
normale, et développons la notion d’intervalle, initialement introduite par Elrifai
et Morton dans le cas des tresses [27].

Lemme 1.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Pour a,b dans G et k entier relatif, il y a équivalence entre:

(i) a et b vérifient a < A¥ < b (voir la définition 1.1.5);
(i) a est un diviseur a gauche de A, et A* est un diviseur & gauche de b;

(iii) a est un diviseur a droite de A¥, et A¥ est un diviseur a droite de b.
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Démonstration. Supposons a < AF < b. Alors il existe des éléments o', a”, b, b"
dans M vérifiant A* = a’aa” et b = b’ A*b”. Nous obtenons A¥ = aa” 9% (a’) =
9k (a")a'a et b = AFG2F(B)D" = b2 (V)AF, ce qui implique (i) et (iii). Les
implications (ii)=-(i) et (iii)=(i) sont évidentes. O

Lemme 1.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Alors, pour a,b dans G, A™ < a < A%t et A™ < b < A2
impliquent ATtT72 < gb < AStTs2,

Démonstration. D’apres le lemme 1.1, il existe des éléments a’,a”,b’,b” dans M
vérifiant @ = o’ A", ASt = a"a, b = AV, et A2 = bb". Nous en déduisons ab =
a' AT FT2Y et AS1T52 = " abb”, ce qui implique AT T2 < gb < AS1TSz, 0

Définition 1.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour a dans G, la puissance et la copuissance de a sont
respectivement
vi(a) =max{r € Z; A" <a}, et vi(a)=min{s€Z; a< A"}

L'écart de a est la différence vi(a) —v(a). L’idée est que vl est une sorte
de A-valuation. Une notion similaire de puissance est introduite dans [29], et des
notions similaires de copuissance et d’écart sont introduites dans [27], ou la puis-
sance de a est désignée par inf(a), sa copuissance par sup(a), et son écart est
appelé longueur canonique.

Le lemme suivant est crucial pour la suite du développement. Il apparait déja
dans [27] et [29] dans le cas des monoides de tresses, mais les arguments alors em-
ployés ne sont plus valables dans le cas plus général des petits monoides gaussiens.
La démonstration donnée ici est originale.

Lemme 1.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour a,b
dans M, A < ba implique A < b(A ra).

Démonstration. Supposons A < ba. D’apres le lemme 1.1, A est un diviseur a
gauche de ba. Puisque b est un diviseur a gauche de ba, I’élément A v b est un
diviseur & gauche de ba. Ainsi, ayant Avb = b(b\A) par définition, par simplifica-
tion & gauche, b\A est un diviseur a gauche de a. D’apres la proposition 1.2.5(ii),
I’élément b\A est simple, il divise donc A, et, par conséquent, il est un diviseur a
gauche de A A a. Finalement, A v b est un diviseur & gauche de b(A A a) et, par
conséquent, A est un diviseur a gauche de b(A A a). O

Remarque. Un argument similaire permet de montrer que A < ba
implique A < (bA A)(A Aa).
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Munis du lemme 1.4, nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, lequel
nous permet de définir une forme normale pour les éléments de tout petit monoide
gaussien, puis pour les éléments de tout petit groupe gaussien. Mentionnons que
ce résultat apparait déja dans [27] dans le cas des tresses—voir aussi [15][26][38].

Lemme 1.5. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit a un élément
de M et (a;);>1 la suite d’éléments simples définie par a1 = A ra et a4 =
A A ((ay...a;)\a) pour i > 1. Alors nous avons a; # 1 si et seulement si nous
avons j < vi(a).

Démonstration. Puisque M est atomique, il existe un entier k vérifiant ap # 1
et aj = 1 pour j > k. Par conséquent, I’élément a est a;...ay et, d’apres le
lemme 1.2, il vérifie v{(a) < k. Nous montrons k < v(a) par récurrence sur k.
Pour k£ = 0, nous avons a = 1 et vf(a) = 0. Supposons k > 1, c’est-a-dire a # 1
et vf(a) > 1. Soit ¢ = vf(a). 1l existe un élément b dans M vérifiant A4 = ba.
D’apres le lemme 1.4, nous avons A < bay, c’est-a-dire qu’il existe un élément '
dans M vérifiant ba; = Ab'. Nous en déduisons

A? =ba = bajas...a, = Abas ... ay,

puis AY"! = bay...ap et as...ar < AL Maintenant, par hypotheése de
récurrence, nous avons vi(as...ax) =k —1, dou k — 1 < vf(a) — 1. O

Nous définissons une forme normale unique pour les éléments de tout petit groupe
gaussien, celle-ci généralise celle introduite par Garside [29] pour les tresses.

Définition 1.6. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G
son groupe de fractions. Pour a élément de G, la forme A-normale de a
est l'unique décomposition APay...ap avec p = v (a), a3 = A A (A7Pa),
aiv1=Anr((ar...a;)\(A7Pa)) pour i > 1, et £ = vi(a)—v (a).

Définition 1.7. [27] Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour tous r, s entiers relatifs avec r < s, 'intervalle [r, s] est
défini comme le sous-ensemble de G composé des éléments a vérifiant A" < a < AS.
Ainsi nous avons

rs]={acG;r<uvi(a) et vi(a)<s}
Si S est ’ensemble des éléments simples, nous obtenons

r,s]C{aeG; a=A"ty1...ts, t; €S}

En particulier, nous avons la majoration card|r, s] < (card S)°~".
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Lemme 1.8. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors nous avons [r1, s1][r2, S2] = [r1 + r2, s1 + s2] dans G.

Démonstration. D’apres le lemme 1.2, nous avons [r1, $1][r2, s2] C [r1 +72, S1+ S2].
Montrons [r1 + 72, s1 + s2] C [r1, s1][r2, s2]. Puisque [r, s] est A"[0,s — r], il suffit
de montrer [0, s1 + s2] C [0, $1][0, s2]. Supposons a € [0,s1 + s2]. Alors, d’apres
le lemme 1.5, nous avons vi(a) < s1 + s3. Soit (a;);>1 la suite infinie d’éléments
simples définie par a1 = A ra et a;11 = A A ((ar...a;)\a) pour i > 1. Alors, par
construction, a’ = a; ...as, appartient a [0, s1], et a”’ = as, 41 ... as,+s, appartient
a [O, 82]‘ O

2. Le probleme de conjugaison

Nous résolvons le probleme de conjugaison dans les petits groupes gaussiens et
montrons comment étendre la solution de Elrifai-Morton proposée dans [27] dans
le cas des groupes de tresses.

Définition 2.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour a, b éléments de G, nous dirons que a, b sont positivement
conjugués s’il existe un élément ¢ dans M vérifiant @ = ¢ 'be, et que a,b sont
simplement conjugués s'il existe un élément simple s vérifiant a = s~ 'bs.

Lemme 2.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Si a,b sont conjugués dans G, alors a,b sont positivement conjugués.

Démonstration. 11 existe un élément ¢ dans G vérifiant a = ¢~ 'be. Soit ¢’ 1’élément
de M vérifiant ¢ = A (9)¢. D’apres la proposition 1.2.5, nous avons bA® = A€b,
ou e est I'exposant de M (voir la définition 1.2.7). Maintenant, il existe des entiers g
et r vérifiant v (c) = ge +r et 0 < r < e. Nous en déduisons

a = cl—lquefrbAqequcl _ C/—lquefrAqebAr A (Afcl)flerC/.
Puisque r est positif, A"¢ appartient & M. O

Lemme 2.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour a,b dans G vérifiant a = ¢~ 'bc avec ¢ dans M et ¢c; = Anc,
nous avons vy (¢ *bey) > min(vg(a), vo(D)).

Démonstration. Soit m = min(vy(a), v (b)). Il existe des éléments a’,b" dans M
vérifiant a = A™a’ et b = A™b'. Nous trouvons

citber = i PAA™ T ep = 9(c)) AT T ey = AT ()W ey (2.1)
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Il existe un élément ¢’ dans M vérifiant ¢ = ¢; ¢/, et nous avons
_ —1 Am— _ _ _ _ _
c le:C/ A™ lan l(cl)b/clc/ — A™ 182m 2(6/) la2m 1(61)()’616/.

Nous obtenons
anfQ(C/)flawnfl(Cl)blclcl _ Aa’,

puis
O*™ e erd = AD*™()d'.

Par conséquent, A divise 9~ 1(c1)b'c1c/. Maintenant, d’apres le lemme 1.4, A di-
vise 9™~ 1(c1)b ¢y, et nous déduisons de (2.1) que A™ divise ¢; *be;. O

Proposition 2.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Alors, pour a,b éléments conjugués de [r,s], il existe une
suite b = bg,by,...,bp = a d’éléments de [r,s] avec, pour 1 < i < k, b;_1 et b;
simplement conjugués.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2, il existe un élément ¢ dans M vérifiant a =
¢ tbe. Supposons que ¢ soit ¢1...cp avec ¢g = Aacet ciir = A A ((c1-..¢)\o).
Soient by = b et b; = ¢; 1bi_1ci. Nous allons montrer que by appartient a [r, s].
D’une part, le lemme 2.3 donne A" < by, c’est-a-dire r < v (by). D’autre part,
nous avons A7 < g~ !, A7 < b7l et a=! = ¢ b~ te. Par conséquent, toujours
d’apres le lemme 2.3, nous obtenons A™° < cl_lb_lcl = bl_l, puis by < A%, c’est-
a-dire vf(b1) < s. Une récurrence sur k complete la démonstration. O

Corollaire 2.5. Le probléme de conjugaison dans les petits groupes gaussiens est
décidable.

Démonstration. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions et a,b des éléments quelconques de G. Pour décider si a et b
sont conjugués, nous commengons par déterminer un intervalle [r, s] auquel a et b
appartiennent—il suffit de prendre r = min(vy(a), v (b)) et s = max(v(a), vF(b)).
Soit I'g(a) le singleton {a}. Alors, pour ¢ > 1, la i-éme étape consiste a cal-
culer ’ensemble T';(a) des éléments de [r, s] qui sont simplement conjugués & un
élément de I';_1(a). Le processus s’arréte a I’étape 4, ou 4, est le plus petit indice
vérifiant Iy 1 (a) = I';,(a). Puisque 'intervalle [r, s] est fini, un tel indice 4, existe,
et, en particulier, il est plus petit que card[r, s]. Maintenant, d’apres la proposi-
tion 2.4, a et b sont conjugués si et seulement si b appartient a I'; (a). O
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3. Cyclage et classes sommitales

Nous décrivons maintenant une amélioration de la solution précédente. Dans [27],
partant de la forme A-normale, Elrifai et Morton introduisent deux opérations,
appelées cyclage et cyclage inverse, qui envoient toute tresse sur une tresse con-
juguée distinguée. Ici, nous considérons des opérations similaires, qui vont nous
permettre de montrer que toute classe de conjugaison admet une sous-classe non
vide d’éléments ayant a la fois la puissance maximale et la copuissance minimale.
Nous verrons qu’au moins un élément de cette sous-classe distinguée peut étre
trouvé apreés un nombre fini d’opérations de cyclage (et de cyclage inverse), et
que la totalité de la sous-classe distinguée est alors obtenue apres un nombre fini
d’opérations de conjugaison par un élément simple.

Le cyclage consiste a faire passer le premier élément simple distinct de A inter-
venant dans la forme A-normale vers la fin de celle-ci, et le cyclage inverse a faire
passer le dernier élément simple vers le début de la forme A-normale.

Définition 3.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Le cyclage et le cyclage inverse sont les applications ¢, et ¢_
de G dans lui-méme définies par

¢ (a) = APay ... a0 (a1), et ¢ (a) = APO?P(ay)ay ... ap_1,

ou APaj ...ay est la forme A-normale de a. En particulier, nous avons ¢, (AP) =
AP = ¢_(AP).

Lemme 3.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fraction. Alors, pour tout a dans G, nous avons

(@) S ug(eela)) <ug(a) +1, et vi(a) —1 < of(¢:(a)) < v(a).

Démonstration. Soit a = APa; ...a, la forme A-normale de a. Par définition,
nous avons ¢,(a) = APas...a0%"(ay) et ¢_(a) = APO*(as)ay...ar_1. Nous
obtenons immédiatement vy (a) < vi(¢.(a)), et nous déduisons v¥(¢. (a)) < vi(a)
des égalités

6.()0°" " (@1)9"(ar) ... 9* " (az)
= ¢ (a)0(ag_1)...0%3(a1)0* T 1 (ay) = AP,

Finalement, v (¢: (a)) < vi(a)+1 et vi(a) —1 < vf(¢y(a)) sont des conséquences
directes du lemme 1.8. O
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Lemme 3.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour tout a
dans M, nous avons |a|=]0?(a)|=]0%(a)|.

Démonstration. D’apres la proposition 1.2.5, les automorphismes 9% et 02 induisent
des permutations de I’ensemble des atomes de M. D’autre part, par définition,
lapplication |.| associe & un élément a le nombre maximal d’atomes dans une
décomposition de a. O

Le prochain résultat apparait déja dans [27] dans le cas des tresses. Le lemme
précédent va nous permettre de mener la récurrence nécessaire a sa démonstration.

Proposition 3.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Supposons que a appartienne a G et qu’un conjugué b de a
vérifie vy (b) > vy (a). Alors il existe un entier m vérifiant v (¢]" (a)) > vi(a).

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2, il existe un élément d dans M vérifiant a =
d~1bd, d’on
da = bd. (3.1)
Nous démontrons le résultat de la proposition en faisant une récurrence sur |d|.
Pour |d|= 0, il n’y a rien & montrer. Supposons | d| > 0. Soit p = v (a).
Il existe des éléments a’,b’ dans M vérifiant a = APa’ et b = APV avec, par
hypothese, v (b') > 0. De (3.1), nous déduisons dAPa’ = AP d, puis 0*P(d)a’ =
b'd. Maintenant, d’aprés A < b’ < b'd, nous avons A < 9?P(d)ad’, et le lemme 1.4
implique A < 9?P(d)ay, ot a; est A A a’. En appliquant I'automorphisme 9%7,
nous obtenons A < d9*"(ay). 1l existe un élément g dans M vérifiant
do*(a1) = Ag. (3.2)
En écrivant A = 82771 (a1)02P(a,), nous en déduisons
d = ()0 (a1).
En particulier, cela implique |0%(g)|<|d|, puisque a; # A implique 827+ (ay) # 1.
Maintenant, par définition du cyclage, nous avons
0% (1), (a) = ad*(az). (3.3)
En rapprochant (3.1), (3.2), et (3.3), nous obtenons
bAg = bdd? (ay) = dad® (ay) = dO?P(ay) ¢, (a) = Age, (a).
Nous en déduisons
9*(b)g = go. (a).
L’élément ¢, (a) est conjugué de 92(b) par 1'élément g de M et, d’apres le
lemme 3.3, g vérifie |g|<|d|. Par conséquent, nous avons soit v (¢, (a)) > p,

et c’est terminé, soit v (¢, (a)) = p, auquel cas nous avons v (9%(b)) > v (¢, (a)),
et, appliquant ’hypothese de récurrence aux éléments 92(b) et ¢, (a), il existe un

entier n vérifiant v (¢ (¢4 (a))) > vy (¢4 (a)). O
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Lemme 3.5. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour tout a dans G de forme A-normale a = APaq...ay, la
forme A-normale de a=! est

a P =ATPY by avec b; = 62p+2372i+1(a5_i+1).

Démonstration. Tout d’abord, nous avons
al=a;'. a7’ ATP = A~19(ag) ... A7 9(az) A" D(ay ) AP
= A"19(ap) ... A™10(ay) AT PO ()
= = AP () PP (00)0%P T (ay).
Maintenant, nous montrons 1’égalité

A A (52p+2i_1(ai)52p+2i_3(ai—l) o 52p+1(a1)) _ 52p+2i—1(ai),

pour 1 < 4 < ¢, par récurrence sur i. Le résultat est trivial pour ¢ = 1. Sup-
posons ¢ > 1. Nous avons

A A (PPT21(g,)0P 23 (q,q) . 9P (ay))
_ 52p+21’71(ai)(52p+2if2(ai) A (52p+2i73(ai_1) o 52p+1(a1))).
En appliquant ’hypothese de récurrence, nous obtenons
G2 (a;) A (0P TH P (aim1) - 0% (an))
= (OPF22(a;) A (OPFH 3 (ai1) .. 0P (1)) A A
= 0772 () A (0123 (a-1) ... 0P (a1)) A A)
<§>52p+2¢—2(ai) A 52p+2i—3(ai71)
= 022 (a; 0 0(ai—1)) = 0P TH 2 (a A (@i1\A)) = 9PFH2(1) = 1,

ce qui termine la démonstration. O

Lemme 3.6. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors tout élément a dans G vérifie (¢_(a)) ™" = 0%(¢, (a™1)).

Démonstration. Soit a = APay ... ay la forme A-normale de a et ¢ sa copuissance.
D’apres le lemme 3.5, la forme A-normale de a testa !t =A"9,...b, avec b; =
0%1=2+1(g,_,.1). Par conséquent, nous avons ¢, (a"') = A79by...b0%(by).
De ¢_(a) = APO?P(ay)ay .. .as_1, nous déduisons

¢ (a)D?(py (a™ 1)) = APO*P(ag)ay . .. ap 1 ATI0?(b) ... 92 (b)) T2 (by).
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Maintenant, nous avons, pour 1 <¢ < /¢ —1,

af—iAi_l_q52(b1+i) — aﬂ—i52+2i_2_2q(52q_2i_1(aq_i))Ai_l_q

= ag_ia(ag_”Aiiliq = A9,
Nous obtenons

¢ (a)0 (4, (a™ 1)) = AP (a) A™P~1921 2 (by)
= A0 (ag)0*172(07 7 (ay))

)
= A719%(a)0%(0(ay))

qui est le résultat recherché. O
Nous obtenons le résultat dual de la proposition 3.4.

Proposition 3.7. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Supposons que a appartienne a G et qu’un conjugué b de a
vérifie v (b) < vi(a). Alors il existe un entier m vérifiant v (¢™(a)) < vi(a).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 3.4 aux éléments a~' et b=1, et
d’utiliser ensuite le lemme 3.6. O

Définition 3.8. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour a dans G, nous désignons par C(a) la classe de con-
jugaison de a, et définissons la puissance sommitale, la copuissance sommitale,
et 'écart sommital de a comme étant, respectivement, la puissance maximale, la
copuissance minimale, et I’écart minimal dans la classe C(a).

Proposition 3.9. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Alors, pour tout a dans G, les éléments de C'(a) dont I’écart
est ’écart sommital forment une partie finie non vide de C(a).

Démonstration. Par définition, 1’écart d’un élément de C'(a) est I’écart sommi-
tal si et seulement si sa puissance est la puissance sommitale et sa copuissance
la copuissance sommitale. D’apres la proposition 3.4, des cyclages répétés sur a
produisent (au moins) un des éléments conjugués de a dont la puissance est la
puissance sommitale. Notons ¢} (a) 'ensemble des conjugués de a ainsi produits.
D’apres le corollaire 3.7, des cyclages inverses répétés sur les éléments de ¢} (a) pro-
duisent (au moins) un des éléments conjugués des éléments de ¢ (a)—et donc con-
jugués de a—dont la copuissance est la copuissance sommitale. Notons ¢* (¢! (a))
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I’ensemble des conjugués de a ainsi produits. Maintenant, d’apres le lemme 3.2,
les cyclages inverses ne peuvent faire décroitre la puissance, donc la puissance
des éléments de ¢* (¢} (a)) est égale a la puissance des éléments de ¢;(a), c’est-
a-dire égale a la puissance sommitale. Ainsi, I’écart des éléments de ¢* (¢! (a))
est 1’écart sommital. En particulier, ¢*(¢(a)) est non vide et finie. D’apres la
proposition 2.4, nous obtenons tous les éléments de C'(a) dont I'écart est I’écart
sommital en conjuguant les éléments de ¢*(¢f(a)) par des éléments simples, et en
ne gardant que ceux dont l'écart est 1’écart sommital (voir la démonstration du
corollaire 2.5). 0

Définition 3.10. Pour a dans G, la classe sommitale C*(a) de a est 'ensemble
des éléments de C'(a) dont 'écart est 1’écart sommital.

Proposition 3.11. Supposons que M est un petit monoide gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Soit a,b des éléments de G. Un nombre fini d’opérations
de cyclage et cyclage inverse sur a (resp. sur b) produit un élément a de C*"(a)
(resp. un élément b de C*(b)), puis un nombre fini d’opérations de conjugaison
simple sur a permet d’obtenir C*"(a). Alors a,b sont conjugués dans G si et
seulement si b appartient & C*(a).

Nous obtenons également des critéres simples pour prouver la non-conjugaison.
Chacune des conditions suivantes:

(i) le plus petit intervalle contenant a et celui contenant b sont disjoints,

(ii) les puissances sommitales de a et b sont différentes,
(iii) les copuissances sommitales de a et b sont différentes,
(

iv) les écarts sommitaux de a et b sont différents,

implique que a et b ne sont pas conjugués.

4. Formes A-normale et normale fractionnaire.

La forme normale que nous avons choisie pour étudier le probléme de conjugaison
correspond, comme dans [27], a celle définie par Garside dans le cas des tresses,
voir [29]. Cette derniere est adéquate des lors que nous considérons les notions de
puissance et copuissance. Nous pouvons tout aussi bien utiliser la forme normale
fractionnaire, qui correspond a celle définie par Deligne dans [26] et par Adjan
dans [2]—voir aussi [27] [28].
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Définition 4.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour ¢ dans G, la forme normale fractionnaire (& gauche)
de c est définie comme étant 'unique décomposition

-1 -1
a, ...ay by...bg,

ol ay,...,ap,by,...,by sont des éléments simples tous distincts de 1, et ou nous
avons ajnby =1, a;n0(a;—1) = 1 pour2 < i < p, et bjnd(bj_1) =1pour2 < j <gq.

Nous avons, entre les deux formes normales, la connection suivante:
Lemme 4.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G

son groupe de fractions. Alors, pour ¢ dans G de forme normale fraction-
. -1 -1 —-p
naire a, " ...ay by...by, la forme A-normale de c est A™Pcy ...cpyq avec

c; = {azp_%ﬂ(%iﬂ) pour 1 <i <p,
bi—p pourp+1<i<p+q.
Démonstration. Par définition, nous avons

APc = Apaljl...al_lbl...bq
= APA9(ay) ... A7 0(a1)by ... b,
= 522071(0/]3) NN 5(0,1)[)1 ce bq.

A présent, nous montrons, pour 1 < i < p,
AN (P Yag) ... 0(ay)by ... by) = 0% ay),

par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 1, nous avons

A (B(ar)by ... by) = O

Supposons ¢ > 1. Nous avons

A A (0% Hay) ... 0(ar)bs ... by)
= 0% Y (a;) (8% 2(ai) A (0% (as_1)...0(a1)by ... by)).
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A présent, en appliquant ’hypothese de récurrence, nous obtenons

?2(a;) A (0% 3(a;_1)...0(a1)bs ... by)
= (%7 2(a;) A (0% 3(as—1) ... 0(a1)b1 ... by)) A A
= 0% 2(a;) A (0% (ai1) ... 0(a1)by ...by) A A)

Par conséquent, nous avons ¢; = 52p—2i+1(ap_i+1) pour 1 < i < p, et ¢ =b_p
pour p+1<:i<p+q. O

Nous définissons deux nouvelles opérations de conjugaison relativement a la forme
normale fractionnaire.

Définition 4.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Le 8-cyclage et le 8-cyclage inverse sont les applications 6,
et 0_ de G dans lui-méme définies par

0.(c)=a, . ..a;7'br...bayt, et, 0_(c) =bya,

- 1 -1
P p P cee Oy bl---bq—la

avec ¢ = ail

p - ay by ...b, la forme normale fractionnaire de c.

Le résultat suivant montre que cyclage et -cyclage sont équivalents.

Lemme 4.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour tout ¢ dans G, nous avons

0.(c) = 0%(6,(c)), et 0.(c) =0 (o).

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant le lemme 4.2, nous trouvons

0. (c)= ag_ll caithy . bga, !
=a,y . aithy . by A (ay)
= APO* Na,_y)...0%(a1)0?(by ... by)d(ay)
= DX(APO* 3 (ay_1)...0(a1)by ... byd(ay))

= P(APes. . cprg0(c1) = (0, (0)).
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Ensuite, par définition, nous avons

0,(ct) = 9+(b;1 b tay . ay)
=by . by tar. . aph

= (bgay ' ...ai by bg—1) T =0(c)7

Du lemme 3.6, nous déduisons 6, (c™1) = 82(¢,(c™!)) = ¢ (c)~!. Ainsi, nous
obtenons 6_(c) = ¢_(c). O

Corollaire 4.5. Le 6-cyclage permet de résoudre le probleme de conjugaison dans
tout petit groupe gaussien.

5. Une borne sur le nombre de cyclages

Nous concluons ce chapitre en étendant aux petits groupes gaussiens arbitraires le
résultat de Birman-Ko-Lee [10] suivant lequel, dans un groupe de tresses, cyclages
et cyclages inverses permettent d’obtenir un élément de la classe sommitale d’un
élément donné avec une complexité polynomiale.

Dans la section 3, nous avons vu que, dans tout petit groupe gaussien, une suite
d’opérations de cyclage sur un élément qui n’est pas de puissance sommitale pro-
duit un élément de puissance strictement supérieure (proposition 3.4). Le résultat
est que la longueur d’une telle suite est bornée par |A| —1. La preuve de Birman-
Ko-Lee repose sur le possible controle de I’écart de I'un des conjugants associés
a une telle suite d’opérations de cyclage. Les arguments originaux ne fonction-
nent plus dans le cas des petits groupes gaussiens arbitraires, et nous devons, en
particulier, utiliser le lemme clé de la section 1.

Lemme 5.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Soit a € G avec a = APd' et p = v (a). Alors a
n’est pas de puissance sommitale si et seulement s’il existe un élément h dans M
vérifiant A < ha'9*P(h~1).

Démonstration. Soit b € C**(a). D’apres le lemme 2.2, nous avons b = gag~?
pour un certain g dans M. Maintenant, que a ne soit pas de puissance sommitale
est équivalent & AP < gAPa’g™! donc & A < 9?P(g)a’g~t. 1l suffit alors de
prendre h = 9?P(g). O

Définition 5.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien, et que G
est son groupe de fractions. Soit @ € G avec a = APd’ et p = v (a). Nous

désignons par H(a) Pensemble des éléments h de M vérifiant A < ha'6%(h™1)
avec |h| minimal.
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Lemme 5.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour a dans G, tout élément h dans H(a) vérifie vy (h) = 0.

Démonstration. Posons p = v (a) et a = APd’ avec @’ € M. Soit h un élement
de H(a) et ¢ = v (h). Alors nous avons h = A%d pour un certain d dans M, et
obtenons

da' 9% (d~1) = A=9hd' 0% (h~'AY) = 8*U(ha' 9P (h™1)).

Par conséquent, h appartient a H(a) seulement pour |h|<|d], i.e., seulement
pour vy (h) = 0. 0

Conséquence du lemme clé de la section 1, le résultat suivant est essentiel pour la
suite.

Lemme 5.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour a,b
dans M, v (b) = v (bay) implique v (b) = v (bay) = v (bajaz) = ... =
u(bay ...ay), ot a=ay...a, est la forme A-normale de a.

Démonstration. Supposons vg(b) = vg(bay). Nous avons b = A% ®)p pour un cer-
tain b’ dans M. Nous devons montrer vy (baj) = vy (bajaz). D’apres le lemme 1.8,
nous avons vy (ba1) < vy (bajasz). Supposons vy (bay) < vy (baiaz). Alors nous trou-
vons A < bajas, et le lemme 1.4 implique A < ¥aq. Nous en déduisons Ava®+1 <
bay, contradiction. Une récurrence complete la démonstration. O

Proposition 5.5. Supposons que M est un petit monoide gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Alors, pour tout a dans G de puissance non sommitale,

nous avons vg(@UA”_l(a)) > vy (a).

Démonstration. Soit p = v (a). D’apreés le lemme 3.2, pour tout i > 0, nous
avons p < v (¢! (a)) : notons m le plus grand entier vérifiant v5(¢™(a)) = p. Nous
définissons alors les éléments a;,b; et h; par ¢ (a) = APa;b; avec a; = A A (a;b;),
et par h; = 0* L (ay,) ... 821 (a;) pour 0 < i < m. Nous montrons d’abord les
deux assertions suivantes:

(i) H(a) est {ho};

(ii) pour 1 < i < m, A A h; est un diviseur propre & gauche de A A h;_.
Montrons (i). Pour 0 <+i <m — 1, nous avons
hi52i(aibi)52p(hi)_l _ hi+152i+1 (ai)52i(ai)52i(bi)52p+2i+l (0;1)5217(}%4-1)_1
= hi+1A52i(bi52p<ai))A7152p(hi+1)71

= hig10%72 (a4 1bi11) %P (hig) "L
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II. LE PROBLEME DE CONJUGAISON
Nous obtenons
hoaobod? (ho) ™" = Rm®> ™ (Ambym )0 (hyy) ~F = 022 (b, 0% (am)),

donc, par hypothese, _
A < h0a0b062p(h0)_1. (51)

Soit h un élément de H(a). Nous avons A < hagbg, d’ou, d’apres le lemme 1.4,
A < hag, et h est k10(ag) pour un certain ky dans M. Nous trouvons

haobod? (h) ™" = k1 Abgd?P(ag) A~ 0P (k) ™" = k10%(a1by)0% (k1) ™"

Par récurrence, nous obtenons ha0b052p (h)~! = ki52i(aibi)52p(ki)_1 avec k; =
kiz10%%1 (a;) pour 1 < i < m. Nous trouvons alors h = ky,41ho, d’ot |h]>]ho]-
L’hypothése de minimalité de | h | et la relation (5.1) impliquent | A |=| ho |,
donc k41 =1 et h = hg.

Montrons (ii). Pour 1 < i < m, puisque h; est un diviseur & gauche de h;_q,
A A h; est un diviseur a gauche de A A h;_1. Nous montrons AAh; # AAh;_1 par
récurrence sur ¢ avec 1 <4 < m. Pour ¢ = 1, nous devons montrer Aahy # AAhg.
Supposons au contraire Arh; = Anhg. Soit A% ... g, la forme A-normale de hg.
Posons

pi = va(92 - - 9eaobo 0™ ((ge) - .. 0% (ge—i41))),
pour 0 < ¢ < /. Tout d’abord, A A hy = A A hg implique

po > 1. (5.2)

En effet, de hg = h10(ag), nous déduisons hoagby = h1Abg, et, hy A A étant gy,
nous obtenons g ...geagby = g1(g1\h1)Abgy, soit g3 ...geaoby = (g1\h1)Aby,
d’ott v (g2 ... geapbp) > 1. Ensuite, ’hypotheése de minimalité de |ho| implique

pe—1 < -1 (5.3)

en effet, d’apres le lemme 3.5, A? < go ...gga0b052p(8(gg) ...0%73(go)) impli-
querait AY < go...goapbo0%" (g2 ...g¢) TAYTL, puis, par simplification & droite,
A< gy...g0a0bg0%*"(go...g¢)"t. Enfin, le lemme 1.8 donne

Pi < pit1 < pi + 1, (5.4)

pour 0 <7 < ¢—1. Finalement, en rapprochant les conditions (5.2), (5.3) et (5.4),
nous trouvons p;, = pi,+1 pour un certain 79 < £—2, et le lemme 5.4 implique p;, =

Dig+1 = -+ = pg. 1l vient alors py < £ — 1, soit v (g2 .. .ggaobogzp(ho)_l) < -1,
puis, d’apres le lemme 1.8, v (hoaobo0*" (ho) ™) < 0, ce qui est une contradiction;
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en effet, d’apres (i), ho est dans H(a), donc vérifie vz (hoaobod2P(ho)™!) > 0 par
la définition 5.2. Pour ¢ > 1, nous appliquons I’hypothese de récurrence a ¢, (a),
ce qui complete la démonstration de (ii).

Le point (i) et le lemme 5.3 impliquent que A A hqy divise strictement A. Par
définition, nous avons h,, # 1, donc A A h,,, # 1. Finalement, du point (ii), nous
déduisons

0 <[A A <[A A g a]|< - - <JA A <[A Aol <]A],
ce qui implique m <|A| —2. 0

Proposition 5.6. Supposons que M est un petit monoide gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Alors, pour tout a dans G de copuissance non sommitale,

nous avons vH(!*1 7 (a)) < vi(a).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 5.5 & I’élément o~ !, et d’utiliser
ensuite le lemme 3.6. O

Corollaire 5.7. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Les opérations de cyclage et de cyclage inverse permettent
d’associer, a tout élément a de G, un élément de sa classe sommitale C*™(a), en
un nombre d’étapes élémentaires qui est polynomial en |al.

Nous ne connaissons pas de borne non exponentielle sur la complexité de
I’algorithme complet, c’est-a-dire I'algorithme qui, a partir d’un élément a donné,
détermine tous les éléments de sa classe sommitale C*(a). Cependant, nous con-
jecturons:

Conjecture 5.8. II existe un algorithme pour le probleme de conjugaison dans

tout petit groupe gaussien, qui utilise ’approche combinatoire décrite ici, et qui
est polynomial en la norme des éléments.
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II1I. Le centre

Dans ce chapitre, nous décrivons completement le centre des petits groupes
gaussiens. Nous ramenons d’abord 1’étude du centre des petits groupes gaussiens
a celle du centre des petits monoides gaussiens. Puis, comme Brieskorn et Saito
dans [12], nous étudions le quasicentre, défini comme 'ensemble des éléments du
monoide qui laissent I’ensemble des atomes stable par conjugaison. Pour cela, nous
introduisons une notion de A local, et calculons un ensemble générateur minimal
du quasicentre de tout petit monoide gaussien. Le résultat obtenu est:

Proposition. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors les A locaux
des atomes de M constituent un ensemble générateur minimal de son quasicentre.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1, nous montrons comment
ramener I’étude du centre des petits groupes gaussiens a celle du centre et du
quasicentre des petits monoides gaussiens. Dans la section 2, nous définissons une
notion de A local (a droite et a gauche) et établissons ses propriétés fondamentales.
Le principal résultat du chapitre est démontré dans la section 3. Enfin, dans la
section 4, nous donnons une nouvelle caractérisation du A local, qui nous permet
d’obtenir que ses versions gauche et droite coincident, et, dans la section 5, nous
montrons que le quasicentre de tout petit monoide gaussien est un monoide abélien
libre.

1. Définition du quasicentre

Dans [12], Brieskorn et Saito étudient le centre des groupes d’Artin sphériques.
Pour cela, ils considerent le quasicentre des monoides d’Artin sphériques
irréductibles, et montrent qu’il est le sous-monoide engendré par I’élément A.
Nous allons également examiner le quasicentre, méme si les arguments originaux
de Brieskorn et Saito ne s’appliquent plus dans le cadre plus général des petits
groupes gaussiens.
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Définition 1.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit A
I’ensemble de ses atomes et G son groupe de fractions. Le quasicentre de M
(resp. le quasicentralisateur de A dans G) est le sous-monoide {b € M ; Ab = bA}
(resp. le sous-groupe {b € G ; Ab=bA}).

L’étude du centre des petits groupes gaussiens se rameéne a I’étude du centre et du
quasicentre des petits monoides gaussiens. En effet, nous avons:

Lemme 1.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit A I’ensemble
de ses atomes et G son groupe de fractions. Alors

(i) le quasicentralisateur de A dans G est le groupe de fractions du quasicentre
de M;

(ii) le centre de G est le groupe de fractions du centre de M.

Démonstration. Soit ¢ dans G et p = v (c) : nous avons ¢ = AP¢ pour un
certain ¢’ dans M (voir la section IL.1).

(i) Supposons ¢ dans le quasicentralisateur de A dans G. L’élément AlPl de M
étant quasicentral d’aprés la propositon 1.2.5, ¢ lest aussi. Tout élément
dans le quasicentralisateur de A dans G est alors le quotient de deux éléments
quasicentraux de M.

(ii) Il existe des entiers g, r vérifiant p = ge +r et r > 0, ou e désigne I'exposant
de M (voir la définition 1.2.7). Supposons c central. L’élément Al?l® de M étant
central, A"¢’ est aussi. Tout élément central de G est alors le quotient de deux
éléments centraux de M. O

Le résultat suivant est facile mais essentiel. Nous 'utiliserons sans systématique-
ment y faire référence.

Lemme 1.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour tout
élément a et tout élément quasicentral b de M, il y a équivalence entre:

(1) a divise b (voir la définition 1.1.5);
(ii) a est un diviseur a gauche de b;

(iii) a est un diviseur a droite de b.

Démonstration. Supposons (i). Alors il existe deux éléments ¢, d de M vérifiant b =
cad. Puisque b est quasicentral, nous avons cb = bc¢’ pour un certain ¢’ dans M.
Nous trouvons cb = bc’ = cadc’, puis, par simplification & gauche, b = adcd’, ce
qui implique (ii). Symétriquement, (i) implique (iii). Le fait que (ii) (resp. (iii))
implique (i) est trivial. O

44



III. LE CENTRE

2. Une notion de A local

Supposons que M est un petit monoide gaussien. Nous allons associer a chaque
élément a de M un élément quasicentral distingué A, se comportant comme une
sorte d’élément de Garside local. Le résultat principal est que la famille de tous
les éléments A, pour x atome engendre le quasicentre de M.

Notation. Supposons que M est un monoide gaussien. Pour X,Y C M, rap-
pelons que Y\ X (resp. Y/X) désigne 'ensemble des éléments b\a (resp. b/a) de M
pour a dans X, b dans Y. Nous écrivons Y'\a pour Y'\{a} et b\ X pour {b}\X.

Lemme 2.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour tout
élément a de M, nous avons M\a = S%\a pour un certain entier q (dépendant
de a).

Démonstration. Soit a € M. Alors a appartient a SP pour un certain entier p :
il suffit de prendre p = v(a) (voir la définition II.1.3). Maintenant, d’apres le
lemme 1.1.9, nous avons M\SP = SP. En particulier, nous avons M\a C SP, dont
nous déduisons

S\a C S*\a C S*\aC...C SP.

Puisque S est fini, il existe ¢ < card(SP) vérifiant S9\a = S?+1\a. Montrons par
récurrence sur j que, pour tout j > 1, nous avons S9\a = St \a. Pour j = 1,
c’est la définition de q. Supposons j > 1. Soit b € S9ti~1 et ¢ € S. Par hypothese
de récurrence, il existe d dans S? vérifiant d\a = b\a. Utilisant l'identité (1.2)
du lemme I1.1.8, nous trouvons (bc)\a = c\(b\a) = c¢\(d\a) = (dc)\a, or (dc)\a
appartient & S\ a, c’est-a-dire & S9\a, ce qui conclut la récurrence. Finalement,
nous obtenons S%\a = M\a. 0

Définition 2.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Pour tout
élément a de M, nous posons

A =V{b\a; be M}

D’apres le lemme 2.1, I’élément A, est bien défini et calculable de fagon effective
pour tout a dans M. Symétriquement, nous définissons A, = \7{@/ b; be M}.
Remarquons que, pour tout a dans M, 1’égalité 1\a = a (resp. a/1 = a) implique
que a est un diviseur a gauche de A, (resp. un diviseur a droite de ﬁa), et que,
ayant b\1 =1 = 1/b pour tout b de M, nous obtenons A; =1 = A;.
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Par exemple, dans le petit monoide gaussien 1\462’2) admettant la présentation
(z,y: zy*xryry*s = yry?zy ) (voir la conclusion), nous calculons Sp\z G Sg\z =
MG \x et So\y G S2\y = My"*\y, ot Sy désigne I'ensemble des éléments simples
de M§'?. Les ensembles considérés sont représentés sur la figure 1. Nous trou-
vons A, = A, = A. Cet exemple montre que, dans un petit monoide gaussien M,
les ensembles M\x avec x atome ne couvrent pas nécessairement l’ensemble des
éléments primitifs de M (comme c’est le cas par exemple, nous le verrons au
chapitre V, dans les monoides de tresses d’Artin et de Birman-Ko-Lee).

o2,
> }'\
&gff

o000 00

@W
R

%M} Wm
; %;'%
s =

(2,2) .« . .
o présenté par (z,y: zyyryryyr=yryyry ).

Les sommets blancs représentent les éléments primitifs & droite de M<02’2), tandis que les

Figure 1. Le treillis des simples du monoide M’

sommets noirs représentent les éléments simples non primitifs de M(Oz’z). Les éléments
de JVI(Oz’z)\oc (resp. de M((J2’2)\y) sont ceux représentés par les sommets blancs non barrés

d’une croix ’x’ (resp. non barrés d’une croix ’+7).
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Nous allons montrer:

Proposition 2.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors,
pour tout a dans M, D'élément A, est quasicentral.  Plus précisément,
Papplication a — A, est une surjection de M sur le quasicentre de M.

La preuve de ce résultat repose sur plusieurs énoncés préliminaires.

Lemme 2.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors tout élément
quasicentral a dans M vérifie A, = a = A,.

Démonstration. Soit b € M. Puisque a est quasicentral, nous avons ba = ab’
pour un certain b’ dans M. Par conséquent, ba est un multiple & droite de a v b—
qui est b(b\a)—et, par simplification a gauche, a est un multiple a droite de b\a.
Ainsi A,—qui est le ppcm a droite de tous les éléments b\a—est un diviseur a
gauche de a. Maintenant, a étant un diviseur & gauche de A,, simplifiabilité et

conicité impliquent A, = a. L’égalité A, = a est obtenue symétriquement. O

Lemme 2.5. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour tout
élément a de M, il y a équivalence entre:

(i) A, est a;

(ii) pour tout b dans M, a est un diviseur a gauche de ba.

Démonstration. Supposons (i). Soit b € M. De \/(M\a) = a, nous déduisons
que b\a est un diviseur a gauche de a. Par conséquent, b(b\a) est un diviseur &
gauche de ba. Maintenant, par définition, b(b\a) est a(a\b), ce qui implique (ii).
Réciproquement, supposons (ii). Alors, pour tout b dans M, a v b—qui est b(b\a)
par définition—est un diviseur a gauche de ba, et donc, par simplification a gauche,
b\a est un diviseur a gauche de a. Cela implique que \/(M\a) est un diviseur a
gauche de a, et, puisque a est un diviseur a gauche de A, simplifiabilité et conicité
entrainent (i). O

Lemme 2.6. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour tout a
dans M, A, = a est équivalent a A, = a.

Démonstration. Soit G le groupe de fractions de M. Nous considérons
I’endomorphisme injectif hq : b — a~'ba de G. Supposons A, = a. Alors, d’apres
le lemme 2.5, pour tout b dans M, a est un diviseur a gauche de ba : nous en
déduisons h,(M) C M. Soit S I'ensemble des simples et e 'exposant de M (voir
la définition 1.2.7). D’apres la proposition 1.2.5, pour tout ¢ dans S€, il existe un
élément d de S¢ vérifiant A® = cd. Nous obtenons h,(A¢) = hy(c)hq(d), puis, A°
étant central, A® = hy(c)hy(d), ce qui implique hy(c) € S (et hy(d) € S°).
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Puisque, par hypotheése, S est fini, ’endomorphisme injectif h, induit un au-
tomorphisme de S¢. En particulier, h,(M) contient les atomes de M, et nous
obtenons h,(M) = M. L’endomorphisme h, est alors un automorphisme de M.
Par conséquent, pour tout b dans M, a est un diviseur a droite de ab, et, d’apres
la contrepartie gauche du lemme 2.5, nous en déduisons A, = a. L’implication
inverse est obtenue symétriquement. O

Lemme 2.7. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors tout
élément a de M vérifiant A, = a est quasicentral.

Démonstration. Soit x un atome de M. D’apres le lemme 2.5, 'hypothese A, = a
implique qu’il existe d dans M vérifiant xa = ad. Par simplifiabilité a droite, nous
avons d # 1, donc il existe un entier strictement positif n et des atomes 21, ..., 2,
vérifiant d = 21 ... z,. Le lemme 2.6 implique A, = a, et, d’apres la contrepartie
gauche du lemme 2.5, pour tout atome z; avec 1 < ¢ < n, il existe un élément c;
de M vérifiant az; = ¢;a. Par simplifiabilité a gauche, nous avons ¢; # 1 pour 1 <
17 < n. Nous obtenons

ra=ad=az1...2p =C1...Cna,

d’on, par simplification & droite, x = ¢ ...c¢,. Puisque z est un atome, nous de-
vons avoir n = 1, i.e., d est un atome. Ainsi, il existe une application f, des atomes
de M dans eux-mémes vérifiant xa = af,(x) pour chaque atome x. Par simplifia-
bilité, f, est injective, donc surjective : a est quasicentral par définition. O

Démonstration de la proposition 2.3. Montrons que a — A, est idempotente.
D’apres le lemme 2.1, il existe un entier n vérifiant M\a = S™\a et M\A, =
S™\A,. Soit S™ ={q,...,¢ }. En utilisant le lemme 1.1.8, nous trouvons

An, = (@\((@\a) v...v(g\a)) v ... v (g \((@\a) v ... v (g \a)))
= (@@\a) v...v(ga\a)) v...v((@g-\a) v... v (¢:¢:\a)).

Maintenant, un des éléments ¢; étant 1, nous obtenons Ax, = A, vV (5'\a), ou S’
est un certain sous-ensemble de S?*. Nous en déduisons Apa, = A, pour tout a
dans M. Ainsi, d’apres le lemme 2.7, A, est quasicentral pour tout a dans M. 0O

3. Générateurs minimaux du quasicentre
Nous allons maintenant montrer:

Proposition 3.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit A
I’ensemble de ses atomes. Alors le quasicentre de M est engendré par {A, ; x € A}.
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Le lemme suivant est un résultat technique simple qui est nécessaire a la preuve
et que nous utiliserons souvent dans la suite.

Lemme 3.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour tout
élément a et tout élément quasicentral b de M, le fait que a divise b implique
que A, et A, divisent b.

Démonstration. Par hypothese, il existe un élément d de M vérifiant b = ad.
Puisque b est quasicentral, pour tout ¢ dans M, il existe un élément ¢’ de M
vérifiant ¢b = adc’. En particulier, pour tout ¢ dans M, ¢(c\a)—qui est ¢ v a—est
un diviseur & gauche de ¢b, donc, par simplification & gauche, c¢\a est un diviseur
a gauche de b. Par conséquent, A, divise b par définition. O

Démonstration de la proposition 3.1. Soit b un élément quasicentral de M. Nous
montrons par récurrence sur |b| qu'il existe un entier n et des atomes z1,...,z,
de M vérifiant b = A, ...A,, . Pour |b|= 0, n est 0. Supposons |b|> 0.
Alors il existe un atome z et un élément v’ de M vérifiant b = xb’. D’apres le
lemme 3.2, nous avons b = A,b” pour un certain b” dans M avec |b|>|b"|.
D’aprés la proposition 2.3, I’élément A, est quasicentral, donc b” ’est aussi. Par
hypothese de récurrence, il existe un entier m et des atomes y1, ...,y de M de
vérifiant b = A, ... A, . Nous obtenons b = A; A, ... A, . O
Par exemple, dans le cas du petit monoide gaussien My* de la section 2 (voir aussi
la conclusion), la proposition 3.1 implique que le quasicentre est engendré par A.
Puisque son exposant est 1, le centre de ]\462'2) coincide avec son quasicentre.

Nous voulons & présent montrer que l’ensemble générateur {A, ; = € A} est
minimal.

Lemme 3.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour x,y
atomes de M, nous avons soit A, = A, soit Ay n A, = 1.

Démonstration. Nous prouvons d’abord que, pour x,y atomes et b élément de M,
A, = A, b implique b = 1. Nous avons A, = xd pour un certain d dans M. En
utilisant le lemme 1.1.7, nous obtenons

Ay =xzd=A7Ay b= (zrA,)(dVD).

Supposons xAA, = 1. Alors nous trouvons A, = zd = A, b= dvb = (b/d)d, d’ot,
par simplification & droite, z = b/d. Par conséquent, = divise \7(b/M ), qui, par
définition, est Kb. Maintenant, par hypothese, b est quasicentral, et le lemme 2.4
implique &b =b. D’apres le lemme 3.2, A, divise b, ce qui, par simplifiabilité et
conicité, implique A, = 1, contradiction.
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Supposons A A, # 1. Alors, par atomicité, x divise A, et, d’apres le lemme 3.2,
A, divise Ay, ce qui, par simplifiabilité et conicité, implique b = 1.

Maintenant, soit x,y des atomes de M. Supposons A, A A, # 1. Alors il existe
un atome z de M diviseur a gauche de A, et de A,. D’apres le lemme 3.2, A,
divise A, et Ay, ce qui, d’apres le résultat ci-dessus, implique A, = A, =A,. O

Proposition 3.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit A
Iensemble de ses atomes. Alors {A, ; x € A} est I'ensemble générateur minimal
du quasicentre de M.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.1, ’ensemble {A, ; = € A} engendre
le quasicentre de M. Soit x un atome et a,b des éléments quasicentraux de M.
Nous devons simplement montrer que A, = ab implique soit a = 1 soit b = 1.
Supposons a # 1. Alors nous avons a = ya’ pour un certain atome y et un certain
élément a’ de M. Puisque a est quasicentral, d’apres le lemme 3.2, A, est un
diviseur a gauche de a, et, par conséquent, A, est un diviseur a gauche de A,.
Nous avons A, # 1, d’ou, d’apres le lemme 3.3, A, = A,. Simplifiabilité et
conicité impliquent alors b = 1. O

4. Symétrie du A local

Nous donnons maintenant une nouvelle caractérisation de la fonction a — A,.
Nous avons vu que tout élément A, est quasicentral, et que, par construction,
A, est un multiple a droite de a. Nous montrons que A, est minimal pour cette
propriété. Ce nouveau point de vue nous permettra en particulier de montrer
que A, et A, coincident quel que soit a.

Lemme 4.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour a,b
éléments quasicentraux de M, les éléments a A b et a A b sont quasicentraux.

Démonstration. D’apres le lemme 3.2, 'élément A, divise a et b. Par conséquent,
Agnp est un diviseur a gauche de aab. Maintenant, aAb étant un diviseur & gauche
de Agnp, nous déduisons Aypp = a A b par simplifiabilité et conicité. D’apres le
lemme 2.7, a A b est donc quasicentral. Symétriquement, a A b est quasicentral. O

Proposition 4.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit ()Z son
quasicentre. Alors, pour tout a dans M, nous avons

Ag=N\QZnaM) et A= /\(QZNMa).
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Démonstration. Soit a € M. Nous avons que A, est un multiple a droite
de a, et que, d’apres la proposition 2.3, A, est quasicentral. Par conséquent,
A, appartient & QZ NalM et A(QZ N alM) est donc un diviseur de A,. Main-
tenant, puisque QZ N aM est non vide, A(QZ N aM) est multiple a droite de a.
De plus, d’apres le lemme 4.1, A(QZ N aM) est quasicentral. Ainsi, d’apres le
lemme 3.2, A, divise A(QZ NaM). Simplifiabilité et conicité permettent de con-

clure. L’égalité A, = A\(QZ N Ma) est obtenue symétriquement. 0

Corollaire 4.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour
tout a dans M, nous avons A, = A,.

Démonstration. Soit a € M. D’apres le lemme 1.3, nous avons
QZNaM =QZNMaM = QZ N Ma.

En utilisant la proposition 4.2, nous déduisons A, = A(QZ N MaM) et A, =

N(QZ N MaM). Maintenant, A, appartient & QZ N MaM, et, par conséquent,

A, est un diviseur a droite de A,. Symétriquement, A, est un diviseur a gauche
de A,. Simplifiabilité et conicité permettent de conclure. O

La symétrie du A local sera utilisée dans la section IV.2.

5. Structure de treillis du quasicentre

Nous démontrons que le quasicentre de tout petit monoide gaussien est un sous-
monoide abélien libre.

Lemme 5.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour a,b
éléments de M, nous avons A, v Ay = Agvp-

Démonstration. Tout d’abord, montrons que, pour a,b éléments quasicentraux
de M, I’élément avb est quasicentral. Il existe un entier positif n tel que a, b appar-
tiennent & S™—il suffit de prendre n = max(v(a),vF(b))—et, d’apres la proposi-
tion 1.2.5, il existe des éléments a’, b’ dans S™ vérifiant A" = aa’ = bb’. Puisque A"
est quasicentral, a’ et ¥’ sont quasicentraux. Maintenant, le lemme 1.1.7 nous
donne A™ = aa’ =bb' = (a v b)(a’ A V). Puisque, d’apres le lemme 4.1, o/ A b’ est
quasicentral, nous en déduisons que a v b est quasicentral.

Puisque avb divise Ag,vp, a divise A,yvp. D’apres la proposition 2.3 et le lemme 3.2,
A, divise Agvp, et, symétriquement, A, divise Agyyvp. Ainsi, A, v Ay divise Agvp,
et I'égalité découle du résultat ci-dessus et de la proposition 4.2. O
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Proposition 5.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors son
quasicentre QQZ est un monoide abélien libre, et la fonction a — A, est un homo-
morphisme de demi-treillis surjectif de (M, v) sur (QZ,v).

Démonstration. Soit A I'ensemble des atomes de M. D’apres la proposition 3.4,
Q7 est le sous-monoide engendré par {A, ; x € A}. Pour montrer que Q7 est
abélien libre, il suffit de montrer que, pour x,y atomes de A vérifiant A, # A,
nous avons Az\A, = A,. Supposons A, # A,. Alors le lemme 3.3 im-
plique A;\A, # 1. Puisque A, est A, (voir la démonstration de la proposi-
tion 2.3), A,\A, divise A,. Maintenant, d’apres le lemme 5.1, Pélément A,\A,
est quasicentral, et la proposition 3.4 implique A;\A, = A,. Le reste de 'assertion
découle du lemme 5.1. O

Remarque. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit QQZ son
quasicentre. La fonction a — A, n’est en général pas un homomorphisme de
demi-treillis de (M, A) sur (QZ, 7). En effet, pour a,b dans M, A,xp divise Ay A Ay
(puisque a A b divise A, et Ay, a A b divise A, A Ay, qui est quasicentral d’apres
le lemme 4.1, et, d’apres le lemme 3.2, Aynp divise A, A Ap), mais il n'y a pas
égalité en général. Nous verrons dans la section IV.2 une condition nécessaire et
suffisante pour cela.
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Dans le chapitre 111, nous avons obtenu une description compléte du centre de tout
petit groupe gaussien. L’objet de ce chapitre est d’établir le résultat:

Proposition. Tout petit groupe gaussien est un itéré de produits croisés de petits
groupes gaussiens dont le centre est monogéne.

Ce résultat étend naturellement le résultat de décomposition établi par Brieskorn
et Saito [12] et par Deligne [26] dans le cas des groupes d’Artin sphériques.
Une différence majeure est que le produit n’est plus un produit direct, mais une
généralisation de produit semi-direct, appelé produit croisé.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans la section 1, nous définissons
un produit croisé qui est une généralisation de produit semi-direct, et nous mon-
trons que tout produit croisé de petits monoides gaussiens est un petit monoide
gaussien. La notion de petit monoide gaussien A-pur est développée dans la
section 2. Nous établissons alors le résultat de décomposition annoncé. Dans
la section 3, nous montrons que la notion de A-pureté définie pour les petits
monoides gaussiens dans la section 2 est compatible avec celle d’irréductibilité des
monoides d’Artin sphériques. Nous étudions un exemple de décomposition d’un
petit monoide gaussien, qui nous amene a discuter de la question des sous-monoides
paraboliques d’un petit monoide gaussien.

53



IV. DECOMPOSITION

1. Produit croisé de petits monoides gaussiens

Les groupes gaussiens étant des groupes de fractions, nous définissons notre produit
pour les monoides d’abord.

Définition 1.1. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens—
ou, plus généralement, des monoides simplifiables et coniques avec un nombre fini
d’atomes. Soit A; 'ensemble des atomes de M; pour 1 < ¢ < n. Une famille de
fonctions vérifiant les identités de résidu est définie comme étant une famille 6 de
fonctions ©;; : M; x M; — M, pour 1 < i # j < n telles que, pour tout a dans M;,
la restriction ©;;(a,.) de ©;; a {a} x M; soit une bijection de M;, et vérifiant

©4j(ab, c) = ©45(b, ©45(a, ), (1.1)

0:j(a, cd) = ©;5(a, c) ©;;(0;i(c, a), d), (1.2)

@jk(eij (a7 C)a Gik(a7 6)) = Gik(gji(ca (Z), @jk(ca 6))a (13)

pour a,b dans M;, c,d dans M;, e dans My avec 1 < @ # j # k # ¢ < n.

Le produit croisé N?Ml est défini comme le quotient du produit libre des M; par
la congruence engendrée par tous les couples (20;;(z,y) , yO,i(y,x)) avec x € A;,
yecAjetl<i<j<n. Pourn =2, nous notons le produit bicroisé¢ M; g Ma.

La notion de produit croisé apparalt comme une version adaptée aux monoides du
produit croisé de groupes défini dans [33] et [50].

Exemple 1.2. Nous dirons qu’une famile O est triviale si, pour 1 < 4,5 < n,
pour tout a dans M;, la restriction de ©;; a {a} x M; est I'identité de M, : O est
alors une famille vérifiant les identités de résidu, et le produit croisé N?M, est le
produit direct My x ... x M,,.

Lemme 1.3. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens—
ou, plus généralement, des monoides simplifiables et coniques avec un nombre fini
d’atomes. Soit A; ’ensemble des atomes de M; pour 1 < i < n. Alors, pour toute
famille © de fonctions vérifiant les identités de résidu, pour 1 < i # j < n, pour
tout a dans M;, la restriction de ©;; a {a} x A; est une permutation de A;.

Démonstration. Tout d’abord, en prenant b = 1 dans (1.1) et en utilisant la
surjectivité de ©;;(a,.), nous trouvons

0(1,d) = d, (1.4)

pour tout d dans M;. Ensuite, en prenant ¢ = d = 1 dans (1.2) et en utilisant (1.4)
et la simplifiabilité de M;, nous obtenons

@m’(d, 1) = 1, (15)
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pour tout a dans M;. Maintenant, la restriction de ©;; a {a} x M; est
une surjection sur M; : en particulier, pour tout atome z de A;, il existe ¢
dans M, vérifiant ©;;(a,c) = z. Nous avons ¢ € A;. En effet, (1.5) im-
plique ¢ # 1, donc nous avons ¢ = yc avec y € A; et ¢ € M;. En
appliquant (1.2), nous trouvons ©;;(a,y)0,;(0,;(y,a),c’) = z. L’injectivité
de ©;;(a,.) et (1.5) impliquent O;;(a,y) # 1. Puisque z est un atome, nous
obtenons 0;;(0;(y,a),c’) =1, et, en utilisant I'injectivité de O;;(a,.) et (1.5) a
nouveau, nous trouvons ¢’ = 1. O

Supposons que M;y,..., M, sont des petits monoides gaussiens—ou, plus
généralement, des monoides simplifiables et coniques avec un nombre fini d’atomes.
Soit A; 'ensemble des atomes de M; pour 1 < 7 < n. Alors toute famille 6 vérifiant
les identités de résidu est déterminée par les permutations induites ©(x,.) de A;
pour z dans A; et 1 <i # j <n (voir le lemme 1.3). Mais, réciproquement, toute
famille de permutations d’atomes ne se prolonge pas nécessairement en une famille
vérifiant les identités de résidu. Par exemple, considérons les petits monoides
gaussiens My = ( z,y : zyr = y*> ) et N = ( z : ) (voir les exemples V.1
et V.20). La famille de permutations O(x,.) = O(y,.) = (Z) et O(z,.) = (y ¥)
ne se prolonge pas en une famille vérifiant les identités de résidu. En effet, en
utilisant (1.2) par exemple, nous trouverions O(z,y?) = 22 et O(z,zyz) = yxy,
ce qui contredit #? # yry dans My (voir également les exemples 1.5, 1.9, 1.11
et 1.15). Le seul produit bicroisé possible ici est le produit direct, voir la figure 3.

Figure 3. Le graphe caractéristique du monoide ( x,y : xyr = y? yx (z: ).

Définition 1.4. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens—
ou, plus généralement, des monoides simplifiables et coniques avec un nombre fini
d’atomes. Soit A; ’ensemble des atomes de M; pour 1 < i < n, et A I'union dis-
jointe A U...U A,. Une famille de permutations vérifiant les identités de résidu

)
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est une famille § = (0.)zca telle que, pour tout = de A, 6, est une permutation
de A qui préserve globalement chaque A; pour 1 < j < n, et telle que la famille
des fonctions obtenues par prolongement des fonctions 6, selon (1.1) et (1.2) est
une famille de fonctions vérifiant les identités de résidu. Le produit croisé cor-

respondant est alors désigné par Nsz Ce dernier ne dépend pas de la valeur
des 0, (y) pour x,y dans Aj et 1 < j < n, et 0, peut étre systématiquement définie
comme l'identité de A; pour tout z dans Aj et 1 < j <n.

Exemple 1.5. Considérons les petits monoides gaussiens M; = ( z1,z2,x3 :
1Ty = Tox3 = w371 ) et My = (y,z:y> = 23 ). Soit 0 la famille de permutations
définie par

— — _ (%1 X2 X3 Y 2 — _ (%1 X2 X3 Y 2
9$1_9x2_01’3_($1 xzxgzy)7 et Hy—ez—<m3x1x2yz)'

Alors § est une famille vérifiant les identités de résidu, et le monoide M; by Mo
admet la présentation

. _ _ 3_ .3 B
(21,%2,x3,Y,2 1 T1T2 = Tok3 = T3x1 , Y~ =2° , T12 = YT3 ,

1Y = RT3 , T2z = YT1 , T2Y = 21 , L3Y = YT2 , T3Z = 22 >

Voir aussi 'exemple 1.15.

Plusieurs résultats intermédiaires sont nécessaires a la démonstration du fait
que tout produit croisé de petits monoides gaussiens est un petit monoide gaussien.

Lemme 1.6. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens—
ou, plus généralement, des monoides simplifiables et atomiques avec un nombre
fini d’atomes. Alors, pour toute famille © de fonctions vérifiant les identités de
résidu, pour 1 < i # j < n, pour tout a dans M; et tout b dans M;, nous
avons [0 (a, b)|=Jb]-

Démonstration. Montrons par récurrence sur | b| que, pour tout a dans M; et
tout b dans M, nous avons |©;;(a,b)|>[b|. Pour |b|= 0, le résultat vient de (1.5).
Supposons [|b|> 0. Alors il existe un atome x et un élément d de M; vérifiant b = xd
et |[b|= 1+ |d| (voir la définition 1.1.3). Le lemme 1.3 implique |0;;(a,z)|=1. En
appliquant I’hypothese de récurrence, nous obtenons

(1.2)

1©:(a,b)|= Oi;(a, zd)| = |©i;(a, v)Oi(O;i(x, a),d)]
> [©ij(a, )| + 10:5(O;i(x, a),d)|
=1+ [04;(0;i(z,a), d)]
(HR)
> 14 |d|=]b],

ce qui conclut la récurrence.
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A présent, pour tout a dans M; avec 1 < i < n, nous notons éij (a,.) la fonction
réciproque de ©;;(a,.). Par définition, nous avons

Q4;(a,0;;5(a,b)) = b= O;;(a,0;(a,b)), (1.6)

pour a dans M;, b dans M, et 1 < i # j < n. De (1.6), (1.1) et (1.2), nous
déduisons les identités

Oij(ab, ) = ©45(a, 045 (b, ), (L7)
0ij(a, cd) = 6;5(a,)0;;(0:(645(a, ¢), a), d), (1.8)
pour a,b dans M;, c,d dans M; et 1 < i # j < n. Une récurrence analogue

a la précédente donne | éij(a, ¢)|>|c| pour tout a dans M;, tout ¢ dans M;
et 1 <i# j <n. Nous obtenons alors

[©:(a, b)|=[6]=1©:;(a, ©i; (a, b)) | =[O (a, b)],
ce qui implique |©;;(a, b)|=]b]. O

Lemme 1.7. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens—
ou, plus généralement, des monoides simplifiables et atomiques avec un nombre
fini d’atomes. Alors, pour toute famille O de fonctions vérifiant les identités de
résidu, pour 1 < i # j < n, pour tout a dans M; et tout b dans M;, nous
avons a©;;(a,b) = bO;;(b,a).

Démonstration. Faisons une récurrence sur |a||b|. Pour |a||b|= 0, le résultat
découle de (1.4) et (1.5). Supposons |a||b]|> 0. Nous avons a = zc et b = yd
avec r atome et c¢ élément de M;, y atome et d élément de M;. En utilisant le
lemme 1.6, nous obtenons

a©;;(a,b) = zcO;;(zc, yd
GEY

)
="2c0;j(c,0;5(z, yd))

(

(

(1 2)

Y
="2c0;j(c,0;(x,y
Y

.2
="2c0;j(c, 0;5(z,

(HR)
= 20,;(2,9)0,,(0;(z,y

i(05i(y, x),d))
)0:(0,i(Oi5(x, ), ¢), 0:(0;i(y, ), d))
€)0:(0,i(045(z,y), ¢),0:(0;i(y, ), d))

)©;
)

ACHI (
(}E)x@w(af ¥)0:;(0;i(y, x),d)0;i(05(0;i(y, x),d), ©;:(0:;(x,y), c))
(6 (
)

def

Y), (
) (

= ¥0,i(y,2)0:5(0;i(y, ), d)0;i(0:;(0;i(y, ¥), d), 0 (O
( )

(
(HR)
76]1 Yy, T @]Z 67« ( Z(y7x)7d 76]1(@lj(x7y)>c))

= ydO;;(d )

= yd0;(d, 0;i(y, 2)05:(O3 (2, ). )
(I—Q)yd@ﬂ(CL ©;i(y, zc))
“—Uyd@]l(yd xzc) = bOj;(b,a),

ce qui conclut la récurrence (voir la figure 2). O

(
ji(y,x

(

) =
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y d -
x 0,i(y,z) 0;i(d, 9;i(y, )

v 9@y y ©4;(0;i(y, z),d) Y

@ji @ij @ji y L ,d,

: JICHERI A )
Y Y Y

0ij(c, ©ij(z,y)) @ij(@jiE@ijéxvy;ac)v
1] ji\Y, ),
Figure 2. Démonstration du lemme 1.7.
Lemme 1.8. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens—ot,

plus généralement, des monoides simplifiables et atomiques avec un nombre fini
d’atomes. Alors, pour toute famille © de fonctions vérifiant les identités de résidu,

N?Mi est en bijection avec M1 X ...x M,,. En particulier, D(]?Mz est simplifiable.

Démonstration. Par définition, tout élément de I>4?MZ admet une décomposition
en produit d’éléments de My,...,M,. Nous devons montrer qu'une telle
décomposition est unique, le reste de I'assertion devenant clair. Pour 1 < i #
J < n, pour tout a dans M;, nous désignons par O;;(a,.) la bijection réciproque
de ©;;(a,.) (voir la démonstration du lemme 1.6). Le lemme 1.7 implique alors

ab = @ij(a, b)@)ji((:)ij(a, b),a), (19)

pour tout a € M;, b€ M; et 1 <i# j <n. L’application de (1.9) sur un segment
d’une décomposition donne une autre décomposition (du méme élément): nous
appelons cela une transformation élémentaire, et, reciproquement, nous passons
d’une décomposition a une autre en composant un ‘nombre fini de telles trans-
formations élémentaires. Soit ¢ un élément de N?MZ Une décomposition (3
de a est dite courte si B est de la forme 8 = a;, ...q;, avec a;, € M;,
et {i1,...,i,} = {1,...,n}; dans ce cas, (i1,...,i,) est appelé le support de 3.
Supposons que 3, sont des décompositions courtes de a. Alors les identities (1.1),
(1.2), (1.4) et (1.5) implique qu'’il existe (au moins) une suite finie o de transfor-
mations élémentaires

o= —a — ... — oy =7,
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telle que, pour 0 < j < p, a; est une décomposition courte. Ceci établit une
correspondance bijective entre une telle séquence et la permutation associée aux
supports. Pour montrer que la facon de transformer 3 en « n’importe pas, il suffit
de considérer le groupe des permutations &,, comme le groupe engendré par les
transpositions 7; = (4,7 + 1) avec 1 <1i < n — 1 soumises aux relations suivantes

=1, (1.10)
TiTj; = T;T; for ‘Z —]’ > 1, (111)
TiTit1Ti = Ti1TiTit1- (1.12)

Les vérifications qui correspondent aux relations (1.10) et (1.11) sont immédiates.
Nous traitons ici le cas correspondant a la relation (1.12). Fixons (p,q,r)
avec 1 < p # q # r # p < n, et considérons un élément a dans N?MZ avec
une décomposition a = a,aqa, pour a; € M;. En appliquant (1.9), nous pouvons
obtenir une décomposition de a comme b,b,b, avec b; € M;. Nous devons mon-
trer que les éléments by, b, et b, ainsi obtenus ne dépendent par de la stratégie
d’application de (1.9). En appliquant (1.9) d’abord a,a,, nous obtenons

ArQqQp = [@rq(ar;aq)”@qr G)1”q ahaQ) a?”)][ap]

Tq(aTa aq),ar), ap)]

(
= [GTq(aTvaq)HNTp( Ogr
(©pr(Orp(Or(Brg(ar, ag), ar), ap), Ogr(Brg ar, ag), ay))]
[éqp( rq(ar, q)7@r (© r(@?“q(araaq) ar), ap))]
[©pq ( (@Tq(ar7aq) (qu(@rq(araaq)aar)aap))>érq(ar>aq))]
[©p 7’( (qu(grq(araaq) av’)vap)aqu(érq(araaq)var))}a

(
r(©

alors que, en appliquant (1.9) d’abord a a4a,, nous obtenons

Qr, éqp(aqv ap)), ar), ®pq((:)qp(aq» ap), aq)]
Orp(ar, Ogplag, ap)), ar), Ope(Ogp(ay, ap), ay),

Nous montrons que les égalités (E,), (E;), (E,) sont des conséquences de
l'identité (1.3), ce qui répondra a la question:

@qp(erq<ar7aq)7 Grp(@qr(@m(awaq)a ar), ap)) = @T;D(arv @qp(am ap)) (Ep)
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@pq(@qp(@rq(ara aq), @rp<@qr(@rq(ara aq), ar), ap)), @rq(arv aq))
= 0,¢(0pr(Orp(ar, Ogp(ag, ap)), ar), Ope(Ogplag, ap), aq) (Ey)

@pr(@rp(@qr(érq(ara aq), ar), ap)» @qr(érq(arv aq), ar))

= 041 (0rg(Opr(Orp(ar, Ogplag, ap)), ar), Ope(Ogplag, ap), aq),  (Er)

@pr(érp(am Ogp(aq, ap)), ar)).

Soit by = érq(ar, aq) et d, = (:)qp(aq,ap). Nous trouvons
éqp(bm érp(@qr (bg, ar), Ogp(Orqlar, by), dp))) = érp (ar,dp) (E;/))
@pq(éqp(bqa érp(@qr(bqv ar), Ogp(Org(ar, by), dp))), bg) (Eq)
= Or¢(Opr(Orp(ar, dyp), ar), Opg(dp, Org(ar, by))

Q

Opr (Orp(Ogr(by, ar), Ogp(Org(ar, by), dp)), Ogr(by, ar)) (Er)

= @qr(@rq(@pT(érp(ar7 dp)7 (IT), @pq(dpa @Tq(a’r’a bq))a @pr(é’l’p(ara dp)a ar))

Soit e, = O, (ay,d,). Nous trouvons

éqp(bqv érp(eqr (bgs ar), Ogp(Org(ar, bg), Orp(ar, €p)))) = ep (E;/)/)

@pq(éqp(bqv érp(@qr(bm ar), Ogp(Org(ar, by), Orplar, ep)))), by)
= O,¢(Opr(ep; ar), Opg(Orp(ar, ep), Orglar, by)) (E:;/)

Opr (Orp(Ogr (bgs ar), Ogp(Org(ar, by), Orplar, ep))), Ogr(by, ar))

= Ogr(Orq(Opr(€p, ar), Opg(Orp(ar, ep), Org(ar, bq)), Opr(€p, ar)) (EY)
En appliquant 6,,(by, .) puis 6,,(0,.(by,a,),.) & (£,), nous obtenons
@qp(Grq (a’r’v bq): @rp(aﬁ ep)) = ®Tp(®qr (bqv aT)? qu (bqa ep))‘

Ensuite, en appliquant ©,.(0,(ep, ar),.) & (E), nous trouvons

Orq(Opr(ep, ar), 9pq(@qp(bq, (:)rp(qu(bq, 1)y Ogp(Org(ar, by), Orplar, €p)))), by))
= @pq(@rp<ar7 ep)a @rq (ara bq) <E!/1//)
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Maintenant, en appliquant érp(@qr(bq, ar),.) puis Ogp(by,.) &

O4p(Orq(ar, bq), Orp(ar, ep)) = Orp(Ogr(by, ar), Ogp(by, €p)),

nous trouvons

qu(bqa Grp(@qT(bqv ar), @qp(@Tq(arv bq)a GTP(aTv 6p)))) = €p,

et (E}") devient
Orq(Opr(ep; ar), Opg(ep, bg)) = Opq(Orp(ar, €p), Org(ar, by).
Finalement, pour (E!’), en appliquant érp(@qT(bq,ar), ) a

Oup(Orq(ar,bq), Orp(ar, ep)) = Orp(Ogr(by, ar), Ogp(by, €p)),

nous trouvons
érp(@qr(bqv ar), Ogp(Org(ar, by), Orplar, €p))) = Ogp(by, €p),
et, en appliquant érq(@pr(ep,ar), ) a

Opg(Orp(ar, €p), Orglar, bg)) = Org(Opr(ep, ar), Opglep, by)),

nous trouvons

éTq(GpT(epa ar), @pq(@w(aﬂ ep)a GTq(arv bq)) = @pq(em bq)-

En remplacant dans (E!), nous obtenons

Opr(Ogp(bgs ep); Ogr(by, ar)) = Ogr(Opg(ep, by), Opr(ep, ar)),

ce qui conclut la démonstration. O

Exemple 1.9. Considérons les petits monoides gaussiens (isomorphes) ( z;,y; :

Tiy; = yx; ) pour i = 1,2,3, et la famille § constituée des permutations 0., =
(it eeu) b = (Moimumwn) et O = Oy = O = 0y =
(21 o1 22 2 22 ¥2). Alors 6 se prolonge en une famille de fonctions © selon (1.1)
et (1.2), mais ne vérifie pas l'identité (1.3). Remarquons que les trois produits

bicroisés sous-jacents sont eux pourtant bien définis.
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Ce que nous avons vu dans la premiere partie de cette section est valable pour des
monoides simplifiables et coniques et/ou atomiques avec un nombre fini d’atomes.
Nous allons a présent nous concentrer sur le cas spécifique des petits monoides
gaussiens.

Lemme 1.10. Supposons que Mi,..., M, sont des petits monoides gaussiens.
Soit A; I'ensemble des atomes de M; pour 1 < i < n. Alors, pour toute famille g
de permutations vérifiant les identités de résidu, pour 1 < ¢ # j < n, la fonc-
tion (z,y) — (0y(z),0,(y)) est une permutation de A; x A;.

Démonstration. Fixons (i,7) avec 1 < i # j < n. Supposons (z1,x2) dans A; x A;
tel qu’il existe (y1,y2) et (21,22) dans A; x A; vérifiant

(O, (Y1), 0y, (y2)) = (21, 22) = (02,(21), 0=, (22))-

Nous obtenons .
{ Y21 = Y122,

22X1 = 212,

puis, le monoide M; étant gaussien,

{ (z1/y1)y2r1 = (21/y1) Y122,
(y1/21)22w1 = (y1/2’1)21$2,

d’ou
(z1/y1)y2x1 = (y1/21)2221.

Le lemme 1.8 implique z1/y1 = y1/z1 et ya = 23, or z1/y1 = y1/z1 en-
traine z1/y1 = y1/21 = 1, soit y1 = 21, ce qui prouve linjectivité de la fonc-
tion (z,y) — (0y(x),0,(y)). L’ensemble A; x A; étant fini, la fonction (z,y) —
(0y(z),0:(y)) est par conséquent une permutation de A; x A;. O

Exemple 1.11. Considérons les petits monoides gaussiens (isomorphes) ( z1,¥; :
T1y1 = y1x1 ) et ( Ta, Y2 : Tays = Yoo ), et la famille 0 constituée des permuta-
tions 0, = (51 48 22 ) = 0, 6, = (31 U2 52 22) et 6,, = (53 12 22 12). Alors Ia
fonction (z,y) — (0y(z),0:(y)) n’est pas une permutation de {x1,y1} x {z2,y2}.
D’apres le lemme 1.10, 0 nest pas une famille vérifiant les identités de résidu.
Effectivement, par un calcul direct, notant O la famille de fonctions associée a é:

nous trouverions O (y2, y171) = 27 et Oo1(y2,71y1) = Y171, contradiction.

Lemme 1.12. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens.
Alors, pour toute famille 6 de fonctions vérifiant les identités de résidu, pour
tout a dans M;, tous ¢,d dans M; avec 1 < i # j < n, nous avons 0;;(a,cv d) =
Gij (a, C) \% @ij (CL, d)
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Démonstration. Puisque v est symétrique, en appliquant (1.2), nous trouvons
61']' ((I, cCvV d) = @ij (CL, C)@ij (@ji(c, CL), C\d) = @ij (CL, d)Gij (@ﬂ(d, CL), d\C)
Ainsi, dans M; il existe un élément h vérifiant

Gij (CL, cvVv d) = (@ij(a, C) \% G)ij(a, d))h

Notons ©;;(a,.) la fonction réciproque de ©;;(a,.). Puisque v est symétrique, en
appliquant (1.8), nous trouvons

04;(a,045(a, ¢) v ©;;(a, d))
= 0,;(a, 04(a,c))0:;(9;:(045(a, O4(a, c)), a), O3;(a, )\Oy;(a, d))
= ¢0,;(05i(c,a), 04;(a,0)\Oi;(a, d))
= d6;(8,:(d, a), ©;(a,d)\Oy;(a, 0)).

Ainsi, dans M; il existe un élément h’ vérifiant
04j(a, ©:5(a, ) v Oy(a,d)) = (cv d)l’,

soit
@ij (CL, C) \ @i]-(a, d) = @ij (CL, (C \% d)h/),

puis, en appliquant (1.2) de nouveau,
@ij ((L, C) \% @ij (CL, d) = @ij (CL, CcV d)@”(@”(c \% d, a), h/)
La simplifiabilité et la conicité de M; permettent de conclure. O

Proposition 1.13. Supposons que Mi,..., M, sont des petits monoides
gaussiens. Alors, pour toute famille § de permutations vérifiant les identités de

résidu, le monoide Nsz est un petit monoide gaussien, et le treillis des éléments
simples de DX|? M; est produit des treillis des éléments simples de My, ..., M,

Démonstration. Soit A; 'ensemble des atomes de M; pour 1 < i < n, et soit A

I'union disjointe A; U ... A,. D’apres la proposition 1.3.3, pour 1 < ¢ < n, il
existe une fonction g; : A? — A7 telle que M; admet la présentation

(Ai+{zgi(z,y) = ygi(y, =)} ).
Alors, par définition, NfMZ admet la présentation
(A:{zg(z,y) =yg(y.2)} ),
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ou g est définie par

(z,y) = gj(xay) pour (w,y)€A§ avec 1 < j < n,
TV = 0.(y)  pour (w,y) € Aj x Ay, avec 1 < j # k < n.

Nous définissons 1'opération \g comme dans la définition 1.3.4. Nous allons utiliser
le critere de gaussianité de la proposition 1.3.10. Pour cela, il nous faut démontrer
les trois points suivants:

(i) la cloture de A par \ existe et est finie;

(ii) g est cohérent (voir la définition 1.3.7);

(iii) g vérifie la condition (#) (voir la définition 1.3.8).

Nous montrerons ensuite -
(iv) le treillis des éléments simples de [X|? M; est produit des treillis des éléments
simples de My, ..., M,.

(i) D’apres la proposition 1.3.9, pour 1 < i < n, g; vérifie la condition (#) de
la définition 1.3.8. Pour 1 < i < n, notons Y; la cloture de A; par \q Nous
allons montrer que la cloture de A par \g existe et qu’elle est la réunion dis-
jointe Y U ... Y,. Définissons Y = A et YO = {u\v; uwv € y =1y
pour i > 0. Nous montrons par récurrence sur k que, pour tout k > 0, Y *) existe et
est inclus dans Y7 L. . .Y,,. Pour k = 0, nous avons A; C Y; pour1 <i¢ <n,et A—
qui est A;U...UA, par définition—est inclus dans Y7 L. ..UY,,. Supposons k > 0.
Soit u,v des mots de Y*~1 . Par hypotheése de récurrence, nous avons u € Y,
et v € Y, pour certains entiers r,s avec 1 < 7,5 < n. Nous montrons par
récurrence sur |w| que, pour tout mot w de A*, w\gYs existe et est inclus dans Y;.
Pour [w| = 0, nous avons £\ v = v € Y; pour tout mot v de Y. Supposons [w| > 0.
Alors nous avons w = zw’ avec © € A et w’ € A*. Alors nous obtenons par re-
tournement de mots

w\ v = (zw')\ v=uw"\ (z\v),

pour tout mot v de Ys. Montrons alors par récurrence sur |v| que, pour tout v de Y,
z\,v existe et est dans Y; pour tout 2z de A. Pour |[v| = 0, nous avons z\ ¢ = .
Supposons [v[ > 0. Nous avons v = yv’ avec y dans A et, puisque v’ est y\ v
et Y est clos par \g, v’ dans Y;. Par retournement de mots, nous trouvons

2\ v =2\ (y0') = (z\,»)((y\,2)\,V),

donc, par hypothese de récurrence, z\gv existe et est dans Y. Par hypothese de
récurrence, w\gv existe et est dans Y, pour tout mot v de Yj, ce qui conclut les
deux récurrences. Maintenant, puisque Y7 U...UY,, est fini, la cloture de A par \g
est fini, et Y = Y7 U...UY,, s’ensuit.
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(ii) Remarquons tout d’adord que le monoide [X|¢ M; est atomique; en effet, d’apres
le lemme 1.8, tout élément a dans D(]fMZ admet une unique décomposition de la
forme a = ay ...a, avec a; dans M; pour 1 < i < n, et la norme |a| de a est
la somme des normes |a;|. Par conséquent, la proposition 1.3.12 assure que g
est cohérent sur A* si et seulement s’il 'est sur A. D’apres la proposition 1.3.9,
g est cohérent sur A? pour 1 < i < n, et, d’apres I'identité (1.3), g est cohérent
sur A; x Aj x Ay pour 1 < i # j # k # ¢ < n. Il nous reste a considérer les trois
cas génériques suivants.

Premiérement, supposons (z,y, z) € A? x Ay avec j # k. Alors nous avons

((@\»)\, (2\,2)\, ((\,2)\, (%\,2))

(gg($7y)\ 0:(2))\,(9; (4, 2)\,04(2))
((zgj(z,y) \qz ((ygi(y,2))\,2)
= ((zv,y)\,2)\, (yv,2)\,2) = €.

1)

Ainsi, g est cohérent en tout (z,y, z) de AJZ x Ay avec j # k.

Deuxi¢ment, supposons (z,y,2) € A; x A? avec j # k. Alors, d’apres le
lemme 1.12, nous avons

Ainsi, g est cohérent en tout (z,y,2) de 4; x AZ.

Troisiement, supposons (z,y,z) € A; x Ap x A; avec j # k. Comme
pour le cas précédent, nous trouvons ((z\ y)\ (z\ 2))\ ((y\z) \g =
¥\, (2v,2))\, (Oy (7)v,0y(2)) = €. Ainsi, g est cohérent en tout (x,y, 2 de A X
Ay x Aj, et, finalement, g est cohérent en tout (z,y, z) de A3.

(iii) Pour 1 < i < n, fixons un mot 2; représentant I’élément A de M;. Nous
allons montrer que le mot © = Q...8, est un mot de la cloture Y de YV
par v, tel que, pour tout u dans }A/, on ait Q\gu = ¢ et il existe v dans Y
vérifiant u\ (v\ Q) = (v\ )\, u = e. Soit u un mot dans Y. Tout d’abord,
uw s’écrit w = (ug1...u1p)...(Us1...Usy) pour un certain entier s < |u]
avec u;; € EAQ pour 1 < j <setl <i<mn. Pours =1, en notant u; pour uy ;,
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nous avons

O\ u= (... )\ (u1...up)
= (Q2... )\, (), (w1 - .. up))
= (D2 Q)\, ((21\ u1) ((ur\, Q1)\ (uz ... upn)))
= (Q2...Q)\, ((ur\, )\, (u2 - up))
= (Q2...Q,)\,(v2...vp),
avec vy = w1\ Q1, uj = w;\wj_y et v; = uj_;\ w; pour 2 < i < n. Par

récurrence sur n puis sur s, nous obtenons Q\gu = . Maintenant, montrons

par récurrence sur n qu'il existe un mot v dans Y; ...Y, vérifiant u\ (v\ Q) =
(v\,Q)\,u = e. Pour n = 1, cest trivial. Supposons n > 1, il existe v,

dans SA/n vérifiant un\g(vn\an) = (vn\an)\gun = ¢. D’apres le lemme 1.10, il
existe v}, dans Y;, et v’ dans Y7 ...Y,,_1 vérifiant U;L\gu’ =Up...Up_1 €t u’\gv; =
vp. Alors nous pouvons prendre v = v'v/, ou v’ est un mot dans Y;...Y, 1
vérifiant u"\ (v"\ (21 ... Qp-1)) = (V'\ (Q1...Qn-1))\ v’ = £. La condition (#)
est donc bien vérifiée.

Le monoide NfMl est donc petit gaussien.

(iv) Rappelons que, si (Xj,Ai,v;) avec 1 < i < r sont des treillis, leur pro-

duit (cartésien) est le treillis (X7 X ... x X, A,v), ou A et v sont définis
par (a1,...,a:)A(b1,...,b.) = (a1r1by, ... arArby) et (ag,... a0)v(by, ... b) =
(a1viby,...,amv.:by) pour a;,b; dans X; et 1 < i < r, voir [7]. Ici, pour 1 < i < n,

A; désigne l'ensemble des atomes de M;, P; la cloture de A; par \, et S; la
cloture de P; par v, i.e., par définition, ’ensemble des éléments simples de M;.
Nous considérons 'homomorphisme de treillis ¢ de S x ... x S, dans S défini
par ¢(1,...,1,a;,1,...,1) = a; pour a; € S; et 1 < j < n. Observons
que tout élément de S qui peut s’écrire comme le ppcm a droite d’éléments
dans S1,...,S5, peut aussi s’écrire comme le produit d’éléments dans S1,...,5,.
En effet, une récurrence sur n donne aj v ...va, = aj...a), avec a) = 1
et a, = (aj...a,_;)\a; pour i > 1. Maintenant, p(a,...,a,) = @(b1,...,bn)
implique a] ...a), = b} ...b),, soit, d’aprés le lemme 1.8, a; = b} pour 1 < i < n.
Nous montrons par récurrence sur n que, pour 1 < ¢ < n, nous avons a; = b;. Le
resultat est vrai pour n = 1. Supposons n > 1. Par hypothese de récurrence, nous
obtenons

O(i—1)i(ai—1,0(—2)i(ai—2, ... (O2(az, O1i(ar,a;)) . ..))
= O(i—1)i(@i—1,03—2)i(ai—2, ... (O2(az, O1;(a1,b;))...))

Maintenant, en utilisant la surjectivité de ©(;_1;(a;—1,.), nous trouvons

@(ifg)i(ai_g, NN (@22‘(&2, @U(al, a,)) .. )
= O(i—2)i(ai—2,...(O2(az,O1i(a1,b;)) . ..),
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puis, par surjectivité de @(i_g)i(ai,g, .) et ainsi de suite, nous obtenons finale-
ment a; = b;, ce qui conclut la récurrence et prouve l'injectivité de ¢. Soit P
la cloture de A par \. De Y = Y; U... 1Y, établi en (i), nous déduisons P =
P U ... U P,. Par définition, pour tout a dans S, il existe un entier m et des
éléments by, ..., b, de P vérifiant a = by v...vby,,, et nous avons a = ¢(ay,...,a,)
avec a; = \/(P; N {b1,...,by}) pour 1 < i < n, ce qui signifie que ¢ est surjec-
tive. O

Corollaire 1.14. Supposons que My, ..., M, sont des petits monoides gaussiens.
Alors, pour toute famille 0 vérifiant les identités de résidu, le nombre de simples

dans DQ?Mz est le produit des nombres de simples dans My, ..., M,.

Exemple 1.15. Considérons a nouveau les petits monoides gaussiens My, M> et
la famille de permutations 6 de Pexemple 1.5. Soit ¢’ constituée des permutations

/ _ N/ 0’ __ (T1 T2 T3 Y = /] _ (X1 T2 T3 Y 2 /] _ (T1 T2 T3 Y =
ezl_emg_gxg_(ﬂh T2 l‘syz)’ ey_(l‘s T1 CEQyZ) et ez_(ﬂm xs3 :171y2)v
N s " _ " _ " _ " _ pl "o _ /
et 6" des permutations 0, = 0, = 60, = 0., 0,=0, et 0] = 0.

Les monoides M; i3 My et M; i<z Ms sont petits gaussiens, mais le
monoide M; <, My n’est pas gaussien, puisque, par exemple, (x2\y)\(z2\z1) #
(y\z2)\(y\z1) contredit le lemme 1.1.8. La figure 4 représente le graphe caracté-
ristique du monoide M; iz Ma.

2. Petits monoides gaussiens A-purs

Nous introduisons une notion de petit monoide gaussien A-pur, qui généralise
celle de monoide d’Artin sphérique irréductible. D’une part, nous montrons que le
résultat de Brieskorn, Saito [12] et de Deligne [26] établi dans le cas particulier des
groupes d’Artin sphériques s’étend au cas des petits groupes gaussiens quelcon-
ques : le centre de tout petit groupe gaussien A-pur est un sous-groupe monogene
engendré par une puissance de ’élément A. D’autre part, nous démontrons que
tout petit monoide gaussien est un itéré de produits croisés de petits monoides
gaussiens A-purs.

Définition 2.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Pour a,b
dans M, nous écrivons a & b pour A, = Ay. Nous disons que M est A-pur si tous
ses atomes sont ~-équivalents.
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Figure 4. Le graphe caractéristique du monoide M; >z M>
avec My = { x1,%9, T3 : T1@o = T2T3 = 371 ), Mo = (y, 2 :y> = 23 ),

j— j— _ (%1 T2 T3 Y = j— _ (T1 T2 T3 Y =
9931_91‘2_9373_(w1 T2 mgzy)7 et ay_ez_(ws T $QyZ)’
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Nous obtenons:

Proposition 2.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien A-pur.
Soit A DI'ensemble de ses atomes, A son élément de Garside, e son exposant,
et G son groupe de fractions.

(i) Le quasicentre de M (resp. le quasicentralisateur de A dans G) est le sous-
monoide (resp. sous-groupe) engendré par A.

(ii) Le centre de M (resp. le centre de G) est le sous-monoide (resp. sous-groupe)
engendré par A°.

Démonstration. Soit A I'ensemble des atomes de M. D’apres le lemme I11.1.2 et
la proposition II1.3.1, il suffit de montrer {A, ; =z € A} = {A}. Soit d 'unique
élément de {A, ; = € A}. D’apres la proposition 1.2.5, A est quasicentral, et,
d’apres la proposition I11.3.4, A est une puissance de d. Soit

D= ] Ma.

T€A

Par hypothese, d est le ppcm a droite de D. Soit a,b € D. Par définition, nous
avons a = c\z pour un certain ¢ dans M et un certain atome z. En utilisant le
lemme 1.1.8, nous trouvons b\a = b\(c\z) = (¢b)\z, ce qui prouve que D est clos
par \. Puisque D inclut A, D inclut la cloture P de A par \, et, par conséquent,
A—qui est le ppcm a droite de P—divise d. Simplifiabilité et conicité permettent
de conclure. O

Notre but est maintenant de montrer que tout petit monoide gaussien est un itéré
de produits croisés de petits monoides gaussiens A-purs.

Définition 2.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit A
I'ensemble de ses atomes. Un sous-ensemble A; de A est dit saturé par ~ si,
pour tout atome x de A; et tout atome y de A, x ~ y implique y € A;.

Proposition 2.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour
tout ensemble A, d’atomes de M saturé par ~, le sous-monoide de M engendré
par Ay est un petit monoide gaussien.

Démonstration. Soit My le sous-monoide de M engendré par A;. Tout d’abord,
M; hérite de la simplifiabilité et de la conicité de M. A présent, il s’agit de
montrer M\M; = M; et \/M; = M; = \/M;. Nous montrons par récurrence sur |
a| que, pour tout a dans M7, 'ensemble M \a est inclus dans M;. Pour |a|= 0, nous
avons M\1 = {1}. Supposons |a|> 0. Alors nous avons a = za’ pour un certain
atome x de A; et un certain @’ dans M;. Nous prétendons que A, appartient
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a M, : soit y un atome de A; diviseur de A, alors, d’apres le lemme I11.3.2, A,
divise A,, et, d’apres le lemme I11.3.3, nous avons z ~ y, d’ot y € A;. Soit b € M.
En utilisant le lemme 1.1.8, nous obtenons

b\a = b\(za") = (0\z)((x\b)\a').

L’élément b\x appartient & M; puisqu’il divise A,, et, par hypothese de récurrence,
Pélément (z\b)\a' appartient & M;. Par conséquent, b\a appartient & M;. Nous
devons montrer \/M; = M; = \/M;. Soit ¢,d € M;. De cvd = ¢(c\d) et M\M; =
M7, nous déduisons ¢ v d € M;. Symétriquement, nous avons cv d € M. Ainsi,
toute paire d’éléments de M; admet un ppcm a droite et a gauche dans M.
Finalement, M; est un petit monoide gaussien puisque la cloture de A; par \ est
incluse dans la cloture de A par \. O

Maintenant, nous devons étudier la nature des relations entre les atomes z,y qui
vérifient x 2 y. Bien que trés simple, le lemme suivant est techniquement crucial.

Lemme 2.5. Supposons que M est un petit monoide gaussien.
(i) Pour x,y atomes distincts de M, nous avons y\z ~ x.

(ii) Pour z atome et b élément de M, b A~ x entraine ¢ ~ x pour tout diviseur c
de b non égal a 1.

Démonstration. (1) Puisque A, est \/(M\z), 'élément y\z est un diviseur a
gauche de A,, et, d’apres le lemme I11.3.2, A\, est un diviseur a gauche de A,.
Puisque y est un atome distinct de z, y\z est non trivial, et la proposition I11.3.4
implique A\, = A,.

(ii) Soit ¢ # 1 un diviseur de b dans M. Puisque b divise Ay, qui est A, par
hypothese, ¢ divise A,. Les lemmes I11.3.2 et I11.3.3 impliquent alors A, = A,. O

Lemme 2.6. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour A1, Ao
ensembles disjoints d’atomes saturés par ~, I'application x1 + xo\z1 est une
permutation de Ay pour tout atome xo de As.

Démonstration. Le résultat est conséquence des deux assertions suivantes:

(i) pour x,y atomes de M vérifiant z £ v, les éléments y\x et x\y sont des atomes
de M, et vérifient y\z R et z\y Ry

(ii) pour x,y1, y2 atomes de M vérifiant 2 y1, & yo et y1 # yo, les atomes x'\y;
et x\y2 sont distincts.

Montrons (i). Soit x,y des atomes de M vérifiant x 2 y. Nous avons donc z # ¥, et
Patomicité implique x\y # 1 et y\x # 1. Par conséquent, il existe des atomes z’, 3/’
et des éléments a, b de M vérifiant x vy = xay’ = yba’, soit, d’apres le lemme 1.1.7,

xvy = zay = ybr' = (varyb)(y' V).
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Supposons xaryb # 1. Soit z un atome de M divisant xaryb a gauche. Puisque yv
(za A yb) est un diviseur a gauche de yb, nous avons z # x. Par conséquent, x v z
étant un diviseur a gauche de x v y, z\z est un diviseur & gauche non trivial
de z\y, et le lemme 2.5 implique z & x\z & z\y & y. Symétriquement, nous
trouvons z ~ y\z ~ y\z ~ x, ce qui contredit 'hypothése 2 4 y. Nous obtenons
ainsi
vy =xay =ybx' =y Va
D’apres le lemme 2.5(i), z\y = ay’ et y\z = bz’ impliquent
ay’ Ry et ba' R,

tandis que z’/y’ = za et y' /2’ = yb impliquent xa ~ ' et yb X o', soit, en utilisant
le lemme 2.5(ii),
A A
ra~x et yb~uy.

Toujours d’aprés le lemme 2.5(ii), ay’ ~ y et xa & x impliquent a = 1, alors
que bz’ R z et yb X y impliquent b = 1.

Montrons (ii). Supposons z\y; = x\y2. Alors nous avons y;(y1\z) = y2(y2\x).
En particulier, y;\y2 est un diviseur a gauche de y;\x. Maintenant, d’apres (i),
y1\z est un atome. Les atomes yi,ys étant distincts, y1\y2 n’est pas 1, et nous
en déduisons y;\z = y1\y2, ce qui, d’apres le lemme 2.5(i), implique y ~ =,
contradiction. 0

Remarque. Dans un petit monoide gaussien, le ppcm a gauche de deux atomes
n’est pas nécessairement le ppcm & droite de deux atomes, et inversement. Par
exemple, dans le monoide M, de I'exemple 1.4.1, il n’existe pas d’atomes z1, 2
vérifiant z1 v 2o =y V z.

Proposition 2.7. Tout petit monoide gaussien est un itéré de produits croisés de
petits monoides gaussiens A-purs.

Démonstration. Supposons que M est un petit monoide gaussien, A I’ensemble de
ses atomes, et A = A1 ... A, une partition telle que, pour 1 < i < n, A; est un
sous-ensemble minimal non vide de A saturé par &. Pour 1 < i < n, M; (resp. M;)
désigne le sous-monoide engendré par A; (resp. par ANA;). Alors, pour 1 < i <mn,
d’apres le lemme 2.4, M; et M; sont des petits monoides gaussiens, et, d’apres le
lemme 2.6, il existe une famille 6@ de permutations vérifiant les identités de résidu
telle que nous ayons M = M; >, M;. Nous trouvons

M = NfMZ avec 0 = L1605 5 = € A}

Excepté pour n = 1, les petits monoides gaussiens M; ne sont pas nécessairement
A-purs (voir I'exemple 3.2 ci-dessous). Mais une itération du procédé ci-contre
conduit a une décomposition de M comme itéré de produits croisés de petits
monoides gaussiens A-purs. En effet, puisque le nombre d’atomes décroit stricte-
ment a chaque étape, une telle itération est nécessairement finie. O
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Corollaire 2.8. Tout petit monoide gaussien a deux générateurs est A-pur,
excepté le monoide abélien libre de rang 2.

Revenons sur la remarque suivant la proposition I11.5.2. Soit M un petit monoide
gaussien, et (QZ est son quasicentre. Nous avions mentionné que la fonction a — A,
n’était en général pas un homomorphisme de demi-treillis de (M, A) sur (QZ, A).
En fait, a — A, est un homomorphisme de demi-treillis de (M, ) sur (QZ, )
si et seulement si M est un monoide abélien libre. En effet, pour des atomes
distincts x,y de M vérifiant © & y, nous avons Agzpy, = A = let A, A A, =
A, # 1. Par conséquent, si a — A, est un homomorphisme de demi-treillis
de (M, A) sur (QZ, ), alors nous avons z # y pour tous z,y atomes de M, et,
suivant la démonstration de la proposition 2.7, nous déduisons que M est abélien
libre. L’implication réciproque est triviale.

3. Remarques et exemples

Dans cette section, nous montrons que la notion de A-pureté définie pour les petits
monoides gaussiens dans la section 2 est compatible avec celle d’irréductibilité des
monoides d’Artin sphériques. Nous étudions un exemple de décomposition d’un
petit monoide gaussien, qui nous amene a discuter de la question des sous-monoides
paraboliques d’un petit monoide gaussien.

Supposons que M est un monoide d’Artin avec un ensemble X d’atomes et une
matrice de Coxeter (mgy)qyex (voir la section V.1). Le graphe de Coxeter de M
est défini comme étant le graphe non orienté dont les sommets sont les atomes,
avec une aréte entre les sommets x et y pour mg, > 3, m,, étiquetant ’aréte
correspondante [11][12][26]. Par définition, M est irréductible si son graphe de
Coxeter est connexe.

Proposition 3.1. Supposons que M est un monoide d’Artin sphérique. Alors M
est irréductible si et seulement si M est A-pur.

Démonstration. Soit I" le graphe de Coxeter de M. Tout d’abord, nous montrons
que, pour tous atomes x,y appartenant & une méme composante connexe de I,
nous avons ¢ ~ y. Nous pouvons supposer x et y distincts. Alors il existe un
entier strictement positif n et des atomes distincts * = zg,...,2, = y de M tels
que, pour 0 < ¢ < n, z; et z;41 sont connectés dans I'. Utilisons une récurrence
sur n pour montrer que x et y vérifient x ~ y. Supposons n = 1. Alors il existe
un entier mg, > 3 vérifiant

p\y =1, —1(yz), et y\zv =1y, 1(2y),
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ou I (w) désigne le préfixe de longueur k£ du mot w™. En particulier, z di-
vise z\y, et y divise y\x. Ainsi, par définition, x divise A,, et y divise A;.
D’apres le lemme 3.2, par simplifiabilité et conicité, nous en déduisons A, = A,
c’est-a-dire x X y. Supposons maintenant n > 1. Alors nous avons x ~ z; et,
par hypotheése de récurrence, z; ~ y, d’ott # & y. Cela montre que, si M est
irréductible, alors il est A-pur.

Réciproquement, supposons que M n’est pas irréductible. Alors M est le pro-
duit direct de deux monoides d’Artin sphériques non triviaux. Par conséquent,
le quasicentre de M n’est pas monogene, et, d’aprés la proposition n, M n’est
pas A-pur. O

Poursuivons a présent avec une illustration de la décomposition mentionnée dans
la proposition 2.7.

Exemple 3.2. Nous considérons ici un des monoides hypercubes H,! considérés
par Garside dans [29] (voir également la section V.4). Pour n > 2, les monoides H;"
ne sont pas des monoides d’Artin. Soit H}f le monoide admettant la présentation

(x1,T9,x3 : T1T2 = ToTy , T1T3 = T3X1 , ToT1 = T3T2 ). (3.1)

Alors H3+ est un petit monoide gaussien, et son graphe caractéristique est
représenté sur la figure 5. Nous calculons dans H3
Ay =Dy, =x3xs, et Ay, =19,

et déduisons que le quasicentre (resp. le centre) de H; est engendré par zix3
et 2o (resp. par xiz3 et x3). En particulier, le monoide Hd n’est pas A-pur :
nous avons Hy = M, >y Mo avec My = ( w1, 23 : 1123 = 2371 ), My = (22 ),
et

O, = boy = (21 25 25)s 0oy = (5 25 27)-
Maintenant, Ms est A-pur, mais M; ne l'est pas : nous avons My = ( z1 : ) X
(x3: ). Nous obtenons ainsi Hy = ((z1: )X (x3: ))<z(x2: ). D’apresla
proposition 1.13, le treillis des éléments simples dans 'H; est isomorphe au treillis
des éléments simples dans N3 le monoide abélien libre de rang 3.

A

T T2 €3

1
Figure 5. Le graphe caractéristique de ’H;.
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Pour conclure ce chapitre, revenons sur la question des sous-monoides paraboliques
des petits monoides gaussiens. Nous savons que tout sous-monoide parabolique
d’un monoide d’Artin sphérique est un monoide d’Artin sphérique [39]. 1l est
naturel de se demander si tout sous-monoide d’un petit monoide gaussien engendré
par des atomes est lui-méme un petit monoide gaussien—voir proposition 2.4.
L’exemple du monoide ’H}f permet d’apporter une réponse négative. Le sous-
monoide M. de H;{ engendré par {x1,x2} n’est pas un petit monoide gaussien.
En effet, 'élément 3 est central dans M., mais ne peut étre un multiple de z1, et
la proposition II1.3.1 ne marche pas. Le monoide M., admet en fait la présentation
infinie
(1,29 xlargx’fmg = xgx’fxgxl, ke N). (3.2)
Remarquons que si, pour tout ¢ > 0, M, désigne le monoide
(1,20 : x0Ty = moxhaoxy, 0 <k < q), (3.3)

alors M, n’est toujours pas gaussien, mais, pour ¢ > 0, les atomes z; et xo
admettent ¢+1 plus petits communs multiples, et M, admet un élément €2 dont les
diviseurs a gauche et a droite coincident et engendrent M, :  est (quasi)central et
multiple des ¢ + 1 plus petits communs multiples de x; et 3. La figure 6 montre
le graphe de Cayley de My = { x1,%9 : X175 = T3T1, T1T2T1T2 = ToT1T2T1 )
restreint aux diviseurs de 2.

O

IlO Ol‘

2

O
1

Figure 6. Le monoide M7 n’est pas gaussien.
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Remarque. Exceptée la propriété de calculabilité effective de la fonction a — A,
les résultats des chapitres III et IV semblent pouvoir s’étendre au cadre plus général
des monoides quasi-gaussiens admettant un élément dont les diviseurs a gauche
et a droite coincident, engendrent le monoide mais ne sont pas nécessairement en
nombre fini, voir la section V.8.

La discussion précédente—en particulier 'exemple du monoide M;—montre au
contraire que 'extension des résultats de ces deux derniers chapitres au cas ou
nous ne supposons plus 'unicité des ppcm n’est visiblement pas triviale.

75



IV. DECOMPOSITION

76



V. Exemples et contre-exemples

Dans ce chapitre, nous dressons un inventaire des petits monoides gaussiens
rencontrés dans la littérature, et, pour chacun, nous décrivons I’élément
de Garside, les éléments simples, le centre, le groupe de fractions, et représentons
le graphe caractéristique.

1. Monoides d’Artin sphériques

Soit X un ensemble fini. Une matrice de Cozetersur X est une matrice (Mgy )z, yex
vérifiant:

(i) mgy = 1 pour z € X;

(ii) Mgy = My, € {m e N ; m > 2} U {oo} pour z #y € S.

Soit m = (Myy)e,yex une matrice de Coxeter. Le monoide d’Artin At (m) associé
a m est le monoide

( X 1Ly, (zy) = 1y, (yz) pour 2,y € X avec myy # o0 ), (1.1)

ou IIy(w) désigne le préfixe de longueur ¢ du mot w™>. Le groupe d’Artin A(m)
associé a m est le groupe admettant la présentation (1.1), et le groupe
de Coxeter W (m) associé a m est le groupe

(X Iy, (zy) =1L, (yz) pour z,y € X avec myy # 0o,2° =1 pour z € X )

Le monoide Af(m) et le groupe A(m) sont dits sphériques si le groupe
de Coxeter W (m) est fini.

D’apres [12], un monoide d’Artin est gaussien si et seulement s’il est sphérique,
auquel cas il est petit. L’ensemble des éléments simples d’'un monoide d’Artin
sphérique A™(m) est {r(w) : w € W} et son élément de Garside est A = 7(wy),
ol wg est I’'élément de longueur maximale dans W, et 7 est la section naturelle
de la projection canonique de A(m) sur W(m) définie comme suit. Soit w € W.
Nous choisissons une expression réduite w = x1...z, de w, et envoyons w sur
Pélément x4 ...z, de A™(m). D’apres la solution de Tits du probleme de mots dans
les groupes de Coxeter [51], cette définition ne dépend pas du choix de 'expression
réduite de w.
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Exemple 1. Monoides abéliens libres.

Les monoides abéliens libres sont les exemples les plus simples de monoides d’Artin
sphériques. Une présentation pour le monoide abélien libre a n générateurs N"
est

(x1,...,¢pxixy =252, 1 <i<j<n).

Le seul monoide gaussien a un générateur est le monoide libre a un générateur.
De plus, il est petit, et ses deux éléments simples sont primitifs. En effet, soit M
un monoide gaussien a un générateur, et soit x ce générateur. Une relation non
triviale pour M est de la forme zP = ¢ avec p et ¢ entiers positifs distincts. Si p
et ¢ sont non nuls, cela contredit 'hypothese de simplifiabilité. Si p ou ¢ est nul,
I’hypothese de conicité n’est pas respectée. Par conséquent, M est libre. Enfin,
vérifions que M est petit : nous avons

2\Ne=1, z\l==z, 1\1=1, et 1\z=1,

ce qui signifie que la cloture de {z} par \ est {1,z}. En particulier, I’élément de
Garside est z. Le graphe caractéristique du monoide libre de rang 1 est représenté
sur la figure 1.

A
O

O
1

Figure 1. Le graphe caractéristique du (petit) monoide gaussien & un atome.

D’apres la proposition IV.1.13, le treillis des éléments simples de N est alors
isomorphe au treillis Cy, ou Uy est la chaine a deux éléments. Le monoide N™
admet 2™ éléments simples dont n + 1 primitifs.

Mentionnons ici que, pour tout entier n, le treillis des éléments simples de N"™
est isomorphe & celui des éléments simples du monoide hypercube de Garside H,
(voir I'exemple 12 ci-dessous). Le graphe caractéristique du monoide abélien libre
a 4 générateurs est représenté sur la figure 2.
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1

Figure 2. Le graphe caractéristique du monoide N4,

Exemple 2. Monoides d’Artin de type A.
Le monoide Bj des tresses a 3 brins—également noté A'(Az)—admet pour
présentation

(01,09 1 010201 = 020103 ).

Ce monoide admet 6 éléments simples dont 5 primitifs. Son graphe caractéristique
est représenté sur la figure 3.

A

01 02

1

Figure 3. Le graphe caractéristique du monoide B’g
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Le monoide Bj des tresses a 4 brins—également noté A"(As)—admet pour
présentation

< 01,02,03 1010201 = 020102 , 020302 = 030203 , 0103 = 0301 )

SN

O\
})
(L

01

/D/D

/

g3

<«

Figure 4. Le graphe caractéristique du monoide BZ.

Ce monoide admet 24 éléments simples dont 23 primitifs. Son graphe carac-
téristique est représenté sur la figure 4, il apparaissait déja dans [29] comme graphe
de Cayley de Ay.

Pour n > 2, les monoides B}, admettent n! éléments simples dont n! — 1 primitifs,
et ils sont d’exposant 2.
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Exemple 3. Monoides d’Artin de type B.
Le monoide A™(Bs) admet la présentation

< 01,02,03 1010201 = 020102 , 02030203 = 03020302 , 0103 = 0301 >

Ce monoide admet 48 éléments simples dont 47 primitifs. Il est d’exposant 1. Son
graphe caractéristique est représenté sur la figure 5.

N
o\
[
AN

Figure 5. Le graphe caractéristique du monoide A+(Bg).
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Exemple 4. Monoides d’Artin de type D.
Le monoide A™(D,4) admet pour présentation

< 01,02,03,04 : 010201 = 020102 , 0103 = 0301 , 0104 = 04071 ,

0203092 = 030203 , 020402 = 040204 , 0304 = 0403 >

L’élément de Garside de A"(D4) est A = G1620304°, son exposant est 1.

monoide admet 192 éléments simples dont 191 primitifs.

Ce

Exemple 5. Le monoide d’Artin de type Hsj.
Il admet pour présentation

< 01,02,03 10102010201 = 0201020102 , 020302 = 030203 , 0103 = 0301 )

Ce monoide admet 120 éléments simples dont 119 primitifs.
actéristique est représenté sur la figure 7.

o/o.;/o
T

RN
!

Son graphe car-

g

Figure 7. Le graphe caractéristique du monoide A*(H3).
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Exemple 6. Monoides d’Artin de type I>(m).
Pour m > 2, le monoide Af(I3(m)) admet la présentation

(01,09 : I, (0102) = I, (0207) ), (1.2)

ou I (w) est le préfixe de longueur ¢ du mot w™. Ce monoide admet 2m éléments

simples dont 2m — 1 éléments primitifs. Mentionnons que A*(Iz(m)) est isomorphe
2
mA2

au monoide fus'[ m? |, et que son exposant est (voir le chapitre VI).

Le groupe A(Iz(m))—groupe de fractions de A"(Iz(m))—admet une autre
présentation, qui donne des algorithmes de meilleure complexité pour répondre
aux problemes de mots et de conjugaison. Considérons les m nouveaux générateurs

suivants:
71 = 01,

Tg = 02,

—1
73 = 0201049 ,

T = W1 (0201) o (0901) ™ ?

Alors le groupe A(I3(m)) admet la présentation
(Tiyeo oy T I TIT, = ToT1 =T3T2 = ... = Ti—1Tm—2 = TmTm—1 )- (1.3)

En effet, soit =1, =5 les congruences de groupe engendrées respectivement
par {(lm (0102), M (0201))} et par {(T17m, 7271) fU{(7; -1, Tj3175), 1 < j < m}.
Pour 2 <i < m et a € {1,2}, nous avons

7iTic1 = i1 (0201)i—a(0201) " L _a (0201 )1;_3(0201) ™' =4 02071. (1.4)
Premierement, nous avons

TITm = UIHm—l(UQUl)Hm—2(0201)71 = Hm(0102)nm—2(0201)71

=1 Hm(0201)nm—2(020’1)_1 =1 02071,

et, par conséquent, d’apres (1.4), chacun des mots 717m, T2T1,. .., TinTm—1 €st
=;-équivalent au mot o901, ce qui implique que =; contient =5. Deuxiemement,
d’apres (1.4), 717, =2 127 implique

011l —1(0901) 2 (0201) ™! =2 0207.
En multipliant par IL,,_2(02071) & droite, nous trouvons
01Hm—1(0201) =2 0201Hm—2(0201)7

d’ou I1,,, (0102) =3 I, (02071), ce qui signifie que =5 contient =;.
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Le monoide BKL"(I3(m)) admettant la présentation (1.3) est un petit monoide
gaussien : il est isomorphe au monoide fus+[[ 2™ ] et son exposant est 5i— (voir le
chapitre VI). Il admet m + 2 éléments simples dont m + 1 primitifs.

2. Monoides de tresses de Birman-Ko-Lee

Dans [9], Birman, Ko & Lee proposent une présentation alternative du groupe de
tresses :

(s, m >1t>8>1: Asarg = Argays pour (t—7r)(t—q)(s—71)(s —q) >0

A1sQsy = QgpQyy = Qgrlgs POUT £ > 8 > 1)

est une présentation du groupe de tresses a n brins. Les nouveaux générateurs
sont des conjugués des générateurs classiques d’Artin:

s = (04-104—2 ... 0541)0s(04_104—2 ... Os41) "

Cette présentation est celle d’'un monoide que nous désignerons par Br“"—ou
par BKI(A,_1). Pour tout n, BE**" est un petit monoide gaussien; en effet,
comme observé dans [25], le monoide B2*** admet la présentation complémentée

(ats,m>t>5>1:asarq = arqars pour (t —7r)(t —q)(s —r)(s —q) >0,
QtsQsr = QgpQty = QgrQts POUr t > 8 > 1,
QtsQtrQsq = QrqligQrs POUr £ > 1> 5 > ¢,

Atsiqrs = QpqlriGgs POUr T > 1> q > S ),

et la vérification systématique de la cohérence du complément associé constitue la
majeure partie de [9].

Exemple 7. Les monoides B et BJ**" sont isomorphes aux monoides de
tresses de Sergiescu (voir [45]) associés aux graphes planaires complets a 3 et 4 som-

mets. Le monoide B§*"* est isomorphe au monoide fus'] 23 ] (voir le chapitre VI).
Le graphe caractéristique du monoide BJ*"* est représenté sur la figure 8.
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Figure 8. Le graphe caractéristique du monoide Bj*"*.

L’élément de Garside de BE*"" est

A= an(n,l)a(n,l)(n,g) ... a21,

et, pour n > 2, BPFF est d’exposant n. Mentionnons que le nombre d’éléments

simples (resp. primitifs) dans B2<*" est le n-ieme nombre de Catalan % qui
est plus petit que 4™ (resp. est n!((f:jr)!l)! -1).

Remarque. Un monoide de Sergiescu pour le groupe By est de rang au plus 9—
correspondant au nombre maximal d’arétes pour un graphe simple planaire a 5
sommets. Le rang du monoide BE*"" est 10, donc BE*"" n’est pas un monoide
de Sergiescu (de méme que les monoides BZ**" pour n > 5).

Les résultats [25, proposition 9.2] et [6, proposition 2.26] fournissent
des monoides de Birman-Ko-Lee pour les groupes d’Artin de type B. Pour n = 2,
nous reconnaisons le monoide de Birman-Ko-Lee BKL"(I5(4)) du groupe A(I3(4))
donné dans l'exemple 6. Pour n = 3, nous obtenons le petit monoide
gaussien BKL7(Bs) dont une présentation est donnée par le diagramme
de la figure 9, ou bi,...i, désigne l'atome de BKLF (B3) correspondant a
I'élément oy, ..o, (03, ... 04,_,) "' de A(Bs) avec 01,032,073 les atomes de A™(Bs)
(voir I’'exemple 3), les relations étant de la forme by, by, = buybuws = ... = by, buy,
pour by, , ..., by, les sommets sur un méme cercle décrits dans le sens horaire. Le
graphe caractéristique de BKL"(Bs3) est représenté sur la figure 10. Nous conjec-
turons que le nombre d’éléments simples de norme k dans BKL(B,,) est égal au
carré du nombre de graphes a n sommets avec k sommets dans un bloc bipartite
distingué pour k = 0...n, voir [47, séquence A028657].

85



V. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

b321323

Figure 9. Diagramme pour le monoide de Birman-Ko-Lee BKL"(B3).

.
o O O Q SNe
K ST : =
. S . : _ S\
. S . H
LS L
R 2
;s" .z
\\\ . £
3 z
R , z
K -7
s :
=7, \ ~
S — . B . 2
S o, = ‘ ~ 0, 3"
S 2 = A b b Z b 4, CF
b2120/ by O b3zQ , bso15(Q b321 2100 321:’?_.. 325‘23 O Ob,
, E
, ~

Figure 10. Le graphe caractéristique du monoide BKL"(Bs).

Question. Existe-t-il des monoides « a la Birman-Ko-Lee » pour les groupes
d’Artin sphériques autres que ceux des types A, B et Io(m)?
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3. Monoides hypercubes de Garside

Dans [29], Garside propose des exemples de groupes analogues aux groupes de
tresses : nous y retrouvons les groupes d’Artin de type Bs et Hjz, mais également
une famille de groupes qui ne sont pas des groupes d’Artin.

Exemple 8. Les groupes H,—originalement désignés par C,—sont définis,
pour p > 0, par

Hop—1 = Z1,...,Tap—1 : TiTop—; = Top—;ix; pour 1 <4 < 2p —1,

Tikj = XTjTop—; pour i < j <2p—1i ),

et
Hop = ( @1,...,Top : TiTop_iy1 = Top_ip12; pour 1 <4 < 2p,
TiTj = T;jTop—ip1 POUr 4 < j <2p—i+1).

Les monoides hypercubes de Garside H}, admettant les présentations précédentes
sont des petits monoides gaussiens. Pour n > 1, ils constituent des exemples de
petits monoides gaussiens qui ne sont pas A-purs (voir le chapitre IV). En effet,
dans ngfl, nous avons M\z; = {1,z;,xop—i}, dott Ay, = xiTop_i = Ay,
pour 1 < i < p, et M\z, = {l,2,}, dot A,, = x,. Nous obtenons la
p_1:[><]fMi avec M; = (x;: )X (@gp_;: )pour 1 <i<p

et M, =(z,: ),etavec § constituée des permutations

décomposition H}

0. —§ _ T Lo o Liy LiTiqr oo Lpeoop_ i1 Lop_ i Lop_jq1 o Lop_2 Top_1
v Tap Lop—1Lop—2 o+ Lop—it1 Li Lig1 - Lp oo Lop i1 Lop—y Lioq o T2 )’
pour 1 <i < p. De méme, Hy, est N?Sigp« it ) X ( XTop—it1 : ) avec 0

constituée des permutations

0. —0 T B e Ty LTy Top i Lo Lopig2 - Lop—1 Tap
XT; = YT2p—i+1 Y
‘ Pt Lop Lop—1 ++ Lop—iqo2 Ly Ligq « o e Lop_i Lop_j11 Licy - Lo I

pour 1 < ¢ < p. En particulier, la proposition IV.1.13 implique que, pour tout
entier n, le treillis des simples de H}, est isomorphe a celui des éléments simples
de N™ (voir I'exemple 1), c’est-a-dire au treillis hypercube C%. Voir également
I’exemple IV.3.2 pour une étude détaillée du monoide H3.
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4. Monoides de noeud

Comme mentionné dans [25], les groupes de noeud torique sont des petits groupes
gaussiens.

Exemple 9. Monoides de nceud torique.
Pour tous p, ¢ > 1 premiers entre eux, le groupe 1, , du nceud (p, ¢)-torique admet
la présentation (de monoide)

(z,y: 2P =y"),

voir [43], et le monoide T, admettant cette méme présentation est un petit

monoide gaussien. Tout groﬁpe de neeud torique est un petit groupe gaussien [25].

Exemple 10. Monoides de Wirtinger de noeud torique.

Pour toute projection de nceud p, nous appelons monoide de Wirtinger associé a p
le monoide pr+ engendré par les générateurs de Wirtinger avec les relations
positives associées, voir [14]. Notons que tout monoide de Wirtinger est atomique
et simplifiable.

Pour tous entiers r, s > 1 premiers entre eux, nous notons p,. ; la projection stan-
dard du noeud (r, s)-torique, c’est-a-dire le diagramme de la cloture du diagramme
correspondant au mot de tresse (o7 ...0,-1)%, ol les o; désignent les générateurs
standard (voir [14] et la figure 11). Pour tout s > 1 impair, le monoide 7,}"" est un

petit monoide gaussien isomorphe au monoide fus+[ 2% ] (voir le chapitre VI). En
particulier, pour tout s > 1 impair, le groupe du neeud (2, s)-torique est isomorphe
au groupe A(Iz(s)) (voir 'exemple 6).

Figure 11. La projection standard pa5 du nceud (2, 5)-torique.
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Par contre, le monoide Tp‘g’: n’est pas gaussien; il admet une présentation de la
forme

(T1,T9,X3,Xq : T1To = Tok3 = T3X1, Toly = T3y = T4T3 ),

et, en particulier, les éléments x5 et x3 n’admettent pas un unique ppcm (ni a
droite, ni & gauche). Remarquons néanmoins que TPVSV: admet un élément €2 dont

les diviseurs a gauche et a droite coincident et engendrent TpVSV;, A savoir Q = x173.

La figure 12 représente le graphe de Cayley de Tp‘gv;“ restreint aux diviseurs de ).

Q

le o

1

Figure 12. Le monoide Tpv?)";r n’est pas gaussien.

Figure 13. Trois projections du nceud (3,4)-torique : a3, 819 et P34.

Le monoide TPV;’: est un petit monoide gaussien; en effet, il est isomorphe au
monoide

< Liye.-,28 1 T1X7 = T7T2 = TeL1, T2T5 = T5T3 = T3Te,

T1T4 = T3T1 = T3, T4L7 = T5L8 = T7T5 >,
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dont une présentation complémentée est
< Tlyee.,L8 1 X1XYyX7 = X2X5L1, L1XY4 — X3X1, T1T4T7 = T4T7T3,

L1147 = T5XL1T4, T1X7 = TeT1, T1X7 = T7X2, T1T4 = LT3, T2T5 = T3Te,
T2T5L1 = TAX7L3, T2X5 = T5X3, L2X5L1 = TLeX1L5, L2X5L1 = T7T2Ts5,
L2T5L1 = T8L3L7, LIXL1X7 = L4X7X3, T3Te — T5L3, L3T1L7 = TeL1T5,
L3T1X7 = T7X2X5, TIX] = TRL3, T4l7 = T5X8, TALT7L3 = TeL1T5,
Lal7 = T7T5, TAX7L3 = T8L3XL7, L5L1T4 = LeX1L5, L5X8 = L7Ts5,
IT5X1Xy — XX3X7, TeX1 — T7x2, TeL1Ly — TYL3T7, T7XLs — LYL3T7 >

La vérification de la cohérence en 336 triplets d’atomes bien choisis permet

d’affirmer que la présentation ci-dessus est cohérente (voir la section 1.3).
L’élément A* = Fyz4@7* engendre le centre de T,7" (voir le chapitre III). Le

graphe caractéristique de TPV;I est représenté sur la figure 14.

&

. O

Figure 14. Le graphe caractéristique du monoide TpV;I.

Par contre, les monoides de Wirtinger Tp‘;";“ et Tg'T—associés aux projections pg3
et 819 du nceud (3, 4)-torique représentées sur la figure 13—mne sont pas gaussiens.

Un théoreme de Burde et Zieschang [14, théoreme 6.1] affirme qu'un nceud non
trivial dont le groupe a un centre non trivial est un nceud torique. En rapprochant
ce résultat de la proposition I11.3.1, nous déduisons que seuls les noeuds toriques—
et le nceud trivial—ont un groupe qui est un petit groupe gaussien.
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5. Monoides de tresses d’un groupe de réflexions com-
plexe

Soit k£ un corps. Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, un endomor-
phisme s de V est une réflexion si I'espace propre ker(s — Id) est un hyperplan.
Par définition, un groupe de réflexions de V est un sous-groupe fini de GL(V')
qui admet un systeme de générateurs constitué de réflexions. Quand k£ = Q, les
groupes de réflexions sont les groupes de Weyl finis. Quand k£ = R, ce sont les
groupes de Coxeter finis. Les groupes de réflexions complexes sont les groupes de
réflexions des C-espaces vectoriels. Il est possible de définir des groupes de tresses
qui généralisent les groupes d’Artin associés aux groupes de Coxeter [13].

Exemple 11. Monoides de type fuseau.

Comme observé dans [25], le groupe de tresses des groupes Gr,G11,G1g et le

groupe de tresses de Goo—voir [13]—sont des petits groupes gaussiens. En effet, ils
. . . . + 3

sont respectivement isomorphes aux groupes de fractions des monoides fus [ 3° |

et fus' [ 53 ] (voir le chapitre VI). De la méme facon, le groupe de tresses du

groupe (12 est isomorphe au petit groupe gaussien fus| 43 ]

Exemple 12. Le monoide de tresses de Gs.
Considérons le diagramme du groupe de tresses du groupe de réflexions com-
plexe G5 (voir [13]):

Yy

z

Le groupe de tresses associé a ce diagramme admet la présentation

(z,y,2:xyz = yzx , 2xYy2Yy = TYZYZ ).

Le monoide admettant cette méme présentation est un petit monoide gaussien.
Il admet 16 éléments simples dont 15 primitifs, son exposant est 1, et son centre
est engendré par A = Tyzyz. Son graphe caractéristique est représenté sur la
figure 15. Mentionnons que le groupe de tresses de (G15 est isomorphe au groupe
de tresses de G7, G11, G1g [13].
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1

Figure 15. Le graphe caractéristique du monoide de tresses de G15.
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Exemple 13. Le monoide de tresses de Gi3. Considérons le diagramme du
groupe de tresses du groupe de réflexions complexe G13 (voir [13]):

Y

z
Le groupe de tresses associé a ce diagramme admet la présentation
(,y,2: T2TYZ = Y2TYT |, Y2TY = 2TYZ , ZTYZT = TYZTY ).

Le monoide admettant cette méme présentation est un petit monoide gaussien. Il
admet 90 éléments simples dont 82 primitifs, son exposant est 1, et son centre est
engendré par A = T7z>. Son graphe caractéristique est représenté sur la figure 16.
Mentionnons que le groupe de tresses de G13 est isomorphe au groupe I5(6), iso-
morphe au groupe fus[ 2° | (voir 'exemple 6 et le chapitre VI).

B A

e

O\OOO/O
O 0—0 o
o

o 0 0O 0—0

Vs
Y

O 0—O
O—o
“~o

0
0

/O—0O O O0—O
Oo—0O
@)
O
O
O—0O

/

ISEIAN
<

d
C—o

<

Figure 16. Le graphe caractéristique du monoide de tresses de G13.
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Exemple 14. Le monoide de tresses du lapin? Dans [13], il est conjecturé
que le diagramme

X1 €3

Ty x5
€2

donne une présentation du groupe de tresses du groupe de réflexions complexe G .
Le monoide M3, admettant la présentation correspondante

(1,2, 23, T4, 25 : T1T3T2 = T3T2T1 = T2T1T3 , T1T5 = TsT1 , T3T4 = T4T3
Tyl = T5T4 , T1T4T] = TL1Ty , T2T4T2 = T4T2T4 ,
T2X5T2 = T5T2X5 , T3L5L3 = T5L3T5 )
n’est pas un monoide gaussien. En effet, dans [18], Corran montre que le
monoide Mj3; ne se plonge pas dans le groupe de méme présentation. Le

complément f défini par cette présentation complémentée n’est pas cohérent :
nous avons par exemple

(w5 \;22)\; 25\, 1))\, ((22\,25)\; (z2\,21))
= ((w522)\; (z173))\; ((2225)\, (1))

= (x1x3x5x2)\f(x1x3x5) =x9 # €.
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6. Monoides de Sossinski-Vershinin

Dans [48] et [53], Sossinski et Vershinin considerent les groupes BY des tresses a n
brins sur un bretzel de genre g. Le groupe BY admet la présentation

(Tiye  sTgyO1seeey On_1 "
o0 = 0,0, pour |i — j| > 1,
0i0i4104 = 0410041,
Tjo; = 0;T; pour i > 1,
Tj017T;01 — 0170175,
TjO‘l_lTj+eO'1 = Jl_lerUlTj pour l<j<getl<l<g—j).

Le groupe BY est le sous-groupe du groupe B,, des tresses a n brins dont les g pre-
miers brins restent non tressés.

Exemple 15. Monoides de Sossinski-Vershinin.
Désignons par B¢ le monoide

(Tiye sTg,O1yeey Op_1:
0i0j = 0;0; pour |Z —j’ > 1,
0i0i+10i = 0410041,
T;0; = 0;T; pour 1> 1,
Tj01T;01 = 0170175,
(7Tj4+0)01(Tj Tje) o1 = 01(75Tj40)01(73Tj4e) POUr 1 < j < g
et 1<l<g—3j).

Montrons que la présentation de Bt donne une présentation (de monoide) pour
le groupe BY. De Tj4¢01Tj4¢01 = 01Tj4¢01Tj4+¢, nous déduisons crl_lTjMal =
Tj+g0’17’j+g0’1_17'j__i_1£. En remplagant dans le mot de gauche de TjO'l_lTjJrgO'l =
af17j+4017j, nous trouvons alors TjTj+gUlTj+gUflTJ-__|_1€ = al_lerrgalTj, et
s’ensuit 017;7j1¢01Tj4¢ = Tj4+e017;Tj+¢01 (1). En multipliant (1) & gauche par 7;
et & droite par o1, nous obtenons 7;017;(Tj+e01Tj4001) = TjTj4e01TiTj+e0%,
puis (7;017j01)Tj4401Tj4e = TjTj4001TjTj+e0%, DUS O1TjO1T;Tjte01Tjps =
TiTi+e01T;Tj+¢05 (2). En utilisant (1) dans le mot de gauche de (2), nous obtenons
finalement, aprés simplification & droite par oy, la relation 01774017 Tj4¢ =
TjTj4001TjTj4+001-

Question. Le monoide BJ" se plonge-t-il dans le groupe BZ? Les générateurs 7;
admettent-ils des multiples communs dans BJ*? Le monoide BJt admet-il un
élément de Garside?
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7. Présentations non standard du groupe B;

Nous présentons une famille infinie de monoides dont le groupe de fractions est le
groupe des tresses a 3 brins; parmit eux, deux seulement sont des petits monoides
gaussiens.

Pour tout entier k positif, nous désignons par Mp j le monoide

(z,y: ayz = yaby ).
Pour tout entier k positif, le monoide Mp j admet le groupe des tresses B3 pour
groupe de fractions. En effet, nous observons d’abord que la condition d’Adjan
est vérifiée—voir [1],[42]. Le monoide Mp j se plonge donc dans son groupe de
fraction. Maintenant, I’application

{01702} I {x7y}*
o1 —

g syl

se prolonge en un homomorphisme injectif du groupe ( 01,03 : 010201 = 020103 )
dans le groupe ( z, y : xyx = yz¥y ), et cet homomorphisme est clairement surjectif.

Exemple 16. Les monoides Mg et Mp ;.

Admettant seulement huit simples, le monoide Mp o est le plus petit exemple
des petits monoides gaussiens dont I’élément de Garside n’est pas le ppcm des
atomes (chronologiquement, c’est le premier observé). Son graphe caractéristique
est représenté sur la figure 20. Le monoide Mp ;1 est le monoide B}, monoide
d’Artin du groupe Bj, voir I'exemple 2. Les monoides Mg et Mp sont les
seuls—parmi les monoides Mp ;—qui soient des petits monoides gaussiens.

A

1
Figure 20. Le graphe caractéristique du monoide Mp .
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Définissons ici deux nouvelles classes de monoides, chacune d’elles contenant
strictement tous les petits monoides gaussiens.

Définition. (i) Un monoide M est quasi-gaussien si M est conique, simplifiable,
et si deux éléments quelconques de M admettent un ppcm a droite et a gauche et
un pged a droite et a gauche.

(ii) Supposons que M est quasi-gaussien. Nous disons que M est un sphérique si M
contient un élément de Garside (toujours défini comme un élément A de M dont
les diviseurs & gauche et droite coincident et engendrent M, voir la section I.1).

(iii) Tout monoide quasi-gaussien satisfait aux conditions de Ore [17], et se plonge
donc dans son groupe de fractions. Nous dirons qu’un groupe G est un groupe
quasi-gaussien (resp. quasi-gaussien sphérique) s’il existe un monoide quasi-
gaussien M (resp. quasi-gaussien sphérique) tel que G est le groupe de fractions
de M.

Exemple 17. Le monoide Mp 5.

Le monoide Mo = ( x,y : zyz = yz?y ) constitue un exemple de monoide
qui n’est pas noethérien, mais qui pourtant posséde quelques-unes des bonnes
propriétés des petits monoides gaussiens.

En posant ay = y*T2xxyx pour tout entier £ > 0, nous trouvons

apr1y = (Y H3zayr)y = y* 2 (yaay)zy = vy 2a(yroy) = ag,

pour tout ¢ > 0, ce qui témoigne du caractere non noethérien du monoide Mp 5. Le
complément f associé a la présentation ( x,y : xyx = yzay ) est défini par f(z,y) =
yr et f(y,x) = xaxy. D’une part, d’apres la proposition 1.3.11, f est cohérent.
D’autre part, u\,v existe pour tous mots u,v de {x,y}* : en effet, la cloture
(infinie) de {x,y} par \, existe et est un ensemble de mots dont I’ensemble des
images dans Mp o est:

P = { 1, L, XL, TXL, TLXY, TXY, LTYXY, TLYXYTY, TY, TYXY, TYTYITY, wxyxyyy’,
zxyryyy'r, sryryyy'cr, veyryyy' vy, veyyy', ceyyy' s, seyyy' v,
zxyyy' vy, zyTyyy', wyryyy' T, yryyy' oo, wyryyy' oy, cyyy'
yryyy', yeyyy'cr, yeyyy ey, yyy' yyy' e, yyy' e, yyy'zy, 0> 0 ).

Mentionnons que les éléments de P—qui seraient les ”primitifs” de Mp o—mne
possedent pas toujours un unique représentant comme produit d’atomes, mais les
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mots donnés ci-dessus sont deux a deux non équivalents. L’ensemble infini P
admet un ppem & droite, & savoir A = (x v y)>—voir la figure 21.

g
P

—

Figure 21. Le graphe caractéristique du monoide Mp 5.

Plus généralement, les monoides Mp j sont quasi-gaussiens pour £ > 0. Cepen-
dant, comme annoncé, seuls Mp o et Mp 1 sont gaussiens, puisque, pour k > 2, les
monoides Mp  ne sont pas noethériens. Tous admettent un élément de Garside.

Il existe bien d’autres exemples de monoides quasi-gaussiens qui ne soient pas
gaussiens : le monoide { x,y : zy%x = y? ) est un monoide quasi-gaussien sphérique.
Remarquer que le groupe de fractions de ce dernier est isomorphe au petit groupe
gaussien ( z,t: 2% =t1).

Question. Existe-il des groupes quasi-gaussiens (sphériques ou non) qui ne soient
pas gaussiens?
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V1. Treillis de type fuseau

Nous ne connaissons pas de description intrinseque des treillis associés & un pe-
tit monoide gaussien. Dans ce chapitre, nous considérons les petits monoides
gaussiens dont le treillis des éléments simples a la forme d’un fuseau. Nous
décrivons en terme de présentation I’ensemble de ces monoides, et montrons

Proposition. Tout petit monoide gaussien est la projection d’un petit monoide
gaussien dont le treillis des simples est de type fuseau.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 1, nous définissons
les monoides de type fuseau. La section 2 est consacrée a la complete description
en terme de présentation des monoides de type fuseau. Dans la section 3, nous
établissons la proposition principale et étudions finalement plusieurs exemples.

O
(@) @) @) @) (@)
O
@) @) @) ©) @) O O ©)
O
©) O @) @) ©)
©)

Figure 1. Un treillis de type fuseau.
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VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

1. Définition et exemples

A chaque petit monoide gaussien est associé un treillis fini, & savoir le treillis de
ses éléments simples (voir la section 1.2). Il est facile de voir que, d’une part,
un treillis quelconque donné n’est pas nécessairement le treillis des simples d’un
petit monoide gaussien, et que, d’autre part, les treillis des simples de deux petits
monoides gaussiens non isomorphes peuvent étre isomorphes.

Exemple 1.1. Les diagrammes de Hasse suivants ne sont pas ceux de treillis des
simples de petits monoides gaussiens:

BTSN

En effet, le premier diagramme n’est simplement pas le diagramme d’un treillis.
Les deuxieme, quatrieme et sixieme diagrammes ne sont pas filtrants. La chaine
a 3 éléments (troisieme diagramme) ne peut étre le treillis des simples d’'un petit
monoide gaussien, puisque le seul monoide gaussien a un générateur est le monoide
libre de rang 1 (voir I’exemple V.1). Sur le cinquiéme diagramme, le maximum
a trois prédécesseurs immeédiats, alors que le minimum n’a que deux successeurs
immeédiats, ce qui interdit que ce diagramme soit celui du treillis des diviseurs d’un
élément A, dont les diviseurs a gauche et a droite coincident par définition. Les
deux diagrammes de droite sont autoduaux et filtrant, cependant un étiquetage
systématique permet de montrer qu’ils ne peuvent étre les treillis des simples
de petits monoides gaussiens. Cela étant, nous ne connaissons pas d’algorithme
efficace qui décide si un treillis fini donné est ou non le treillis des simples d’un
petit monoide gaussien.

Exemple 1.2. Les monoides ( z,y : zy = yx ) et ( x,y : zx = yy ) sont petits
gaussiens (voir les exemples V.1 et V.9). Ils ne sont pas isomorphes : le premier
est abélien, le second non. Leurs éléments simples admettent le méme treillis, en
I'occurrence le treillis carré C3:

ry=A=yzx rr=A=yy

x Y QO Y
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VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

Il existe une famille de treillis dont tous se trouvent étre le treillis des simples d’au
moins un petit monoide gaussien.

Définition 1.3. Un treillis fini (S, A,v,0,1) est de type fuseau s’il n’est pas une
chaine de hauteur supérieure ou égale a 2 et si tout couple (a,b) d’éléments de S
vérifie

(and, avb) € {(a,b), (b,a), (0, 1)}.
Nous appelons monoide de type fuseau tout petit monoide gaussien dont le treillis
des éléments simples est de type fuseau.

Exemple 1.4. Les monoides d’Artin sphériques & deux atomes, et plus
généralement les monoides de Garside a deux atomes [25], sont de type fuseau. Les
monoides BKL (I2(m)) de 'exemple V.6 sont de type fuseau. Les petits monoides
gaussiens de 'exemple V.11 sont de type fuseau également.

2. Présentations des monoides de type fuseau

Nous allons voir que tout treillis de type fuseau est le treillis des simples d’au moins
un petit monoide gaussien. Notre objectif est de déterminer, pour chaque treillis
de type fuseau, tous les monoides auquels il est associé. Ainsi, nous aurons obtenu
une description complete (en terme de présentation) de la classe des monoides
de type fuseau.

Tout d’abord, nous choisissons un codage des treillis de type fuseau.

Définition 2.1. Soit T un treillis de type fuseau, n le nombre des hauteurs
possibles des chaines maximales de T', et hq, ..., h, ces hauteurs. Pour 1 <i <mn,
nous désignons par m; le nombre de chaines maximales distinctes de hauteur h;
dans T'. Le symbole du treillis T' est la suite

(hP - hE2 - R ),

En particulier, les entiers h; et m; sont strictement positifs pour 1 < i < n. Afin
d’obtenir unicité du symbole, nous imposons l'ordre lexicographique croissant sur
les paires (h;, m;).

Exemple 2.2. Le symbole du treillis de la figure 1 est ( 32 -43.5.75 ).

Définition 2.3. Soit {z1,...,z,,} un alphabet non vide et (wi,...,w,) une
suite de mots non vides sur cet alphabet. Nous disons que la suite (wq,...,w,)
est une partition croissante de {x1,...,T;,} sl nous avons wy ... w, = Ti...Tmy,

et Jwi] < ... < |wy).
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VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

Notation. Pour w = z1 ...z, et 1 < 7 < m, nous désignons par Hfl(w) le préfixe
de longueur h du mot (;&j41 ... Tmx1 ... 25j-1)>.

Le fait essentiel est que, dans un monoide de type fuseau, tout simple autre que
son élément de Garside A admet une unique décomposition en produit d’atomes.
Aussi, si u est un mot sur les atomes représentant un élément simple non trivial,
nous pouvons, sans confusion possible, noter d(u) le mot représentant I’élément
simple 9(u), ou u désigne I’élément représenté par u.

Nous allons a présent déterminer tous les monoides de type fuseau correspon-
dant a un symbole de treillis donné. D’apres la proposition 1.3.3, un petit monoide
gaussien admet une présentation associée a un sélecteur. De la remarque ci-
dessus, nous déduisons alors que pour obtenir une présentation d’un monoide de
type fuseau, il suffit de déterminer 1’ensemble Mots(A) des mots sur les atomes
représentant son élément de Garside.

Proposition 2.4. Supposons que M est un monoide de type fuseau et que le
symbole du treillis de ses simples est ( h™ ) avec h,m > 1. Alors il existe

un alphabet {zi,...,x,}, un entier k et une partition croissante (uq,...,ux)

de {x1,...,x,} de sorte que M soit isomorphe au monoide

Démonstration. Nous construisons inductivement la suite de mots (ug,...,ug).

Supposons que (uq,...,u;—1) avec i < k ait été définie de sorte que nous ayons
A = H;ll(ul) e H‘;:LII(Ul) S H;ll(uz’—l) e thuifﬂ(ui_l).

Construisons alors le mot w;. Soit z un atome n’apparaissant pas dans le
mot uy ... u;—1, soit w le mot xd(x), et v le mot A(x). Nous définissons les mots w'?
pour 1 < j < h par

w = w,
w? = DD (M . zUY) pour 2<j < h.

avec (v9)1<;<p la suite de mots et (z))1<;<, la suite d’atomes définies par:

o™ =0,
M =z,
pD = 2Dy pour 2< j < h.
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VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

Le mot w étant de longueur h, par construction, le mot v™ est vide, et, de proche
en proche, nous obtenons

w™ =M (2 .. 2"V,

=it — p(h—itD) .a:“”82(a:“) B .ac(”‘j)),

w® =z® . ™% (™),

w =M@ ™,

Les mots w™,...,w™ sont les h premiers mots de la suite (infinie) de
mots (w");>; définie par

w? = §PECM) (G0 g G2AEG/IFD) () p@r-ny)
ou E(p) désigne la partie entiere de p, et ou j[h] est le représentant modulo h de j
dans lintervalle [1,h]. Cette suite est périodique, et il existe un plus petit en-

tier £(w) vérifiant w“™) = w. Finalement, nous trouvons z) = §2EG/h) (g6,
et déduisons u; = ™ ...z~ ce qui termine la récurrence. O

Proposition 2.5. Supposons que M est un monoide de type fuseau et que le

symbole du treillis de ses simples est ( h{"* -...-h]" ) avec h; > 1 pour 1 <i<n
et my +---+m, > 1. Alors, pour chaque entier i avec 1 < i < n, il existe un
alphabet {x;1,...,%im,}, un entier k; et une partition croissante (u; 1, ..., u;k,)
de {z;1,...,2;m,} de sorte que M soit isomorphe au monoide
(@ I, () = = T () = o = T, ()
1,15 -y Lnym, + Uy, (UL1) = =, Uin) = = Uy (U1k,
[w1,i |
— . = thl k1 (ULkl) (2 1)
_ . — Hllzn (Up1) == Hl;::h’ll(un,l)
S H}Ln(un,kn) S H‘}Z‘nn,kn\(umkn) ).

Démonstration. Désignons par Mots,(A) 'ensemble des mots de longueur h
représentant A. Nous montrons que, pour tout entier 7 avec 1 < ¢ < n, un mot
de Motsp, (A) ne contient que des lettres qui sont initiales de mots de Motsy, (A).
11 suffira alors d’appliquer la proposition 2.4 & chaque composante Motsy, (A)
de Mots(A).

Soit 7 un entier fixé entre 1 et n, soit w un mot de Motsy, (A), soit x sa lettre
initiale, et soit v le mot vérifiant w = zv. Nous définissons alors la suite finie

103



VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

de mots (w")i<;<p, comme dans la démonstration précédente. Tous les mots

de (w9)1<i<p, sont dans Motsy,. (A). Par construction, le mot v est vide, et
SIS i ’ ) )

de proche en proche, nous obtenons

Wt = g2 (2O gD ™ =g Wg® ),

Nous en déduisons que le mot w est exclusivement composé de lettres qui sont
initiales de mots de Motsy, (A). 0

Nous retrouvons ainsi les monoides de Garside de [25, exemple 6.

Désignons par p(m) le nombre de partitions de l'entier m. D’apreés la proposi-
tion [.2.4, deux petits monoides gaussiens sont isomorphes si et seulement si leurs
graphes caractéristiques sont isomorphes. Nous obtenons

Corollaire 2.6. Soit T' un treillis de type fuseau de symbole ( h{"™ -...-hl'™ ).
Alors il existe, & isomorphisme preés, exactement [[;_, u(m;) monoides de type

fuseau dont le treillis des éléments simples est T.

Définition 2.7. Le monoide admettant la présentation (2.1) est désigné par

g lun,al lut, ey | g Jug ] [wn,kp |
fus'[ hy coooohy - hy RN S

: u Ui,k | uz, Un,
et son groupe de fractions par fus| hl1 L -hl1 ! -h‘2 2al Ll ]

Exemple 2.8. Considérons a nouveau le treillis de la figure 1. Son symbole
étant ( 3%2-43.5-7° ), il est le treillis des simples de 1(2)u(3)p(1)p(5) = 42 petits
monoides gaussiens, a isomorphisme pres. Parmi eux, le monoide

fus[3%-4.42.5.72.7%]
admet la présentation

( r1,1,%1,2,%2,1,23,1,23,2,T4,1,T5,1,T5,2,%6,1, 6,2, L6,3 -
T1,171,2%1,1 = T1,221,1T1,2 = 9634 = T3,173,273,1L3,2
= T3,2%3,123,2T3,1 = 95451,1 = T5,1%5,2%5,1%5,205,1L5,2T5,1
= X5,275,125,205,1L5,205,1T5,2 = L6,1L6,226,3L6,1L6,226,3L6,1

= 16,226,3206,126,22L6,306,1L6,2 = L6,3L6,12L6,2L6,306,176,2L6,3 )
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VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

Nous relions le code d’un monoide de type fuseau a son exposant.

Lemme 2.9. L'exposant du monoide fus'| h™ ] est

o= m
- pged(h,m)’

Démonstration. Par définition, le monoide fus+[[ h™ ] admet la présentation

< L1,1y---3L1,m - H;ll(le .. 'xl,m) = H%(.Z‘l’l .. .1’1’m) =...= H;Ln((ELl .. -xl,m) >

Pour 1 < j < m, nous écrivons z; au lieu de x; ;. Comme précédemment, j[m|
est l’entier représentant 7 modulo m dans l'intervalle [1,m]. Par définition, pour
tout entier j, le mot

Ljim]Zj+1im] - - - Lj+h—1[m]

représente A. Soit j un entier avec 1 < j < m, nous obtenons

T A = 25 (Tjam) - - Tjh—1[m) L j+hlm])
= (@5 Z541[m) - Tjph1[m)) T4 hiom)
= AZjgnim];
ce qui implique 82(:1:]-) = Zjip[m) Pour tout entier j avec 1 < j < m. Une
récurrence immédiate donne

0P (x5) = Tj4phim;

pour p et j entiers avec 1 < j < m. Soit e 'exposant de fus+[[ h™ ]. Alors e est
le plus petit entier positif satisfaisant j = j + eh [m] pour tout entier j avec 1 <
j < m. Par conséquent, e est le plus petit entier positif tel qu’il existe un entier p
satisfaisant eh = pm. Nous en déduisons e = m/pged(h, m). O

Nous obtenons:

Proposition 2.10. L’exposant du monoide fus| R - .- ] est

e = cm( m Mn >
PP peged(hi,my) 7 pged(hp,my) )

Exemple 2.11. Les exposants possibles pour les monoides admettant un treillis
des simples isomorphe a celui de la figure 1 sont 30, 15, 12, 10, 6, 5, 4, 3, 2, et 1.
L’exposant de fus'[32-4-42.5-72.73 ] est 6.

105



VI. TREILLIS DE TYPE FUSEAU

3. Projections des monoides de type fuseau

Nous montrons ici que tout petit monoide gaussien est la projection d’un monoide
de type fuseau. Etant donné un petit monoide gaussien, 1'idée est de peigner le
treillis de ses éléments simples afin d’obtenir un treillis de type fuseau.

Rappelons que, si M est un petit monoide gaussien d’ensemble d’atomes A,
lensemble des mots sur A qui représentent A est désigné par Mots(A).

Définition 3.1. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Pour tout
mot w de Mots(A), nous définissons W comme la sous-suite période de la suite
infinie (w™, w®,w®,...) définie par

w = w,

w? =09V (yu =) pour j > 2,

ol yY~Y est la lettre initiale du mot w¥~Y et v¥~Y le mot vérifiant w¥ =Y =
y@~Yp@-Y_ D’apres la proposition 1.2.5, ’automorphisme 92 induit une permuta-
tion des atomes, donc la suite ci-contre est bien définie.

Par construction, pour tout mot w de Mots(A), les mots apparaissant dans W
appartiennent & Mots(A) et ont méme longueur. Maintenant, la suite W est finie :
il existe un entier p satisfaisant w™*» = w et, par conséquent, satisfaisant w®+9 =
wY pour ¢ et j entiers positifs quelconques.

Définition 3.2. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Pour tout
mot w dans Mots(A), nous désignons par h(wW) la longueur commune des mots de
la suite W, et par m(w) la longueur de la suite .

Nous obtenons des partitions de I’ensemble Mots(A):

Définition 3.3. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Pour wy, ..., w,
des mots dans Mots(A), la suite (wq,...,w,) est une partition croissante
de Mots(A)—ce que nous notons (w7, . .., W, ) EMots(A)—si les suites w1, ..., W,
sont disjointes, si Mots(A) est la réunion des mots des suites w7, . .., W,, et si nous
avons (h(W;), m(W;)) <tm (h(Wiz1), m(wWiz1)) pour 1 < i <n-—1, ou <, désigne

l'ordre lexicographique.

Lemme 3.4. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors, pour toute
partition croissante (w1, . ..,w,) de Mots(A), la suite d’entiers

(h(wi), m(wi), . .., h(wr), m(wr))
ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M.
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Définition 3.5. Supposons que M est un petit monoide gaussien, et A est
I’ensemble de ses atomes. Nous appelons le code de M la suite [ A" ... k' ]
associée a M comme dans le lemme 3.4. Fixons alors ’alphabet

X ={zijh<i<n, 1<i<m;-

Pour toute partition croissante p = (wq,...,w,) de Mots(A), application de X
vers A qui, pour 1 <i<mnetl<j<m,, aax;; associe y?, ot y9 est la lettre
initiale du j-itme mot de w;, se prolonge en un homomorphisme de monoide

T oo X' — A"

x5y,
et, par construction, I'homomorphisme 7, est surjectif.

Proposition 3.6. Supposons que M est un petit monoide gaussien, A est
Densemble de ses atomes, et [ hi** -...- hI" ] est son code. Alors, pour toute
partition croissante p = (wy,...,w,) de Mots(A), ’homomorphisme m, de X*
sur A* induit un homomorphisme surjectif de fus [ K7™ - ... - h™n | sur M.

Démonstration. Soit M, le monoide fus'[ Ry ..o h ], et A Ap les éléments
de Garside respectifs de M et M. Par définition, M, est le monoide quotient
de X* par la congruence engendrée par les paires (u;,u;) avec u;,u; mots sur X
représentant de Ar. Maintenant, pour tout mot u sur X représentant Ag, w(u)
est un mot sur A représentant A. En effet, supposons que u soit un mot sur X
représentant Ap, alors il existe des entiers 4,7 avec 1 < i < n, 1 < j < m;, et
satisfaisant w = IIp, (z; j, ..., Tim,s Ti1,- -, Tij—1). Nous obtenons

m(u) = Hp, (m(x5)s o, T(@imy), T(@i1)s oo, (T j—1))-

Par définition, la lettre 7(z; ;) est I'initiale de w;’, la lettre mw(x; j41) est 'initiale
de w;¥*Y, i.e., la seconde lettre de w;, et ainsi de suite. Finalement, nous en
déduisons

O, (m(2ig)s - m(@im, ) w(@in), - (@i j-1)) = wi,
ce qui termine la démonstration. O

Exemple 3.7. Considérons le petit monoide gaussien M, admettant la
présentation

(z,y: zyryz =yy ),

et déja étudié dans la section 1.4. Nous avons
Mots(A) = {ayzyzy , yryzyz , yyy},
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et, par exemple, obtenons (w7, ws3) | Mots(A) avec

wi = (yyy), et w3 = (xyxyry , Yyryryx).

Le code de M, est [ 3! .62 ]. D’apres la proposition 3.6, 'application
de {x1,1,22,1,22,2} vers {z,y} définie par

Ty, Toirrx, et Togsry

se prolonge en un homomorphisme surjectif du monoide fus+[[ 3-6%] sur M,.

A
vy yryry
ryry yryx
TYyr yry
Ty YT
x Y
1

Figure 3. Le graphe caractéristique de M, .

Exemple 3.8. Considérons le monoide de tresses d’Artin B dont une
présentation est

< 01,02,03 1010201 = 020102 , 0103 = 0301 , 020302 = U3U2U3>-
Nous avons
MOtS(A) = { 010201030201, 010203010201, 0102030201092, 0103020301032,
010302010302, 020102030201, 020103020301, 020103020103,
020301020301, 020301020103, 020302010203, 030102030102,
030102010302, 030201020302, 030201030203, 0’302030’1020’3}-
Soit wq le mot 0109010302071, nous obtenons
Wy = (01020103020170201030201037010302010302,030201030203,
020103020301,010302030102,030203010203,0203010203071,

030102030102,010203010201,020301020103, 030102010302)-
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A

Ol’z,l QX1,2T11%1,2T11%1 2
O551,23714,1-T1,2171,1
QT 2% 1% 5
O11‘1,2$1,1

Oxyy T2

1

Figure 4. Le graphe caractéristique de fus+[[ 3-62 I

Maintenant, soit ws le mot 0109030207102, nous trouvons

—
w2 = (0'10'20'30'20'10'27 020302010203,030201020302, 020102030201)-

Nous déduisons (w3, w7) E Mots(A).

L’application de {z11,...,214,221,. ..
L1,1+— 01, L1202,
21— 01, X22F> 02,
L25+— 02, T26+FH 01,
T2,9+— 03, X210 01,

Le code de B est alors [ 6* .62 ].

, T2 12} vers {o1,02,03} définie par

$173 = 03, 1‘174+—>O'2
X233+ 01, X24 > 03,
T27 F— 03, X28 "+ 02,
T211 — 02, X212+ 03

se prolonge en un homomorphisme surjectif de fus+[[ 6%-6'2 ] sur B .

Remarque. Dans le cas du monoide B, nous pouvons modifier la définition de @
en prenant pour y“~Y le préfixe de longueur 2 du mot w¥~. Nous vérifions alors

que l'application de {z11, 21,2, 22,1, 22,2, 23,1, -

par

11— 0201, T12+> 0203,

31— 0102, X322+ 0103,
xr35 — 0301, X36+> 0203,

€r3,9 F— 0201, X3,10 — 0302,

., x3,12} vers {o1,02,03}" définie

T21 F 0102, X212+ 0302

€33+ 0201, X34 +F> 0302,
T37 0102, X38"+> 0301,

311 — 0103, X312+ 0203

se prolonge en un homomorphisme surjectif de fus+[ 32.32.32 ] sur BZ. Notons

que le monoide fus+[[ 32 .32.312] se plonge dans le monoide fus+[[ 64-612].
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Conclusion

Les résultats des chapitres III et IV sont une étape dans le projet de classifica-
tion des petits groupes gaussiens, ou dans celui, plus ambitieux, de classification
des petits monoides gaussiens. Pour conclure, nous proposons plusieurs direc-
tions de recherche, soutenues et illustrées par certains résultats partiels et travaux
expérimentaux concernant les petits monoides gaussiens a deux atomes.

Les petits monoides gaussiens a un seul atome sont triviaux : ils sont tous iso-
morphes au monoide libre de rang un (voir 'exemple V.1). Par contre, les petits
monoides gaussiens a deux atomes sont nombreux, et une classification exhaustive
reste hors de portée. Par exemple, les monoides ( z,y : zyyryryyr = yryyxy ),
( 2,y zyryrdyryr = yx’yz?y ) et ( 2,y @ (wyax®)Bzyr = (y2®1)5y ) sont des
petits monoides gaussiens a deux atomes. Les graphes caractéristiques des deux
premiers sont représentés sur les figures 5 et 6, le troisieme admet 40 378 simples,
soit 58 de plus que B; !

Bien qu’il existe un grand nombre de petits monoides gaussiens a deux atomes,
il semble cependant que nous ayons

Conjecture 1. Les petits groupes gaussiens a deux atomes sont, a isomorphisme
pres, les groupes d’Artin de type diédral { x,y : I, (xy) = I, (yx) ) et les
groupes ( x,y : aP = y? ) pour m,p,q > 1.

Mentionnons que ce rapport monoide-groupe qui semble clair dans le cas di-
atomique, ne I'est déja plus dans le cas triatomique A-pur, et, jusqu’a présent, nous
ne pouvons formuler de conjecture précise a ce sujet. Nous voudrions ici amorcer
une étude des petits monoides gaussiens a deux atomes en énongant plusieurs
résultats et conjectures qui, quoique partiels, laissent entrevoir plusieurs pistes de
recherche dans la voie d’une classification proprement dite. Nous commencons par
distinguer trois sous-classes disjointes de la classe des petits monoides gausiens a
deux atomes. Nous discutons ensuite de la forme des treillis des simples des petits
monoides gaussiens en général, puis de ceux a deux atomes en particulier. Nous
décrivons finalement plusieurs familles d’exemples, en commentant les résultats
obtenus et les conjectures énoncées.
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Le type d’un petit monoide gaussien a deuxr atomes

Supposons que M est un petit monoide gaussien, soit A I’ensemble de ses atomes,
nous appelons degré a droite de M le nombre d’atomes diviseurs a gauche
de O(\A), et degré & gauche le nombre d’atomes diviseurs & droite de 9(\/A).
Nous disons qu’un petit monoide gaussien a n atomes, de degré a droite d et de
degré a gauche d est un monoide de type (n,d,d), et un monoide de type (n,d) si
nous avons d = d. Nous avons 0 < (I, d < n par définition.

Les monoides d’Artin sphériques et, plus généralement, les monoides de Garside
définis dans [25] sont tous de degré nul : dans ces monoides, 1’élément A est le
ppcm—a gauche et a droite—des atomes. Par contre, le monoide de tresses du
groupe de réflexions complexe G113 de ’exemple V.13 est un monoide de type (3,2),
et le monoide M, de I'exemple 1.4.1 est de type (3,0,1).

Lemme 2. Tout monoide gaussien a deux atomes est de type (2,0), (2,1) ou (2,2).

Démonstration. Supposons que M est un monoide gaussien a deux atomes.
Soit x,y ses atomes. Commengons par montrer z vy = x v y. La condition
d’atomicité implique que chacun des éléments z\y et y\z admet une unique
décomposition en produit de x et y; en effet, dans le cas contraire, nous auri-
ons x\y = axc = ayd pour certains a,c,d dans M, soit, d’apres le lemme 1.1.7,
z\y = a(x vy)(crd), entrainant |z\y|>|az| + |z\y| + |cA d]|, puis |az|= 0,
contradiction. Les uniques décompositions de z\y et y\z ont par définition des
lettres finales distinctes. Par conséquent, z Vv y est un diviseur a droite de x v y.
Symétriquement, xvy est un diviseur a gauche de vy, et simplifiabilité et conicité
impliquent x v y = 2 Vy. Maintenant, par définition, nous avons d,d € {0,1,2}.
De z vy = z vy, nous déduisons que d = 0 _est équivalent a d= 0, et que d = 2
est équivalent a d = 2 : nous obtenons d = d. O

Dans un petit monoide gaussien a deux atomes, la permutation des deux atomes
induite par I'automorphisme 0% est soit I'identité, soit la transposition, et, par
conséquent, 'exposant est soit 1, soit 2 (voir la définition 1.2.7). Nous relions ici
les notions d’exposant et de type.

Tout d’abord, les monoides de type (2,0) sont bien connus:

Proposition 3. Les monoides de type (2,0) sont, a isomorphisme preés,
les monoides d’Artin de type diédral ( x,y : I, (zy) = IL,(yz) ) et les
monoides ( x,y : 2P = y? ) pour m,p,q > 1.

Démonstration. Le treillis des éléments simples d’un monoide de type (2,0) est de

type fuseau, et le résultat est un cas particulier de la proposition VI.2.4. O
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Comme mentionné dans les sections V.1 et VI.2, les monoides ( z,y : IL,,(zy) =
IL,,(yz) ) avec m > 1 sont d’exposant 1 ou 2 suivant que m est respectivement pair
ou impair, et les monoides ( z,y : 2P = y? ) avec p,q > 1, i.e., les monoides fus' [
p-q], sont d’exposant 1.

Proposition 4. Tout monoide de type (2,1) ou (2,2) est d’exposant 1.

Démonstration. Supposons que M est un petit monoide gaussien a deux atomes
et d’exposant 2. Nous montrons que M est isomorphe au monoide A(I3(2k + 1))
pour un certain k > 0, donc de type (2,0).

Soit x,y les atomes de M. Pour tout mot w sur {x,y}, désignons par @ le mot
obtenu a partir de w en échangeant les lettres x et y. L’exposant de M étant 2,
pour tout mot w sur {z,y}, le mot @ représente '’élément 0%(w). D’apres la
proposition 1.3.3, M admet une présentation de la forme ( z,y : u = v ), ou u,v
sont des mots sur {z,y}. Nous avons

) =0*(TVvy) =@ v P (Y =yvT =1,

et obtenons u = u, ou = désigne la congruence sur {z,y} engendrée par (u,v).
Par conséquent, le mot u est soit u, soit v. Puisque u = u implique u = ¢,
nous déduisons u = v. A présent, il suffit de considérer les trois cas suivants.
Premiérement, supposons que nous ayons u = zP ou u = (xy)?. Alors I’exposant
de M est 1, contradiction. Deuxiémement, supposons que nous ayons u = (zy)Pz.
Alors M est le monoide A(I2(2p + 1)), qui, nous ’avons vu, est un petit monoide
gaussien d’exposant 2. Troisiemement, supposons que u commence par (zy)Py ou
par (zy)Pxx avec p > 0. Alors, selon le critere de la section 1.2, M ne peut étre
gaussien—voir les figures 1 et 2. A symétrie pres, tous les cas ont été traités. O

Y

Y

Figure 1. Non convergence dans le cas u = (zy)Py... and v = (yz)Pz...
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Figure 2. Non convergence dans le cas u = (zy)Pzx... et v = (yz)Pyy...

Ce résultat nous permet d’établir une nouvelle caractérisation du degré d’un petit
monoide gaussien a deux atomes.

Soit w,w’ deux mots. Nous disons que w’ est un conjugué cyclique de w s’il
existe deux mots u,v vérifiant w = uv et w’ = vu. Rappelons que, si M est
un petit monoide gaussien d’ensemble d’atomes A, l’ensemble des mots sur A
qui représentent son élément de Garside est désigné par Mots(A). Conséquence
directe de la proposition 1.2.5, le résultat suivant est valable quel que soit le nombre
d’atomes.

Lemme 5. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors M est
d’exposant 1 si et seulement si Mots(A) est clos par conjugaison cyclique.

Rappelons que le degré d°(a) d’un élément a dans un treillis fini est d° (a)+d (a),
ou d? (a) (resp. d%(a)) désigne le nombre de prédécesseurs (resp. successeurs)
immédiats de a.

Proposition 6. Supposons que M est un petit monoide gaussien a deux atomes.
Soit s la somme des degrés de ses atomes dans le treillis de ses éléments simples.
Alors M est de type (2,s-4).

Démonstration. Soit z,y les atomes de M. Supposons M de type (2,1) ou (2,2).
D’apres la proposition 4, M est d’exposant 1, et, d’apres le lemme 5, Mots(A)
est clos par conjugaison cyclique. Supposons s = 4. Alors nous avons d (z) =
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dS (y) = d2(z) = d2(y) = 1 dans le treillis des simples de M, et il existe une appli-
cation 7 : {z,y} — {x,y} vérifiant Mots(A) = z7(z)W; U y7(y)W2 pour certains
ensembles Wy, W5 de mots sur {z,y}. Soit w un mot de W;. Puisque Mots(A)
est clos par conjugaison cyclique, w est 72(z)73(z) ... 71*I+1(z). Alors W) est un
singleton; en effet, supposons w’ € Wy, alors w’ est 72(z)73(z) ... 711+ (z), mais
la simplifiabilité implique

il w/ D) pma(elu DL ) —

et la conicité |w| = |w'[, d’ot w = w’. Symétriquement, W5 est un singleton, et
le degré de M est 0, contradiction. A présent, puisque s est au plus égal a 6, il
suffit de montrer que M est de type (2,2) si et seulement si s est 6. Soit § =z v y.
Alors M est de type (2,2) si et seulement si 0z et Jy sont simples, si et seulement
si £6 et yd sont simples, si et seulement si z2, xy, yx et y? sont simples, si et
seulement si s est 6. O

Sur le treillis des petits monoides gaussiens

Nous avons vu que la classe des petits monoides gaussiens a deux atomes est
la réunion de trois sous-classes disjointes—types (2,0), (2,1) et (2,2)—(lemme 2),
et que les monoides de type (2,0) sont bien connus (proposition 3). Nous voudrions
a présent examiner la classes des monoides de type (2,1), et, pour cela, tirer
profit de ce que nous savons (ou de ce que nous conjecturons) de la géométrie
du treillis des simples des petits monoides gaussiens en général, puis des monoides
de type (2,1) en particulier.

Rappelons ici quelques notions de base de la théorie des treillis [30]. Soit (L, v, A)
un treillis. Pour tout sous-ensemble non-vide K de L, (K, v, A) est un sous-treillis
de (L,v,n) si K est clos par v et A. Soit Kx,\ € A, des sous-treillis de L,
I'intersection ﬂ/\e A K est close par v et A; ainsi, pour tout sous-ensemble non
vide H de L, il existe un plus petit sous-ensemble [H], de L contenant H et clos
par v et A. Le sous-treillis ([H].,v, ) est appelé le sous-treillis de L engendré
par H. Un sous-treillis K de L est un idéal (resp. un filtre) si v € K et a € L
implique a An vy € K (resp. implique o vy € K). Pour tout élément o de L,
nous désignons par Min(a, L) (resp. par Maj(a, L)) I'idéal (resp. le filtre) de L
engendré par «.

Soit (L, <) un treillis fini. Alors (L, <) désigne le treillis dual (L,>); L est
autodual si L est isomorphe & son dual L7, ou, de facon équivalente, si, pour
tout o € L, il existe § € L vérifiant Min(c«, L) = Maj(3, L) L est filtrant si, pour
tout o € L, il existe § € L vérifiant Min(a, L) = Maj(3, L); L est vertébré si L a
deux atomes £1, 2 et si le filtre Maj(e1 vea, L) est une chaine, la longueur de cette
chaine est alors appelée hauteur du treillis. Un sous-treillis F' de L est une face
si F' est Maj(aq A ag, Min(ay v ag, L)) pour certains «g,as dans L successeurs
immeédiats de a1 A ag: L est sans imbrication si aucune face de L ne contient de
face propre.
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Lemme 7. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Alors le treillis des
simples de M est filtrant.

Démonstration. Soit (S, v, ) le treillis des simples de M. D’apres la proposi-
tion 1.2.5, pour tout simple a dans M, la fonction b — 9(a)b induit un homo-

morphisme surjectif de treillis entre les idéaux Min(a,S) et Maj(d(a),S). La
simplifiabilité de M implique que cet homomorphisme de treillis est injectif. O

Lemme 8. Supposons que M est un petit monoide gaussien a deux atomes. Alors
le treillis des simples de M est sans imbrication.

Démonstration. Soit z,y les atomes de M et (S, v, ) le treillis des simples de M.
Soit Fy, Fy les faces Maj(a; A bj, Min(a; v b;, S)) avec a;, b; successeurs immédiats
de a; A b; pour i € {1,2}. Notons ¢g; = a; A b; et h; = a; vb; pour i € {1,2}.
Supposons F; C F,. Alors nous avons ga\ha = (92\91)(g1\h1)(h1\h2), Aot zvy =

(g92\g91)(x v y)(hi1\h2), puis = vy = (g92\g1)"(z v y)(h1\h2)" pour tout n > 0.
L’atomicité de M implique alors go\g1 = h1\ha = 1, soit F; = F5. O

Le lemme 2 et les résultats de travaux expérimentaux nous invitent a énoncer:

Conjecture 9. Le treillis des simples de tout petit monoide gaussien a deux
atomes est autodual.

Soit (S, v, A) le treillis des simples d’'un petit monoide gaussien & deux atomes M.
Selon la conjecture 9, (S, v, A) serait antiisomorphe a lui-méme, i.e., il existerait
un isomorphisme 9 entre les treillis (S, v, ) et (S,A,v). D’apres le lemme 1.2.6,
0 est un isomorphisme entre (S, A,v) et (S,V,A). Par conséquent, 1) existe si et
seulement s’il existe un isomorphisme 0 o ¢ entre (S, v, A) et (S,V, ). Auquel cas,
001 induit un antiautomorphisme involutif du monoide M. Réciproquement, tout
antiautomorphisme involutif de M induit un isomorphisme entre les treillis (S, v, )
et (S,V, ). La conjecture 9 est alors équivalente a:

Conjecture 10. Tout petit monoide gaussien a deux atomes est antiautomorphe.

La conjecture 10 est conséquence de la conjecture 1, les monoides de type fuseau
étant tous antiautomorphes (voir le chapitre VI). Le monoide M, étudié dans
la section 1.4 est un exemple typique de petit monoide gaussien qui n’est pas
antiautomorphe; pour tout n > 3, M, x N”~3 est un petit monoide gaussien de
rang n qui n’est pas antiautomorphe.
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Sur le treillis des monoides de type (2,1)

Nous avons établi ou conjecturé plusieurs propriétés du treillis des simples des
petits monoides gaussiens. Nous nous concentrons maintenant sur le treillis des
simples des monoides de type (2,1).

Le fait que le treillis des simples d’un monoide de type (2,1) soit vertébré reste
hypothétique; il est toutefois la conséquence d’'une conjecture fondamentale que
nous faisons sur les petits monoides gaussiens de rang quelconque, et qui est vérifiée
par tous les exemples que nous connaissons, en particulier, par tous les exemples
du chapitre V.

Conjecture 11. Supposons que M est un petit monoide gaussien. Soit 6,5 les
ppcm a droite et a gauche de ses atomes et A son élément de Garside. Alors il
existe deux entiers positifs uniques c, ¢ vérifiant §¢ < A < 51 et §¢ < A < §°+1,

Remarquons d’une part que § < A est toujours vrai par définition de A. D’autre
part, A étant quasicentral (voir le chapitre III), 0°¢ < A implique que &€ est
un diviseur & droite et & gauche de A, et A < §°t! implique que A est un
diviseur & droite et & gauche de 6°*!. Enfin, si un tel entier c existe, il est
unique, puisque 6¢ < A < 5! et §¢ < A < §¢F1 implique ¢ < ¢ + 1
et ¢/ < ¢+ 1 par simplifiabilité et conicité, puis ¢ = ¢’. Par exemple, dans le
monoide de ( 1, %o, T3, T4 : L1723 = o231y = 231471 , T3T4T1Ty = T4T1T273 ),
nous avons § = r3T4r1Ty = Set A = 5223, soit ¢ = ¢ = 2, alors que dans le
monoide M, de 'exemple 1.4.1, nous avons ¢ =1 et ¢ = 0.

Lemme 12. Supposons que M est un monoide de type (2,1). Alors, si la conjec-
ture 11 est vraie, le treillis des simples de M est vertébré de hauteur au moins 2.

Démonstration. Soit ¢ le ppcm des atomes (voir la démonstration du lemme 2)
et A I’élément de Garside de M. Supposons la conjecture 11 vraie. Le degré de M
étant 1, § divise strictement A, mais 4% ne peut diviser A, et nous obtenons ¢ = 1.
Alors, puisque A est quasicentral, A < 2 implique 62> = Aa pour un certain a
dans M. Par simplification & gauche, nous obtenons § = (6\A)a. Le degré de M
étant 1, a n’est ni 1 ni J, ce qui entraine que §\A admet une unique décomposition
en produit d’atomes z;, ...z;, avec h > 0. Le filtre du treillis des simples de M
engendré par J est alors la chaine constituée des h + 1 éléments 9, dz;,, 02, 2i,,
ceey (SZil,ZiQ...Zih_l, A. a

Lemme 13. Supposons que L est un treillis fini diatomique, autodual, filtrant et
vertébré. Alors, pour tous «, 3 dans L avec a < 3, nous avons d° (a) +d9.(3) < 3.

Démonstration. Puisque L est diatomique, autodual et filtrant, tout élément «
de L vérifie d° (a) < 2 et df(a) < 2. Ainsi, pour tous o, dans L, nous
avons d° (a) 4+ d9.(4) < 4. Maintenant, supposons a < 3 et d° (a) = d%.(8) = 2.
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Soit v = a1 A g oul arp, ag sont les deux prédécesseurs immédiats de «. Puisque L
est filtrant, il existe un élément ~' dans L vérifiant Min(y’, L) = Maj(vy, L).
Par conséquent, notant 1,5 les atomes de L, 1 v g5 est plus petit que v/, et
I'hypothese d9 (8) = 2 contredit le fait que L soit vertébré. O

Le résultat suivant encourage 'utilisation de la géométrie du treillis des simples
en vue d’obtenir a terme une description de la classe des monoides de type (2,1).
Nous appelons profil d’un treillis fini donné le treillis dont le diagramme de Hasse
est celui obtenu en gommant le maximum de sommets « avec d9 (a) = d? (o) =1
(le résultat est unique). Pour h > 0, nous désignons par P}, ’ensemble des profils
de hauteur h des treillis & deux atomes, autoduaux, filtrants, vertébrés et sans
imbrication.

Proposition 14. L’ensemble P; est le singleton composé du treillis carré Cz
(Cy désigne la chaine a deux éléments) et, pour tout h > 0, 'ensemble P}, est fini.
11 existe un algorithme qui, pour tout h > 0, construit P41 a partir de Py,.

Nous ne reproduisons pas ici la démonstration de ce résultat, ni ne détaillons
lalgorithme en question (le point essentiel est que, pour h > 1, tout profil de Py,
a exactement un de ses deux idéaux maximaux dans P,_1). La figure 3 représente
simplement le résultat de I’algorithme sur les profils de Py, Po, et P3 successive-
ment.

220 £:21 »822

£200 L9201 £La210 Lo11 La20 Loo1 L9925 %

Figure 3. Les profils des ensembles Po, P3 et Pjy.

Question 15. Quel est le cardinal de Pp?
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Les monoides de type (2,1)

Etant donné un profil £ de P, avec h > 1, nous recherchons la famille M, (£) des
petits monoides gaussiens antiautomorphes dont le profil du treillis des simples
est £. Le principe est le suivant. La géométrie de £ d’une part, le fait que le treil-
lis des simples d’un petit monoide gaussien antiautomorphe est autodual et filtrant
d’autre part, et enfin les lemmes 5 et 6 imposent un certain nombre de contraintes
sur Mots(A), 'ensemble des mots représentant 1'élément de Garside. Des résultats
standard de combinatoire des mots [35] permettent a prior: de satisfaire ces con-
traintes. Il reste alors a vérifier que les présentations obtenues définissent bien des
petits monoides gaussiens, auquel cas des monoides de type (2,1) antiautomor-
phes. Ce principe est simple mais non algorithmique. Aussi, nous ne prétendons
pas obtenir une méthode permettant de déterminer toutes les présentations de
monoides de type (2,1) antiautomorphes, que la conjecture 11 soit vraie ou non.
Néanmoins, les quatre exemples de la figure 4 montrent qu’un tel procédé fonc-
tionne en pratique (nous ne reproduisons pas ici le détail des calculs).

21 h EHI,h

):I[,h 2Iv,h
Figure 4. Quatre profils choisis dans P,.

Un petit monoide gaussien antiautomorphe dont le profil du treillis des simples
est, respectivement,

(i) L1 avec h > 1,

(ii) Ln,n avec h > 2,

(111) EIJI,h avec h > 2,
est isomorphe a un des petits monoides gaussiens

(i) ( @,y (wy" ™)'z =y?) avec p >0, ¢ > h,

(i) { 2,9 : 2(y"2)"y = y(ay™)'s ) avec p > 0,

(iit") ( z,y : (zyz"—2) zyz = (yz"~2)%y ) avec r,s > 0,
ou (iii”) ( @,y : y(x"2yzh=ly)™ = (ya"~Lyz"=2)myz ) avec m > 0,
et son groupe de fractions est alors isomorphe a
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(i) ( z,t: 2PHL =¢aTh=1) (avec z « zyh 1 et t ),
(i) ( z,t: (2t)"T! = (t2)PT! ) (avec z - zyh ! et t 1),
(iii") { z,t: 2" T2 =512 ) (avec z « zyx"~2 et t — yz"~2).
(iii") (z,t: (2t)™ = (£2)™ ) (avec z — zya"2 et t — ya—2).
Pour h > 3, £ n'est le profil du treillis des simples d’aucun petit monoide
gaussien antiautomorphe : M, (£ ) est vide pour tout h > 3.

A ce stade, il est naturel de se demander si les familles (J,-; Ma(£1n),
Unso Ma(Lr,n) et Upso Ma(Lm,n) décrites ci-dessus constituent une description
exhaustive des monoides de type (2,1) antiautomorphes. La réponse est négative.
Par exemple, le monoide M, de présentation ( z,y : xy’zyzyry = yryryry’s )
est un monoide de type (2,1) antiautomorphe mais n’appartient a aucune des trois
familles précédentes : le profil du treillis des simples de M, est le profil noté £o19
de la figure 3.

Parallelement, le fait qu’il existe des profils dans | J;,.; P ne correspondant a au-
cun monoide de type (2,1) antiautomorphe est un signe encourageant. Cependant,
notre démarche se voit rapidement stoppée par le fait suivant. Si, pour tout profil £
de Py, nous notons P?(£) 'ensemble des profils de Py,1 obtenus a partir de £ par
lalgorithme de la proposition 14, alors M, (£) # @ n’implique pas M, (£%) # &
pour tout £ de P®(£). En effet, par exemple, bien qu’appartenant & P® (L 4),
le pI‘Oﬁl £2011

est le profil du treillis des simples des petits monoides gaussiens antiautomor-
phes ( z,y : (xy?)2 T = ((yay)?y) 9 (yoy)?* ) avec £, > 0 et h > 0 (voir la
figure 5). L’espoir serait maintenant d’observer de nouvelles propriétés du treillis
des simples des monoides de type (2,1), jusqu’'a pouvoir contrer la faille décrite
ci-dessus. Nous pourrions alors imaginer déterminer plusieurs familles de la méme
facon que pour les familles M, (£r), M. (Lr) et M,(Lm), puis exhiber un certain
nombre de profils £ vérifiant M, (£) = &, controlant ainsi toutes leurs descen-
dances.
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Figure 5. Le graphe caractéristique du monoide { x,y : ryxlyrdyrlyxr = yrlyxly ).

Les monoides de type (2,2)

Pour terminer, intéressons nous aux monoides de type (2,2). Pour tout k£ > 0, le
monoide Mkz’z) présenté par

(z,y:zy’a - (yo)ky - 2y’z = (yo)hy - zy’z - (y2)y )

est de type (2,2). Mentionnons qu’en utilisant le critere de plongement de [22],
nous obtenons que, pour tout k > 0, I'application oy — zy?z, oy (yac)ky définit
un plongement de B;’ dans Mk“). Une propriété remarquable de ces monoides
est que I’élément A est le carré du ppcm des atomes, ce qui correspond au cas
extrémal pour la conjecture 11. Le graphe caractéristique du monoide M est
par exemple représenté sur la figure 6.

Les groupes de fractions des monoides M;** avec k > 0 sont tous isomorphes au
groupe ( z,t: 23 = t*) du neeud (3,4)-torique (voir la section V.5) : il suffit de
prendre z ~ xy%(zy)* ! et t — y(zy)* L, Qe z o (227271 et y o t(tz71)RHL
Remarquons que le noeud (3,4)-torique est le plus petit nceud torique dont le
groupe n’est pas isomorphe & un groupe d’Artin de type diédral (voir I'exemple V.6
et la section V.5).
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Figure 6. Le graphe caractéristique du monoide ( z,y : zyyryryyr = yryyxry ).
Plus généralement, pour tout p > 3, les monoides M;i',f) avec k > 0 définis par
{2y (@y?(ey))P 2oy (ya)™ = (y(zy)™)?)
sont des petits monoides gaussiens de type (2,2) dont les groupes de fractions sont
isomorphes au groupe fus [ 4 - p ]. Existe-il des monoides de type (2,2) dont le

groupe de fractions est isomorphe a un groupe d’Artin de type diédral?

Ces exemples et résultats préliminaires montrent que les petits monoides gaussiens
a deux générateurs forment une famille tres riche contenant de nombreux exemples
encore mystérieux. En méme temps, les groupes correspondants sont des groupes
assez simples. Cette situation est-elle générale ou spécifique au cas diatomique?
Nous laisserons la question ouverte.
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fus+, fus, 106
Min, Maj, 117
Pr, 119

A

Artin (monoide, groupe), 77
antiautomorphe (monoide, groupe), 118
autodual (treillis), 118

atome, 10

atomique (monoide), 10

B
Birman-Ko-Lee (monoide), 86
bretzel, 96

C

centre, 43

classe sommitale, 36

code (monoide), 109

cohérence, cohérent, 17
complément, 15

complémentée (présentation), 15
complexe (groupe de réflexions), 92
condition (#), 17

conditions de Ore, 10

conique (monoide), 10
conjugaison cyclique (mot), 115
conjugaison positive, simple, 30
copuissance, 30

— sommitale, 35

courte (décomposition), 58
Coxeter (groupe), 77

croissante (partition), 109
cyclage, inverse, 32

— (0-), inverse, 38

D

A (élément), 13

A local, 45

A-normale (forme), 37

A-pur (monoide), 67
décomposition (monoide), 53
— courte (élément), 58

degré (monoide), 113

— (élément d’un treillis), 116
diagramme (présentation), 87, 93
diviseur, 9, 11
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E

écart, 30

— sommital, 35

élément de Garside, 10, 13
élément primitif, simple, 13
élémentaire (transformation), 58
exposant (monoide), 14

F

face (treillis), 117

famille de fonctions, 54

famille de permutations, 55
filtre, filtrant (treillis), 117
forme A-normale, 29

forme normale fractionnaire, 37
fractions (groupe), 10
fractionnaire (forme normale), 37
fuseau (type), 103

G

Garside (élément), 10, 13

— (monoide, groupe), 11, 114
— (monoide hypercube), 88
gaussien (monoide, groupe), 10
graphe

— caractéristique, 13

— de Cayley, 13

groupe (voir monoide)

H
hypercube (monoide), 88

I

idéal (treillis), 117
identités de résidu, 54
imbrication (treillis), 117
intervalle, 29

K
Knuth-Bendix (algorithme), 24

L
local (A), 45
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M

monoide

— d’Artin sphérique, 77

— de Birman-Ko-Lee, 86

— de Garside, 11, 114

— du lapin, 95

— d’un nceud torique, 89

— de tresses, 77, 84, 86, 92, 96, 97
— de type fuseau, 103

— de Sossinski-Vershinin, 96
— de Wirtinger, 89

— hypercube de Garside, 88
— non standard pour Bz, 97
mots (retournement), 16

— (conjugaison), 115
multiple (élément), 9

N
neceud torique, 89
norme, 10

normale (A-), 29
— (fractionnaire), 37

o
Ore (conditions), 10

P

parabolique (sous-monoide), 74
partition croissante, 109

petit (monoide), 10

pged, 9, 11

positive (conjugaison), 30
ppcm, 9, 10

présentation complémentée, 15
primitif (élément), 13

produit (treillis), 66

produit croisé (monoide, groupe), 53
projection (nceud), 89,
— (monoide), 108,
puissance, 30

— sommitale, 35
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Q \%
quasicentralisateur, 44 vertébré (treillis), 117
quasicentre, 44 W

quasi-gaussien, 98 Wirtinger (monoide), 89
R

réflexions (groupe), 92

résidu (identités), 54

— (opération), 10

retournement de mots, 16

S

sans imbrication (treillis), 117
saturé, 69

sélecteur, 15

sous-treillis, 117

simple (conjugaison), 30

— (élément), 13

sommital (écart), 35

sommitale (classe), 36

— (puissance, copuissance), 35
sphérique (monoide d’Artin), 77
— (monoide quasi-gaussien), 98
support, 58

symbole (treillis), 103

T

f-cyclage, inverse, 38

torique (noeud), 89

transformation élémentaire, 58

treillis des simples, 13

treillis de type fuseau, 103

tresses (monoide), 77, 84, 86, 92, 96, 97
type fuseau, 103

type (n,d,d) ou (n,d), 113
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