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Introduction

Ce texte est une étude par des méthodes algébriques et combinatoires d’une classe
de groupes, appelés petits groupes gaussiens, dont font partie les groupes de tresses
et, plus généralement, tous les groupes d’Artin sphériques, ainsi que diverses ex-
tensions de ces groupes précédemment introduites.

Depuis les travaux de Garside [29], Deligne [26] et Thurston [52], nous savons
qu’une grande partie des propriétés du groupe de tresses Bn repose sur le fait
que Bn est le groupe de fractions d’un monöıde B+

n dans lequel deux éléments
quelconques admettent un unique ppcm: cette propriété est directement à l’origine
de l’existence de formes normales remarquables dans Bn et, de là, d’une structure
(bi)-automatique, laquelle fournit entre autres la décidabilité des problèmes de
mots et de conjugaison, l’existence d’une inégalité isopérimétrique quadratique.

Il est alors naturel de chercher d’autres exemples de groupes qui soient des
groupes de fractions de monöıdes avec unique ppcm, et de chercher si, effective-
ment, tous les résultats obtenus pour les groupes de tresses peuvent être étendus à
ces nouveaux groupes. On se rend rapidement compte qu’il faut au moins ajouter
des conditions de finitude, correspondant dans le cas des tresses à la finitude
de l’ensemble des tresses de permutation et, plus généralement, dans le cas des
groupes d’Artin, à la finitude du groupe de Coxeter associé. Plusieurs familles de
groupes ont été considérées, notamment les groupes de Garside de [25] et [6]—
voir aussi [38]. Introduits dans [25], et étudiés dans [23], les petits groupes
gaussiens constituent, semble-t-il, la famille la plus étendue considérée jusqu’à
présent dans cette approche : les seules conditions imposées sont celles mentionnées
ci-dessus, à savoir qu’un petit groupe gaussien est le groupe de fractions d’un petit
monöıde gaussien, ce dernier étant un monöıde simplifiable dans lequel toute paire
d’éléments a un unique ppcm à gauche et à droite et tel que, de plus, il existe un
élément dont les diviseurs à gauche et à droite cöıncident et forment une partie
génératrice finie (“élément ∆”).

Dans ce travail, nous abordons les deux questions mentionnées plus haut, à
savoir déterminer l’étendue de la classe des petits monöıdes et groupes gaussiens
en étudiant de nombreux exemples, en particulier dans le cas de deux générateurs,
et, d’autre part, étendre aux petits groupes gaussiens généraux des résultats
précédemment établis pour les groupes de tresses ou les groupes d’Artin, en parti-
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Introduction

culier pour le problème de conjugaison et pour la description du centre et du quasi-
centre. De tels résultats ne sont pas triviaux car, même si nous avons abstrait dans
la définition des petits groupes gaussiens des propriétés essentielles des groupes de
tresses, nous avons aussi renoncé à plusieurs autres conditions qui sont vérifiées
dans le cas des tresses ou des groupes d’Artin (symétrie des relations, préservation
de la longueur, propriété de l’élément ∆ d’être le ppcm des éléments minimaux), et
dont l’indisponibilité oblige à construire des démonstrations entièrement nouvelles.

Un des résultats obtenus dans cette direction est l’analogue du résultat
de décomposition démontré par Brieskorn et Saito pour les groupes d’Artin
sphériques [12] (les termes précis seront définis dans le chapitre IV):

Théorème. (i) Tout petit groupe gaussien est un itéré de produits croisés de
petits groupes gaussiens ∆-purs.

(ii) Le centre d’un petit groupe gaussien ∆-pur est monogène, engendré par une
puissance de l’élément ∆.

La démonstration de ce résultat, comme celle de la plupart des autres propriétés
établies ici, repose sur les propriétés algébriques de l’opération résidu \ qui, dans
un petit monöıde gaussien, associe à toute paire d’éléments (a, b) l’unique élément c
tel que ac est le ppcm à droite de a et b. Plus spécifiquement, la notion-clé est celle
de ∆ local qui associe à chaque élément a le ppcm (à droite) de tous les éléments
résidus b\a pour b variant dans le monöıde.

Voici une analyse de ce travail chapitre par chapitre. Le chapitre I est une
introduction aux petits groupes gaussiens: définitions, propriétés fondamen-
tales, présentation de quelques outils. En particulier, nous introduisons le
graphe caractéristique d’un petit monöıde gaussien, un graphe fini qui décrit
complètement le monöıde. Nous rappelons le résultat de [25] suivant lequel tout
petit monöıde gaussien admet une présentation d’un type syntaxique particulier,
dit complémenté, et nous présentons le procédé de retournement de mots [20],
qui résout le problème de mot, et qui permet de calculer toutes les opérations de
ppcm, résidu, pgcd, dans les petits monöıdes gaussiens. Pour illustrer ces notions,
nous proposons une étude détaillée de deux exemples (le chapitre V présentera de
nombreux autres exemples).

Dans le chapitre II, nous étudions le problème de conjugaison. Nous montrons
comment étendre au cas des petits groupes gaussiens arbitraires la solution donnée
par Elrifai & Morton dans le cas des groupes de tresses [27], elle-même une
amélioration de la solution de Garside [29]. Les arguments utilisés dans [27] et [29]
ne s’appliquent pas dans le cadre des petits groupes gaussiens généraux, et il faut à
la place utiliser un lemme fondamental mettant en jeu l’opération \. Nous pouvons
alors reformuler un algorithme pour le problème de conjugaison, lequel consiste
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Introduction

en le calcul, à partir d’un élément donné, d’une sous-classe finie non vide dis-
tinguée de sa classe de conjugaison, appelée classe sommitale de l’élément. Nous
en décrivons ensuite une amélioration en termes d’une opération spéciale de conju-
gaison appelée cyclage, et nous montrons que, pour ce faire, nous pouvons utiliser
indifféremment la forme ∆-normale (de Garside) et la forme normale fractionnaire
(de Thurston). Enfin, nous montrons que, dans tout petit groupe gaussien, cal-
culer un élément de la classe sommitale d’un élément donné peut se faire avec une
complexité polynômiale, ce qui étend un résultat récent de Birman-Ko-Lee [10]
établi dans le cas des groupes de tresses.

Dans le chapitre III, nous décrivons le centre des petits groupes gaussiens. Nous ra-
menons d’abord l’étude du centre des petits groupes gaussiens à celle du centre des
monöıdes correspondants. Puis, comme Brieskorn et Saito dans [12], nous étudions
le quasicentre, défini comme l’ensemble des éléments du monöıde qui laissent
l’ensemble des atomes stable par conjugaison. Pour cela, nous introduisons la no-
tion de ∆ local mentionnée plus haut. Nous calculons alors un ensemble générateur
minimal du quasicentre. Nous donnons une nouvelle caractérisation du ∆ local,
ce qui nous permet d’obtenir que ses versions gauche et droite cöıncident. Enfin,
nous montrons que le quasicentre de tout petit monöıde gaussien est un monöıde
abélien libre.

L’objet du chapitre IV est d’établir que tout petit groupe gaussien est un itéré
de produits croisés de petits groupes gaussiens dont le centre est monogène. Ce
résultat étend naturellement le résultat de décomposition établi par Brieskorn
et Saito [12] et par Deligne [26] dans le cas des groupes d’Artin sphériques.
Une différence majeure est que le produit n’est plus un produit direct, mais
une généralisation de produit semi-direct, appelé produit croisé. Un exemple
d’une telle décomposition est donné. Nous discutons finalement des sous-monöıdes
paraboliques des petits monöıdes gaussiens.

Le chapitre V constitue un inventaire des monöıdes gaussiens rencontrés dans la
littérature : ces derniers sont nombreux, ils comprennent, outre les monöıdes de
tresses standard et les monöıdes d’Artin sphériques, certains monöıdes de nœud
torique, les monöıdes de Birman-Ko-Lee associés à des présentations non standard
des groupes de tresses, les monöıdes hypercubes de Garside, certains monöıdes de
tresses de groupes de réflexions complexes...

Enfin, dans le chapitre VI, nous considérons les petits monöıdes gaussiens dont le
treillis des éléments simples (les diviseurs de l’élément ∆) a la forme d’un fuseau.
Après avoir défini les monöıdes de type fuseau, nous les décrivons complètement
en termes de présentations. Nous établissons que tout petit monöıde gaussien est
la projection d’un petit monöıde gaussien de type fuseau. Nous étudions plusieurs
exemples.
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I. Les petits groupes gaussiens

Dans ce premier chapitre, nous introduisons les petits groupes gaussiens, objet
principal de notre étude. Nous donnons les premières définitions, mentionnons
les propriétés de base et présentons quelques outils. Une classe plus petite de
tels groupes, les groupes de Garside, est considérée par P. Dehornoy et L. Paris
dans [25]. La famille que nous étudions est celle considérée par Dehornoy dans [23].

Dans la première section, nous définissons les petits groupes gaussiens et for-
mulons leurs propriétés premières. Dans la section 2, nous présentons le graphe
caractéristique d’un petit monöıde gaussien, objet intrinsèque qui concentre toute
l’information du monöıde. La section 3 est consacrée au traitement syntaxique
des groupes gaussiens : nous y rappelons la correspondance établie dans [25] entre
monöıdes gaussiens et présentations d’un type particulier. Pour illustrer ces no-
tions, la section 4 donne une étude détaillée de deux exemples de petits groupes
gaussiens (le chapitre V présentera de nombreux autres exemples).

1. Petits monöıdes gaussiens

Un petit groupe gaussien est le groupe de fractions d’un monöıde dans lesquel il
existe, de façon essentielle, une bonne théorie de la divisibilité et des ppcm.

Dans tout monöıde, il existe une notion naturelle de diviseur à gauche : nous disons
que b est un diviseur à gauche de a—ou que a est un multiple à droite de b—s’il
existe d vérifiant a = bd. Nous parlons de diviseur ou de multiple propre si, en
outre, nous avons d 6= 1. Dès lors, nous disons que c est un plus petit commun
multiple à droite—ou ppcm à droite—de a et b si c est un multiple à droite de a et
de b, et un diviseur à gauche de tout multiple à droite commun à a et b. De même,
c est un plus grand commun diviseur à gauche—ou pgcd à gauche—de a et b si c
est un diviseur à gauche de a et de b et un multiple à droite de tout diviseur à
gauche commun à a et b. Diviseur à droite, multiple à gauche, ppcm à gauche et
pgcd à droite sont définis symétriquement.
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I. Les petits groupes gaussiens

L’unicité des ppcm peut être garantie par des conditions assez faibles.

Définition 1.1. Un monöıde M est conique si, pour tous a, b dans M , ab = 1
entrâıne a = b = 1.

Dans un monöıde M simplifiable à gauche (resp. à droite) et conique, la rela-
tion « être un diviseur à gauche propre » (resp. « être un diviseur à droite
propre ») est un ordre partiel sur M , et les ppcm à droite et pgcd à gauche (resp.
les ppcm à gauche et pgcd à droite) sont uniques quand ils existent [23].

Définition 1.2. [23] Supposons que M est un monöıde simplifiable et conique.
Pour a, b éléments de M , l’unique ppcm à droite de a et b est noté a ∨ b, quand
il existe; dans ce cas, l’unique élément d de M vérifiant a ∨ b = ad sera noté a\b,
lu « a sous b », et appelé résidu à droite de b dans a. Nous définissons les
opérations ∨̃ et / symétriquement. En particulier, nous avons

a ∨ b = a(a\b) = b(b\a),

dès que a ∨ b est défini, et

a ∨̃ b = (b/a)a = (a/b)b,

dès que a ∨̃ b est défini.

Pour définir précisement les monöıdes gaussiens, nous avons besoin d’une notion
supplémentaire.

Définition 1.3. [23][25] Supposons que M est un monöıde. Un élément a de M
est un atome si nous avons a 6= 1 et si a = bc entrâıne b = 1 ou c = 1. Nous disons
que M est atomique si M est engendré par ses atomes et si, de plus, pour tout a
dans M , la norme ||a|| de a, définie comme la borne supérieure des longueurs des
décompositions de a en produit d’atomes, est finie.

Remarquons en particulier qu’un monöıde atomique est conique.

Définition 1.4. [23][25] (i) Supposons que M est un monöıde. Nous disons que M
est gaussien si M est atomique, simplifiable, et si deux éléments quelconques de M
admettent un ppcm à droite et à gauche.
(ii) Supposons que M est un monöıde gaussien. Nous disons que M est petit si M
contient un élément de Garside, ce dernier étant défini comme un élément de M
dont les diviseurs à gauche cöıncident avec les diviseurs à droite, et engendrent M .
(iii) Tout monöıde gaussien répond aux conditions de Ore [17], et se plonge donc
dans son groupe de fractions. Nous disons qu’un groupe G est un (petit) groupe
gaussien s’il existe un (petit) monöıde gaussien M tel que G est le groupe de
fractions de M .

10



I. Les petits groupes gaussiens

Les notions de diviseur à gauche et à droite se prolongent au groupe.

Définition 1.5. Supposons que M est un monöıde gaussien, et que G est son
groupe de fractions. Alors, pour a, b dans G, nous disons que a divise b—et
écrivons a ≤ b—s’il existe des éléments a′, a′′ dans M vérifiant b = a′aa′′. Nous
disons que a est un diviseur à gauche (resp. diviseur à droite) de b s’il existe un
élément c dans M vérifiant b = ac (resp. b = ca).

Exemple 1.6. Les groupes de tresses [29] et, plus généralement, tous les groupes
d’Artin sphériques, c’est-à-dire associés à un groupe de Coxeter fini, sont des petits
groupes gaussiens [12][26], l’élément dit fondamental étant un élément de Garside.
Plus généralement, tous les groupes de Garside considérés dans [25] sont des petits
groupes gaussiens. Certains groupes de tresses de groupes de réflexions complexes
sont des petits groupes gaussiens.

Le chapitre V regroupe la plupart des exemples classiques connus, le chapitre VI
et la conclusion contiennent de nombreux autres exemples. Nous étudions
également deux exemples dans la section 4 ci-dessous.

Dans un monöıde gaussien, les opérations ∨, ∨̃, \ et / sont ainsi partout définies.
De plus, un monöıde gaussien étant atomique, les relations de division à droite ou
à gauche sont bien fondées, et deux éléments a, b admettent un plus grand commun
diviseur à droite a ∧̃ b (resp. un pgcd à gauche a ∧ b) qui est le ppcm à gauche
de l’ensemble des diviseurs communs à droite de a et b (resp. le ppcm à droite
de l’ensemble des diviseurs communs à gauche de a et b). Pour tout monöıde
gaussien M , les structures symétriques (M, ∨, ∧) et (M, ∨̃, ∧̃) sont des treillis.

La propriété suivante traduit essentiellement le lien entre les opérations ∨, ∧, ∨̃ et ∧̃.

Lemme 1.7. Supposons que M est un monöıde gaussien. Alors, pour a, b, c, d
éléments de M vérifiant ab = cd, nous avons

ab = (a ∨ c)(b ∧̃ d) = (a ∧ c)(b ∨̃ d) = cd.

Démonstration. Nous avons ab = (a∨ c)g = cd pour un certain élément g dans M .
Par simplification à gauche, nous obtenons b = (a\c)g et (c\a)g = d. En particu-
lier, il existe un élément h dans M vérifiant b ∧̃ d = hg. Ainsi, h est un diviseur
à droite de a\c et de c\a. Par définition de l’opération \, nous obtenons h = 1,
soit ab = (a ∨ c)(b ∧̃ d) = cd. L’égalité ab = (a ∧ c)(b ∨̃ d) = cd est obtenue
symétriquement. ut
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I. Les petits groupes gaussiens

Un grand nombre des résultats de [25] et [23], de même que la plupart des résultats
que nous obtiendrons ici, reposent sur les proprétés algébriques des opérations de
ppcm et de résidu.

Lemme 1.8. [23] Supposons que M est un monöıde gaussien. Alors nous avons
les identités suivantes:

(ab) ∨ (ac) = a(b ∨ c), (1.1)
c\(ab) = (c\a)((a\c)\b), (ab)\c = b\(a\c), (1.2)

(a ∨ b)\c = (a\b)\(a\c) = (b\a)\(b\c), c\(a ∨ b) = (c\a) ∨ (c\b). (1.3)

Le lemme suivant résulte directement des identités du lemme 1.8. Si M est un
monöıde gaussien et X,Y des parties de M , nous notons X\Y (resp. X/Y )
l’ensemble des éléments a\b (resp. a/b) de M avec a ∈ X et b ∈ Y .

Lemme 1.9. [23] Supposons que M est un monöıde gaussien. Soit D un
sous-ensemble de M clos par \ (resp. par /), et J la clôture de D par ∨
(resp. par ∨̃). Alors, pour r, s entiers positifs, nous avons Ds\Dr = Dr (resp.
Dr/Ds = Dr) et Js\Jr = Jr (resp. Jr/Js = Jr). En particulier, J est fini si
et seulement si D l’est.

2. Eléments simples et graphe caractéristique

Dans cette section, nous présentons ce que nous appelons le graphe caractéristique
d’un petit monöıde gaussien.

L’équivalence des définitions de [23] et [25] provient du résultat suivant:

Proposition 2.1. [23] Supposons que M est un monöıde gaussien, Ω est un
élément de M , et J est une partie de M . Alors il y a équivalence entre

(i) Ω est un élément de Garside, et J est l’ensemble des diviseurs (à gauche
ou à droite) de Ω;

(ii) J est une partie génératrice finie de M qui est close par diviseur, ppcm, résidu
et pgcd à droite et à gauche, et Ω est le ppcm (à droite ou à gauche) de J .

12



I. Les petits groupes gaussiens

Définition 2.2. [23] Soit M un petit monöıde gaussien et A l’ensemble de ses
atomes. Nous appelons primitifs à droite de M les éléments de la clôture P de A
par l’opération \, et appelons simples de M les éléments de la clôture S de P par
l’opération ∨—qui est aussi la clôture de A par les opérations \ et ∨. Le ppcm
à droite (et à gauche) des éléments primitifs sera noté ∆ et appelé l’élément de
Garside minimal de M , ou simplement l’élément de Garside (article défini) de M .

Si M est un petit monöıde gaussien, alors l’ensemble des atomes de M est la partie
génératrice minimale de M , l’ensemble des éléments primitifs à droite de M est la
partie génératrice close par \ minimale, l’ensemble S des éléments simples de M
est la partie génératrice close par \ et ∨ minimale, et son ppcm est l’élément de
Garside de longueur minimale. Avec les notations précédentes, la structure (S, ∨, ∧)
est un treillis fini de minimum 1 et de maximum ∆, de même que la structure
symétrique (S, ∨̃, ∧̃).

Proposition 2.3. [23] Un petit monöıde gaussien est déterminé par l’ensemble
de ses éléments simples et la restriction de l’opération \ à ces éléments.

Proposition 2.4. [23] Un petit monöıde gaussien est déterminé par son graphe
caractéristique, défini comme la restriction aux éléments simples du graphe de
Cayley atomique, c’est-à-dire, la famille des triplets (a, x, b) où a et b sont simples
et x un atome vérifiant ax = b.

En effaçant les étiquettes du graphe caractéristique, nous obtenons le diagramme
de Hasse du treillis des éléments simples. La structure de treillis attachée aux
éléments simples sera spécialement exploitée dans le chapitre VI (voir également
la conclusion).

Remarque. Lorsque M est le monöıde d’Artin associé à un groupe de Coxeter
fini W , les éléments simples de M sont en bijection avec les éléments de W , et le
graphe caractéristique de M s’obtient à partir du graphe de Cayley de W en orien-
tant les flèches, c’est-à-dire en supprimant les relations de torsion a2 = 1. Cette
proposition ne s’étend pas au cas d’un petit monöıde gaussien général, puisque,
comme nous le verrons, tous les sommets du graphe n’ont pas nécessairement le
même degré, ce qui exclut, dans ce cas, qu’il soit la projection du graphe de Cayley
d’un groupe.
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I. Les petits groupes gaussiens

Le treillis des simples dans un petit monöıde gaussien présente des propriétés de
symétrie remarquables. Le fait essentiel est que prendre le résidu dans l’élément ∆
définit une dualité sur l’ensemble des simples. Le résultat suivant est fondamental.

Proposition 2.5. [23] Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit S
l’ensemble de ses éléments simples et ∆ son élément de Garside.

(i) Pour tout entier k ≥ 0, Sk est l’ensemble des diviseurs à gauche de ∆k, et
l’ensemble des diviseurs à droite de ∆k.

(ii) Les applications ∂ : a 7→ a\∆ et ∂̃ : a 7→ ∆/a envoient M dans S. Leurs
restrictions à S sont des permutations de S inverses l’une de l’autre.

(iii) Les applications a 7→ (a\∆)\∆ et a 7→ ∆/(∆/a) de S dans S se prolongent en

des automorphismes ∂2 et ∂̃2 de M qui envoient Sk sur lui-même pour tout entier
positif k. Tout élément a de M vérifie

a∆ = ∆∂2(a) et ∆a = ∂̃2(a)∆.

Lemme 2.6. [22] Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour
tous a, b simples dans M , nous avons

a/b = (∂̃(a) ∧ ∂̃(b))\∂̃(b), (2.1)

a ∨̃ b = ∂(∂̃(a) ∧ ∂̃(b)), et a ∧̃ b = ∂(∂̃(a) ∨ ∂̃(b)). (2.2)

Les formules de dualité (2.1) et (2.2) déterminent les opérations /, ∨̃ et ∧̃ en termes
de leurs contreparties \, ∨ et ∧.

Définition 2.7. Si M est un petit monöıde gaussien, son exposant est l’ordre des
automorphismes ∂2 et ∂̃2 définis dans la proposition 2.5.

Corollaire 2.8. Supposons que M est un petit monöıde gaussien non trivial, et A
l’ensemble de ses atomes. Alors l’exposant e de M vérifie

1 ≤ e ≤ max
n1+···+np=|A|

ppcm(n1, . . . , np).
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3. Présentations des monöıdes gaussiens

Dans [25], une correspondance est établie entre petits monöıdes gaussiens et
présentations d’une forme syntaxique particulière. Ce pont entre « éléments du
monöıde » et « mots les représentant » permet deux applications fondamentales.
D’une part, ce pont va permettre de décider effectivement si une présentation
de monöıde donnée est—ou n’est apparemment pas—celle d’un petit monöıde
gaussien. D’autre part, étant donnée une présentation de petit monöıde gaussien,
associé à un outil combinatoire sur les mots appelé retournement de mots, il va
permettre de calculer toutes les opérations du monöıde.

Pour tout ensemble X, nous notons X∗ l’ensemble des mots sur X, c’est-à-dire le
monöıde libre de base X. Si X est une partie génératrice d’un monöıde M , alors,
par définition, tout élément a de M admet des décompositions comme produit
d’éléments de X : pour tout mot w sur X, nous notons w l’image a de w dans M ;
nous disons alors que w est une expression de a. Le mot vide est noté ε.

Définition 3.1. [25] Supposons que M est un monöıde gaussien. Soit X une
partie génératrice de M . Un sélecteur sur X dans M est une application

f : X ×X −→ X∗

telle que, pour tous a, b dans X, le mot f(b, a) est une expression de b\a dans M .

Par définition, nous avons a\a = 1 pour tout a dans X, donc, si f est un sélecteur
pour X dans un monöıde gaussien M , alors f(a, a) est le mot vide ε.

Si X est un alphabet et R une famille de relations sur X, c’est-à-dire une
famille de paires de mots sur X, nous noterons 〈 X : R 〉 la présentation du
monöıde—ou le monöıde lui-même—engendré par X et présenté par les relations
de R. Mais 〈 X : R 〉 pourra également désigner le groupe correspondant à cette
présentation de monöıde, auquel cas le texte lèvera l’ambiguité éventuelle.

Définition 3.2. Soit X un alphabet non vide. Un complément sur X est
une application f de X × X dans X∗ telle que f(a, a) est ε pour tout a
dans X. Si f est un complément sur X, nous désignons par Rf la famille des
relations af(a, b) = bf(b, a) pour (a, b) ∈ X2.

La première étape dans la correspondance entre petits monöıdes gaussiens et
présentations d’une forme syntaxique particulière est:

Proposition 3.3. [25] Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit X
une partie génératrice quelconque de M , et f un sélecteur pour X dans M .
Alors 〈 X : Rf 〉 est une présentation pour M .
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Si M est un monöıde gaussien, X une partie génératrice de M , et f un sélecteur
pour X dans M , alors toutes les opérations de M se calculent à partir de f de façon
effective. En effet, pour chaque complément f sur X, une opération combinatoire
sur les mots appelée retournement de mots est introduite.

Dans toute la suite, pour tout alphabet X, nous introduisons une copie dis-
jointe notée x−1 pour chaque lettre x de X, et nous notons X−1 l’ensemble des
lettres x−1. Pour tout mot w sur X ∪ X−1, nous notons w−1 le mot obtenu en
échangeant chaque lettre x avec la lettre x−1 correspondante, et en renversant
l’ordre des lettres. Ainsi, si G est un groupe engendré par X et si le mot w est une
expression l’élément a de G, alors w−1 est une expression de l’inverse a−1 de a.

Définition 3.4. [20][25] Soit f un complément sur un alphabet X. Pour w,w′

des mots sur X ∪X−1, nous disons que w est f-retournable en w′, noté wyf w
′,

si w peut être transformé en w′ en un nombre fini d’étapes consistant à remplacer
un sous-mot de la forme x−1y avec x, y dans X par le mot f(x, y)f(y, x)−1 cor-
respondant. Pour u, v mots sur X, nous définissons u\

f
v comme l’unique mot v′

sur X tel qu’il existe un mot u′ sur X vérifiant u−1vyf v
′u′−1, s’il existe, et u∨fv

comme u(u\
f
v).

L’unicité de u\
f
v et u∨fv provient de:

Proposition 3.5. [20] Le retournement de mots est confluent.

A chaque retournement de mots, est associé un graphe planaire (voisin d’un graphe
de Cayley) composé de flèches verticales et horizontales étiquetées par des éléments
de X, et tel que le retournement élémentaire du mot x−1y en f(x, y)f(y, x)−1 se
traduit par la fermeture du motif

x x

y y

en

︸ ︷︷ ︸
f(x, y)

f(y, x)

Le retournement de mots permet de calculer toutes les opérations dans le monöıde:

Proposition 3.6. [25] Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit X
une partie génératrice de M , et f un sélecteur pour X dans M . Alors, pour tous
mots u, v sur X, le mot u\

f
v existe, il est une expression de l’élément u\v, et le

mot u∨fv est une expression de l’élément u ∨ v.
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Considérons maintenant la question de reconnâıtre quand une présentation donnée
par un complément définit un petit monöıde gaussien.

Définition 3.7. [23] Soit f un complément sur un alphabet X. Pour Y ⊂ X∗,
f est dit cohérent en le triplet (u, v, w) de mots dans Y si nous avons

((u\
f
v)\

f
(u\

f
w))\

f
((v\

f
u)\

f
(v\

f
w)) = ε,

et f est dit cohérent sur Y s’il est cohérent en tous les triplets de mots de Y .

Définition 3.8. [23] Soit f un complément sur un alphabet X. Nous disons que f
vérifie la condition (#) s’il existe une partie finie Y de X∗ contenant X qui est
close par \

f
et si, de plus, notant Ŷ la clôture de Y par ∨f , il existe un mot Ω

dans Ŷ tel que, pour tout u dans Ŷ , nous avons Ω\
f
u = ε et il existe v dans Ŷ

vérifiant (v\
f
Ω)\

f
u = u\

f
(v\

f
Ω) = ε.

Proposition 3.9. [23][25] Supposons que M est un petit monöıde gaussien.
Soit X une partie génératrice finie de M , et f un sélecteur sur X. Alors f est
cohérent sur X∗ et il vérifie la condition (#).

Ces conditions nécessaires sont également suffisantes, et le critère de gaussianité
obtenu dans [23] et [25] s’énonce comme suit:

Proposition 3.10. [23][25] Supposons que f est un complément sur un alpha-
bet X, et que f est cohérent sur X∗ et vérifie la condition (#). Alors le monöıde de
présentation 〈 X : Rf 〉 est un petit monöıde gaussien, et, donc, le groupe 〈 X : Rf 〉
est un petit groupe gaussien.

Savoir si un complément f est cohérent est primordial pour l’étude du monöıde
de présentation 〈 X : Rf 〉. Si f n’est pas cohérent, nous ne savons essentielle-
ment rien dire, alors que si f est cohérent, nous pouvons contrôler la divisibilité
et l’égalité en utilisant le retournement de mots et, en particulier, établir assez
simplement l’éventuel caractère petit gaussien du monöıde. Cependant, le critère
de cohérence sur X∗ qui est demandé dans la proposition 3.10 n’est pas effectif.
Deux résultats résolvent ce problème dans des cas particuliers.

Proposition 3.11. [22] Supposons que f est un complément sur un alphabet X
à deux lettres. Alors f est cohérent sur X∗.

Proposition 3.12. [20][22] Supposons que f est un complément sur X et que le
monöıde de présentation 〈 X : Rf 〉 est atomique. Alors f est cohérent sur X∗ si
et seulement si f est cohérent sur X.
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Quand les relations Rf préservent la longueur, comme dans le cas des relations
de tresses, et, plus généralement, des relations d’Artin associées à une matrice de
Coxeter, l’atomicité est triviale. Par contre, il n’existe pas de méthode générale
pour déterminer qu’un monöıde de présentation 〈 X : Rf 〉 est ou non atomique.
Un des principaux résultats de [23] est le critère suivant, qui s’applique dans tous
les cas et ne nécessite aucune vérification préalable.

Proposition 3.13. [23] Supposons que f est un complément sur X et que Y est
une partie de X∗ qui inclut X et est close par \

f
. Alors f est cohérent sur X∗ si

et seulement si f est cohérent sur Y .

Remarquons qu’il y a toujours cohérence en les triplets (u, v, w) où deux des
trois mots u, v, w sont égaux. Ainsi, pour vérifier la cohérence sur un en-
semble Y de mots, il est nécessaire et suffisant de vérifier la cohérence en
exactement |Y |(|Y | − 1)(|Y | − 2) triplets de mots de Y bien choisis, à savoir les
triplets (u, v, w) vérifiant u 6= v 6= w 6= u.

Le retournement de mots et sa lecture graphique nous permettront aussi de prouver
le caractère non gaussien de certains monöıdes, soit en montrant la non existence
d’une partie Y close par \

f
(voir la conclusion), soit en montrant la non cohérence

de l’opération \
f

(voir les sections V.5, V.6).

Remarque. Les conditions mises en jeu dans le critère de la proposition 3.10
sont de type Σ0

1, i.e., récursivement énumérables (voir [23]). Nous ne connaissons
pas de telles conditions permettant de prouver qu’un complément donné définit un
monöıde gaussien (non petit). La condition de cohérence du complément est certes
nécessaire, mais non suffisante (sinon, d’après la proposition 3.11, tout complément
sur un alphabet à deux lettres définirait un monöıde gaussien, ce qui n’est pas le
cas—voir la conclusion). Mentionnons d’ailleurs que nous ne connaissons aucun
exemple de monöıde gaussien finiment engendré qui ne soit pas petit. Mentionnons
simplement que B∞ et N∞ sont gaussiens, non petits, mais de rang infini.

4. Deux exemples

Nous étudions ici deux exemples de petits groupes gaussiens qui sont différents
des groupes d’Artin classiques. Le but de cette section est d’illustrer l’ensemble
des notions introduites dans les trois sections précédentes. De nombreux autres
exemples sont regroupés dans le chapitre V.
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Exemple 4.1. Soit M¦ le monöıde présenté par

〈 x, y, z : xzxy = yzx2 , yzx2z = zxyzx , zxyzx = xzxyz 〉. (4.1)

Est-il un petit monöıde gaussien? La présentation (4.1) est associée au
complément f défini par f(x, y) = zxy, f(y, x) = zx2, f(y, z) = zx2z,
f(z, y) = xyzx, f(z, x) = xyzx, et f(x, z) = zxyz, ou bien

x\
f
y = zxy, y\

f
x = zx2, y\

f
z = zx2z, z\

f
y = xyzx, z\

f
x = xyzx, x\

f
z = zxyz.

(4.2)
Tout d’abord, M¦ est atomique : les relations de (4.1) étant homogènes, pour tout a
dans M¦, la norme ||a|| est la longueur commune des décompositions de a comme
produits des atomes x, y et z. Ainsi, d’après la proposition 3.12, le complément f
est cohérent sur {x, y, z}∗ si et seulement s’il est cohérent sur {x, y, z}. Il y a six
triplets (x1, x2, x3) avec xi ∈ {x, y, z} et x1 6= x2 6= x3 6= x1. Nous calculons

(x\
f
y)\

f
(x\

f
z) = z et (y\

f
x)\

f
(y\

f
z) = z,

(x\
f
z)\

f
(x\

f
y) = ε et (z\

f
x)\

f
(z\

f
y) = ε,

(y\
f
z)\

f
(y\

f
x) = ε et (z\

f
y)\

f
(z\

f
x) = ε,

puis
((x\

f
y)\

f
(x\

f
z))\

f
((y\

f
x)\

f
(y\

f
z)) = ε,

((y\
f
x)\

f
(y\

f
z))\

f
((x\

f
y)\

f
(x\

f
z)) = ε,

((x\
f
z)\

f
(x\

f
y))\

f
((z\

f
x)\

f
(z\

f
y)) = ε,

((z\
f
x)\

f
(z\

f
y))\

f
((x\

f
z)\

f
(x\

f
y)) = ε,

((y\
f
z)\

f
(y\

f
x))\

f
((z\

f
y)\

f
(z\

f
x)) = ε,

((z\
f
y)\

f
(z\

f
x))\

f
((y\

f
z)\

f
(y\

f
x)) = ε.

Nous concluons que f est partout cohérent. Pour calculer la clôture de {x, y, z}
par l’opération \

f
, posons

Y0 = {x, y, z} et Yi+1 = Yi\fYi pour i ≥ 0,

et calculons Y1, Y2, Y3, . . . en espérant trouver un entier i0 vérifiant Yi0+1 = Yi0 .
D’après (4.2), nous avons

Y1 = { ε, x, y, z, zxy, zx2, zx2z, xyzx, zxyz }.
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Ensuite, nous trouvons

Y2 = { ε, x, y, z, zxy, zx2, zx2z, xyzx, zxyz , zx , xy ,

xz , zxyzx , zx2zx , x2 , yzx , xyzx2 , xyz , x2z },

avec par exemple xy = zx2z\
f
xyzx et xz = xyzx\

f
zx2z, obtenus par le retourne-

ment

z

x

x

z

z

x

ε

ε

x

y

y

x

x

x

z

z

ε

x

ε

z

y

x

z

x

ε

y

ε

y

ε

z x

ε

z

x

x

z

z x

ε

ε

Puis, toujours en utilisant le retournement de mots, nous calculons

Y3 = { ε, x, y, z, zxy, zx2, zx2z, xyzx, zxyz , zx , xy , xz ,

zxyzx , zx2zx , x2 , yzx , xyzx2 , xyz , x2z , xzx , yzxx , yz };

enfin, nous trouvons Y4 = Y3, et concluons que Y existe et est Y3. L’ensemble
des éléments de M¦ représentés par les mots de Y est représenté sur la figure 1.
Continuons la vérification de la condition (#) de la définition 3.8. En posant par
exemple Ŷ0 = Y et Ŷi+1 = Ŷi ∨ Ŷi pour i ≥ 0, nous trouvons que la clôture Ŷ de Y
par ∨f est

Ŷ = { ε, x, y, z, zxy, zx2, zx2z, xyzx, zxyz, zx, xy, xz, zxyzx,

zx2zx, x2, yzx, xyzx2, xyz, x2z, xzx, yzxx, yz, x2zyx, xzxyz,

yzx2z, x2zxyz, xzxyzx, zxyzx2, xyzx2z, yzx2zx, zx2zxy};

Nous choisissons par exemple Ω = xzxyzx, et vérifions que, pour tout mot u
de Ŷ , nous avons Ω\

f
u = ε et qu’il existe un mot v dans Ŷ vérifiant (v\

f
Ω)\

f
u =
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u\
f
(v\

f
Ω) = ε; par exemple, pour u = zxy, une recherche exhaustive parmi les

mots de Ŷ fournit le mot v = zx2. La proposition 3.10 permet de conclure que le
monöıde M¦ est un petit monöıde gaussien : il admet 24 éléments simples dont
23 primitifs à droite, et son graphe caractéristique est représenté sur la figure 2. Re-
marquons que le ppcm à droite des atomes—à savoir yzx2z—n’est pas l’élément ∆;
par contre, le ppcm à gauche des atomes est l’élément ∆, à savoir xzxyzx.

1

x y zy

yz

yzx

yzx2

x2 xy xz

xzx

zx2z

zx

zx2zx

zxy

zxyzxyzx

xyzx2 zxyzx

zx2x2z

x2zx

xyz

Figure 1. Le demi-∧-treillis des primitifs du monöıde M¦.

Dans un graphe caractéristique, nous convenons de représenter les primitifs
(à droite) par des cercles blancs, et les simples non primitifs par des cercles noirs.
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1

x y z

∆

Figure 2. Le graphe caractéristique de M¦.

Exemple 4.2. Considérons le monöıde M• de présentation

〈 x, y : xyxyx = yy 〉. (4.3)

La présentation (4.3) est complémentée : elle est associée (à droite) au
complément f défini par f(x, y) = yxyx et f(y, x) = y. D’après la proposi-
tion 3.10, montrer que M• est un petit monöıde gaussien revient à montrer que f
satisfait la condition (#). En effet, d’après la proposition 3.11, la condition de
cohérence de f est automatiquement satisfaite. La clôture Y de {x, y} par \

f

existe et est finie:

Y = { ε, x, y, xy, yx, xyx, yxy, xyxy, yxyx, yxyxy}.

L’ensemble des éléments de M• représentés par les mots de l’ensemble Y est
représenté sur la figure 3.
La clôture de {x, y} par \

f
et ∨f est l’ensemble fini

Ŷ = { ε, x, y, xy, yx, xyx, yxy, xyxy, xyxyx, yy,
yxyx, yxyxy, yxyxyx, yyy, xyxyxy}.
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1

x y

xy yx

xyx yxy

xyxy yxyx

yxyxy

Figure 3. Le demi-∧-treillis des primitifs de M•.

Maintenant, choisissant Ω = xyxyxy, nous avons Ω\
f
u = ε pour tout u de Ŷ , et

nous trouvons
(xyxyxy\

f
Ω)\

f
ε = ε = ε\

f
(xyxyxy\

f
Ω),

(yxyxy\
f
Ω)\

f
x = ε = x\

f
(yxyxy\

f
Ω),

(xyxyx\
f
Ω)\

f
y = ε = y\

f
(xyxyx\

f
Ω),

(xyxy\
f
Ω)\

f
(xy) = ε = (xy)\

f
(xyxy\

f
Ω),

...
(ε\

f
Ω)\

f
(yyy) = ε = (yyy)\

f
(ε\

f
Ω),

(ε\
f
Ω)\

f
(yxyxyx) = ε = (yxyxyx)\

f
(ε\

f
Ω),

ce qui conclut la vérification de la condition (#) : M• est un petit monöıde
gaussien, il admet 12 éléments simples dont 10 primitifs à droite, et son graphe car-
actéristique est représenté sur la figure 4. La vérification de la deuxième partie de
la condition (#) peut sembler laborieuse, se faisant essentiellement par recherches
exhaustives. Dans le cas présent, nous pouvons lui substituer avantageusement
deux vérifications différentes. D’une part, il est montré dans [23] qu’il s’agit en
fait de vérifier que le monöıde est simplifiable à droite, propriété pour laquelle il
n’existe pas de critère combinatoire général applicable à un complément à droite;
cependant, si un monöıde admet une présentation à une seule relation 〈X : u = v 〉,
il est simplifiable si et seulement si les mots u et v ont des lettres initiales distinctes
et des lettres finales distinctes [42], ce qui est le cas de M•. D’autre part, il ap-
parâıt que M• admet une présentation complémentée à gauche : elle est associée
au complément à gauche f̃ défini par f̃(x, y) = y et f̃(y, x) = xyxy. D’après [23],
si le complément à gauche f̃ est cohérent, M• est simplifiable à droite.
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1

x y

xy yx

xyx yxy

xyxy yxyx

yy yxyxy

∆

Figure 4. Le graphe caractéristique de M•.

Remarque. En montrant que M• est associé à un complément cohérent
vérifiant (#), nous avons montré de manière indirecte que M• est atomique, mais,
de manière générale, et en particulier pour les monöıdes gaussiens non petits, la
vérification de la condition d’atomicité n’est pas triviale. Il n’existe pas de méthode
générale pour prouver l’atomicité d’un monöıde donné par une présentation. Un
monöıde M est atomique si et seulement si M admet une application ν de M dans
les entiers vérifiant ν(a) > 0 pour tout a 6= 1 dans M et ν(ab) ≥ ν(a) + ν(b)
pour tous a, b dans M—voir [22][25]. Dans les bons cas, il est possible d’exhiber
une norme barycentrique, c’est-à-dire une application µ de M dans les entiers
vérifiant µ(ab) = µ(a) + µ(b) pour tous a, b dans le monöıde. Par exemple, dans
le monöıde de présentation 〈 x, y : xyx = yy 〉 (voir l’exemple V.20), une norme
barycentrique peut être définie par µ(x) = 1, µ(y) = 2 et µ(ab) = µ(a)+µ(b). Par
contre, il n’existe pas de norme du type précédent pour le monöıde M•; en effet,
l’égalité µ(xyxyx) = µ(yy) impliquerait 3µ(x) + 2µ(y) = 2µ(y), d’où µ(x) = 0,
contradiction.
L’algorithme de Knuth-Bendix permet, dans certains cas, de prouver l’existence
d’une norme (voir [34]). Appliquons l’algorithme de Knuth-Bendix au monöıde M•,
et montrons que, dans ce cas, l’algorithme se termine, constituant ainsi une preuve
alternative de l’atomicité de M•.

Considérons la réduction xyxyx −−⇀ yy. Une paire critique d’un système de
réductions (ui Ã vi)i est une paire de réductions élémentaires d’un mot qui est un
chevauchement de deux mots ui et uj . Ici, la réduction xyxyx−−⇀yy admet deux
paires critiques, à savoir

yyyx↼−− xyxyxyx−−⇀xyyy,
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et
yyyxyx↼−− xyxyxyxyxyx−−⇀xyxyyy.

En clôturant ces paires critiques, nous obtenons le système

xyxyx⇒ yy, (R1)
xyyy ⇒ yyyx. (R2)

La réduction ⇒ est confluente. Premièrement, nous montrons qu’elle est
noethérienne. Tout mot w sur {x, y} peut s’écrire xm1ym2xm3 . . . ym2kxm2k+1

avec m1,m2k+1 ≥ 0 et mi > 0 pour 1 < i < 2k + 1. Maintenant, soit G(w) =∑k
i=1(m2i

∑i
j=1m2j−1). Alors w1 ⇒ w2 implique G(w1) > G(w2), ce qui montre

que ⇒ est noethérienne. Pour montrer que ⇒ est artinienne, nous considérons

yy → xyxyx, (S1)
yyyx→ xyyy, (S2)

et montrons que la réduction → est noethérienne. Nous définissons N(w) =∑k
i=1E(m2i/3) où E(n) est la partie entière de n, et P (w) =

∑k
i=1 d(m2i) où d(n)

est 1 pour n ≡ 2 [ 3 ], et 0 sinon. Soit fM(w) = 2N(w) + P (w). Alors w →S1 w′
implique fM(w) > fM(w′), et w →S2 w′ implique fM(w) = fM(w′). Par conséquent,
une suite σ de réductions → partant d’un mot w contient un nombre fini n1

de réductions →S1 , et n1 est majoré par fM(w). Alors la longueur maximale λ
des mots impliqués dans σ satisfait λ ≤ |w| + 3n1. Finalement, w → w′ im-
plique w >lex(λ) w′, où >lex(λ) désigne l’ordre lexicographique sur les mots de
longueur au plus λ. Ainsi, le nombre de réductions → dans σ est fini—avec 2λ

comme borne supérieure—ce qui montre que → est noethérienne.

Nous retrouverons le monöıde M• dans la section VI.3.
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II. Le problème de conjugaison

Dans ce chapitre, nous étudions le problème de conjugaison, et montrons com-
ment étendre la solution donnée par Elrifai & Morton dans le cas des groupes de
tresses [27] au cas des petits groupes gaussiens arbitraires.

Dans la première section, nous établissons un lemme élémentaire, clé du problème.
Un algorithme pour le problème de conjugaison est donné dans la section 2. Dans
la section 3, nous en décrivons une amélioration qui utilise une opération spéciale
de conjugaison appelée cyclage; cette opération permet en effet d’obtenir, pour
chaque classe de conjugaison, une sous-classe finie non vide distinguée, appelée
classe sommitale. Dans la section 4, nous montrons pourquoi, en ce qui concerne
le cyclage, nous pouvons utiliser indifféremment la forme ∆-normale et la forme
normale fractionnaire. Enfin, dans la section 5, nous établissons une borne sur le
nombre de cyclages, et montrons que calculer un élément de la classe sommitale
d’un élément donné peut se faire avec une complexité polynomiale.

1. Le lemme clé

Nous établissons ici un résultat élémentaire (le lemme 1.3). Il est techniquement
crucial pour le développement de ce chapitre (nous l’utiliserons également dans les
chapitres III et IV à venir). Nous introduisons les notions de puissance, copuis-
sance, et écart d’un élément, reconstruisons la forme normale appelée forme ∆-
normale, et développons la notion d’intervalle, initialement introduite par Elrifai
et Morton dans le cas des tresses [27].

Lemme 1.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Pour a, b dans G et k entier relatif, il y a équivalence entre:

(i) a et b vérifient a ≤ ∆k ≤ b (voir la définition I.1.5);

(ii) a est un diviseur à gauche de ∆k, et ∆k est un diviseur à gauche de b;

(iii) a est un diviseur à droite de ∆k, et ∆k est un diviseur à droite de b.
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Démonstration. Supposons a ≤ ∆k ≤ b. Alors il existe des éléments a′, a′′, b′, b′′

dans M vérifiant ∆k = a′aa′′ et b = b′∆kb′′. Nous obtenons ∆k = aa′′∂2k(a′) =
∂̃2k(a′′)a′a et b = ∆k∂2k(b′)b′′ = b′∂̃2k(b′′)∆k, ce qui implique (ii) et (iii). Les
implications (ii)⇒(i) et (iii)⇒(i) sont évidentes. ut

Lemme 1.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Alors, pour a, b dans G, ∆r1 ≤ a ≤ ∆s1 et ∆r2 ≤ b ≤ ∆s2

impliquent ∆r1+r2 ≤ ab ≤ ∆s1+s2 .

Démonstration. D’après le lemme 1.1, il existe des éléments a′, a′′, b′, b′′ dans M
vérifiant a = a′∆r1 , ∆s1 = a′′a, b = ∆r2b′, et ∆s2 = bb′′. Nous en déduisons ab =
a′∆r1+r2b′ et ∆s1+s2 = a′′abb′′, ce qui implique ∆r1+r2 ≤ ab ≤ ∆s1+s2 . ut

Définition 1.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour a dans G, la puissance et la copuissance de a sont
respectivement

v−∆ (a) = max{r ∈ Z ; ∆r ≤ a}, et v+
∆(a) = min{s ∈ Z ; a ≤ ∆s}.

L’écart de a est la différence v+
∆(a)− v−∆ (a). L’idée est que v±∆ est une sorte

de ∆-valuation. Une notion similaire de puissance est introduite dans [29], et des
notions similaires de copuissance et d’écart sont introduites dans [27], où la puis-
sance de a est désignée par inf(a), sa copuissance par sup(a), et son écart est
appelé longueur canonique.

Le lemme suivant est crucial pour la suite du développement. Il apparâıt déjà
dans [27] et [29] dans le cas des monöıdes de tresses, mais les arguments alors em-
ployés ne sont plus valables dans le cas plus général des petits monöıdes gaussiens.
La démonstration donnée ici est originale.

Lemme 1.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour a, b
dans M , ∆ ≤ ba implique ∆ ≤ b(∆ ∧ a).

Démonstration. Supposons ∆ ≤ ba. D’après le lemme 1.1, ∆ est un diviseur à
gauche de ba. Puisque b est un diviseur à gauche de ba, l’élément ∆ ∨ b est un
diviseur à gauche de ba. Ainsi, ayant ∆∨ b = b(b\∆) par définition, par simplifica-
tion à gauche, b\∆ est un diviseur à gauche de a. D’après la proposition I.2.5(ii),
l’élément b\∆ est simple, il divise donc ∆, et, par conséquent, il est un diviseur à
gauche de ∆ ∧ a. Finalement, ∆ ∨ b est un diviseur à gauche de b(∆ ∧ a) et, par
conséquent, ∆ est un diviseur à gauche de b(∆ ∧ a). ut

Remarque. Un argument similaire permet de montrer que ∆ ≤ ba
implique ∆ ≤ (b ∧̃∆)(∆ ∧ a).
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Munis du lemme 1.4, nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, lequel
nous permet de définir une forme normale pour les éléments de tout petit monöıde
gaussien, puis pour les éléments de tout petit groupe gaussien. Mentionnons que
ce résultat apparâıt déjà dans [27] dans le cas des tresses—voir aussi [15][26][38].

Lemme 1.5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit a un élément
de M et (ai)i≥1 la suite d’éléments simples définie par a1 = ∆ ∧ a et ai+1 =
∆ ∧ ((a1 . . . ai)\a) pour i ≥ 1. Alors nous avons aj 6= 1 si et seulement si nous
avons j ≤ v+

∆(a).

Démonstration. Puisque M est atomique, il existe un entier k vérifiant ak 6= 1
et aj = 1 pour j > k. Par conséquent, l’élément a est a1 . . . ak et, d’après le
lemme 1.2, il vérifie v+

∆(a) ≤ k. Nous montrons k ≤ v+
∆(a) par récurrence sur k.

Pour k = 0, nous avons a = 1 et v+
∆(a) = 0. Supposons k ≥ 1, c’est-à-dire a 6= 1

et v+
∆(a) ≥ 1. Soit q = v+

∆(a). Il existe un élément b dans M vérifiant ∆q = ba.
D’après le lemme 1.4, nous avons ∆ ≤ ba1, c’est-à-dire qu’il existe un élément b′

dans M vérifiant ba1 = ∆b′. Nous en déduisons

∆q = ba = ba1a2 . . . ak = ∆b′a2 . . . ak,

puis ∆q−1 = b′a2 . . . ak et a2 . . . ak ≤ ∆q−1. Maintenant, par hypothèse de
récurrence, nous avons v+

∆(a2 . . . ak) = k − 1, d’où k − 1 ≤ v+
∆(a)− 1. ut

Nous définissons une forme normale unique pour les éléments de tout petit groupe
gaussien, celle-ci généralise celle introduite par Garside [29] pour les tresses.

Définition 1.6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G
son groupe de fractions. Pour a élément de G, la forme ∆-normale de a
est l’unique décomposition ∆pa1 . . . a` avec p = v−∆ (a), a1 = ∆ ∧ (∆−pa),
ai+1 = ∆ ∧ ((a1 . . . ai)\(∆−pa)) pour i ≥ 1, et ` = v+

∆(a)−v−∆ (a).

Définition 1.7. [27] Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour tous r, s entiers relatifs avec r ≤ s, l’intervalle [r, s] est
défini comme le sous-ensemble de G composé des éléments a vérifiant ∆r ≤ a ≤ ∆s.
Ainsi nous avons

[r, s] = {a ∈ G ; r ≤ v−∆ (a) et v+
∆(a) ≤ s}.

Si S est l’ensemble des éléments simples, nous obtenons

[r, s] ⊆ {a ∈ G ; a = ∆rtr+1 . . . ts, ti ∈ S}.

En particulier, nous avons la majoration card[r, s] ≤ (card S)s−r.
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Lemme 1.8. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors nous avons [r1, s1][r2, s2] = [r1 + r2, s1 + s2] dans G.

Démonstration. D’après le lemme 1.2, nous avons [r1, s1][r2, s2] ⊆ [r1 +r2, s1 +s2].
Montrons [r1 + r2, s1 + s2] ⊆ [r1, s1][r2, s2]. Puisque [r, s] est ∆r[0, s− r], il suffit
de montrer [0, s1 + s2] ⊆ [0, s1][0, s2]. Supposons a ∈ [0, s1 + s2]. Alors, d’après
le lemme 1.5, nous avons v+

∆(a) ≤ s1 + s2. Soit (ai)i≥1 la suite infinie d’éléments
simples définie par a1 = ∆ ∧ a et ai+1 = ∆ ∧ ((a1 . . . ai)\a) pour i ≥ 1. Alors, par
construction, a′ = a1 . . . as1 appartient à [0, s1], et a′′ = as1+1 . . . as1+s2 appartient
à [0, s2]. ut

2. Le problème de conjugaison

Nous résolvons le problème de conjugaison dans les petits groupes gaussiens et
montrons comment étendre la solution de Elrifai-Morton proposée dans [27] dans
le cas des groupes de tresses.

Définition 2.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour a, b éléments de G, nous dirons que a, b sont positivement
conjugués s’il existe un élément c dans M vérifiant a = c−1bc, et que a, b sont
simplement conjugués s’il existe un élément simple s vérifiant a = s−1bs.

Lemme 2.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Si a, b sont conjugués dans G, alors a, b sont positivement conjugués.

Démonstration. Il existe un élément c dans G vérifiant a = c−1bc. Soit c′ l’élément
de M vérifiant c = ∆v−∆(c)c′. D’après la proposition I.2.5, nous avons b∆e = ∆eb,
où e est l’exposant de M (voir la définition I.2.7). Maintenant, il existe des entiers q
et r vérifiant v−∆ (c) = qe+ r et 0 ≤ r < e. Nous en déduisons

a = c′−1∆−qe−rb∆qe+rc′ = c′−1∆−qe−r∆qeb∆rc′ = (∆rc′)−1b∆rc′.

Puisque r est positif, ∆rc′ appartient à M . ut

Lemme 2.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour a, b dansG vérifiant a = c−1bc avec c dansM et c1 = ∆∧c,
nous avons v−∆ (c−1

1 bc1) ≥ min(v−∆ (a), v−∆ (b)).

Démonstration. Soit m = min(v−∆ (a), v−∆ (b)). Il existe des éléments a′, b′ dans M
vérifiant a = ∆ma′ et b = ∆mb′. Nous trouvons

c−1
1 bc1 = c−1

1 ∆∆m−1b′c1 = ∂(c1)∆m−1b′c1 = ∆m−1∂2m−1(c1)b′c1. (2.1)
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Il existe un élément c′ dans M vérifiant c = c1c
′, et nous avons

c−1bc = c′
−1∆m−1∂2m−1(c1)b′c1c′ = ∆m−1∂2m−2(c′)−1∂2m−1(c1)b′c1c′.

Nous obtenons
∂2m−2(c′)−1∂2m−1(c1)b′c1c′ = ∆a′,

puis
∂2m−1(c1)b′c1c′ = ∆∂2m(c′)a′.

Par conséquent, ∆ divise ∂2m−1(c1)b′c1c′. Maintenant, d’après le lemme 1.4, ∆ di-
vise ∂2m−1(c1)b′c1, et nous déduisons de (2.1) que ∆m divise c−1

1 bc1. ut

Proposition 2.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Alors, pour a, b éléments conjugués de [r, s], il existe une
suite b = b0, b1, . . . , bk = a d’éléments de [r, s] avec, pour 1 ≤ i ≤ k, bi−1 et bi
simplement conjugués.

Démonstration. D’après le lemme 2.2, il existe un élément c dans M vérifiant a =
c−1bc. Supposons que c soit c1 . . . ck avec c1 = ∆ ∧ c et ci+1 = ∆ ∧ ((c1 . . . ci)\c).
Soient b0 = b et bi = c−1

i bi−1ci. Nous allons montrer que b1 appartient à [r, s].
D’une part, le lemme 2.3 donne ∆r ≤ b1, c’est-à-dire r ≤ v−∆ (b1). D’autre part,
nous avons ∆−s ≤ a−1, ∆−s ≤ b−1, et a−1 = c−1b−1c. Par conséquent, toujours
d’après le lemme 2.3, nous obtenons ∆−s ≤ c−1

1 b−1c1 = b−1
1 , puis b1 ≤ ∆s, c’est-

à-dire v+
∆(b1) ≤ s. Une récurrence sur k complète la démonstration. ut

Corollaire 2.5. Le problème de conjugaison dans les petits groupes gaussiens est
décidable.

Démonstration. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions et a, b des éléments quelconques de G. Pour décider si a et b
sont conjugués, nous commençons par déterminer un intervalle [r, s] auquel a et b
appartiennent—il suffit de prendre r = min(v−∆ (a), v−∆ (b)) et s = max(v+

∆(a), v+
∆(b)).

Soit Γ0(a) le singleton {a}. Alors, pour i ≥ 1, la i-ème étape consiste à cal-
culer l’ensemble Γi(a) des éléments de [r, s] qui sont simplement conjugués à un
élément de Γi−1(a). Le processus s’arrête à l’étape i0, où i0 est le plus petit indice
vérifiant Γi0−1(a) = Γi0(a). Puisque l’intervalle [r, s] est fini, un tel indice i0 existe,
et, en particulier, il est plus petit que card[r, s]. Maintenant, d’après la proposi-
tion 2.4, a et b sont conjugués si et seulement si b appartient à Γi0(a). ut
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3. Cyclage et classes sommitales

Nous décrivons maintenant une amélioration de la solution précédente. Dans [27],
partant de la forme ∆-normale, Elrifai et Morton introduisent deux opérations,
appelées cyclage et cyclage inverse, qui envoient toute tresse sur une tresse con-
juguée distinguée. Ici, nous considérons des opérations similaires, qui vont nous
permettre de montrer que toute classe de conjugaison admet une sous-classe non
vide d’éléments ayant à la fois la puissance maximale et la copuissance minimale.
Nous verrons qu’au moins un élément de cette sous-classe distinguée peut être
trouvé après un nombre fini d’opérations de cyclage (et de cyclage inverse), et
que la totalité de la sous-classe distinguée est alors obtenue après un nombre fini
d’opérations de conjugaison par un élément simple.

Le cyclage consiste à faire passer le premier élément simple distinct de ∆ inter-
venant dans la forme ∆-normale vers la fin de celle-ci, et le cyclage inverse à faire
passer le dernier élément simple vers le début de la forme ∆-normale.

Définition 3.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Le cyclage et le cyclage inverse sont les applications φ+ et φ−
de G dans lui-même définies par

φ+(a) = ∆pa2 . . . a`∂̃
2p(a1), et φ−(a) = ∆p∂2p(a`)a1 . . . a`−1,

où ∆pa1 . . . a` est la forme ∆-normale de a. En particulier, nous avons φ+(∆p) =
∆p = φ−(∆p).

Lemme 3.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fraction. Alors, pour tout a dans G, nous avons

v−∆ (a) ≤ v−∆ (φ±(a)) ≤ v−∆ (a) + 1, et v+
∆(a)− 1 ≤ v+

∆(φ±(a)) ≤ v+
∆(a).

Démonstration. Soit a = ∆pa1 . . . a` la forme ∆-normale de a. Par définition,
nous avons φ+(a) = ∆pa2 . . . a`∂̃

2p(a1) et φ−(a) = ∆p∂2p(a`)a1 . . . a`−1. Nous
obtenons immédiatement v−∆ (a) ≤ v−∆ (φ±(a)), et nous déduisons v+

∆(φ±(a)) ≤ v+
∆(a)

des égalités

φ+(a)∂̃2p−1(a1)∂3(a`) . . . ∂2`−1(a2)

= φ−(a)∂(a`−1) . . . ∂2`−3(a1)∂2p+2l−1(a`) = ∆p+`.

Finalement, v−∆ (φ±(a)) ≤ v−∆ (a) + 1 et v+
∆(a)− 1 ≤ v+

∆(φ±(a)) sont des conséquences
directes du lemme 1.8. ut
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Lemme 3.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour tout a
dans M , nous avons ||a||=||∂̃2(a)||=||∂2(a)||.

Démonstration. D’après la proposition I.2.5, les automorphismes ∂̃2 et ∂2 induisent
des permutations de l’ensemble des atomes de M . D’autre part, par définition,
l’application || . || associe à un élément a le nombre maximal d’atomes dans une
décomposition de a. ut

Le prochain résultat apparâıt déjà dans [27] dans le cas des tresses. Le lemme
précédent va nous permettre de mener la récurrence nécessaire à sa démonstration.

Proposition 3.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Supposons que a appartienne à G et qu’un conjugué b de a
vérifie v−∆ (b) > v−∆ (a). Alors il existe un entier m vérifiant v−∆ (φm+ (a)) > v−∆ (a).

Démonstration. D’après le lemme 2.2, il existe un élément d dans M vérifiant a =
d−1bd, d’où

da = bd. (3.1)

Nous démontrons le résultat de la proposition en faisant une récurrence sur ||d||.
Pour || d ||= 0, il n’y a rien à montrer. Supposons || d || > 0. Soit p = v−∆ (a).
Il existe des éléments a′, b′ dans M vérifiant a = ∆pa′ et b = ∆pb′ avec, par
hypothèse, v−∆ (b′) > 0. De (3.1), nous déduisons d∆pa′ = ∆pb′d, puis ∂2p(d)a′ =
b′d. Maintenant, d’après ∆ ≤ b′ ≤ b′d, nous avons ∆ ≤ ∂2p(d)a′, et le lemme 1.4
implique ∆ ≤ ∂2p(d)a1, où a1 est ∆ ∧ a′. En appliquant l’automorphisme ∂̃2p,
nous obtenons ∆ ≤ d∂̃2p(a1). Il existe un élément g dans M vérifiant

d∂̃2p(a1) = ∆g. (3.2)

En écrivant ∆ = ∂̃2p+1(a1)∂̃2p(a1), nous en déduisons

d = ∂̃2(g)∂̃2p+1(a1).

En particulier, cela implique ||∂̃2(g)||<||d||, puisque a1 6= ∆ implique ∂̃2p+1(a1) 6= 1.
Maintenant, par définition du cyclage, nous avons

∂̃2p(a1)φ+(a) = a∂̃2p(a1). (3.3)

En rapprochant (3.1), (3.2), et (3.3), nous obtenons

b∆g = bd∂̃2p(a1) = da∂̃2p(a1) = d∂̃2p(a1)φ+(a) = ∆gφ+(a).

Nous en déduisons
∂2(b)g = gφ+(a).

L’élément φ+(a) est conjugué de ∂2(b) par l’élément g de M et, d’après le
lemme 3.3, g vérifie ||g ||<||d ||. Par conséquent, nous avons soit v−∆ (φ+(a)) > p,
et c’est terminé, soit v−∆ (φ+(a)) = p, auquel cas nous avons v−∆ (∂2(b)) > v−∆ (φ+(a)),
et, appliquant l’hypothèse de récurrence aux éléments ∂2(b) et φ+(a), il existe un
entier n vérifiant v−∆ (φn+ (φ+(a))) > v−∆ (φ+(a)). ut
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Lemme 3.5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour tout a dans G de forme ∆-normale a = ∆pa1 . . . a`, la
forme ∆-normale de a−1 est

a−1 = ∆−p−`b1 . . . b` avec bi = ∂̃2p+2`−2i+1(a`−i+1).

Démonstration. Tout d’abord, nous avons

a−1 = a−1
` . . . a−1

1 ∆−p = ∆−1∂̃(a`) . . .∆−1∂̃(a2)∆−1∂̃(a1)∆−p

= ∆−1∂̃(a`) . . .∆−1∂̃(a2)∆−1−p∂̃2p+1(a1)

= · · · = ∆−p−`∂̃2p+2`−1(a`) . . . ∂̃2p+3(a2)∂̃2p+1(a1).

Maintenant, nous montrons l’égalité

∆ ∧ (∂̃2p+2i−1(ai)∂̃2p+2i−3(ai−1) . . . ∂̃2p+1(a1)) = ∂̃2p+2i−1(ai),

pour 1 ≤ i ≤ `, par récurrence sur i. Le résultat est trivial pour i = 1. Sup-
posons i > 1. Nous avons

∆ ∧ (∂̃2p+2i−1(ai)∂̃2p+2i−3(ai−1) . . . ∂̃2p+1(a1))

= ∂̃2p+2i−1(ai)(∂̃2p+2i−2(ai) ∧ (∂̃2p+2i−3(ai−1) . . . ∂̃2p+1(a1))).

En appliquant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

∂̃2p+2i−2(ai) ∧ (∂̃2p+2i−3(ai−1) . . . ∂̃2p+1(a1))

= (∂̃2p+2i−2(ai) ∧ (∂̃2p+2i−3(ai−1) . . . ∂̃2p+1(a1))) ∧∆

= ∂̃2p+2i−2(ai) ∧ ((∂̃2p+2i−3(ai−1) . . . ∂̃2p+1(a1)) ∧∆)

=
(HR)

∂̃2p+2i−2(ai) ∧ ∂̃2p+2i−3(ai−1)

= ∂̃2p+2i−2(ai ∧ ∂(ai−1)) = ∂̃2p+2i−2(ai ∧ (ai−1\∆)) = ∂̃2p+2i−2(1) = 1,

ce qui termine la démonstration. ut

Lemme 3.6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors tout élément a dans G vérifie (φ−(a))−1 = ∂̃2(φ+(a−1)).

Démonstration. Soit a = ∆pa1 . . . a` la forme ∆-normale de a et q sa copuissance.
D’après le lemme 3.5, la forme ∆-normale de a−1 est a−1 = ∆−qb1 . . . b` avec bi =
∂̃2q−2i+1(a`−i+1). Par conséquent, nous avons φ+(a−1) = ∆−qb2 . . . b`∂2q(b1).
De φ−(a) = ∆p∂2p(a`)a1 . . . a`−1, nous déduisons

φ−(a)∂̃2(φ+(a−1)) = ∆p∂2p(a`)a1 . . . a`−1∆−q∂̃2(b2) . . . ∂̃2(b`)∂2q−2(b1).
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Maintenant, nous avons, pour 1 ≤ i ≤ `− 1,

a`−i∆i−1−q∂̃2(b1+i) = a`−i∂̃
2+2i−2−2q(∂̃2q−2i−1(aq−i))∆i−1−q

= a`−i∂(a`−i)∆i−1−q = ∆i−q.

Nous obtenons

φ−(a)∂̃2(φ+(a−1)) = ∆p∂2p(a`)∆−p−1∂2q−2(b1)

= ∆−1∂̃2(a`)∂2q−2(∂̃2q−1(a`))

= ∆−1∂̃2(a`)∂̃2(∂(a`))

= ∆−1∂̃2(a`∂(a`))

= ∆−1∂̃2(∆) = ∆−1∆ = 1,

qui est le résultat recherché. ut

Nous obtenons le résultat dual de la proposition 3.4.

Proposition 3.7. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Supposons que a appartienne à G et qu’un conjugué b de a
vérifie v+

∆(b) < v+
∆(a). Alors il existe un entier m vérifiant v+

∆(φm− (a)) < v+
∆(a).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 3.4 aux éléments a−1 et b−1, et
d’utiliser ensuite le lemme 3.6. ut

Définition 3.8. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour a dans G, nous désignons par C(a) la classe de con-
jugaison de a, et définissons la puissance sommitale, la copuissance sommitale,
et l’écart sommital de a comme étant, respectivement, la puissance maximale, la
copuissance minimale, et l’écart minimal dans la classe C(a).

Proposition 3.9. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Alors, pour tout a dans G, les éléments de C(a) dont l’écart
est l’écart sommital forment une partie finie non vide de C(a).

Démonstration. Par définition, l’écart d’un élément de C(a) est l’écart sommi-
tal si et seulement si sa puissance est la puissance sommitale et sa copuissance
la copuissance sommitale. D’après la proposition 3.4, des cyclages répétés sur a
produisent (au moins) un des éléments conjugués de a dont la puissance est la
puissance sommitale. Notons φ∗+(a) l’ensemble des conjugués de a ainsi produits.
D’après le corollaire 3.7, des cyclages inverses répétés sur les éléments de φ∗+(a) pro-
duisent (au moins) un des éléments conjugués des éléments de φ∗+(a)—et donc con-
jugués de a—dont la copuissance est la copuissance sommitale. Notons φ∗−(φ∗+(a))

35



II. Le problème de conjugaison

l’ensemble des conjugués de a ainsi produits. Maintenant, d’après le lemme 3.2,
les cyclages inverses ne peuvent faire décrôıtre la puissance, donc la puissance
des éléments de φ∗−(φ∗+(a)) est égale à la puissance des éléments de φ∗+(a), c’est-
à-dire égale à la puissance sommitale. Ainsi, l’écart des éléments de φ∗−(φ∗+(a))
est l’écart sommital. En particulier, φ∗−(φ∗+(a)) est non vide et finie. D’après la
proposition 2.4, nous obtenons tous les éléments de C(a) dont l’écart est l’écart
sommital en conjuguant les éléments de φ∗−(φ∗+(a)) par des éléments simples, et en
ne gardant que ceux dont l’écart est l’écart sommital (voir la démonstration du
corollaire 2.5). ut

Définition 3.10. Pour a dans G, la classe sommitale Csom(a) de a est l’ensemble
des éléments de C(a) dont l’écart est l’écart sommital.

Proposition 3.11. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Soit a, b des éléments de G. Un nombre fini d’opérations
de cyclage et cyclage inverse sur a (resp. sur b) produit un élément ă de Csom(a)
(resp. un élément b̆ de Csom(b)), puis un nombre fini d’opérations de conjugaison
simple sur ă permet d’obtenir Csom(a). Alors a, b sont conjugués dans G si et

seulement si b̆ appartient à Csom(a).

Nous obtenons également des critères simples pour prouver la non-conjugaison.
Chacune des conditions suivantes:

(i) le plus petit intervalle contenant a et celui contenant b sont disjoints,

(ii) les puissances sommitales de a et b sont différentes,

(iii) les copuissances sommitales de a et b sont différentes,

(iv) les écarts sommitaux de a et b sont différents,

implique que a et b ne sont pas conjugués.

4. Formes ∆-normale et normale fractionnaire.

La forme normale que nous avons choisie pour étudier le problème de conjugaison
correspond, comme dans [27], à celle définie par Garside dans le cas des tresses,
voir [29]. Cette dernière est adéquate dès lors que nous considérons les notions de
puissance et copuissance. Nous pouvons tout aussi bien utiliser la forme normale
fractionnaire, qui correspond à celle définie par Deligne dans [26] et par Adjan
dans [2]—voir aussi [27] [28].
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Définition 4.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Pour c dans G, la forme normale fractionnaire (à gauche)
de c est définie comme étant l’unique décomposition

a−1
p . . . a−1

1 b1 . . . bq,

où a1, . . . , ap, b1, . . . , bq sont des éléments simples tous distincts de 1, et où nous
avons a1∧b1 = 1, ai∧∂(ai−1) = 1 pour 2 ≤ i ≤ p, et bj∧∂(bj−1) = 1 pour 2 ≤ j ≤ q.

Nous avons, entre les deux formes normales, la connection suivante:

Lemme 4.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G
son groupe de fractions. Alors, pour c dans G de forme normale fraction-
naire a−1

p . . . a−1
1 b1 . . . bq, la forme ∆-normale de c est ∆−pc1 . . . cp+q avec

ci =
{
∂̃2p−2i+1(ap−i+1) pour 1 ≤ i ≤ p,
bi−p pour p+ 1 ≤ i ≤ p+ q.

Démonstration. Par définition, nous avons

∆pc = ∆pa−1
p . . . a−1

1 b1 . . . bq

= ∆p∆−1∂̃(ap) . . .∆−1∂̃(a1)b1 . . . bq

= ∂̃2p−1(ap) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq.

A présent, nous montrons, pour 1 ≤ i ≤ p,

∆ ∧ (∂̃2i−1(ai) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq) = ∂̃2i−1(ai),

par récurrence sur i. Pour i = 1, nous avons

∆ ∧ (∂̃(a1)b1 . . . bq) = ∂̃(a1)(a1 ∧ (b1 . . . bq))

= ∂̃(a1)((a1 ∧ (b1 . . . bq)) ∧∆)

= ∂̃(a1)(a1 ∧ ((b1 . . . bq) ∧∆))

= ∂̃(a1)(a1 ∧ b1) = ∂̃(a1).

Supposons i > 1. Nous avons

∆ ∧ (∂̃2i−1(ai) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq)

= ∂̃2i−1(ai)(∂̃2i−2(ai) ∧ (∂̃2i−3(ai−1) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq)).
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A présent, en appliquant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

∂̃2i−2(ai) ∧ (∂̃2i−3(ai−1) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq)

= (∂̃2i−2(ai) ∧ (∂̃2i−3(ai−1) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq)) ∧∆

= ∂̃2i−2(ai) ∧ ((∂̃2i−3(ai−1) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq) ∧∆)

=
(HR)

∂̃2i−2(ai) ∧ ∂̃2i−3(ai−1)

= ∂̃2i−2(ai ∧ ∂(ai−1))

= ∂̃2i−2(ai ∧ (ai−1\∆))

= ∂̃2i−2(1) = 1.

Par conséquent, nous avons ci = ∂̃2p−2i+1(ap−i+1) pour 1 ≤ i ≤ p, et ci = bi−p
pour p+ 1 ≤ i ≤ p+ q. ut

Nous définissons deux nouvelles opérations de conjugaison relativement à la forme
normale fractionnaire.

Définition 4.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Le θ-cyclage et le θ-cyclage inverse sont les applications θ+
et θ− de G dans lui-même définies par

θ+(c) = a−1
p−1 . . . a

−1
1 b1 . . . bqa

−1
p , et, θ−(c) = bqa

−1
p . . . a−1

1 b1 . . . bq−1,

avec c = a−1
p . . . a−1

1 b1 . . . bq la forme normale fractionnaire de c.

Le résultat suivant montre que cyclage et θ-cyclage sont équivalents.

Lemme 4.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour tout c dans G, nous avons

θ+(c) = ∂̃2(φ+(c)), et θ−(c) = φ−(c).

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant le lemme 4.2, nous trouvons

θ+(c) = a−1
p−1 . . . a

−1
1 b1 . . . bqa

−1
p

= a−1
p−1 . . . a

−1
1 b1 . . . bq∆−1∂̃(ap)

= ∆−p∂̃2p−1(ap−1) . . . ∂̃3(a1)∂̃2(b1 . . . bq)∂̃(ap)

= ∂̃2(∆−p∂̃2p−3(ap−1) . . . ∂̃(a1)b1 . . . bq∂(ap))

= ∂̃2(∆−pc2 . . . cp+q∂2p(c1)) = ∂̃2(φ+(c)).
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Ensuite, par définition, nous avons

θ+(c−1) = θ+(b−1
q . . . b−1

1 a1 . . . ap)

= b−1
q−1 . . . b

−1
1 a1 . . . apb

−1
q

= (bqa−1
p . . . a−1

1 b1 . . . bq−1)−1 = θ−(c)−1.

Du lemme 3.6, nous déduisons θ+(c−1) = ∂̃2(φ+(c−1)) = φ−(c)−1. Ainsi, nous
obtenons θ−(c) = φ−(c). ut

Corollaire 4.5. Le θ-cyclage permet de résoudre le problème de conjugaison dans
tout petit groupe gaussien.

5. Une borne sur le nombre de cyclages

Nous concluons ce chapitre en étendant aux petits groupes gaussiens arbitraires le
résultat de Birman-Ko-Lee [10] suivant lequel, dans un groupe de tresses, cyclages
et cyclages inverses permettent d’obtenir un élément de la classe sommitale d’un
élément donné avec une complexité polynomiale.

Dans la section 3, nous avons vu que, dans tout petit groupe gaussien, une suite
d’opérations de cyclage sur un élément qui n’est pas de puissance sommitale pro-
duit un élément de puissance strictement supérieure (proposition 3.4). Le résultat
est que la longueur d’une telle suite est bornée par ||∆|| −1. La preuve de Birman-
Ko-Lee repose sur le possible contrôle de l’écart de l’un des conjugants associés
à une telle suite d’opérations de cyclage. Les arguments originaux ne fonction-
nent plus dans le cas des petits groupes gaussiens arbitraires, et nous devons, en
particulier, utiliser le lemme clé de la section 1.

Lemme 5.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Soit a ∈ G avec a = ∆pa′ et p = v−∆ (a). Alors a
n’est pas de puissance sommitale si et seulement s’il existe un élément h dans M
vérifiant ∆ ≤ ha′∂̃2p(h−1).

Démonstration. Soit b ∈ Csom(a). D’après le lemme 2.2, nous avons b = gag−1

pour un certain g dans M . Maintenant, que a ne soit pas de puissance sommitale
est équivalent à ∆p+1 ≤ g∆pa′g−1, donc à ∆ ≤ ∂2p(g)a′g−1. Il suffit alors de
prendre h = ∂2p(g). ut

Définition 5.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, et que G
est son groupe de fractions. Soit a ∈ G avec a = ∆pa′ et p = v−∆ (a). Nous
désignons par H(a) l’ensemble des éléments h de M vérifiant ∆ ≤ ha′∂̃2p(h−1)
avec ||h|| minimal.
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Lemme 5.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son groupe
de fractions. Alors, pour a dans G, tout élément h dans H(a) vérifie v−∆ (h) = 0.

Démonstration. Posons p = v−∆ (a) et a = ∆pa′ avec a′ ∈ M . Soit h un élement
de H(a) et q = v−∆ (h). Alors nous avons h = ∆qd pour un certain d dans M , et
obtenons

da′∂̃2p(d−1) = ∆−qha′∂̃2p(h−1∆q) = ∂2q(ha′∂̃2p(h−1)).

Par conséquent, h appartient à H(a) seulement pour ||h ||≤||d ||, i.e., seulement
pour v−∆ (h) = 0. ut

Conséquence du lemme clé de la section 1, le résultat suivant est essentiel pour la
suite.

Lemme 5.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour a, b
dans M , v−∆ (b) = v−∆ (ba1) implique v−∆ (b) = v−∆ (ba1) = v−∆ (ba1a2) = . . . =
v−∆ (ba1 . . . an), où a = a1 . . . an est la forme ∆-normale de a.

Démonstration. Supposons v−∆ (b) = v−∆ (ba1). Nous avons b = ∆v−∆(b)b′ pour un cer-
tain b′ dans M . Nous devons montrer v−∆ (ba1) = v−∆ (ba1a2). D’après le lemme 1.8,
nous avons v−∆ (ba1) ≤ v−∆ (ba1a2). Supposons v−∆ (ba1) < v−∆ (ba1a2). Alors nous trou-
vons ∆ ≤ b′a1a2, et le lemme 1.4 implique ∆ ≤ b′a1. Nous en déduisons ∆v−∆(b)+1 ≤
ba1, contradiction. Une récurrence complète la démonstration. ut

Proposition 5.5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Alors, pour tout a dans G de puissance non sommitale,

nous avons v−∆ (φ||∆||−1
+ (a)) > v−∆ (a).

Démonstration. Soit p = v−∆ (a). D’après le lemme 3.2, pour tout i ≥ 0, nous
avons p ≤ v−∆ (φi+(a)) : notons m le plus grand entier vérifiant v−∆ (φm+ (a)) = p. Nous
définissons alors les éléments ai, bi et hi par φi+(a) = ∆paibi avec ai = ∆ ∧ (aibi),
et par hi = ∂̃2m+1(am) . . . ∂̃2i+1(ai) pour 0 ≤ i ≤ m. Nous montrons d’abord les
deux assertions suivantes:
(i) H(a) est {h0};
(ii) pour 1 ≤ i ≤ m, ∆ ∧ hi est un diviseur propre à gauche de ∆ ∧ hi−1.

Montrons (i). Pour 0 ≤ i ≤ m− 1, nous avons

hi∂̃
2i(aibi)∂̃2p(hi)−1 = hi+1∂̃

2i+1(ai)∂̃2i(ai)∂̃2i(bi)∂̃2p+2i+1(a−1
i )∂̃2p(hi+1)−1

= hi+1∆∂̃2i(bi∂̃2p(ai))∆−1∂̃2p(hi+1)−1

= hi+1∂̃
2i+2(ai+1bi+1)∂̃2p(hi+1)−1.
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Nous obtenons

h0a0b0∂̃
2p(h0)−1 = hm∂̃

2m(ambm)∂̃2p(hm)−1 = ∂̃2m+2(bm∂̃2p(am)),

donc, par hypothèse,
∆ ≤ h0a0b0∂̃

2p(h0)−1. (5.1)

Soit h un élément de H(a). Nous avons ∆ ≤ ha0b0, d’où, d’après le lemme 1.4,
∆ ≤ ha0, et h est k1∂̃(a0) pour un certain k1 dans M . Nous trouvons

ha0b0∂̃
2p(h)−1 = k1∆b0∂̃2p(a0)∆−1∂̃2p(k1)−1 = k1∂̃

2(a1b1)∂̃2p(k1)−1.

Par récurrence, nous obtenons ha0b0∂̃
2p(h)−1 = ki∂̃

2i(aibi)∂̃2p(ki)−1 avec ki =
ki+1∂̃

2i+1(ai) pour 1 ≤ i ≤ m. Nous trouvons alors h = km+1h0, d’où ||h||≥||h0||.
L’hypothèse de minimalité de || h || et la relation (5.1) impliquent || h ||=|| h0 ||,
donc km+1 = 1 et h = h0.

Montrons (ii). Pour 1 ≤ i ≤ m, puisque hi est un diviseur à gauche de hi−1,
∆ ∧hi est un diviseur à gauche de ∆ ∧hi−1. Nous montrons ∆ ∧hi 6= ∆ ∧hi−1 par
récurrence sur i avec 1 ≤ i ≤ m. Pour i = 1, nous devons montrer ∆∧h1 6= ∆∧h0.
Supposons au contraire ∆∧h1 = ∆∧h0. Soit ∆0g1 . . . g` la forme ∆-normale de h0.
Posons

pi = v−∆ (g2 . . . g`a0b0∂̃
2p(∂(g`) . . . ∂2i−1(g`−i+1))),

pour 0 ≤ i ≤ `. Tout d’abord, ∆ ∧ h1 = ∆ ∧ h0 implique

p0 ≥ 1. (5.2)

En effet, de h0 = h1∂̃(a0), nous déduisons h0a0b0 = h1∆b0, et, h1 ∧ ∆ étant g1,
nous obtenons g1 . . . g`a0b0 = g1(g1\h1)∆b0, soit g2 . . . g`a0b0 = (g1\h1)∆b0,
d’où v−∆ (g2 . . . g`a0b0) ≥ 1. Ensuite, l’hypothèse de minimalité de ||h0|| implique

p`−1 ≤ `− 1; (5.3)

en effet, d’après le lemme 3.5, ∆` ≤ g2 . . . g`a0b0∂̃
2p(∂(g`) . . . ∂2`−3(g2)) impli-

querait ∆` ≤ g2 . . . g`a0b0∂̃
2p(g2 . . . g`)−1∆`−1, puis, par simplification à droite,

∆ ≤ g2 . . . g`a0b0∂̃
2p(g2 . . . g`)−1. Enfin, le lemme 1.8 donne

pi ≤ pi+1 ≤ pi + 1, (5.4)

pour 0 ≤ i ≤ `− 1. Finalement, en rapprochant les conditions (5.2), (5.3) et (5.4),
nous trouvons pi0 = pi0+1 pour un certain i0 ≤ `−2, et le lemme 5.4 implique pi0 =
pi0+1 = · · · = p`. Il vient alors p` ≤ ` − 1, soit v−∆ (g2 . . . g`a0b0∂̃

2p(h0)−1) ≤ −1,
puis, d’après le lemme 1.8, v−∆ (h0a0b0∂̃

2p(h0)−1) ≤ 0, ce qui est une contradiction;
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en effet, d’après (i), h0 est dans H(a), donc vérifie v−∆ (h0a0b0∂̃
2p(h0)−1) > 0 par

la définition 5.2. Pour i > 1, nous appliquons l’hypothèse de récurrence à φ+(a),
ce qui complète la démonstration de (ii).

Le point (i) et le lemme 5.3 impliquent que ∆ ∧ h0 divise strictement ∆. Par
définition, nous avons hm 6= 1, donc ∆ ∧ hm 6= 1. Finalement, du point (ii), nous
déduisons

0 <||∆ ∧ hm||<||∆ ∧ hm−1||< · · · <||∆ ∧ h1||<||∆ ∧ h0||<||∆||,

ce qui implique m ≤||∆|| −2. ut

Proposition 5.6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, et que G est
son groupe de fractions. Alors, pour tout a dans G de copuissance non sommitale,

nous avons v+
∆(φ||∆||−1

− (a)) < v+
∆(a).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 5.5 à l’élément a−1, et d’utiliser
ensuite le lemme 3.6. ut

Corollaire 5.7. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit G son
groupe de fractions. Les opérations de cyclage et de cyclage inverse permettent
d’associer, à tout élément a de G, un élément de sa classe sommitale Csom(a), en
un nombre d’étapes élémentaires qui est polynomial en ||a||.

Nous ne connaissons pas de borne non exponentielle sur la complexité de
l’algorithme complet, c’est-à-dire l’algorithme qui, à partir d’un élément a donné,
détermine tous les éléments de sa classe sommitale Csom(a). Cependant, nous con-
jecturons:

Conjecture 5.8. Il existe un algorithme pour le problème de conjugaison dans
tout petit groupe gaussien, qui utilise l’approche combinatoire décrite ici, et qui
est polynomial en la norme des éléments.
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Dans ce chapitre, nous décrivons complètement le centre des petits groupes
gaussiens. Nous ramenons d’abord l’étude du centre des petits groupes gaussiens
à celle du centre des petits monöıdes gaussiens. Puis, comme Brieskorn et Saito
dans [12], nous étudions le quasicentre, défini comme l’ensemble des éléments du
monöıde qui laissent l’ensemble des atomes stable par conjugaison. Pour cela, nous
introduisons une notion de ∆ local, et calculons un ensemble générateur minimal
du quasicentre de tout petit monöıde gaussien. Le résultat obtenu est:

Proposition. Supposons queM est un petit monöıde gaussien. Alors les ∆ locaux
des atomes de M constituent un ensemble générateur minimal de son quasicentre.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1, nous montrons comment
ramener l’étude du centre des petits groupes gaussiens à celle du centre et du
quasicentre des petits monöıdes gaussiens. Dans la section 2, nous définissons une
notion de ∆ local (à droite et à gauche) et établissons ses propriétés fondamentales.
Le principal résultat du chapitre est démontré dans la section 3. Enfin, dans la
section 4, nous donnons une nouvelle caractérisation du ∆ local, qui nous permet
d’obtenir que ses versions gauche et droite cöıncident, et, dans la section 5, nous
montrons que le quasicentre de tout petit monöıde gaussien est un monöıde abélien
libre.

1. Définition du quasicentre

Dans [12], Brieskorn et Saito étudient le centre des groupes d’Artin sphériques.
Pour cela, ils considèrent le quasicentre des monöıdes d’Artin sphériques
irréductibles, et montrent qu’il est le sous-monöıde engendré par l’élément ∆.
Nous allons également examiner le quasicentre, même si les arguments originaux
de Brieskorn et Saito ne s’appliquent plus dans le cadre plus général des petits
groupes gaussiens.

43



III. Le centre

Définition 1.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit A
l’ensemble de ses atomes et G son groupe de fractions. Le quasicentre de M
(resp. le quasicentralisateur de A dans G) est le sous-monöıde {b ∈M ; Ab = bA}
(resp. le sous-groupe {b ∈ G ; Ab = bA}).

L’étude du centre des petits groupes gaussiens se ramène à l’étude du centre et du
quasicentre des petits monöıdes gaussiens. En effet, nous avons:

Lemme 1.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit A l’ensemble
de ses atomes et G son groupe de fractions. Alors

(i) le quasicentralisateur de A dans G est le groupe de fractions du quasicentre
de M ;

(ii) le centre de G est le groupe de fractions du centre de M .

Démonstration. Soit c dans G et p = v−∆ (c) : nous avons c = ∆pc′ pour un
certain c′ dans M (voir la section II.1).
(i) Supposons c dans le quasicentralisateur de A dans G. L’élément ∆|p| de M
étant quasicentral d’après la propositon I.2.5, c′ l’est aussi. Tout élément
dans le quasicentralisateur de A dans G est alors le quotient de deux éléments
quasicentraux de M .
(ii) Il existe des entiers q, r vérifiant p = qe + r et r ≥ 0, où e désigne l’exposant
de M (voir la définition I.2.7). Supposons c central. L’élément ∆|q|e de M étant
central, ∆rc′ l’est aussi. Tout élément central de G est alors le quotient de deux
éléments centraux de M . ut

Le résultat suivant est facile mais essentiel. Nous l’utiliserons sans systématique-
ment y faire référence.

Lemme 1.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour tout
élément a et tout élément quasicentral b de M , il y a équivalence entre:

(i) a divise b (voir la définition I.1.5);

(ii) a est un diviseur à gauche de b;

(iii) a est un diviseur à droite de b.

Démonstration. Supposons (i). Alors il existe deux éléments c, d deM vérifiant b =
cad. Puisque b est quasicentral, nous avons cb = bc′ pour un certain c′ dans M .
Nous trouvons cb = bc′ = cadc′, puis, par simplification à gauche, b = adc′, ce
qui implique (ii). Symétriquement, (i) implique (iii). Le fait que (ii) (resp. (iii))
implique (i) est trivial. ut
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2. Une notion de ∆ local

Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Nous allons associer à chaque
élément a de M un élément quasicentral distingué ∆a se comportant comme une
sorte d’élément de Garside local. Le résultat principal est que la famille de tous
les éléments ∆x pour x atome engendre le quasicentre de M .

Notation. Supposons que M est un monöıde gaussien. Pour X,Y ⊆ M , rap-
pelons que Y \X (resp. Y/X) désigne l’ensemble des éléments b\a (resp. b/a) de M
pour a dans X, b dans Y . Nous écrivons Y \a pour Y \{a} et b\X pour {b}\X.

Lemme 2.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour tout
élément a de M , nous avons M\a = Sq\a pour un certain entier q (dépendant
de a).

Démonstration. Soit a ∈ M . Alors a appartient à Sp pour un certain entier p :
il suffit de prendre p = v+

∆(a) (voir la définition II.1.3). Maintenant, d’après le
lemme I.1.9, nous avons M\Sp = Sp. En particulier, nous avons M\a ⊆ Sp, dont
nous déduisons

S\a ⊆ S2\a ⊆ S3\a ⊆ . . . ⊆ Sp.

Puisque S est fini, il existe q ≤ card(Sp) vérifiant Sq\a = Sq+1\a. Montrons par
récurrence sur j que, pour tout j ≥ 1, nous avons Sq\a = Sq+j\a. Pour j = 1,
c’est la définition de q. Supposons j > 1. Soit b ∈ Sq+j−1 et c ∈ S. Par hypothèse
de récurrence, il existe d dans Sq vérifiant d\a = b\a. Utilisant l’identité (1.2)
du lemme I.1.8, nous trouvons (bc)\a = c\(b\a) = c\(d\a) = (dc)\a, or (dc)\a
appartient à Sq+1\a, c’est-à-dire à Sq\a, ce qui conclut la récurrence. Finalement,
nous obtenons Sq\a = M\a. ut

Définition 2.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Pour tout
élément a de M , nous posons

∆a =
∨
{b\a ; b ∈M}.

D’après le lemme 2.1, l’élément ∆a est bien défini et calculable de façon effective
pour tout a dans M . Symétriquement, nous définissons ∆̃a =

∨̃
{a/b ; b ∈ M}.

Remarquons que, pour tout a dans M , l’égalité 1\a = a (resp. a/1 = a) implique
que a est un diviseur à gauche de ∆a (resp. un diviseur à droite de ∆̃a), et que,
ayant b\1 = 1 = 1/b pour tout b de M , nous obtenons ∆1 = 1 = ∆̃1.
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Par exemple, dans le petit monöıde gaussien M(2,2)
0 admettant la présentation

〈 x, y : xy2xyxy2x = yxy2xy 〉 (voir la conclusion), nous calculons S0\x ⊆/ S2
0\x =

M(2,2)
0 \x et S0\y ⊆/ S2

0\y = M(2,2)
0 \y, où S0 désigne l’ensemble des éléments simples

de M(2,2)
0 . Les ensembles considérés sont représentés sur la figure 1. Nous trou-

vons ∆x = ∆y = ∆. Cet exemple montre que, dans un petit monöıde gaussien M ,
les ensembles M\x avec x atome ne couvrent pas nécessairement l’ensemble des
éléments primitifs de M (comme c’est le cas par exemple, nous le verrons au
chapitre V, dans les monöıdes de tresses d’Artin et de Birman-Ko-Lee).

1

∆

Figure 1. Le treillis des simples du monöıde M(2,2)
0 présenté par 〈 x,y : xyyxyxyyx=yxyyxy 〉.

Les sommets blancs représentent les éléments primitifs à droite de M(2,2)
0 , tandis que les

sommets noirs représentent les éléments simples non primitifs de M(2,2)
0 . Les éléments

de M(2,2)
0 \x (resp. de M(2,2)

0 \y) sont ceux représentés par les sommets blancs non barrés

d’une croix ’×’ (resp. non barrés d’une croix ’+’).
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Nous allons montrer:

Proposition 2.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors,
pour tout a dans M , l’élément ∆a est quasicentral. Plus précisément,
l’application a 7→ ∆a est une surjection de M sur le quasicentre de M .

La preuve de ce résultat repose sur plusieurs énoncés préliminaires.

Lemme 2.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors tout élément
quasicentral a dans M vérifie ∆a = a = ∆̃a.

Démonstration. Soit b ∈ M . Puisque a est quasicentral, nous avons ba = ab′

pour un certain b′ dans M . Par conséquent, ba est un multiple à droite de a ∨ b—
qui est b(b\a)—et, par simplification à gauche, a est un multiple à droite de b\a.
Ainsi ∆a—qui est le ppcm à droite de tous les éléments b\a—est un diviseur à
gauche de a. Maintenant, a étant un diviseur à gauche de ∆a, simplifiabilité et
conicité impliquent ∆a = a. L’égalité ∆̃a = a est obtenue symétriquement. ut

Lemme 2.5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour tout
élément a de M , il y a équivalence entre:

(i) ∆a est a;

(ii) pour tout b dans M , a est un diviseur à gauche de ba.

Démonstration. Supposons (i). Soit b ∈ M . De
∨

(M\a) = a, nous déduisons
que b\a est un diviseur à gauche de a. Par conséquent, b(b\a) est un diviseur à
gauche de ba. Maintenant, par définition, b(b\a) est a(a\b), ce qui implique (ii).
Réciproquement, supposons (ii). Alors, pour tout b dans M , a ∨ b—qui est b(b\a)
par définition—est un diviseur à gauche de ba, et donc, par simplification à gauche,
b\a est un diviseur à gauche de a. Cela implique que

∨
(M\a) est un diviseur à

gauche de a, et, puisque a est un diviseur à gauche de ∆a, simplifiabilité et conicité
entrâınent (i). ut

Lemme 2.6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour tout a
dans M , ∆a = a est équivalent à ∆̃a = a.

Démonstration. Soit G le groupe de fractions de M . Nous considérons
l’endomorphisme injectif ha : b 7→ a−1ba de G. Supposons ∆a = a. Alors, d’après
le lemme 2.5, pour tout b dans M , a est un diviseur à gauche de ba : nous en
déduisons ha(M) ⊆ M . Soit S l’ensemble des simples et e l’exposant de M (voir
la définition I.2.7). D’après la proposition I.2.5, pour tout c dans Se, il existe un
élément d de Se vérifiant ∆e = cd. Nous obtenons ha(∆e) = ha(c)ha(d), puis, ∆e

étant central, ∆e = ha(c)ha(d), ce qui implique ha(c) ∈ Se (et ha(d) ∈ Se).
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Puisque, par hypothèse, S est fini, l’endomorphisme injectif ha induit un au-
tomorphisme de Se. En particulier, ha(M) contient les atomes de M , et nous
obtenons ha(M) = M . L’endomorphisme ha est alors un automorphisme de M .
Par conséquent, pour tout b dans M , a est un diviseur à droite de ab, et, d’après
la contrepartie gauche du lemme 2.5, nous en déduisons ∆̃a = a. L’implication
inverse est obtenue symétriquement. ut

Lemme 2.7. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors tout
élément a de M vérifiant ∆a = a est quasicentral.

Démonstration. Soit x un atome de M . D’après le lemme 2.5, l’hypothèse ∆a = a
implique qu’il existe d dans M vérifiant xa = ad. Par simplifiabilité à droite, nous
avons d 6= 1, donc il existe un entier strictement positif n et des atomes z1, . . . , zn
vérifiant d = z1 . . . zn. Le lemme 2.6 implique ∆̃a = a, et, d’après la contrepartie
gauche du lemme 2.5, pour tout atome zi avec 1 ≤ i ≤ n, il existe un élément ci
de M vérifiant azi = cia. Par simplifiabilité à gauche, nous avons ci 6= 1 pour 1 ≤
i ≤ n. Nous obtenons

xa = ad = az1 . . . zn = c1 . . . cna,

d’où, par simplification à droite, x = c1 . . . cn. Puisque x est un atome, nous de-
vons avoir n = 1, i.e., d est un atome. Ainsi, il existe une application fa des atomes
de M dans eux-mêmes vérifiant xa = afa(x) pour chaque atome x. Par simplifia-
bilité, fa est injective, donc surjective : a est quasicentral par définition. ut

Démonstration de la proposition 2.3. Montrons que a 7→ ∆a est idempotente.
D’après le lemme 2.1, il existe un entier n vérifiant M\a = Sn\a et M\∆a =
Sn\∆a. Soit Sn = {q1, . . . , qr}. En utilisant le lemme I.1.8, nous trouvons

∆∆a = (q1\((q1\a) ∨ . . . ∨ (qr\a))) ∨ . . . ∨ (qr\((q1\a) ∨ . . . ∨ (qr\a)))
= ((q1q1\a) ∨ . . . ∨ (qrq1\a)) ∨ . . . ∨ ((q1qr\a) ∨ . . . ∨ (qrqr\a)).

Maintenant, un des éléments qi étant 1, nous obtenons ∆∆a = ∆a∨
∨

(S′\a), où S′

est un certain sous-ensemble de S2n. Nous en déduisons ∆∆a
= ∆a pour tout a

dans M . Ainsi, d’après le lemme 2.7, ∆a est quasicentral pour tout a dans M . ut

3. Générateurs minimaux du quasicentre

Nous allons maintenant montrer:

Proposition 3.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit A
l’ensemble de ses atomes. Alors le quasicentre deM est engendré par {∆x ; x ∈ A}.
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Le lemme suivant est un résultat technique simple qui est nécessaire à la preuve
et que nous utiliserons souvent dans la suite.

Lemme 3.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour tout
élément a et tout élément quasicentral b de M , le fait que a divise b implique
que ∆a et ∆̃a divisent b.

Démonstration. Par hypothèse, il existe un élément d de M vérifiant b = ad.
Puisque b est quasicentral, pour tout c dans M , il existe un élément c′ de M
vérifiant cb = adc′. En particulier, pour tout c dans M , c(c\a)—qui est c ∨ a—est
un diviseur à gauche de cb, donc, par simplification à gauche, c\a est un diviseur
à gauche de b. Par conséquent, ∆a divise b par définition. ut

Démonstration de la proposition 3.1. Soit b un élément quasicentral de M . Nous
montrons par récurrence sur ||b|| qu’il existe un entier n et des atomes x1, . . . , xn
de M vérifiant b = ∆x1 . . .∆xn . Pour || b ||= 0, n est 0. Supposons || b ||> 0.
Alors il existe un atome x et un élément b′ de M vérifiant b = xb′. D’après le
lemme 3.2, nous avons b = ∆xb

′′ pour un certain b′′ dans M avec || b ||>|| b′′ ||.
D’après la proposition 2.3, l’élément ∆x est quasicentral, donc b′′ l’est aussi. Par
hypothèse de récurrence, il existe un entier m et des atomes y1, . . . , ym de M de
vérifiant b′′ = ∆y1 . . .∆ym . Nous obtenons b = ∆x∆y1 . . .∆ym . ut

Par exemple, dans le cas du petit monöıde gaussien M(2,2)
0 de la section 2 (voir aussi

la conclusion), la proposition 3.1 implique que le quasicentre est engendré par ∆.
Puisque son exposant est 1, le centre de M(2,2)

0 cöıncide avec son quasicentre.

Nous voulons à présent montrer que l’ensemble générateur {∆x ; x ∈ A} est
minimal.

Lemme 3.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour x, y
atomes de M , nous avons soit ∆x = ∆y soit ∆x ∧∆y = 1.

Démonstration. Nous prouvons d’abord que, pour x, y atomes et b élément de M ,
∆x = ∆y b implique b = 1. Nous avons ∆x = xd pour un certain d dans M . En
utilisant le lemme I.1.7, nous obtenons

∆x = xd = ∆y b = (x ∧∆y)(d ∨̃ b).

Supposons x∧∆y = 1. Alors nous trouvons ∆x = xd = ∆y b = d∨̃b = (b/d)d, d’où,
par simplification à droite, x = b/d. Par conséquent, x divise

∨̃
(b/M), qui, par

définition, est ∆̃b. Maintenant, par hypothèse, b est quasicentral, et le lemme 2.4
implique ∆̃b = b. D’après le lemme 3.2, ∆x divise b, ce qui, par simplifiabilité et
conicité, implique ∆y = 1, contradiction.
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Supposons x∧∆y 6= 1. Alors, par atomicité, x divise ∆y, et, d’après le lemme 3.2,
∆x divise ∆y, ce qui, par simplifiabilité et conicité, implique b = 1.

Maintenant, soit x, y des atomes de M . Supposons ∆x ∧∆y 6= 1. Alors il existe
un atome z de M diviseur à gauche de ∆x et de ∆y. D’après le lemme 3.2, ∆z

divise ∆x et ∆y, ce qui, d’après le résultat ci-dessus, implique ∆x = ∆z = ∆y. ut

Proposition 3.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit A
l’ensemble de ses atomes. Alors {∆x ; x ∈ A} est l’ensemble générateur minimal
du quasicentre de M .

Démonstration. D’après la proposition 3.1, l’ensemble {∆x ; x ∈ A} engendre
le quasicentre de M . Soit x un atome et a, b des éléments quasicentraux de M .
Nous devons simplement montrer que ∆x = ab implique soit a = 1 soit b = 1.
Supposons a 6= 1. Alors nous avons a = ya′ pour un certain atome y et un certain
élément a′ de M . Puisque a est quasicentral, d’après le lemme 3.2, ∆y est un
diviseur à gauche de a, et, par conséquent, ∆y est un diviseur à gauche de ∆x.
Nous avons ∆y 6= 1, d’où, d’après le lemme 3.3, ∆y = ∆x. Simplifiabilité et
conicité impliquent alors b = 1. ut

4. Symétrie du ∆ local

Nous donnons maintenant une nouvelle caractérisation de la fonction a 7→ ∆a.
Nous avons vu que tout élément ∆a est quasicentral, et que, par construction,
∆a est un multiple à droite de a. Nous montrons que ∆a est minimal pour cette
propriété. Ce nouveau point de vue nous permettra en particulier de montrer
que ∆a et ∆̃a cöıncident quel que soit a.

Lemme 4.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour a, b
éléments quasicentraux de M , les éléments a ∧ b et a ∧̃ b sont quasicentraux.

Démonstration. D’après le lemme 3.2, l’élément ∆a∧b divise a et b. Par conséquent,
∆a∧b est un diviseur à gauche de a∧b. Maintenant, a∧b étant un diviseur à gauche
de ∆a∧b, nous déduisons ∆a∧b = a ∧ b par simplifiabilité et conicité. D’après le
lemme 2.7, a ∧ b est donc quasicentral. Symétriquement, a ∧̃ b est quasicentral. ut

Proposition 4.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit QZ son
quasicentre. Alors, pour tout a dans M , nous avons

∆a =
∧

(QZ ∩ aM) et ∆̃a =
∧̃

(QZ ∩Ma).
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Démonstration. Soit a ∈ M . Nous avons que ∆a est un multiple à droite
de a, et que, d’après la proposition 2.3, ∆a est quasicentral. Par conséquent,
∆a appartient à QZ ∩ aM et

∧
(QZ ∩ aM) est donc un diviseur de ∆a. Main-

tenant, puisque QZ ∩ aM est non vide,
∧

(QZ ∩ aM) est multiple à droite de a.
De plus, d’après le lemme 4.1,

∧
(QZ ∩ aM) est quasicentral. Ainsi, d’après le

lemme 3.2, ∆a divise
∧

(QZ ∩ aM). Simplifiabilité et conicité permettent de con-
clure. L’égalité ∆̃a =

∧̃
(QZ ∩Ma) est obtenue symétriquement. ut

Corollaire 4.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour
tout a dans M , nous avons ∆a = ∆̃a.

Démonstration. Soit a ∈M . D’après le lemme 1.3, nous avons

QZ ∩ aM = QZ ∩MaM = QZ ∩Ma.

En utilisant la proposition 4.2, nous déduisons ∆a =
∧

(QZ ∩MaM) et ∆̃a =∧̃
(QZ ∩MaM). Maintenant, ∆a appartient à QZ ∩MaM , et, par conséquent,

∆̃a est un diviseur à droite de ∆a. Symétriquement, ∆a est un diviseur à gauche
de ∆̃a. Simplifiabilité et conicité permettent de conclure. ut

La symétrie du ∆ local sera utilisée dans la section IV.2.

5. Structure de treillis du quasicentre

Nous démontrons que le quasicentre de tout petit monöıde gaussien est un sous-
monöıde abélien libre.

Lemme 5.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour a, b
éléments de M , nous avons ∆a ∨∆b = ∆a∨b.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que, pour a, b éléments quasicentraux
de M , l’élément a∨b est quasicentral. Il existe un entier positif n tel que a, b appar-
tiennent à Sn—il suffit de prendre n = max(v+

∆(a), v+
∆(b))—et, d’après la proposi-

tion I.2.5, il existe des éléments a′, b′ dans Sn vérifiant ∆n = aa′ = bb′. Puisque ∆n

est quasicentral, a′ et b′ sont quasicentraux. Maintenant, le lemme I.1.7 nous
donne ∆n = aa′ = bb′ = (a ∨ b)(a′ ∧̃ b′). Puisque, d’après le lemme 4.1, a′ ∧̃ b′ est
quasicentral, nous en déduisons que a ∨ b est quasicentral.

Puisque a∨b divise ∆a∨b, a divise ∆a∨b. D’après la proposition 2.3 et le lemme 3.2,
∆a divise ∆a∨b, et, symétriquement, ∆b divise ∆a∨b. Ainsi, ∆a ∨∆b divise ∆a∨b,
et l’égalité découle du résultat ci-dessus et de la proposition 4.2. ut
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Proposition 5.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors son
quasicentre QZ est un monöıde abélien libre, et la fonction a 7→ ∆a est un homo-
morphisme de demi-treillis surjectif de (M, ∨) sur (QZ, ∨).

Démonstration. Soit A l’ensemble des atomes de M . D’après la proposition 3.4,
QZ est le sous-monöıde engendré par {∆x ; x ∈ A}. Pour montrer que QZ est
abélien libre, il suffit de montrer que, pour x, y atomes de A vérifiant ∆x 6= ∆y,
nous avons ∆x\∆y = ∆y. Supposons ∆x 6= ∆y. Alors le lemme 3.3 im-
plique ∆x\∆y 6= 1. Puisque ∆∆y est ∆y (voir la démonstration de la proposi-
tion 2.3), ∆x\∆y divise ∆y. Maintenant, d’après le lemme 5.1, l’élément ∆x\∆y

est quasicentral, et la proposition 3.4 implique ∆x\∆y = ∆y. Le reste de l’assertion
découle du lemme 5.1. ut

Remarque. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit QZ son
quasicentre. La fonction a 7→ ∆a n’est en général pas un homomorphisme de
demi-treillis de (M, ∧) sur (QZ, ∧). En effet, pour a, b dans M , ∆a∧b divise ∆a∧∆b

(puisque a ∧ b divise ∆a et ∆b, a ∧ b divise ∆a ∧∆b, qui est quasicentral d’après
le lemme 4.1, et, d’après le lemme 3.2, ∆a∧b divise ∆a ∧ ∆b), mais il n’y a pas
égalité en général. Nous verrons dans la section IV.2 une condition nécessaire et
suffisante pour cela.
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Dans le chapitre III, nous avons obtenu une description complète du centre de tout
petit groupe gaussien. L’objet de ce chapitre est d’établir le résultat:

Proposition. Tout petit groupe gaussien est un itéré de produits croisés de petits
groupes gaussiens dont le centre est monogène.

Ce résultat étend naturellement le résultat de décomposition établi par Brieskorn
et Saito [12] et par Deligne [26] dans le cas des groupes d’Artin sphériques.
Une différence majeure est que le produit n’est plus un produit direct, mais une
généralisation de produit semi-direct, appelé produit croisé.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans la section 1, nous définissons
un produit croisé qui est une généralisation de produit semi-direct, et nous mon-
trons que tout produit croisé de petits monöıdes gaussiens est un petit monöıde
gaussien. La notion de petit monöıde gaussien ∆-pur est développée dans la
section 2. Nous établissons alors le résultat de décomposition annoncé. Dans
la section 3, nous montrons que la notion de ∆-pureté définie pour les petits
monöıdes gaussiens dans la section 2 est compatible avec celle d’irréductibilité des
monöıdes d’Artin sphériques. Nous étudions un exemple de décomposition d’un
petit monöıde gaussien, qui nous amène à discuter de la question des sous-monöıdes
paraboliques d’un petit monöıde gaussien.
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1. Produit croisé de petits monöıdes gaussiens

Les groupes gaussiens étant des groupes de fractions, nous définissons notre produit
pour les monöıdes d’abord.

Définition 1.1. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—
ou, plus généralement, des monöıdes simplifiables et coniques avec un nombre fini
d’atomes. Soit Ai l’ensemble des atomes de Mi pour 1 ≤ i ≤ n. Une famille de
fonctions vérifiant les identités de résidu est définie comme étant une famille ~Θ de
fonctions Θij : Mi×Mj →Mj pour 1 ≤ i 6= j ≤ n telles que, pour tout a dans Mi,
la restriction Θij(a, .) de Θij à {a} ×Mj soit une bijection de Mj , et vérifiant

Θij(ab, c) = Θij(b,Θij(a, c)), (1.1)
Θij(a, cd) = Θij(a, c) Θij(Θji(c, a), d), (1.2)

Θjk(Θij(a, c),Θik(a, e)) = Θik(Θji(c, a),Θjk(c, e)), (1.3)

pour a, b dans Mi, c, d dans Mj , e dans Mk avec 1 ≤ i 6= j 6= k 6= i ≤ n.
Le produit croisé 1~Θ

i Mi est défini comme le quotient du produit libre des Mi par
la congruence engendrée par tous les couples (xΘij(x, y) , yΘji(y, x)) avec x ∈ Ai,
y ∈ Aj et 1 ≤ i < j ≤ n. Pour n = 2, nous notons le produit bicroisé M1 ./~Θ M2.

La notion de produit croisé apparâıt comme une version adaptée aux monöıdes du
produit croisé de groupes défini dans [33] et [50].

Exemple 1.2. Nous dirons qu’une famile ~Θ est triviale si, pour 1 ≤ i, j ≤ n,
pour tout a dans Mi, la restriction de Θij à {a}×Mj est l’identité de Mj : ~Θ est
alors une famille vérifiant les identités de résidu, et le produit croisé 1~Θ

i Mi est le
produit direct M1 × . . .×Mn.

Lemme 1.3. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—
ou, plus généralement, des monöıdes simplifiables et coniques avec un nombre fini
d’atomes. Soit Ai l’ensemble des atomes de Mi pour 1 ≤ i ≤ n. Alors, pour toute
famille ~Θ de fonctions vérifiant les identités de résidu, pour 1 ≤ i 6= j ≤ n, pour
tout a dans Mi, la restriction de Θij à {a} ×Aj est une permutation de Aj .

Démonstration. Tout d’abord, en prenant b = 1 dans (1.1) et en utilisant la
surjectivité de Θij(a, .), nous trouvons

Θij(1, d) = d, (1.4)

pour tout d dans Mj . Ensuite, en prenant c = d = 1 dans (1.2) et en utilisant (1.4)
et la simplifiabilité de Mj , nous obtenons

Θij(a, 1) = 1, (1.5)
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pour tout a dans Mi. Maintenant, la restriction de Θij à {a} × Mj est
une surjection sur Mj : en particulier, pour tout atome z de Aj , il existe c
dans Mj vérifiant Θij(a, c) = z. Nous avons c ∈ Aj . En effet, (1.5) im-
plique c 6= 1, donc nous avons c = yc′ avec y ∈ Aj et c′ ∈ Mj . En
appliquant (1.2), nous trouvons Θij(a, y)Θij(Θji(y, a), c′) = z. L’injectivité
de Θij(a, .) et (1.5) impliquent Θij(a, y) 6= 1. Puisque z est un atome, nous
obtenons Θij(Θji(y, a), c′) = 1, et, en utilisant l’injectivité de Θij(a, .) et (1.5) à
nouveau, nous trouvons c′ = 1. ut

Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—ou, plus
généralement, des monöıdes simplifiables et coniques avec un nombre fini d’atomes.
Soit Ai l’ensemble des atomes de Mi pour 1 ≤ i ≤ n. Alors toute famille ~Θ vérifiant
les identités de résidu est déterminée par les permutations induites Θ(x, .) de Aj
pour x dans Ai et 1 ≤ i 6= j ≤ n (voir le lemme 1.3). Mais, réciproquement, toute
famille de permutations d’atomes ne se prolonge pas nécessairement en une famille
vérifiant les identités de résidu. Par exemple, considérons les petits monöıdes
gaussiens M0 = 〈 x, y : xyx = y2 〉 et N = 〈 z : 〉 (voir les exemples V.1
et V.20). La famille de permutations Θ(x, .) = Θ(y, .) = ( zz ) et Θ(z, .) = (x yy x )
ne se prolonge pas en une famille vérifiant les identités de résidu. En effet, en
utilisant (1.2) par exemple, nous trouverions Θ(z, y2) = x2 et Θ(z, xyx) = yxy,
ce qui contredit x2 6= yxy dans M0 (voir également les exemples 1.5, 1.9, 1.11
et 1.15). Le seul produit bicroisé possible ici est le produit direct, voir la figure 3.

1

x

y

z

∆

Figure 3. Le graphe caractéristique du monöıde 〈 x, y : xyx = y2 〉 × 〈 z : 〉.

Définition 1.4. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—
ou, plus généralement, des monöıdes simplifiables et coniques avec un nombre fini
d’atomes. Soit Ai l’ensemble des atomes de Mi pour 1 ≤ i ≤ n, et A l’union dis-
jointe A1 t . . . tAn. Une famille de permutations vérifiant les identités de résidu
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est une famille ~θ = (θx)x∈A telle que, pour tout x de A, θx est une permutation
de A qui préserve globalement chaque Aj pour 1 ≤ j ≤ n, et telle que la famille
des fonctions obtenues par prolongement des fonctions θx selon (1.1) et (1.2) est
une famille de fonctions vérifiant les identités de résidu. Le produit croisé cor-
respondant est alors désigné par 1

~θ
iMi. Ce dernier ne dépend pas de la valeur

des θx(y) pour x, y dans Aj et 1 ≤ j ≤ n, et θx peut être systématiquement définie
comme l’identité de Aj pour tout x dans Aj et 1 ≤ j ≤ n.

Exemple 1.5. Considérons les petits monöıdes gaussiens M1 = 〈 x1, x2, x3 :
x1x2 = x2x3 = x3x1 〉 et M2 = 〈 y, z : y3 = z3 〉. Soit ~θ la famille de permutations
définie par

θx1 = θx2 = θx3 = (x1 x2 x3 y z
x1 x2 x3 z y ), et θy = θz = (x1 x2 x3 y z

x3 x1 x2 y z ).

Alors ~θ est une famille vérifiant les identités de résidu, et le monöıde M1 ./~θ M2

admet la présentation

〈 x1, x2,x3, y, z : x1x2 = x2x3 = x3x1 , y
3 = z3 , x1z = yx3 ,

x1y = zx3 , x2z = yx1 , x2y = zx1 , x3y = yx2 , x3z = zx2 〉.

Voir aussi l’exemple 1.15.

Plusieurs résultats intermédiaires sont nécessaires à la démonstration du fait
que tout produit croisé de petits monöıdes gaussiens est un petit monöıde gaussien.

Lemme 1.6. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—
ou, plus généralement, des monöıdes simplifiables et atomiques avec un nombre
fini d’atomes. Alors, pour toute famille ~Θ de fonctions vérifiant les identités de
résidu, pour 1 ≤ i 6= j ≤ n, pour tout a dans Mi et tout b dans Mj , nous
avons ||Θij(a, b)||=||b||.

Démonstration. Montrons par récurrence sur ||b || que, pour tout a dans Mi et
tout b dans Mj , nous avons ||Θij(a, b)||≥||b||. Pour ||b||= 0, le résultat vient de (1.5).
Supposons ||b||> 0. Alors il existe un atome x et un élément d deMj vérifiant b = xd
et ||b||= 1+ ||d|| (voir la définition I.1.3). Le lemme 1.3 implique ||Θij(a, x)||= 1. En
appliquant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

||Θij(a, b)||= ||Θij(a, xd)|| =(1.2) ||Θij(a, x)Θij(Θji(x, a), d)||
≥ ||Θij(a, x)|| + ||Θij(Θji(x, a), d)||
= 1+ ||Θij(Θji(x, a), d)||
≥(HR)

1+ ||d||=||b||,

ce qui conclut la récurrence.
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A présent, pour tout a dans Mi avec 1 ≤ i ≤ n, nous notons Θ̃ij(a, .) la fonction
réciproque de Θij(a, .). Par définition, nous avons

Θij(a, Θ̃ij(a, b)) = b = Θ̃ij(a,Θij(a, b)), (1.6)

pour a dans Mi, b dans Mj et 1 ≤ i 6= j ≤ n. De (1.6), (1.1) et (1.2), nous
déduisons les identités

Θ̃ij(ab, c) = Θ̃ij(a, Θ̃ij(b, c)), (1.7)

Θ̃ij(a, cd) = Θ̃ij(a, c)Θ̃ij(Θji(Θ̃ij(a, c), a), d), (1.8)

pour a, b dans Mi, c, d dans Mj et 1 ≤ i 6= j ≤ n. Une récurrence analogue
à la précédente donne || Θ̃ij(a, c) ||≥|| c || pour tout a dans Mi, tout c dans Mj

et 1 ≤ i 6= j ≤ n. Nous obtenons alors

||Θij(a, b)||≥||b||=||Θ̃ij(a,Θij(a, b))||≥||Θij(a, b)||,
ce qui implique ||Θij(a, b)||=||b||. ut

Lemme 1.7. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—
ou, plus généralement, des monöıdes simplifiables et atomiques avec un nombre
fini d’atomes. Alors, pour toute famille ~Θ de fonctions vérifiant les identités de
résidu, pour 1 ≤ i 6= j ≤ n, pour tout a dans Mi et tout b dans Mj , nous
avons aΘij(a, b) = bΘji(b, a).

Démonstration. Faisons une récurrence sur ||a||||b||. Pour ||a||||b||= 0, le résultat
découle de (1.4) et (1.5). Supposons ||a||||b||> 0. Nous avons a = xc et b = yd
avec x atome et c élément de Mi, y atome et d élément de Mj . En utilisant le
lemme 1.6, nous obtenons

aΘij(a, b) = xcΘij(xc, yd)

=
(1.1)

xcΘij(c,Θij(x, yd))

=
(1.2)

xcΘij(c,Θij(x, y)Θij(Θji(y, x), d))

=
(1.2)

xcΘij(c,Θij(x, y))Θij(Θji(Θij(x, y), c),Θij(Θji(y, x), d))

=
(HR)

xΘij(x, y)Θji(Θij(x, y), c)Θij(Θji(Θij(x, y), c),Θij(Θji(y, x), d))

=
(HR)

xΘij(x, y)Θij(Θji(y, x), d)Θji(Θij(Θji(y, x), d),Θji(Θij(x, y), c))

=
def

yΘji(y, x)Θij(Θji(y, x), d)Θji(Θij(Θji(y, x), d),Θji(Θij(x, y), c))

=
(HR)

ydΘji(d,Θji(y, x))Θji(Θij(Θji(y, x), d),Θji(Θij(x, y), c))

=
(1.2)

ydΘji(d,Θji(y, x)Θji(Θij(x, y), c))

=
(1.2)

ydΘji(d,Θji(y, xc))

=
(1.1)

ydΘji(yd, xc) = bΘji(b, a),

ce qui conclut la récurrence (voir la figure 2). ut

57
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Θij(Θji(Θij(x, y), c),
Θij(Θji(y, x), d))

Θji(Θij(Θji(y, x), d),
Θji(Θij(x, y), c))

x

y

c

d

Θji(Θij(x, y), c)

Θij(Θji(y, x), d)

Θij(c,Θij(x, y))

Θji(d,Θji(y, x))

Θij(x, y)

Θji(y, x)

Figure 2. Démonstration du lemme 1.7.

Lemme 1.8. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens—ou,
plus généralement, des monöıdes simplifiables et atomiques avec un nombre fini
d’atomes. Alors, pour toute famille ~Θ de fonctions vérifiant les identités de résidu,

1~Θ
i Mi est en bijection avec M1×. . .×Mn. En particulier, 1~Θ

i Mi est simplifiable.

Démonstration. Par définition, tout élément de 1~Θ
i Mi admet une décomposition

en produit d’éléments de M1, . . . ,Mn. Nous devons montrer qu’une telle
décomposition est unique, le reste de l’assertion devenant clair. Pour 1 ≤ i 6=
j ≤ n, pour tout a dans Mi, nous désignons par Θ̃ij(a, .) la bijection réciproque
de Θij(a, .) (voir la démonstration du lemme 1.6). Le lemme 1.7 implique alors

ab = Θ̃ij(a, b)Θji(Θ̃ij(a, b), a), (1.9)

pour tout a ∈Mi, b ∈Mj et 1 ≤ i 6= j ≤ n. L’application de (1.9) sur un segment
d’une décomposition donne une autre décomposition (du même élément): nous
appelons cela une transformation élémentaire, et, reciproquement, nous passons
d’une décomposition à une autre en composant un nombre fini de telles trans-
formations élémentaires. Soit a un élément de 1~Θ

i Mi. Une décomposition β
de a est dite courte si β est de la forme β = ai1 . . . ain avec aik ∈ Mik

et {i1, . . . , in} = {1, . . . , n}; dans ce cas, (i1, . . . , in) est appelé le support de β.
Supposons que β, γ sont des décompositions courtes de a. Alors les identities (1.1),
(1.2), (1.4) et (1.5) implique qu’il existe (au moins) une suite finie σ de transfor-
mations élémentaires

σ : β = α0 −→ α1 −→ . . . −→ αp = γ,
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telle que, pour 0 ≤ j ≤ p, αj est une décomposition courte. Ceci établit une
correspondance bijective entre une telle séquence et la permutation associée aux
supports. Pour montrer que la façon de transformer β en γ n’importe pas, il suffit
de considérer le groupe des permutations Sn comme le groupe engendré par les
transpositions τi = (i, i+ 1) avec 1 ≤ i ≤ n− 1 soumises aux relations suivantes

τ2
i = 1, (1.10)

τiτj = τjτi for |i− j| > 1, (1.11)
τiτi+1τi = τi+1τiτi+1. (1.12)

Les vérifications qui correspondent aux relations (1.10) et (1.11) sont immédiates.
Nous traitons ici le cas correspondant à la relation (1.12). Fixons (p, q, r)
avec 1 ≤ p 6= q 6= r 6= p ≤ n, et considérons un élément a dans 1~Θ

i Mi avec
une décomposition a = araqap pour ai ∈ Mi. En appliquant (1.9), nous pouvons
obtenir une décomposition de a comme bpbqbr avec bi ∈ Mi. Nous devons mon-
trer que les éléments bp, bq et br ainsi obtenus ne dépendent par de la stratégie
d’application de (1.9). En appliquant (1.9) d’abord araq, nous obtenons

araqap = [Θ̃rq(ar, aq)][Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar)][ap]

= [Θ̃rq(ar, aq)][Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap)]

[Θpr(Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap),Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar))]

= [Θ̃qp(Θ̃rq(ar, aq), Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap))]

[Θpq(Θ̃qp(Θ̃rq(ar, aq), Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap)), Θ̃rq(ar, aq))]

[Θpr(Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap),Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar))],

alors que, en appliquant (1.9) d’abord à aqap, nous obtenons

araqap = [ar][Θ̃qp(aq, ap)][Θpq(Θ̃qp(aq, ap), aq)]

= [Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap))][Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar)][Θpq(Θ̃qp(aq, ap), aq)]

= [Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap))]

[Θ̃rq(Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar),Θpq(Θ̃qp(aq, ap), aq)]

[Θqr(Θ̃rq(Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar),Θpq(Θ̃qp(aq, ap), aq),

Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar))]

Nous montrons que les égalités (Ep), (Eq), (Er) sont des conséquences de
l’identité (1.3), ce qui répondra à la question:

Θ̃qp(Θ̃rq(ar, aq), Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap)) = Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)) (Ep)
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Θpq(Θ̃qp(Θ̃rq(ar, aq), Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap)), Θ̃rq(ar, aq))

= Θ̃rq(Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar),Θpq(Θ̃qp(aq, ap), aq) (Eq)

Θpr(Θ̃rp(Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar), ap),Θqr(Θ̃rq(ar, aq), ar))

= Θqr(Θ̃rq(Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar),Θpq(Θ̃qp(aq, ap), aq), (Er)

Θpr(Θ̃rp(ar, Θ̃qp(aq, ap)), ar)).

Soit bq = Θ̃rq(ar, aq) et dp = Θ̃qp(aq, ap). Nous trouvons

Θ̃qp(bq, Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq), dp))) = Θ̃rp(ar, dp) (E′p)

Θpq(Θ̃qp(bq, Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq), dp))), bq) (E′q)

= Θ̃rq(Θpr(Θ̃rp(ar, dp), ar),Θpq(dp,Θrq(ar, bq))

Θpr(Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq), dp)),Θqr(bq, ar)) (E′r)

= Θqr(Θ̃rq(Θpr(Θ̃rp(ar, dp), ar),Θpq(dp,Θrq(ar, bq)),Θpr(Θ̃rp(ar, dp), ar))

Soit ep = Θ̃rp(ar, dp). Nous trouvons

Θ̃qp(bq, Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)))) = ep (E′′p )

Θpq(Θ̃qp(bq, Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)))), bq)

= Θ̃rq(Θpr(ep, ar),Θpq(Θrp(ar, ep),Θrq(ar, bq)) (E′′q )

Θpr(Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep))),Θqr(bq, ar))

= Θqr(Θ̃rq(Θpr(ep, ar),Θpq(Θrp(ar, ep),Θrq(ar, bq)),Θpr(ep, ar)) (E′′r )

En appliquant Θqp(bq, .) puis Θrp(Θqr(bq, ar), .) à (E′′p ), nous obtenons

Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)) = Θrp(Θqr(bq, ar),Θqp(bq, ep)).

Ensuite, en appliquant Θrq(Θpr(ep, ar), .) à (E′′q ), nous trouvons

Θrq(Θpr(ep, ar),Θpq(Θ̃qp(bq, Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)))), bq))
= Θpq(Θrp(ar, ep),Θrq(ar, bq). (E′′′q )
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Maintenant, en appliquant Θ̃rp(Θqr(bq, ar), .) puis Θ̃qp(bq, .) à

Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)) = Θrp(Θqr(bq, ar),Θqp(bq, ep)),

nous trouvons

Θ̃qp(bq, Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)))) = ep,

et (E′′′q ) devient

Θrq(Θpr(ep, ar),Θpq(ep, bq)) = Θpq(Θrp(ar, ep),Θrq(ar, bq).

Finalement, pour (E′′r ), en appliquant Θ̃rp(Θqr(bq, ar), .) à

Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep)) = Θrp(Θqr(bq, ar),Θqp(bq, ep)),

nous trouvons

Θ̃rp(Θqr(bq, ar),Θqp(Θrq(ar, bq),Θrp(ar, ep))) = Θqp(bq, ep),

et, en appliquant Θ̃rq(Θpr(ep, ar), .) à

Θpq(Θrp(ar, ep),Θrq(ar, bq)) = Θrq(Θpr(ep, ar),Θpq(ep, bq)),

nous trouvons

Θ̃rq(Θpr(ep, ar),Θpq(Θrp(ar, ep),Θrq(ar, bq)) = Θpq(ep, bq).

En remplaçant dans (E′′r ), nous obtenons

Θpr(Θqp(bq, ep),Θqr(bq, ar)) = Θqr(Θpq(ep, bq),Θpr(ep, ar)),

ce qui conclut la démonstration. ut

Exemple 1.9. Considérons les petits monöıdes gaussiens (isomorphes) 〈 xi, yi :
xiyi = yixi 〉 pour i = 1, 2, 3, et la famille ~θ constituée des permutations θx1 =
(x1 y1 x2 y2 x3 y3
x1 y1 y2 x2 x3 y3 ), θx2 = (x1 y1 x2 y2 x3 y3

x1 y1 x2 y2 y3 x3 ) et θy1 = θy2 = θx3 = θy3 =
(x1 y1 x2 y2 x3 y3
x1 y1 x2 y2 x3 y3 ). Alors ~θ se prolonge en une famille de fonctions ~Θ selon (1.1)

et (1.2), mais ne vérifie pas l’identité (1.3). Remarquons que les trois produits
bicroisés sous-jacents sont eux pourtant bien définis.
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Ce que nous avons vu dans la première partie de cette section est valable pour des
monöıdes simplifiables et coniques et/ou atomiques avec un nombre fini d’atomes.
Nous allons à présent nous concentrer sur le cas spécifique des petits monöıdes
gaussiens.

Lemme 1.10. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens.
Soit Ai l’ensemble des atomes de Mi pour 1 ≤ i ≤ n. Alors, pour toute famille ~θ
de permutations vérifiant les identités de résidu, pour 1 ≤ i 6= j ≤ n, la fonc-
tion (x, y) 7→ (θy(x), θx(y)) est une permutation de Ai ×Aj .

Démonstration. Fixons (i, j) avec 1 ≤ i 6= j ≤ n. Supposons (x1, x2) dans Ai×Aj
tel qu’il existe (y1, y2) et (z1, z2) dans Ai ×Aj vérifiant

(θy2(y1), θy1(y2)) = (x1, x2) = (θz2(z1), θz1(z2)).

Nous obtenons { y2x1 = y1x2,
z2x1 = z1x2,

puis, le monöıde Mi étant gaussien,{
(z1/y1)y2x1 = (z1/y1)y1x2,
(y1/z1)z2x1 = (y1/z1)z1x2,

d’où
(z1/y1)y2x1 = (y1/z1)z2x1.

Le lemme 1.8 implique z1/y1 = y1/z1 et y2 = z2, or z1/y1 = y1/z1 en-
trâıne z1/y1 = y1/z1 = 1, soit y1 = z1, ce qui prouve l’injectivité de la fonc-
tion (x, y) 7→ (θy(x), θx(y)). L’ensemble Ai × Aj étant fini, la fonction (x, y) 7→
(θy(x), θx(y)) est par conséquent une permutation de Ai ×Aj . ut

Exemple 1.11. Considérons les petits monöıdes gaussiens (isomorphes) 〈 x1, y1 :
x1y1 = y1x1 〉 et 〈 x2, y2 : x2y2 = y2x2 〉, et la famille ~θ constituée des permuta-
tions θx1 = (x1 y1 x2 y2

x1 y1 x2 y2 ) = θx2 , θy1 = (x1 y1 x2 y2
x1 y1 y2 x2 ) et θy2 = (x1 y1 x2 y2

y1 x1 x2 y2 ). Alors la
fonction (x, y) 7→ (θy(x), θx(y)) n’est pas une permutation de {x1, y1} × {x2, y2}.
D’après le lemme 1.10, ~θ n’est pas une famille vérifiant les identités de résidu.
Effectivement, par un calcul direct, notant ~Θ la famille de fonctions associée à ~θ,
nous trouverions Θ21(y2, y1x1) = x2

1 et Θ21(y2, x1y1) = y1x1, contradiction.

Lemme 1.12. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens.
Alors, pour toute famille ~Θ de fonctions vérifiant les identités de résidu, pour
tout a dans Mi, tous c, d dans Mj avec 1 ≤ i 6= j ≤ n, nous avons Θij(a, c ∨ d) =
Θij(a, c) ∨Θij(a, d).
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Démonstration. Puisque ∨ est symétrique, en appliquant (1.2), nous trouvons

Θij(a, c ∨ d) = Θij(a, c)Θij(Θji(c, a), c\d) = Θij(a, d)Θij(Θji(d, a), d\c).

Ainsi, dans Mj il existe un élément h vérifiant

Θij(a, c ∨ d) = (Θij(a, c) ∨Θij(a, d))h.

Notons Θ̃ij(a, .) la fonction réciproque de Θij(a, .). Puisque ∨ est symétrique, en
appliquant (1.8), nous trouvons

Θ̃ij(a,Θij(a, c) ∨Θij(a, d))

= Θ̃ij(a,Θij(a, c))Θ̃ij(Θji(Θ̃ij(a,Θij(a, c)), a),Θij(a, c)\Θij(a, d))

= c Θ̃ij(Θji(c, a),Θij(a, c)\Θij(a, d))

= d Θ̃ij(Θji(d, a),Θij(a, d)\Θij(a, c)).

Ainsi, dans Mj il existe un élément h′ vérifiant

Θ̃ij(a,Θij(a, c) ∨Θij(a, d)) = (c ∨ d)h′,

soit
Θij(a, c) ∨Θij(a, d) = Θij(a, (c ∨ d)h′),

puis, en appliquant (1.2) de nouveau,

Θij(a, c) ∨Θij(a, d) = Θij(a, c ∨ d)Θij(Θji(c ∨ d, a), h′).

La simplifiabilité et la conicité de Mj permettent de conclure. ut

Proposition 1.13. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes
gaussiens. Alors, pour toute famille ~θ de permutations vérifiant les identités de

résidu, le monöıde 1
~θ
iMi est un petit monöıde gaussien, et le treillis des éléments

simples de 1
~θ
iMi est produit des treillis des éléments simples de M1, . . . ,Mn.

Démonstration. Soit Ai l’ensemble des atomes de Mi pour 1 ≤ i ≤ n, et soit A
l’union disjointe A1 t . . . tAn. D’après la proposition I.3.3, pour 1 ≤ i ≤ n, il
existe une fonction gi : A2

i → A∗i telle que Mi admet la présentation

〈 Ai : {xgi(x, y) = ygi(y, x)} 〉.

Alors, par définition, 1
~θ
iMi admet la présentation

〈 A : {xg(x, y) = yg(y, x)} 〉,
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IV. Décomposition

où g est définie par

g(x, y) =
{
gj(x, y) pour (x, y) ∈ A2

j avec 1 ≤ j ≤ n,
θx(y) pour (x, y) ∈ Aj ×Ak avec 1 ≤ j 6= k ≤ n.

Nous définissons l’opération \
g

comme dans la définition I.3.4. Nous allons utiliser
le critère de gaussianité de la proposition I.3.10. Pour cela, il nous faut démontrer
les trois points suivants:

(i) la clôture de A par \
g

existe et est finie;
(ii) g est cohérent (voir la définition I.3.7);
(iii) g vérifie la condition (#) (voir la définition I.3.8).

Nous montrerons ensuite
(iv) le treillis des éléments simples de 1

~θ
iMi est produit des treillis des éléments

simples de M1, . . . ,Mn.

(i) D’après la proposition I.3.9, pour 1 ≤ i ≤ n, gi vérifie la condition (#) de
la définition I.3.8. Pour 1 ≤ i ≤ n, notons Yi la clôture de Ai par \

gi
. Nous

allons montrer que la clôture de A par \
g

existe et qu’elle est la réunion dis-
jointe Y1 t . . . t Yn. Définissons Y (0) = A et Y (i) = {u\

g
v ; u, v ∈ Y (i−1)}

pour i > 0. Nous montrons par récurrence sur k que, pour tout k ≥ 0, Y (k) existe et
est inclus dans Y1t. . .tYn. Pour k = 0, nous avons Ai ⊆ Yi pour 1 ≤ i ≤ n, et A—
qui est A1t . . .tAn par définition—est inclus dans Y1t . . .tYn. Supposons k > 0.
Soit u, v des mots de Y (k−1). Par hypothèse de récurrence, nous avons u ∈ Yr
et v ∈ Ys pour certains entiers r, s avec 1 ≤ r, s ≤ n. Nous montrons par
récurrence sur |w| que, pour tout mot w de A∗, w\

g
Ys existe et est inclus dans Ys.

Pour |w| = 0, nous avons ε\
g
v = v ∈ Ys pour tout mot v de Ys. Supposons |w| > 0.

Alors nous avons w = xw′ avec x ∈ A et w′ ∈ A∗. Alors nous obtenons par re-
tournement de mots

w\
g
v = (xw′)\

g
v = w′\

g
(x\

g
v),

pour tout mot v de Ys. Montrons alors par récurrence sur |v| que, pour tout v de Ys,
z\
g
v existe et est dans Ys pour tout z de A. Pour |v| = 0, nous avons z\

g
ε = ε.

Supposons |v| > 0. Nous avons v = yv′ avec y dans As et, puisque v′ est y\
g
v

et Ys est clos par \
g
, v′ dans Ys. Par retournement de mots, nous trouvons

z\
g
v = z\

g
(yv′) = (z\

g
y)((y\

g
z)\

g
v′),

donc, par hypothèse de récurrence, z\
g
v existe et est dans Ys. Par hypothèse de

récurrence, w\
g
v existe et est dans Ys pour tout mot v de Ys, ce qui conclut les

deux récurrences. Maintenant, puisque Y1 t . . .tYn est fini, la clôture de A par \
g

est fini, et Y = Y1 t . . . t Yn s’ensuit.
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(ii) Remarquons tout d’adord que le monöıde 1
~θ
iMi est atomique; en effet, d’après

le lemme 1.8, tout élément a dans 1
~θ
iMi admet une unique décomposition de la

forme a = a1 . . . an avec ai dans Mi pour 1 ≤ i ≤ n, et la norme ||a|| de a est
la somme des normes ||ai ||. Par conséquent, la proposition I.3.12 assure que g
est cohérent sur A∗ si et seulement s’il l’est sur A. D’après la proposition I.3.9,
g est cohérent sur A3

i pour 1 ≤ i ≤ n, et, d’après l’identité (1.3), g est cohérent
sur Ai × Aj × Ak pour 1 ≤ i 6= j 6= k 6= i ≤ n. Il nous reste à considérer les trois
cas génériques suivants.

Premièrement, supposons (x, y, z) ∈ A2
j ×Ak avec j 6= k. Alors nous avons

((x\
g
y)\

g
(x\

g
z))\

g
((y\

g
x)\

g
(y\

g
z))

= (gj(x, y)\
g
θx(z))\

g
(gj(y, x)\

g
θy(z))

=
(1.1)

((xgj(x, y))\
g
z)\

g
((ygj(y, x))\

g
z)

= ((x∨gy)\
g
z)\

g
((y∨gx)\

g
z) = ε.

Ainsi, g est cohérent en tout (x, y, z) de A2
j ×Ak avec j 6= k.

Deuxièment, supposons (x, y, z) ∈ Aj × A2
k avec j 6= k. Alors, d’après le

lemme 1.12, nous avons

((x\
g
y)\

g
(x\

g
z))\

g
((y\

g
x)\

g
(y\

g
z))

= (θx(y)\
g
θx(z))\

g
(θy(x)\

g
gk(y, z))

= (θx(y)gk(θx(y), θx(z)))\
g
(θx(y)(θy(x)\

g
gk(y, z)))

=
(1.2)

(θx(y)gk(θx(y), θx(z)))\
g
(x\

g
(ygk(y, z)))

= (θx(y)∨gθx(z))\
g
(x\

g
(y∨gz)) = ε.

Ainsi, g est cohérent en tout (x, y, z) de Aj ×A2
k.

Troisièment, supposons (x, y, z) ∈ Aj × Ak × Aj avec j 6= k. Comme
pour le cas précédent, nous trouvons ((x\

g
y)\

g
(x\

g
z))\

g
((y\

g
x)\

g
(y\

g
z)) =

(y\
g
(x∨gz))\g(θy(x)∨gθy(z)) = ε. Ainsi, g est cohérent en tout (x, y, z) de Aj ×

Ak ×Aj , et, finalement, g est cohérent en tout (x, y, z) de A3.

(iii) Pour 1 ≤ i ≤ n, fixons un mot Ωi représentant l’élément ∆ de Mi. Nous
allons montrer que le mot Ω = Ω1 . . .Ωn est un mot de la clôture Ŷ de Y
par ∨g tel que, pour tout u dans Ŷ , on ait Ω\

g
u = ε et il existe v dans Ŷ

vérifiant u\
g
(v\

g
Ω) = (v\

g
Ω)\

g
u = ε. Soit u un mot dans Ŷ . Tout d’abord,

u s’écrit u = (u1,1 . . . u1,n) . . . (us,1 . . . us,n) pour un certain entier s ≤ |u|
avec uj,i ∈ Ŷi pour 1 ≤ j ≤ s et 1 ≤ i ≤ n. Pour s = 1, en notant ui pour u1,i,
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nous avons

Ω\
g
u = (Ω1 . . .Ωn)\

g
(u1 . . . un)

= (Ω2 . . .Ωn)\
g
(Ω1\g(u1 . . . un))

= (Ω2 . . .Ωn)\
g
((Ω1\gu1)((u1\gΩ1)\

g
(u2 . . . un)))

= (Ω2 . . .Ωn)\
g
((u1\gΩ1)\

g
(u2 . . . un))

= (Ω2 . . .Ωn)\
g
(v2 . . . vn),

avec u′1 = u1\gΩ1, u′i = ui\gu′i−1 et vi = u′i−1\gui pour 2 ≤ i ≤ n. Par
récurrence sur n puis sur s, nous obtenons Ω\

g
u = ε. Maintenant, montrons

par récurrence sur n qu’il existe un mot v dans Ŷ1 . . . Ŷn vérifiant u\
g
(v\

g
Ω) =

(v\
g
Ω)\

g
u = ε. Pour n = 1, c’est trivial. Supposons n > 1, il existe vn

dans Ŷn vérifiant un\g(vn\gΩn) = (vn\gΩn)\
g
un = ε. D’après le lemme 1.10, il

existe v′n dans Ŷn et u′ dans Ŷ1 . . . Ŷn−1 vérifiant v′n\gu′ = u1 . . . un−1 et u′\
g
v′n =

vn. Alors nous pouvons prendre v = v′v′n où v′ est un mot dans Ŷ1 . . . Ŷn−1

vérifiant u′\
g
(v′\

g
(Ω1 . . .Ωn−1)) = (v′\

g
(Ω1 . . .Ωn−1))\

g
u′ = ε. La condition (#)

est donc bien vérifiée.
Le monöıde 1

~θ
iMi est donc petit gaussien.

(iv) Rappelons que, si (Xi, ∧i, ∨i) avec 1 ≤ i ≤ r sont des treillis, leur pro-
duit (cartésien) est le treillis (X1 × . . . × Xr, ∧, ∨), où ∧ et ∨ sont définis
par (a1, . . . , ar)∧(b1, . . . , br) = (a1∧1b1, . . . , ar∧rbr) et (a1, . . . , ar)∨(b1, . . . , br) =
(a1∨1b1, . . . , ar∨rbr) pour ai, bi dans Xi et 1 ≤ i ≤ r, voir [7]. Ici, pour 1 ≤ i ≤ n,
Ai désigne l’ensemble des atomes de Mi, Pi la clôture de Ai par \, et Si la
clôture de Pi par ∨, i.e., par définition, l’ensemble des éléments simples de Mi.
Nous considérons l’homomorphisme de treillis ϕ de S1 × . . . × Sn dans S défini
par ϕ(1, . . . , 1, aj , 1, . . . , 1) = aj pour aj ∈ Sj et 1 ≤ j ≤ n. Observons
que tout élément de S qui peut s’écrire comme le ppcm à droite d’éléments
dans S1, . . . , Sn peut aussi s’écrire comme le produit d’éléments dans S1, . . . , Sn.
En effet, une récurrence sur n donne a1 ∨ . . . ∨ an = a′1 . . . a

′
n avec a′1 = 1

et a′i = (a′1 . . . a
′
i−1)\ai pour i > 1. Maintenant, ϕ(a1, . . . , an) = ϕ(b1, . . . , bn)

implique a′1 . . . a
′
n = b′1 . . . b

′
n, soit, d’après le lemme 1.8, a′i = b′i pour 1 ≤ i ≤ n.

Nous montrons par récurrence sur n que, pour 1 ≤ i ≤ n, nous avons ai = bi. Le
resultat est vrai pour n = 1. Supposons n > 1. Par hypothèse de récurrence, nous
obtenons

Θ(i−1)i(ai−1,Θ(i−2)i(ai−2, . . . (Θ2i(a2,Θ1i(a1, ai)) . . .))

= Θ(i−1)i(ai−1,Θ(i−2)i(ai−2, . . . (Θ2i(a2,Θ1i(a1, bi)) . . .))

Maintenant, en utilisant la surjectivité de Θ(i−1)i(ai−1, .), nous trouvons

Θ(i−2)i(ai−2, . . . (Θ2i(a2,Θ1i(a1, ai)) . . .)

= Θ(i−2)i(ai−2, . . . (Θ2i(a2,Θ1i(a1, bi)) . . .),
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puis, par surjectivité de Θ(i−2)i(ai−2, .) et ainsi de suite, nous obtenons finale-
ment ai = bi, ce qui conclut la récurrence et prouve l’injectivité de ϕ. Soit P
la clôture de A par \. De Y = Y1 t . . . t Yn établi en (i), nous déduisons P =
P1 t . . . t Pn. Par définition, pour tout a dans S, il existe un entier m et des
éléments b1, . . . , bm de P vérifiant a = b1∨ . . .∨bm, et nous avons a = ϕ(a1, . . . , an)
avec ai =

∨
(Pi ∩ {b1, . . . , bm}) pour 1 ≤ i ≤ n, ce qui signifie que ϕ est surjec-

tive. ut

Corollaire 1.14. Supposons que M1, . . . ,Mn sont des petits monöıdes gaussiens.
Alors, pour toute famille ~θ vérifiant les identités de résidu, le nombre de simples

dans 1
~θ
iMi est le produit des nombres de simples dans M1, . . . ,Mn.

Exemple 1.15. Considérons à nouveau les petits monöıdes gaussiens M1,M2 et
la famille de permutations ~θ de l’exemple 1.5. Soit ~θ′ constituée des permutations

θ′x1
= θ′x2

= θ′x3
= (x1 x2 x3 y z

x1 x2 x3 y z ), θ′y = (x1 x2 x3 y z
x3 x1 x2 y z ) et θ′z = (x1 x2 x3 y z

x2 x3 x1 y z ),

et ~θ′′ des permutations θ′′x1
= θ′′x2

= θ′′x3
= θx1 , θ′′y = θ′y et θ′′z = θ′z.

Les monöıdes M1 ./~θ M2 et M1 ./~θ′ M2 sont petits gaussiens, mais le
monöıde M1 ./~θ′′ M2 n’est pas gaussien, puisque, par exemple, (x2\y)\(x2\x1) 6=
(y\x2)\(y\x1) contredit le lemme I.1.8. La figure 4 représente le graphe caracté-
ristique du monöıde M1 ./~θ M2.

2. Petits monöıdes gaussiens ∆-purs

Nous introduisons une notion de petit monöıde gaussien ∆-pur, qui généralise
celle de monöıde d’Artin sphérique irréductible. D’une part, nous montrons que le
résultat de Brieskorn, Saito [12] et de Deligne [26] établi dans le cas particulier des
groupes d’Artin sphériques s’étend au cas des petits groupes gaussiens quelcon-
ques : le centre de tout petit groupe gaussien ∆-pur est un sous-groupe monogène
engendré par une puissance de l’élément ∆. D’autre part, nous démontrons que
tout petit monöıde gaussien est un itéré de produits croisés de petits monöıdes
gaussiens ∆-purs.

Définition 2.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Pour a, b
dans M , nous écrivons a ∆∼ b pour ∆a = ∆b. Nous disons que M est ∆-pur si tous
ses atomes sont ∆∼-équivalents.
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1

x1

x2

x3

y
z

∆

Figure 4. Le graphe caractéristique du monöıde M1 ./~θ M2

avec M1 = 〈 x1, x2, x3 : x1x2 = x2x3 = x3x1 〉, M2 = 〈 y, z : y3 = z3 〉,
θx1 = θx2 = θx3 = (x1 x2 x3 y z

x1 x2 x3 z y ), et θy = θz = (x1 x2 x3 y z
x3 x1 x2 y z ).
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Nous obtenons:

Proposition 2.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien ∆-pur.
Soit A l’ensemble de ses atomes, ∆ son élément de Garside, e son exposant,
et G son groupe de fractions.

(i) Le quasicentre de M (resp. le quasicentralisateur de A dans G) est le sous-
monöıde (resp. sous-groupe) engendré par ∆.

(ii) Le centre de M (resp. le centre de G) est le sous-monöıde (resp. sous-groupe)
engendré par ∆e.

Démonstration. Soit A l’ensemble des atomes de M . D’après le lemme III.1.2 et
la proposition III.3.1, il suffit de montrer {∆x ; x ∈ A} = {∆}. Soit d l’unique
élément de {∆x ; x ∈ A}. D’après la proposition I.2.5, ∆ est quasicentral, et,
d’après la proposition III.3.4, ∆ est une puissance de d. Soit

D =
⋃
x∈A

M\x.

Par hypothèse, d est le ppcm à droite de D. Soit a, b ∈ D. Par définition, nous
avons a = c\z pour un certain c dans M et un certain atome z. En utilisant le
lemme I.1.8, nous trouvons b\a = b\(c\z) = (cb)\z, ce qui prouve que D est clos
par \. Puisque D inclut A, D inclut la clôture P de A par \, et, par conséquent,
∆—qui est le ppcm à droite de P—divise d. Simplifiabilité et conicité permettent
de conclure. ut

Notre but est maintenant de montrer que tout petit monöıde gaussien est un itéré
de produits croisés de petits monöıdes gaussiens ∆-purs.

Définition 2.3. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit A
l’ensemble de ses atomes. Un sous-ensemble A1 de A est dit saturé par ∆∼ si,
pour tout atome x de A1 et tout atome y de A, x ∆∼ y implique y ∈ A1.

Proposition 2.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour
tout ensemble A1 d’atomes de M saturé par ∆∼, le sous-monöıde de M engendré
par A1 est un petit monöıde gaussien.

Démonstration. Soit M1 le sous-monöıde de M engendré par A1. Tout d’abord,
M1 hérite de la simplifiabilité et de la conicité de M . A présent, il s’agit de
montrer M\M1 = M1 et

∨
M1 = M1 =

∨̃
M1. Nous montrons par récurrence sur ||

a|| que, pour tout a dansM1, l’ensembleM\a est inclus dansM1. Pour ||a||= 0, nous
avons M\1 = {1}. Supposons ||a||> 0. Alors nous avons a = xa′ pour un certain
atome x de A1 et un certain a′ dans M1. Nous prétendons que ∆x appartient
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à M1 : soit y un atome de A1 diviseur de ∆x, alors, d’après le lemme III.3.2, ∆y

divise ∆x, et, d’après le lemme III.3.3, nous avons x ∆∼ y, d’où y ∈ A1. Soit b ∈M .
En utilisant le lemme I.1.8, nous obtenons

b\a = b\(xa′) = (b\x)((x\b)\a′).

L’élément b\x appartient à M1 puisqu’il divise ∆x, et, par hypothèse de récurrence,
l’élément (x\b)\a′ appartient à M1. Par conséquent, b\a appartient à M1. Nous
devons montrer

∨
M1 = M1 =

∨̃
M1. Soit c, d ∈M1. De c∨d = c(c\d) et M\M1 =

M1, nous déduisons c ∨ d ∈ M1. Symétriquement, nous avons c ∨̃ d ∈ M1. Ainsi,
toute paire d’éléments de M1 admet un ppcm à droite et à gauche dans M1.
Finalement, M1 est un petit monöıde gaussien puisque la clôture de A1 par \ est
incluse dans la clôture de A par \. ut

Maintenant, nous devons étudier la nature des relations entre les atomes x, y qui
vérifient x 6∆∼ y. Bien que très simple, le lemme suivant est techniquement crucial.

Lemme 2.5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien.

(i) Pour x, y atomes distincts de M , nous avons y\x ∆∼ x.

(ii) Pour x atome et b élément de M , b ∆∼ x entrâıne c ∆∼ x pour tout diviseur c
de b non égal à 1.

Démonstration. (i) Puisque ∆x est
∨

(M\x), l’élément y\x est un diviseur à
gauche de ∆x, et, d’après le lemme III.3.2, ∆y\x est un diviseur à gauche de ∆x.
Puisque y est un atome distinct de x, y\x est non trivial, et la proposition III.3.4
implique ∆y\x = ∆x.
(ii) Soit c 6= 1 un diviseur de b dans M . Puisque b divise ∆b, qui est ∆x par
hypothèse, c divise ∆x. Les lemmes III.3.2 et III.3.3 impliquent alors ∆c = ∆x. ut

Lemme 2.6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour A1, A2

ensembles disjoints d’atomes saturés par ∆∼, l’application x1 7→ x2\x1 est une
permutation de A1 pour tout atome x2 de A2.

Démonstration. Le résultat est conséquence des deux assertions suivantes:
(i) pour x, y atomes de M vérifiant x 6∆∼ y, les éléments y\x et x\y sont des atomes
de M , et vérifient y\x ∆∼ x et x\y ∆∼ y;
(ii) pour x, y1, y2 atomes de M vérifiant x 6∆∼ y1, x 6∆∼ y2 et y1 6= y2, les atomes x\y1

et x\y2 sont distincts.

Montrons (i). Soit x, y des atomes de M vérifiant x 6∆∼ y. Nous avons donc x 6= y, et
l’atomicité implique x\y 6= 1 et y\x 6= 1. Par conséquent, il existe des atomes x′, y′

et des éléments a, b de M vérifiant x∨y = xay′ = ybx′, soit, d’après le lemme I.1.7,

x ∨ y = xay′ = ybx′ = (xa ∧ yb)(y′ ∨̃ x′).
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Supposons xa∧yb 6= 1. Soit z un atome de M divisant xa∧yb à gauche. Puisque y∨
(xa ∧ yb) est un diviseur à gauche de yb, nous avons z 6= x. Par conséquent, x ∨ z
étant un diviseur à gauche de x ∨ y, x\z est un diviseur à gauche non trivial
de x\y, et le lemme 2.5 implique z ∆∼ x\z ∆∼ x\y ∆∼ y. Symétriquement, nous
trouvons z ∆∼ y\z ∆∼ y\x ∆∼ x, ce qui contredit l’hypothèse x ∆∼/ y. Nous obtenons
ainsi

x ∨ y = xay′ = ybx′ = y′ ∨̃ x′.

D’après le lemme 2.5(i), x\y = ay′ et y\x = bx′ impliquent

ay′ ∆∼ y et bx′ ∆∼ x,
tandis que x′/y′ = xa et y′/x′ = yb impliquent xa ∆∼ x′ et yb ∆∼ y′, soit, en utilisant
le lemme 2.5(ii),

xa ∆∼ x et yb ∆∼ y.
Toujours d’après le lemme 2.5(ii), ay′ ∆∼ y et xa ∆∼ x impliquent a = 1, alors
que bx′ ∆∼ x et yb ∆∼ y impliquent b = 1.
Montrons (ii). Supposons x\y1 = x\y2. Alors nous avons y1(y1\x) = y2(y2\x).
En particulier, y1\y2 est un diviseur à gauche de y1\x. Maintenant, d’après (i),
y1\x est un atome. Les atomes y1, y2 étant distincts, y1\y2 n’est pas 1, et nous
en déduisons y1\x = y1\y2, ce qui, d’après le lemme 2.5(i), implique y2

∆∼ x,
contradiction. ut

Remarque. Dans un petit monöıde gaussien, le ppcm à gauche de deux atomes
n’est pas nécessairement le ppcm à droite de deux atomes, et inversement. Par
exemple, dans le monöıde M¦ de l’exemple I.4.1, il n’existe pas d’atomes z1, z2

vérifiant z1 ∨ z2 = y ∨̃ z.

Proposition 2.7. Tout petit monöıde gaussien est un itéré de produits croisés de
petits monöıdes gaussiens ∆-purs.

Démonstration. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, A l’ensemble de
ses atomes, et A = A1 t . . .tAn une partition telle que, pour 1 ≤ i ≤ n, Ai est un
sous-ensemble minimal non vide de A saturé par ∆∼. Pour 1 ≤ i ≤ n, Mi (resp. Mi)
désigne le sous-monöıde engendré par Ai (resp. par ArAi). Alors, pour 1 ≤ i ≤ n,
d’après le lemme 2.4, Mi et Mi sont des petits monöıdes gaussiens, et, d’après le
lemme 2.6, il existe une famille ~θ (i) de permutations vérifiant les identités de résidu
telle que nous ayons M = Mi ./~θ(i)Mi. Nous trouvons

M = 1
~θ
iMi avec ~θ =

⊔
i{θ (i)

x ; x ∈ Ai}.
Excepté pour n = 1, les petits monöıdes gaussiens Mi ne sont pas nécessairement
∆-purs (voir l’exemple 3.2 ci-dessous). Mais une itération du procédé ci-contre
conduit à une décomposition de M comme itéré de produits croisés de petits
monöıdes gaussiens ∆-purs. En effet, puisque le nombre d’atomes décrôıt stricte-
ment à chaque étape, une telle itération est nécessairement finie. ut
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IV. Décomposition

Corollaire 2.8. Tout petit monöıde gaussien à deux générateurs est ∆-pur,
excepté le monöıde abélien libre de rang 2.

Revenons sur la remarque suivant la proposition III.5.2. Soit M un petit monöıde
gaussien, etQZ est son quasicentre. Nous avions mentionné que la fonction a 7→ ∆a

n’était en général pas un homomorphisme de demi-treillis de (M, ∧) sur (QZ, ∧).
En fait, a 7→ ∆a est un homomorphisme de demi-treillis de (M, ∧) sur (QZ, ∧)
si et seulement si M est un monöıde abélien libre. En effet, pour des atomes
distincts x, y de M vérifiant x ∆∼ y, nous avons ∆x∧y = ∆1 = 1 et ∆x ∧ ∆y =
∆x 6= 1. Par conséquent, si a 7→ ∆a est un homomorphisme de demi-treillis
de (M, ∧) sur (QZ, ∧), alors nous avons x 6∆∼ y pour tous x, y atomes de M , et,
suivant la démonstration de la proposition 2.7, nous déduisons que M est abélien
libre. L’implication réciproque est triviale.

3. Remarques et exemples

Dans cette section, nous montrons que la notion de ∆-pureté définie pour les petits
monöıdes gaussiens dans la section 2 est compatible avec celle d’irréductibilité des
monöıdes d’Artin sphériques. Nous étudions un exemple de décomposition d’un
petit monöıde gaussien, qui nous amène à discuter de la question des sous-monöıdes
paraboliques d’un petit monöıde gaussien.

Supposons que M est un monöıde d’Artin avec un ensemble X d’atomes et une
matrice de Coxeter (mxy)x,y∈X (voir la section V.1). Le graphe de Coxeter de M
est défini comme étant le graphe non orienté dont les sommets sont les atomes,
avec une arête entre les sommets x et y pour mxy ≥ 3, mxy étiquetant l’arête
correspondante [11][12][26]. Par définition, M est irréductible si son graphe de
Coxeter est connexe.

Proposition 3.1. Supposons que M est un monöıde d’Artin sphérique. Alors M
est irréductible si et seulement si M est ∆-pur.

Démonstration. Soit Γ le graphe de Coxeter de M . Tout d’abord, nous montrons
que, pour tous atomes x, y appartenant à une même composante connexe de Γ,
nous avons x ∆∼ y. Nous pouvons supposer x et y distincts. Alors il existe un
entier strictement positif n et des atomes distincts x = z0, . . . , zn = y de M tels
que, pour 0 ≤ i ≤ n, zi et zi+1 sont connectés dans Γ. Utilisons une récurrence
sur n pour montrer que x et y vérifient x ∆∼ y. Supposons n = 1. Alors il existe
un entier mxy ≥ 3 vérifiant

x\y = Πmxy−1(yx), et y\x = Πmxy−1(xy),
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où Πk(w) désigne le préfixe de longueur k du mot w∞. En particulier, x di-
vise x\y, et y divise y\x. Ainsi, par définition, x divise ∆y, et y divise ∆x.
D’après le lemme 3.2, par simplifiabilité et conicité, nous en déduisons ∆x = ∆y,
c’est-à-dire x ∆∼ y. Supposons maintenant n > 1. Alors nous avons x ∆∼ z1 et,
par hypothèse de récurrence, z1

∆∼ y, d’où x ∆∼ y. Cela montre que, si M est
irréductible, alors il est ∆-pur.

Réciproquement, supposons que M n’est pas irréductible. Alors M est le pro-
duit direct de deux monöıdes d’Artin sphériques non triviaux. Par conséquent,
le quasicentre de M n’est pas monogène, et, d’après la proposition n, M n’est
pas ∆-pur. ut

Poursuivons à présent avec une illustration de la décomposition mentionnée dans
la proposition 2.7.

Exemple 3.2. Nous considérons ici un des monöıdes hypercubes H+
n considérés

par Garside dans [29] (voir également la section V.4). Pour n > 2, les monöıdesH+
n

ne sont pas des monöıdes d’Artin. Soit H+
3 le monöıde admettant la présentation

〈 x1, x2, x3 : x1x2 = x2x3 , x1x3 = x3x1 , x2x1 = x3x2 〉. (3.1)

Alors H+
3 est un petit monöıde gaussien, et son graphe caractéristique est

représenté sur la figure 5. Nous calculons dans H+
3

∆x1 = ∆x3 = x1x3, et ∆x2 = x2,

et déduisons que le quasicentre (resp. le centre) de H+
3 est engendré par x1x3

et x2 (resp. par x1x3 et x2
2). En particulier, le monöıde H+

3 n’est pas ∆-pur :
nous avons H+

3 = M1 ./~θ M2 avec M1 = 〈 x1, x3 : x1x3 = x3x1 〉, M2 = 〈 x2 : 〉,
et

θx1 = θx3 = (x1 x2 x3
x1 x2 x3 ), θx2 = (x1 x2 x3

x3 x2 x1 ).

Maintenant, M2 est ∆-pur, mais M1 ne l’est pas : nous avons M1 = 〈 x1 : 〉 ×
〈 x3 : 〉. Nous obtenons ainsi H+

3 = (〈 x1 : 〉× 〈 x3 : 〉) ./~θ 〈 x2 : 〉. D’après la
proposition 1.13, le treillis des éléments simples dans H+

3 est isomorphe au treillis
des éléments simples dans N3 le monöıde abélien libre de rang 3.

1

x1 x2 x3

∆

Figure 5. Le graphe caractéristique de H+
3 .
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Pour conclure ce chapitre, revenons sur la question des sous-monöıdes paraboliques
des petits monöıdes gaussiens. Nous savons que tout sous-monöıde parabolique
d’un monöıde d’Artin sphérique est un monöıde d’Artin sphérique [39]. Il est
naturel de se demander si tout sous-monöıde d’un petit monöıde gaussien engendré
par des atomes est lui-même un petit monöıde gaussien—voir proposition 2.4.
L’exemple du monöıde H+

3 permet d’apporter une réponse négative. Le sous-
monöıde M∞ de H+

3 engendré par {x1, x2} n’est pas un petit monöıde gaussien.
En effet, l’élément x2

2 est central dans M∞, mais ne peut être un multiple de x1, et
la proposition III.3.1 ne marche pas. Le monöıde M∞ admet en fait la présentation
infinie

〈 x1, x2 : x1x2x
k
1x2 = x2x

k
1x2x1, k ∈ N 〉. (3.2)

Remarquons que si, pour tout q ≥ 0, Mq désigne le monöıde

〈 x1, x2 : x1x2x
k
1x2 = x2x

k
1x2x1, 0 ≤ k ≤ q 〉, (3.3)

alors Mq n’est toujours pas gaussien, mais, pour q > 0, les atomes x1 et x2

admettent q+1 plus petits communs multiples, et Mq admet un élément Ω dont les
diviseurs à gauche et à droite cöıncident et engendrent Mq : Ω est (quasi)central et
multiple des q + 1 plus petits communs multiples de x1 et x2. La figure 6 montre
le graphe de Cayley de M1 = 〈 x1, x2 : x1x

2
2 = x2

2x1, x1x2x1x2 = x2x1x2x1 〉
restreint aux diviseurs de Ω.

1

x1 x2

Ω

Figure 6. Le monöıde M1 n’est pas gaussien.
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Remarque. Exceptée la propriété de calculabilité effective de la fonction a 7→ ∆a,
les résultats des chapitres III et IV semblent pouvoir s’étendre au cadre plus général
des monöıdes quasi-gaussiens admettant un élément dont les diviseurs à gauche
et à droite cöıncident, engendrent le monöıde mais ne sont pas nécessairement en
nombre fini, voir la section V.8.

La discussion précédente—en particulier l’exemple du monöıde M1—montre au
contraire que l’extension des résultats de ces deux derniers chapitres au cas où
nous ne supposons plus l’unicité des ppcm n’est visiblement pas triviale.
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Dans ce chapitre, nous dressons un inventaire des petits monöıdes gaussiens
rencontrés dans la littérature, et, pour chacun, nous décrivons l’élément
de Garside, les éléments simples, le centre, le groupe de fractions, et représentons
le graphe caractéristique.

1. Monöıdes d’Artin sphériques

Soit X un ensemble fini. Une matrice de Coxeter sur X est une matrice (mxy)x,y∈X
vérifiant:
(i) mxx = 1 pour x ∈ X;
(ii) mxy = myx ∈ {m ∈ N ; m ≥ 2} ∪ {∞} pour x 6= y ∈ S.

Soit m = (mxy)x,y∈X une matrice de Coxeter. Le monöıde d’Artin A+(m) associé
à m est le monöıde

〈 X : Πmxy (xy) = Πmxy (yx) pour x, y ∈ X avec mxy 6=∞ 〉, (1.1)

où Π`(w) désigne le préfixe de longueur ` du mot w∞. Le groupe d’Artin A(m)
associé à m est le groupe admettant la présentation (1.1), et le groupe
de Coxeter W (m) associé à m est le groupe

〈 X : Πmxy (xy) = Πmxy (yx) pour x, y ∈ X avec mxy 6=∞, x2 = 1 pour x ∈ X 〉
Le monöıde A+(m) et le groupe A(m) sont dits sphériques si le groupe
de Coxeter W (m) est fini.

D’après [12], un monöıde d’Artin est gaussien si et seulement s’il est sphérique,
auquel cas il est petit. L’ensemble des éléments simples d’un monöıde d’Artin
sphérique A+(m) est {τ(w) : w ∈ W} et son élément de Garside est ∆ = τ(w0),
où w0 est l’élément de longueur maximale dans W , et τ est la section naturelle
de la projection canonique de A(m) sur W (m) définie comme suit. Soit w ∈ W .
Nous choisissons une expression réduite w = x1 . . . xr de w, et envoyons w sur
l’élément x1 . . . xr de A+(m). D’après la solution de Tits du problème de mots dans
les groupes de Coxeter [51], cette définition ne dépend pas du choix de l’expression
réduite de w.
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Exemple 1. Monöıdes abéliens libres.
Les monöıdes abéliens libres sont les exemples les plus simples de monöıdes d’Artin
sphériques. Une présentation pour le monöıde abélien libre à n générateurs Nn

est

〈 x1, . . . , xn : xixj = xjxi , 1 ≤ i < j ≤ n 〉.

Le seul monöıde gaussien à un générateur est le monöıde libre à un générateur.
De plus, il est petit, et ses deux éléments simples sont primitifs. En effet, soit M
un monöıde gaussien à un générateur, et soit x ce générateur. Une relation non
triviale pour M est de la forme xp = xq avec p et q entiers positifs distincts. Si p
et q sont non nuls, cela contredit l’hypothèse de simplifiabilité. Si p ou q est nul,
l’hypothèse de conicité n’est pas respectée. Par conséquent, M est libre. Enfin,
vérifions que M est petit : nous avons

x\x = 1, x\1 = x, 1\1 = 1, et 1\x = 1,

ce qui signifie que la clôture de {x} par \ est {1, x}. En particulier, l’élément de
Garside est x. Le graphe caractéristique du monöıde libre de rang 1 est représenté
sur la figure 1.

1

∆

Figure 1. Le graphe caractéristique du (petit) monöıde gaussien à un atome.

D’après la proposition IV.1.13, le treillis des éléments simples de Nn est alors
isomorphe au treillis Cn2 , où C2 est la châıne à deux éléments. Le monöıde Nn

admet 2n éléments simples dont n+ 1 primitifs.
Mentionnons ici que, pour tout entier n, le treillis des éléments simples de Nn

est isomorphe à celui des éléments simples du monöıde hypercube de Garside H+
n

(voir l’exemple 12 ci-dessous). Le graphe caractéristique du monöıde abélien libre
à 4 générateurs est représenté sur la figure 2.
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1

x1 x2 x3 x4

∆

Figure 2. Le graphe caractéristique du monöıde N4.

Exemple 2. Monöıdes d’Artin de type A.
Le monöıde B+

3 des tresses à 3 brins—également noté A+(A2)—admet pour
présentation

〈 σ1, σ2 : σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 〉.

Ce monöıde admet 6 éléments simples dont 5 primitifs. Son graphe caractéristique
est représenté sur la figure 3.

1

σ1 σ2

∆

Figure 3. Le graphe caractéristique du monöıde B+
3 .
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Le monöıde B+
4 des tresses à 4 brins—également noté A+(A3)—admet pour

présentation

〈 σ1, σ2, σ3 : σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 , σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3 , σ1σ3 = σ3σ1 〉.

1

σ1 σ2 σ3

∆

Figure 4. Le graphe caractéristique du monöıde B+
4 .

Ce monöıde admet 24 éléments simples dont 23 primitifs. Son graphe carac-
téristique est représenté sur la figure 4, il apparaissait déjà dans [29] comme graphe
de Cayley de ∆4.

Pour n > 2, les monöıdes B+
n admettent n! éléments simples dont n!− 1 primitifs,

et ils sont d’exposant 2.
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Exemple 3. Monöıdes d’Artin de type B.
Le monöıde A+(B3) admet la présentation

〈 σ1, σ2, σ3 : σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 , σ2σ3σ2σ3 = σ3σ2σ3σ2 , σ1σ3 = σ3σ1 〉.

Ce monöıde admet 48 éléments simples dont 47 primitifs. Il est d’exposant 1. Son
graphe caractéristique est représenté sur la figure 5.

1

σ1 σ2 σ3

∆

Figure 5. Le graphe caractéristique du monöıde A+(B3).
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Exemple 4. Monöıdes d’Artin de type D.
Le monöıde A+(D4) admet pour présentation

〈 σ1, σ2, σ3, σ4 : σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 , σ1σ3 = σ3σ1 , σ1σ4 = σ4σ1 ,

σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3 , σ2σ4σ2 = σ4σ2σ4 , σ3σ4 = σ4σ3 〉.

L’élément de Garside de A+(D4) est ∆ = σ1σ2σ3σ4
3, son exposant est 1. Ce

monöıde admet 192 éléments simples dont 191 primitifs.

Exemple 5. Le monöıde d’Artin de type H3.
Il admet pour présentation

〈 σ1, σ2, σ3 : σ1σ2σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2σ1σ2 , σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3 , σ1σ3 = σ3σ1 〉.

Ce monöıde admet 120 éléments simples dont 119 primitifs. Son graphe car-
actéristique est représenté sur la figure 7.

1

∆

Figure 7. Le graphe caractéristique du monöıde A+(H3).
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Exemple 6. Monöıdes d’Artin de type I2(m).
Pour m ≥ 2, le monöıde A+(I2(m)) admet la présentation

〈 σ1, σ2 : Πm(σ1σ2) = Πm(σ2σ1) 〉, (1.2)

où Π`(w) est le préfixe de longueur ` du mot w∞. Ce monöıde admet 2m éléments
simples dont 2m−1 éléments primitifs. Mentionnons que A+(I2(m)) est isomorphe
au monöıde fus

+
[[ m2 ]], et que son exposant est 2

m∧2 (voir le chapitre VI).

Le groupe A(I2(m))—groupe de fractions de A+(I2(m))—admet une autre
présentation, qui donne des algorithmes de meilleure complexité pour répondre
aux problèmes de mots et de conjugaison. Considérons les m nouveaux générateurs
suivants:

τ1 = σ1,

τ2 = σ2,

τ3 = σ2σ1σ
−1
2 ,

...

τm = Πm−1(σ2σ1)Πm−2(σ2σ1)−1

Alors le groupe A(I2(m)) admet la présentation

〈 τ1, . . . , τm : τ1τm = τ2τ1 = τ3τ2 = . . . = τm−1τm−2 = τmτm−1 〉. (1.3)

En effet, soit ≡1, ≡2 les congruences de groupe engendrées respectivement
par {(Πm(σ1σ2),Πm(σ2σ1))} et par {(τ1τm, τ2τ1)}∪{(τjτj−1, τj+1τj), 1 < j < m}.
Pour 2 ≤ i ≤ m et α ∈ {1, 2}, nous avons

τiτi−1 = Πi−1(σ2σ1)Πi−2(σ2σ1)−1Πi−2(σ2σ1)Πi−3(σ2σ1)−1 ≡α σ2σ1. (1.4)

Premièrement, nous avons

τ1τm = σ1Πm−1(σ2σ1)Πm−2(σ2σ1)−1 = Πm(σ1σ2)Πm−2(σ2σ1)−1

≡1 Πm(σ2σ1)Πm−2(σ2σ1)−1 ≡1 σ2σ1,

et, par conséquent, d’après (1.4), chacun des mots τ1τm, τ2τ1, . . . , τmτm−1 est
≡1-équivalent au mot σ2σ1, ce qui implique que ≡1 contient ≡2. Deuxièmement,
d’après (1.4), τ1τm ≡2 τ2τ1 implique

σ1Πm−1(σ2σ1)Πm−2(σ2σ1)−1 ≡2 σ2σ1.

En multipliant par Πm−2(σ2σ1) à droite, nous trouvons

σ1Πm−1(σ2σ1) ≡2 σ2σ1Πm−2(σ2σ1),

d’où Πm(σ1σ2) ≡2 Πm(σ2σ1), ce qui signifie que ≡2 contient ≡1.
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Le monöıde BKL+(I2(m)) admettant la présentation (1.3) est un petit monöıde
gaussien : il est isomorphe au monöıde fus

+
[[ 2m ]] et son exposant est m

2∧m (voir le
chapitre VI). Il admet m+ 2 éléments simples dont m+ 1 primitifs.

2. Monöıdes de tresses de Birman-Ko-Lee

Dans [9], Birman, Ko & Lee proposent une présentation alternative du groupe de
tresses :

〈 ats, n ≥ t > s ≥ 1 : atsarq = arqats pour (t− r)(t− q)(s− r)(s− q) > 0
atsasr = asratr = atrats pour t > s > r 〉

est une présentation du groupe de tresses à n brins. Les nouveaux générateurs
sont des conjugués des générateurs classiques d’Artin:

ats = (σt−1σt−2 . . . σs+1)σs(σt−1σt−2 . . . σs+1)−1.

Cette présentation est celle d’un monöıde que nous désignerons par BBKL+n —ou
par BKL+(An−1). Pour tout n, BBKL+n est un petit monöıde gaussien; en effet,
comme observé dans [25], le monöıde BBKL+n admet la présentation complémentée

〈 ats, n ≥ t > s ≥ 1 : atsarq = arqats pour (t− r)(t− q)(s− r)(s− q) > 0,
atsasr = asratr = atrats pour t > s > r,

atsatrasq = arqatqars pour t > r > s > q,

atsatqars = arqartaqs pour r > t > q > s 〉,

et la vérification systématique de la cohérence du complément associé constitue la
majeure partie de [9].

Exemple 7. Les monöıdes BBKL+3 et BBKL+4 sont isomorphes aux monöıdes de
tresses de Sergiescu (voir [45]) associés aux graphes planaires complets à 3 et 4 som-
mets. Le monöıde BBKL+3 est isomorphe au monöıde fus

+
[[ 23 ]] (voir le chapitre VI).

Le graphe caractéristique du monöıde BBKL+4 est représenté sur la figure 8.
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1

a21 a31 a41 a32 a42 a43

∆

Figure 8. Le graphe caractéristique du monöıde BBKL+4 .

L’élément de Garside de BBKL+n est

∆ = an(n−1)a(n−1)(n−2) . . . a21,

et, pour n > 2, BBKL+n est d’exposant n. Mentionnons que le nombre d’éléments
simples (resp. primitifs) dans BBKL+n est le n-ième nombre de Catalan (2n)!

n!(n+1)! qui

est plus petit que 4n (resp. est (2n)!
n!(n+1)! − 1).

Remarque. Un monöıde de Sergiescu pour le groupe B5 est de rang au plus 9—
correspondant au nombre maximal d’arêtes pour un graphe simple planaire à 5
sommets. Le rang du monöıde BBKL+5 est 10, donc BBKL+5 n’est pas un monöıde
de Sergiescu (de même que les monöıdes BBKL+n pour n > 5).

Les résultats [25, proposition 9.2] et [6, proposition 2.26] fournissent
des monöıdes de Birman-Ko-Lee pour les groupes d’Artin de type B. Pour n = 2,
nous reconnaisons le monöıde de Birman-Ko-Lee BKL+(I2(4)) du groupe A(I2(4))
donné dans l’exemple 6. Pour n = 3, nous obtenons le petit monöıde
gaussien BKL+(B3) dont une présentation est donnée par le diagramme
de la figure 9, où bi1...ip désigne l’atome de BKL+(B3) correspondant à
l’élément σi1 . . . σip(σi1 . . . σip−1)−1 de A(B3) avec σ1, σ2, σ3 les atomes de A+(B3)
(voir l’exemple 3), les relations étant de la forme bw1bw2 = bw2bw3 = . . . = bwsbw1

pour bw1 , . . . , bws les sommets sur un même cercle décrits dans le sens horaire. Le
graphe caractéristique de BKL+(B3) est représenté sur la figure 10. Nous conjec-
turons que le nombre d’éléments simples de norme k dans BKL+(Bn) est égal au
carré du nombre de graphes à n sommets avec k sommets dans un bloc bipartite
distingué pour k = 0 . . . n, voir [47, séquence A028657].
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b321323

b32132

b3213

b321

b32

b3

b212

b21

b2

Figure 9. Diagramme pour le monöıde de Birman-Ko-Lee BKL+(B3).

1

b321323b32132b3213 b321b32b3b212 b21 b2

∆

Figure 10. Le graphe caractéristique du monöıde BKL+(B3).

Question. Existe-t-il des monöıdes « à la Birman-Ko-Lee » pour les groupes
d’Artin sphériques autres que ceux des types A, B et I2(m)?
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3. Monöıdes hypercubes de Garside

Dans [29], Garside propose des exemples de groupes analogues aux groupes de
tresses : nous y retrouvons les groupes d’Artin de type B3 et H3, mais également
une famille de groupes qui ne sont pas des groupes d’Artin.

Exemple 8. Les groupes Hn—originalement désignés par Cn—sont définis,
pour p > 0, par

H2p−1 = 〈 x1, . . . , x2p−1 : xix2p−i = x2p−ixi pour 1 ≤ i ≤ 2p− 1,
xixj = xjx2p−i pour i < j < 2p− i 〉,

et
H2p = 〈 x1, . . . , x2p : xix2p−i+1 = x2p−i+1xi pour 1 ≤ i ≤ 2p,

xixj = xjx2p−i+1 pour i < j < 2p− i+ 1 〉.

Les monöıdes hypercubes de Garside H+
n admettant les présentations précédentes

sont des petits monöıdes gaussiens. Pour n > 1, ils constituent des exemples de
petits monöıdes gaussiens qui ne sont pas ∆-purs (voir le chapitre IV). En effet,
dans H+

2p−1, nous avons M\xi = {1, xi, x2p−i}, d’où ∆xi = xix2p−i = ∆x2p−i

pour 1 ≤ i < p, et M\xp = {1, xp}, d’où ∆xp = xp. Nous obtenons la
décomposition H+

2p−1 = 1
~θ
iMi avec Mi = 〈 xi : 〉 × 〈 x2p−i : 〉 pour 1 ≤ i < p

et Mp = 〈 xp : 〉, et avec ~θ constituée des permutations

θxi = θx2p−i =
(

x1 x2 .. xi−1 xi xi+1 .. xp .. x2p−i−1 x2p−i x2p−i+1 .. x2p−2 x2p−1

x2p−1 x2p−2 .. x2p−i+1 xi xi+1 .. xp .. x2p−i−1 x2p−i xi−1 .. x2 x1

)
,

pour 1 ≤ i ≤ p. De même, H+
2p est 1

~θ
1≤i≤p(〈 xi : 〉 × 〈 x2p−i+1 : 〉) avec ~θ

constituée des permutations

θxi = θx2p−i+1 =
(
x1 x2 .. xi−1 xi xi+1 . . . x2p−i x2p−i+1 x2p−i+2 .. x2p−1 x2p

x2p x2p−1 .. x2p−i+2 xi xi+1 . . . x2p−i x2p−i+1 xi−1 .. x2 x1

)
,

pour 1 ≤ i ≤ p. En particulier, la proposition IV.1.13 implique que, pour tout
entier n, le treillis des simples de H+

n est isomorphe à celui des éléments simples
de Nn (voir l’exemple 1), c’est-à-dire au treillis hypercube Cn2 . Voir également
l’exemple IV.3.2 pour une étude détaillée du monöıde H+

3.
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4. Monöıdes de noeud

Comme mentionné dans [25], les groupes de noeud torique sont des petits groupes
gaussiens.

Exemple 9. Monöıdes de nœud torique.
Pour tous p, q > 1 premiers entre eux, le groupe Tp,q du nœud (p, q)-torique admet
la présentation (de monöıde)

〈 x, y : xp = yq 〉,

voir [43], et le monöıde T+
p,q admettant cette même présentation est un petit

monöıde gaussien. Tout groupe de nœud torique est un petit groupe gaussien [25].

Exemple 10. Monöıdes de Wirtinger de nœud torique.
Pour toute projection de nœud p, nous appelons monöıde de Wirtinger associé à p

le monöıde TW+
p engendré par les générateurs de Wirtinger avec les relations

positives associées, voir [14]. Notons que tout monöıde de Wirtinger est atomique
et simplifiable.
Pour tous entiers r, s > 1 premiers entre eux, nous notons pr,s la projection stan-
dard du nœud (r, s)-torique, c’est-à-dire le diagramme de la clôture du diagramme
correspondant au mot de tresse (σ1 . . . σr−1)s, où les σi désignent les générateurs
standard (voir [14] et la figure 11). Pour tout s > 1 impair, le monöıde TW+

p2,s
est un

petit monöıde gaussien isomorphe au monöıde fus
+
[[ 2s ]] (voir le chapitre VI). En

particulier, pour tout s > 1 impair, le groupe du nœud (2, s)-torique est isomorphe
au groupe A(I2(s)) (voir l’exemple 6).

Figure 11. La projection standard p2,5 du nœud (2, 5)-torique.
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Par contre, le monöıde TW+
p3,2

n’est pas gaussien; il admet une présentation de la
forme

〈 x1, x2, x3, x4 : x1x2 = x2x3 = x3x1, x2x4 = x3x2 = x4x3 〉,

et, en particulier, les éléments x2 et x3 n’admettent pas un unique ppcm (ni à
droite, ni à gauche). Remarquons néanmoins que TW+

p3,2
admet un élément Ω dont

les diviseurs à gauche et à droite cöıncident et engendrent TW+
p3,2

, à savoir Ω = x1x
2
2.

La figure 12 représente le graphe de Cayley de TW+
p3,2

restreint aux diviseurs de Ω.

1

x1 x2 x3 x4

Ω

Figure 12. Le monöıde TW+
p3,2

n’est pas gaussien.

Figure 13. Trois projections du nœud (3,4)-torique : p4,3, 819 et p3,4.

Le monöıde TW+
p3,4

est un petit monöıde gaussien; en effet, il est isomorphe au
monöıde

〈 x1, . . . , x8 : x1x7 = x7x2 = x6x1, x2x5 = x5x3 = x3x6,

x1x4 = x3x1 = x8x3, x4x7 = x5x8 = x7x5 〉,
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dont une présentation complémentée est
〈 x1, . . . , x8 : x1x4x7 = x2x5x1, x1x4 = x3x1, x1x4x7 = x4x7x3,

x1x4x7 = x5x1x4, x1x7 = x6x1, x1x7 = x7x2, x1x4 = x8x3, x2x5 = x3x6,

x2x5x1 = x4x7x3, x2x5 = x5x3, x2x5x1 = x6x1x5, x2x5x1 = x7x2x5,

x2x5x1 = x8x3x7, x3x1x7 = x4x7x3, x3x6 = x5x3, x3x1x7 = x6x1x5,

x3x1x7 = x7x2x5, x3x1 = x8x3, x4x7 = x5x8, x4x7x3 = x6x1x5,

x4x7 = x7x5, x4x7x3 = x8x3x7, x5x1x4 = x6x1x5, x5x8 = x7x5,

x5x1x4 = x8x3x7, x6x1 = x7x2, x6x1x5 = x8x3x7, x7x2x5 = x8x3x7 〉.
La vérification de la cohérence en 336 triplets d’atomes bien choisis permet
d’affirmer que la présentation ci-dessus est cohérente (voir la section I.3).
L’élément ∆4 = x1x4x7

4 engendre le centre de TW+
p3,4

(voir le chapitre III). Le
graphe caractéristique de TW+

p3,4
est représenté sur la figure 14.

1

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

∆

Figure 14. Le graphe caractéristique du monöıde TW+
p3,4

.

Par contre, les monöıdes de Wirtinger TW+
p4,3

et TW+
819

—associés aux projections p4,3

et 819 du nœud (3, 4)-torique représentées sur la figure 13—ne sont pas gaussiens.

Un théorème de Burde et Zieschang [14, théorème 6.1] affirme qu’un nœud non
trivial dont le groupe a un centre non trivial est un nœud torique. En rapprochant
ce résultat de la proposition III.3.1, nous déduisons que seuls les nœuds toriques—
et le nœud trivial—ont un groupe qui est un petit groupe gaussien.
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5. Monöıdes de tresses d’un groupe de réflexions com-
plexe

Soit k un corps. Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, un endomor-
phisme s de V est une réflexion si l’espace propre ker(s − Id) est un hyperplan.
Par définition, un groupe de réflexions de V est un sous-groupe fini de GL(V )
qui admet un système de générateurs constitué de réflexions. Quand k = Q, les
groupes de réflexions sont les groupes de Weyl finis. Quand k = R, ce sont les
groupes de Coxeter finis. Les groupes de réflexions complexes sont les groupes de
réflexions des C-espaces vectoriels. Il est possible de définir des groupes de tresses
qui généralisent les groupes d’Artin associés aux groupes de Coxeter [13].

Exemple 11. Monöıdes de type fuseau.
Comme observé dans [25], le groupe de tresses des groupes G7, G11, G19 et le
groupe de tresses de G22—voir [13]—sont des petits groupes gaussiens. En effet, ils
sont respectivement isomorphes aux groupes de fractions des monöıdes fus

+
[[ 33 ]]

et fus
+

[[ 53 ]] (voir le chapitre VI). De la même façon, le groupe de tresses du
groupe G12 est isomorphe au petit groupe gaussien fus [[ 43 ]].

Exemple 12. Le monöıde de tresses de G15.
Considérons le diagramme du groupe de tresses du groupe de réflexions com-
plexe G15 (voir [13]):

x

y

z

5

Le groupe de tresses associé à ce diagramme admet la présentation

〈 x, y, z : xyz = yzx , zxyzy = xyzyz 〉.

Le monöıde admettant cette même présentation est un petit monöıde gaussien.
Il admet 16 éléments simples dont 15 primitifs, son exposant est 1, et son centre
est engendré par ∆ = xyzyz. Son graphe caractéristique est représenté sur la
figure 15. Mentionnons que le groupe de tresses de G15 est isomorphe au groupe
de tresses de G7, G11, G19 [13].
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x z y

1

∆

Figure 15. Le graphe caractéristique du monöıde de tresses de G15.
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Exemple 13. Le monöıde de tresses de G13. Considérons le diagramme du
groupe de tresses du groupe de réflexions complexe G13 (voir [13]):

x

y

z

5

4

Le groupe de tresses associé à ce diagramme admet la présentation

〈 x, y, z : xzxyz = yzxyx , yzxy = zxyz , zxyzx = xyzxy 〉.
Le monöıde admettant cette même présentation est un petit monöıde gaussien. Il
admet 90 éléments simples dont 82 primitifs, son exposant est 1, et son centre est
engendré par ∆ = xyz3. Son graphe caractéristique est représenté sur la figure 16.
Mentionnons que le groupe de tresses de G13 est isomorphe au groupe I2(6), iso-
morphe au groupe fus [[ 26 ]] (voir l’exemple 6 et le chapitre VI).

x z y

1

∆

Figure 16. Le graphe caractéristique du monöıde de tresses de G13.
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Exemple 14. Le monöıde de tresses du lapin? Dans [13], il est conjecturé
que le diagramme

x1

x4
x2

x5

x3

donne une présentation du groupe de tresses du groupe de réflexions complexe G31.
Le monöıde M31 admettant la présentation correspondante

〈 x1, x2, x3, x4, x5 : x1x3x2 = x3x2x1 = x2x1x3 , x1x5 = x5x1 , x3x4 = x4x3 ,

x4x5 = x5x4 , x1x4x1 = x4x1x4 , x2x4x2 = x4x2x4 ,

x2x5x2 = x5x2x5 , x3x5x3 = x5x3x5 〉

n’est pas un monöıde gaussien. En effet, dans [18], Corran montre que le
monöıde M31 ne se plonge pas dans le groupe de même présentation. Le
complément f défini par cette présentation complémentée n’est pas cohérent :
nous avons par exemple

((x5\fx2)\
f
(x5\fx1))\

f
((x2\fx5)\

f
(x2\fx1))

= ((x5x2)\
f
(x1x3))\

f
((x2x5)\

f
(x1))

= (x1x3x5x2)\
f
(x1x3x5) = x2 6= ε.
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6. Monöıdes de Sossinski-Vershinin

Dans [48] et [53], Sossinski et Vershinin considèrent les groupes Bgn des tresses à n
brins sur un bretzel de genre g. Le groupe Bgn admet la présentation

〈 τ1, . . . ,τg, σ1, . . . , σn−1 :
σiσj = σjσi pour |i− j| > 1,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

τjσi = σiτj pour i > 1,
τjσ1τjσ1 = σ1τjσ1τj ,

τjσ
−1
1 τj+`σ1 = σ−1

1 τj+`σ1τj pour 1 ≤ j < g et 1 ≤ ` ≤ g − j 〉.

Le groupe Bgn est le sous-groupe du groupe Bn des tresses à n brins dont les g pre-
miers brins restent non tressés.

Exemple 15. Monöıdes de Sossinski-Vershinin.
Désignons par Bg+

n le monöıde

〈 τ1, . . . ,τg, σ1, . . . , σn−1 :
σiσj = σjσi pour |i− j| > 1,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

τjσi = σiτj pour i > 1,
τjσ1τjσ1 = σ1τjσ1τj ,

(τjτj+`)σ1(τjτj+`)σ1 = σ1(τjτj+`)σ1(τjτj+`) pour 1 ≤ j < g

et 1 ≤ ` ≤ g − j 〉.

Montrons que la présentation de Bg+
n donne une présentation (de monöıde) pour

le groupe Bgn. De τj+`σ1τj+`σ1 = σ1τj+`σ1τj+`, nous déduisons σ−1
1 τj+`σ1 =

τj+`σ1τj+`σ
−1
1 τ−1

j+`. En remplaçant dans le mot de gauche de τjσ
−1
1 τj+`σ1 =

σ−1
1 τj+`σ1τj , nous trouvons alors τjτj+`σ1τj+`σ

−1
1 τ−1

j+` = σ−1
1 τj+`σ1τj , et

s’ensuit σ1τjτj+`σ1τj+` = τj+`σ1τjτj+`σ1 (1). En multipliant (1) à gauche par τj
et à droite par σ1, nous obtenons τjσ1τj(τj+`σ1τj+`σ1) = τjτj+`σ1τjτj+`σ

2
1 ,

puis (τjσ1τjσ1)τj+`σ1τj+` = τjτj+`σ1τjτj+`σ
2
1 , puis σ1τjσ1τjτj+`σ1τj+` =

τjτj+`σ1τjτj+`σ
2
1 (2). En utilisant (1) dans le mot de gauche de (2), nous obtenons

finalement, après simplification à droite par σ1, la relation σ1τjτj+`σ1τjτj+` =
τjτj+`σ1τjτj+`σ1.

Question. Le monöıde Bg+
n se plonge-t-il dans le groupe Bgn? Les générateurs τi

admettent-ils des multiples communs dans Bg+
n ? Le monöıde Bg+

n admet-il un
élément de Garside?
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7. Présentations non standard du groupe B3

Nous présentons une famille infinie de monöıdes dont le groupe de fractions est le
groupe des tresses à 3 brins; parmit eux, deux seulement sont des petits monöıdes
gaussiens.

Pour tout entier k positif, nous désignons par MB,k le monöıde
〈 x, y : xyx = yxky 〉.

Pour tout entier k positif, le monöıde MB,k admet le groupe des tresses B3 pour
groupe de fractions. En effet, nous observons d’abord que la condition d’Adjan
est vérifiée—voir [1],[42]. Le monöıde MB,k se plonge donc dans son groupe de
fraction. Maintenant, l’application

{σ1, σ2} −→ {x, y}∗

σ1 7−→ x

σ2 7−→ yxk−1

se prolonge en un homomorphisme injectif du groupe 〈 σ1, σ2 : σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 〉
dans le groupe 〈 x, y : xyx = yxky 〉, et cet homomorphisme est clairement surjectif.

Exemple 16. Les monöıdes MB,0 et MB,1.
Admettant seulement huit simples, le monöıde MB,0 est le plus petit exemple
des petits monöıdes gaussiens dont l’élément de Garside n’est pas le ppcm des
atomes (chronologiquement, c’est le premier observé). Son graphe caractéristique
est représenté sur la figure 20. Le monöıde MB,1 est le monöıde B+

3 , monöıde
d’Artin du groupe B3, voir l’exemple 2. Les monöıdes MB,0 et MB,1 sont les
seuls—parmi les monöıdes MB,k—qui soient des petits monöıdes gaussiens.

1

x

y

∆

Figure 20. Le graphe caractéristique du monöıde MB,0.

96



V. Exemples et contre-exemples

Définissons ici deux nouvelles classes de monöıdes, chacune d’elles contenant
strictement tous les petits monöıdes gaussiens.

Définition. (i) Un monöıde M est quasi-gaussien si M est conique, simplifiable,
et si deux éléments quelconques de M admettent un ppcm à droite et à gauche et
un pgcd à droite et à gauche.

(ii) Supposons que M est quasi-gaussien. Nous disons que M est un sphérique si M
contient un élément de Garside (toujours défini comme un élément ∆ de M dont
les diviseurs à gauche et d̀roite cöıncident et engendrent M , voir la section I.1).

(iii) Tout monöıde quasi-gaussien satisfait aux conditions de Ore [17], et se plonge
donc dans son groupe de fractions. Nous dirons qu’un groupe G est un groupe
quasi-gaussien (resp. quasi-gaussien sphérique) s’il existe un monöıde quasi-
gaussien M (resp. quasi-gaussien sphérique) tel que G est le groupe de fractions
de M .

Exemple 17. Le monöıde MB,2.
Le monöıde MB,2 = 〈 x, y : xyx = yx2y 〉 constitue un exemple de monöıde
qui n’est pas noethérien, mais qui pourtant possède quelques-unes des bonnes
propriétés des petits monöıdes gaussiens.

En posant a` = y`+2xxyx pour tout entier ` ≥ 0, nous trouvons

a`+1 y = (y`+3xxyx)y = y`+2(yxxy)xy = y`+2x(yxxy) = a`,

pour tout ` ≥ 0, ce qui témoigne du caractère non noethérien du monöıde MB,2. Le
complément f associé à la présentation 〈 x, y : xyx = yxxy 〉 est défini par f(x, y) =
yx et f(y, x) = xxy. D’une part, d’après la proposition I.3.11, f est cohérent.
D’autre part, u\

f
v existe pour tous mots u, v de {x, y}∗ : en effet, la clôture

(infinie) de {x, y} par \
f

existe et est un ensemble de mots dont l’ensemble des
images dans MB,2 est:

P = { 1, x, xx, xxx, xxxy, xxy, xxyxy, xxyxyxy, xy, xyxy, xyxyxy, xxyxyyyi,

xxyxyyyix, xxyxyyyixx, xxyxyyyixy, xxyyyi, xxyyyix, xxyyyixx,

xxyyyixy, xyxyyyi, xyxyyyix, xyxyyyixx, xyxyyyixy, xyyyi,

xyyyixxyyyixx, xyyyixy, y, yx, yxx, yxxx, yxxxy, yxy, yxyxy, yxyyyi,

yxyyyi, yxyyyixx, yxyyyixy, yyyi, yyyix, yyyixx, yyyixy, i ≥ 0 }.

Mentionnons que les éléments de P—qui seraient les ”primitifs” de MB,2—ne
possèdent pas toujours un unique représentant comme produit d’atomes, mais les
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mots donnés ci-dessus sont deux à deux non équivalents. L’ensemble infini P
admet un ppcm à droite, à savoir ∆ = (x ∨ y)3—voir la figure 21.

1

x

y

∆

Figure 21. Le graphe caractéristique du monöıde MB,2.

Plus généralement, les monöıdes MB,k sont quasi-gaussiens pour k ≥ 0. Cepen-
dant, comme annoncé, seuls MB,0 et MB,1 sont gaussiens, puisque, pour k ≥ 2, les
monöıdes MB,k ne sont pas noethériens. Tous admettent un élément de Garside.

Il existe bien d’autres exemples de monöıdes quasi-gaussiens qui ne soient pas
gaussiens : le monöıde 〈 x, y : xy2x = y2 〉 est un monöıde quasi-gaussien sphérique.
Remarquer que le groupe de fractions de ce dernier est isomorphe au petit groupe
gaussien 〈 z, t : z2 = t4 〉.

Question. Existe-il des groupes quasi-gaussiens (sphériques ou non) qui ne soient
pas gaussiens?
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Nous ne connaissons pas de description intrinsèque des treillis associés à un pe-
tit monöıde gaussien. Dans ce chapitre, nous considérons les petits monöıdes
gaussiens dont le treillis des éléments simples a la forme d’un fuseau. Nous
décrivons en terme de présentation l’ensemble de ces monöıdes, et montrons

Proposition. Tout petit monöıde gaussien est la projection d’un petit monöıde
gaussien dont le treillis des simples est de type fuseau.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la section 1, nous définissons
les monöıdes de type fuseau. La section 2 est consacrée à la complète description
en terme de présentation des monöıdes de type fuseau. Dans la section 3, nous
établissons la proposition principale et étudions finalement plusieurs exemples.

Figure 1. Un treillis de type fuseau.
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1. Définition et exemples

A chaque petit monöıde gaussien est associé un treillis fini, à savoir le treillis de
ses éléments simples (voir la section I.2). Il est facile de voir que, d’une part,
un treillis quelconque donné n’est pas nécessairement le treillis des simples d’un
petit monöıde gaussien, et que, d’autre part, les treillis des simples de deux petits
monöıdes gaussiens non isomorphes peuvent être isomorphes.

Exemple 1.1. Les diagrammes de Hasse suivants ne sont pas ceux de treillis des
simples de petits monöıdes gaussiens:

En effet, le premier diagramme n’est simplement pas le diagramme d’un treillis.
Les deuxième, quatrième et sixième diagrammes ne sont pas filtrants. La châıne
à 3 éléments (troisième diagramme) ne peut être le treillis des simples d’un petit
monöıde gaussien, puisque le seul monöıde gaussien à un générateur est le monöıde
libre de rang 1 (voir l’exemple V.1). Sur le cinquième diagramme, le maximum
a trois prédécesseurs immédiats, alors que le minimum n’a que deux successeurs
immédiats, ce qui interdit que ce diagramme soit celui du treillis des diviseurs d’un
élément ∆, dont les diviseurs à gauche et à droite cöıncident par définition. Les
deux diagrammes de droite sont autoduaux et filtrant, cependant un étiquetage
systématique permet de montrer qu’ils ne peuvent être les treillis des simples
de petits monöıdes gaussiens. Cela étant, nous ne connaissons pas d’algorithme
efficace qui décide si un treillis fini donné est ou non le treillis des simples d’un
petit monöıde gaussien.

Exemple 1.2. Les monöıdes 〈 x, y : xy = yx 〉 et 〈 x, y : xx = yy 〉 sont petits
gaussiens (voir les exemples V.1 et V.9). Ils ne sont pas isomorphes : le premier
est abélien, le second non. Leurs éléments simples admettent le même treillis, en
l’occurrence le treillis carré C2

2 :

xy = ∆ = yx

x y

1

xx = ∆ = yy

x y

1
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Il existe une famille de treillis dont tous se trouvent être le treillis des simples d’au
moins un petit monöıde gaussien.

Définition 1.3. Un treillis fini (S, ∧, ∨, 0, 1) est de type fuseau s’il n’est pas une
châıne de hauteur supérieure ou égale à 2 et si tout couple (a, b) d’éléments de S
vérifie

(a∧b, a∨b) ∈ {(a, b), (b, a), (0, 1)}.
Nous appelons monöıde de type fuseau tout petit monöıde gaussien dont le treillis
des éléments simples est de type fuseau.

Exemple 1.4. Les monöıdes d’Artin sphériques à deux atomes, et plus
généralement les monöıdes de Garside à deux atomes [25], sont de type fuseau. Les
monöıdes BKL+(I2(m)) de l’exemple V.6 sont de type fuseau. Les petits monöıdes
gaussiens de l’exemple V.11 sont de type fuseau également.

2. Présentations des monöıdes de type fuseau

Nous allons voir que tout treillis de type fuseau est le treillis des simples d’au moins
un petit monöıde gaussien. Notre objectif est de déterminer, pour chaque treillis
de type fuseau, tous les monöıdes auquels il est associé. Ainsi, nous aurons obtenu
une description complète (en terme de présentation) de la classe des monöıdes
de type fuseau.

Tout d’abord, nous choisissons un codage des treillis de type fuseau.

Définition 2.1. Soit T un treillis de type fuseau, n le nombre des hauteurs
possibles des châınes maximales de T , et h1, . . . , hn ces hauteurs. Pour 1 ≤ i ≤ n,
nous désignons par mi le nombre de châınes maximales distinctes de hauteur hi
dans T . Le symbole du treillis T est la suite

( h1
m1 · h2

m2 · . . . · hnmn ).

En particulier, les entiers hi et mi sont strictement positifs pour 1 ≤ i ≤ n. Afin
d’obtenir unicité du symbole, nous imposons l’ordre lexicographique croissant sur
les paires (hi,mi).

Exemple 2.2. Le symbole du treillis de la figure 1 est ( 32 · 43 · 5 · 75 ).

Définition 2.3. Soit {x1, . . . , xm} un alphabet non vide et (w1, . . . , wn) une
suite de mots non vides sur cet alphabet. Nous disons que la suite (w1, . . . , wn)
est une partition croissante de {x1, . . . , xm} si nous avons w1 . . . wn = x1 . . . xm
et |w1| ≤ . . . ≤ |wn|.
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Notation. Pour w = x1 . . . xm et 1 ≤ j ≤ m, nous désignons par Πj
h(w) le préfixe

de longueur h du mot (xjxj+1 . . . xmx1 . . . xj−1)∞.

Le fait essentiel est que, dans un monöıde de type fuseau, tout simple autre que
son élément de Garside ∆ admet une unique décomposition en produit d’atomes.
Aussi, si u est un mot sur les atomes représentant un élément simple non trivial,
nous pouvons, sans confusion possible, noter ∂(u) le mot représentant l’élément
simple ∂(u), où u désigne l’élément représenté par u.

Nous allons à présent déterminer tous les monöıdes de type fuseau correspon-
dant à un symbole de treillis donné. D’après la proposition I.3.3, un petit monöıde
gaussien admet une présentation associée à un sélecteur. De la remarque ci-
dessus, nous déduisons alors que pour obtenir une présentation d’un monöıde de
type fuseau, il suffit de déterminer l’ensemble Mots(∆) des mots sur les atomes
représentant son élément de Garside.

Proposition 2.4. Supposons que M est un monöıde de type fuseau et que le
symbole du treillis de ses simples est ( hm ) avec h,m > 1. Alors il existe
un alphabet {x1, . . . , xm}, un entier k et une partition croissante (u1, . . . , uk)
de {x1, . . . , xm} de sorte que M soit isomorphe au monöıde

〈 x1, . . . , xm : Π1
h(u1) = · · · = Π|u1|

h (u1) = · · · = Π1
h(uk) = · · · = Π|uk|h (uk) 〉.

Démonstration. Nous construisons inductivement la suite de mots (u1, . . . , uk).
Supposons que (u1, . . . , ui−1) avec i ≤ k ait été définie de sorte que nous ayons

∆ = Π1
h(u1) = · · · = Π|u1|

h (u1) = · · · = Π1
h(ui−1) = · · · = Π|ui−1|

h (ui−1).

Construisons alors le mot ui. Soit x un atome n’apparaissant pas dans le
mot u1 . . . ui−1, soit w le mot x∂(x), et v le mot ∂(x). Nous définissons les mots w(j)

pour 1 ≤ j ≤ h par{
w(1) = w,

w(j) = x(j)v(j)∂2(x(1) . . . x(j−1)) pour 2 ≤ j ≤ h.

avec (v(j))1≤j≤h la suite de mots et (x(j))1≤j≤h la suite d’atomes définies par:
v(1) = v,

x(1) = x,

v(j−1) = x(j)v(j) pour 2 ≤ j ≤ h.
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Le mot w étant de longueur h, par construction, le mot v(h) est vide, et, de proche
en proche, nous obtenons

w(h) = x(h)∂2(x(1) . . . x(h−1)),
...

w(h−j+1) = x(h−j+1) . . . x(h)∂2(x(1) . . . x(h−j)),
...

w(2) = x(2) . . . x(h)∂2(x(1)),
w(1) = x(1)x(2) . . . x(h).

Les mots w(1), . . . , w(h) sont les h premiers mots de la suite (infinie) de
mots (w(j))j≥1 définie par

w(j) = ∂2E(j/h)(x(j[h]) . . . x(h))∂2(E(j/h)+1)(x(1) . . . x(j[h]−1)),

où E(p) désigne la partie entière de p, et où j[h] est le représentant modulo h de j
dans l’intervalle [1, h]. Cette suite est périodique, et il existe un plus petit en-
tier `(w) vérifiant w(`(w)) = w. Finalement, nous trouvons x(j) = ∂2E(j/h)(x(j[h])),
et déduisons ui = x(1) . . . x(`(w)−1), ce qui termine la récurrence. ut

Proposition 2.5. Supposons que M est un monöıde de type fuseau et que le
symbole du treillis de ses simples est ( hm1

1 · . . . · hmnn ) avec hi > 1 pour 1 ≤ i ≤ n
et m1 + · · · + mn > 1. Alors, pour chaque entier i avec 1 ≤ i ≤ n, il existe un
alphabet {xi,1, . . . , xi,mi}, un entier ki et une partition croissante (ui,1, . . . , ui,ki)
de {xi,1, . . . , xi,mi} de sorte que M soit isomorphe au monöıde

〈 x1,1, ..., xn,mn : Π1
h1

(u1,1) = · · · = Π|u1,1|
h1

(u1,1) = · · · = Π1
h1

(u1,k1)

= · · · = Π|u1,k1 |
h1

(u1,k1)

= · · · = Π1
hn(un,1) = · · · = Π|un,1|hn

(un,1)

= · · · = Π1
hn(un,kn) = · · · = Π|un,kn |hn

(un,kn) 〉.

(2.1)

Démonstration. Désignons par Motsh(∆) l’ensemble des mots de longueur h
représentant ∆. Nous montrons que, pour tout entier i avec 1 ≤ i ≤ n, un mot
de Motshi(∆) ne contient que des lettres qui sont initiales de mots de Motshi(∆).
Il suffira alors d’appliquer la proposition 2.4 à chaque composante Motshi(∆)
de Mots(∆).

Soit i un entier fixé entre 1 et n, soit w un mot de Motshi(∆), soit x sa lettre
initiale, et soit v le mot vérifiant w = xv. Nous définissons alors la suite finie
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de mots (w(j))1≤j≤hi comme dans la démonstration précédente. Tous les mots
de (w(j))1≤j≤hi sont dans Motshi(∆). Par construction, le mot v(hi) est vide, et,
de proche en proche, nous obtenons

w(hi) = x(hi)∂2(x(1) . . . x(hi−1)), . . . , w(1) = x(1)x(2) . . . x(hi).

Nous en déduisons que le mot w est exclusivement composé de lettres qui sont
initiales de mots de Motshi(∆). ut

Nous retrouvons ainsi les monöıdes de Garside de [25, exemple 6].

Désignons par µ(m) le nombre de partitions de l’entier m. D’après la proposi-
tion I.2.4, deux petits monöıdes gaussiens sont isomorphes si et seulement si leurs
graphes caractéristiques sont isomorphes. Nous obtenons

Corollaire 2.6. Soit T un treillis de type fuseau de symbole ( hm1
1 · . . . · hmnn ).

Alors il existe, à isomorphisme près, exactement
∏n
i=1 µ(mi) monöıdes de type

fuseau dont le treillis des éléments simples est T .

Définition 2.7. Le monöıde admettant la présentation (2.1) est désigné par

fus
+
[[ h|u1,1|

1 · . . . · h|u1,k1 |
1 · h|u2,1|

2 · . . . · h|un,kn |n ]],

et son groupe de fractions par fus [[ h|u1,1|
1 · . . . · h|u1,k1 |

1 · h|u2,1|
2 · . . . · h|un,kn |n ]].

Exemple 2.8. Considérons à nouveau le treillis de la figure 1. Son symbole
étant ( 32 · 43 · 5 · 75 ), il est le treillis des simples de µ(2)µ(3)µ(1)µ(5) = 42 petits
monöıdes gaussiens, à isomorphisme près. Parmi eux, le monöıde

fus
+
[[ 32 · 4 · 42 · 5 · 72 · 73 ]]

admet la présentation

〈 x1,1,x1,2, x2,1, x3,1, x3,2, x4,1, x5,1, x5,2, x6,1, x6,2, x6,3 :

x1,1x1,2x1,1 = x1,2x1,1x1,2 = x4
2,1 = x3,1x3,2x3,1x3,2

= x3,2x3,1x3,2x3,1 = x5
4,1 = x5,1x5,2x5,1x5,2x5,1x5,2x5,1

= x5,2x5,1x5,2x5,1x5,2x5,1x5,2 = x6,1x6,2x6,3x6,1x6,2x6,3x6,1

= x6,2x6,3x6,1x6,2x6,3x6,1x6,2 = x6,3x6,1x6,2x6,3x6,1x6,2x6,3 〉.
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Nous relions le code d’un monöıde de type fuseau à son exposant.

Lemme 2.9. L’exposant du monöıde fus
+
[[ hm ]] est

e =
m

pgcd(h,m)
.

Démonstration. Par définition, le monöıde fus
+
[[ hm ]] admet la présentation

〈 x1,1, . . . , x1,m : Π1
h(x1,1 . . . x1,m) = Π2

h(x1,1 . . . x1,m) = . . . = Πm
h (x1,1 . . . x1,m) 〉.

Pour 1 ≤ j ≤ m, nous écrivons xj au lieu de x1,j . Comme précédemment, j[m]
est l’entier représentant j modulo m dans l’intervalle [1,m]. Par définition, pour
tout entier j, le mot

xj[m]xj+1[m] . . . xj+h−1[m]

représente ∆. Soit j un entier avec 1 ≤ j ≤ m, nous obtenons

xj∆ = xj(xj+1[m] . . . xj+h−1[m]xj+h[m])

= (xjxj+1[m] . . . xj+h−1[m])xj+h[m]

= ∆xj+h[m],

ce qui implique ∂2(xj) = xj+h[m] pour tout entier j avec 1 ≤ j ≤ m. Une
récurrence immédiate donne

∂2p(xj) = xj+ph[m],

pour p et j entiers avec 1 ≤ j ≤ m. Soit e l’exposant de fus
+
[[ hm ]]. Alors e est

le plus petit entier positif satisfaisant j = j + eh [m] pour tout entier j avec 1 ≤
j ≤ m. Par conséquent, e est le plus petit entier positif tel qu’il existe un entier p
satisfaisant eh = pm. Nous en déduisons e = m/pgcd(h,m). ut

Nous obtenons:

Proposition 2.10. L’exposant du monöıde fus
+
[[ hm1

1 · . . . · hmnn ]] est

e = ppcm
(

m1

pgcd(h1,m1)
, . . . ,

mn

pgcd(hn,mn)

)
.

Exemple 2.11. Les exposants possibles pour les monöıdes admettant un treillis
des simples isomorphe à celui de la figure 1 sont 30, 15, 12, 10, 6, 5, 4, 3, 2, et 1.
L’exposant de fus

+
[[ 32 · 4 · 42 · 5 · 72 · 73 ]] est 6.
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3. Projections des monöıdes de type fuseau

Nous montrons ici que tout petit monöıde gaussien est la projection d’un monöıde
de type fuseau. Etant donné un petit monöıde gaussien, l’idée est de peigner le
treillis de ses éléments simples afin d’obtenir un treillis de type fuseau.

Rappelons que, si M est un petit monöıde gaussien d’ensemble d’atomes A,
l’ensemble des mots sur A qui représentent ∆ est désigné par Mots(∆).

Définition 3.1. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Pour tout
mot w de Mots(∆), nous définissons −→w comme la sous-suite période de la suite
infinie (w(1), w(2), w(3), . . .) définie par

w(1) = w,

w(j) = v(j−1)∂2(y(j−1)) pour j ≥ 2,

où y(j−1) est la lettre initiale du mot w(j−1) et v(j−1) le mot vérifiant w(j−1) =
y(j−1)v(j−1). D’après la proposition I.2.5, l’automorphisme ∂2 induit une permuta-
tion des atomes, donc la suite ci-contre est bien définie.

Par construction, pour tout mot w de Mots(∆), les mots apparaissant dans −→w
appartiennent à Mots(∆) et ont même longueur. Maintenant, la suite −→w est finie :
il existe un entier p satisfaisant w(n+1) = w et, par conséquent, satisfaisant w(pi+j) =
w(j) pour i et j entiers positifs quelconques.

Définition 3.2. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Pour tout
mot w dans Mots(∆), nous désignons par h(−→w ) la longueur commune des mots de
la suite −→w , et par m(−→w ) la longueur de la suite −→w .

Nous obtenons des partitions de l’ensemble Mots(∆):

Définition 3.3. Supposons queM est un petit monöıde gaussien. Pour w1, . . . , wn
des mots dans Mots(∆), la suite (−→w1, . . . ,−→wn) est une partition croissante
de Mots(∆)—ce que nous notons (−→w1, . . . ,−→wn) |=Mots(∆)—si les suites −→w1, . . . ,−→wn
sont disjointes, si Mots(∆) est la réunion des mots des suites −→w1, . . . ,−→wn, et si nous
avons (h(−→w i),m(−→w i)) ≤Lex (h(−−→wi+1),m(−−→wi+1)) pour 1 ≤ i ≤ n−1, où ≤Lex désigne
l’ordre lexicographique.

Lemme 3.4. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors, pour toute
partition croissante (−→w1, . . . ,−→wn) de Mots(∆), la suite d’entiers

(h(−→w1),m(−→w1), . . . , h(−→wn),m(−→wn))

ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M .
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Définition 3.5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, et A est
l’ensemble de ses atomes. Nous appelons le code de M la suite [[ hm1

1 · . . . · hmnn ]]
associée à M comme dans le lemme 3.4. Fixons alors l’alphabet

X = {xi,j}1≤i≤n , 1≤j≤mi .

Pour toute partition croissante p = (−→w1, . . . ,−→wn) de Mots(∆), l’application de X
vers A qui, pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ mi, à xi,j associe y(j), où y(j) est la lettre
initiale du j-ième mot de −→wi, se prolonge en un homomorphisme de monöıde

πp : X∗ −→ A∗

xi,j 7−→ y(j),

et, par construction, l’homomorphisme πp est surjectif.

Proposition 3.6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien, A est
l’ensemble de ses atomes, et [[ hm1

1 · . . . · hmnn ]] est son code. Alors, pour toute
partition croissante p = (−→w1, . . . ,−→wn) de Mots(∆), l’homomorphisme πp de X∗

sur A∗ induit un homomorphisme surjectif de fus
+
[[ hm1

1 · . . . · hmnn ]] sur M .

Démonstration. Soit MF le monöıde fus
+
[[ hm1

1 · . . . · hmnn ]], et ∆,∆F les éléments
de Garside respectifs de M et MF . Par définition, MF est le monöıde quotient
de X∗ par la congruence engendrée par les paires (ui, uj) avec ui, uj mots sur X
représentant de ∆F . Maintenant, pour tout mot u sur X représentant ∆F , π(u)
est un mot sur A représentant ∆. En effet, supposons que u soit un mot sur X
représentant ∆F , alors il existe des entiers i, j avec 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ mi, et
satisfaisant u = Πhi(xi,j , . . . , xi,mi , xi,1, . . . , xi,j−1). Nous obtenons

π(u) = Πhi(π(xi,j), . . . , π(xi,mi), π(xi,1), . . . , π(xi,j−1)).

Par définition, la lettre π(xi,j) est l’initiale de wi(j), la lettre π(xi,j+1) est l’initiale
de wi(j+1), i.e., la seconde lettre de wi(j), et ainsi de suite. Finalement, nous en
déduisons

Πhi(π(xi,j), . . . , π(xi,mi), π(xi,1), . . . , π(xi,j−1)) = wi
(j),

ce qui termine la démonstration. ut

Exemple 3.7. Considérons le petit monöıde gaussien M• admettant la
présentation

〈 x, y : xyxyx = yy 〉,
et déjà étudié dans la section I.4. Nous avons

Mots(∆) = {xyxyxy , yxyxyx , yyy},
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et, par exemple, obtenons (−→w1,−→w2) |= Mots(∆) avec

−→w1 = (yyy), et −→w2 = (xyxyxy , yxyxyx).

Le code de M• est [[ 31 · 62 ]]. D’après la proposition 3.6, l’application
de {x1,1, x2,1, x2,2} vers {x, y} définie par

x1,1 7→ y, x2,1 7→ x, et x2,2 7→ y

se prolonge en un homomorphisme surjectif du monöıde fus
+
[[ 3 · 62 ]] sur M•.

1

x y

xy yx

xyx yxy

xyxy yxyx

yy yxyxy

∆

Figure 3. Le graphe caractéristique de M•.

Exemple 3.8. Considérons le monöıde de tresses d’Artin B+
4 dont une

présentation est

〈 σ1, σ2, σ3 : σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 , σ1σ3 = σ3σ1 , σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3〉.

Nous avons

Mots(∆) = { σ1σ2σ1σ3σ2σ1, σ1σ2σ3σ1σ2σ1, σ1σ2σ3σ2σ1σ2, σ1σ3σ2σ3σ1σ2,

σ1σ3σ2σ1σ3σ2, σ2σ1σ2σ3σ2σ1, σ2σ1σ3σ2σ3σ1, σ2σ1σ3σ2σ1σ3,

σ2σ3σ1σ2σ3σ1, σ2σ3σ1σ2σ1σ3, σ2σ3σ2σ1σ2σ3, σ3σ1σ2σ3σ1σ2,

σ3σ1σ2σ1σ3σ2, σ3σ2σ1σ2σ3σ2, σ3σ2σ1σ3σ2σ3, σ3σ2σ3σ1σ2σ3}.

Soit w1 le mot σ1σ2σ1σ3σ2σ1, nous obtenons

−→w1 = (σ1σ2σ1σ3σ2σ1, σ2σ1σ3σ2σ1σ3, σ1σ3σ2σ1σ3σ2, σ3σ2σ1σ3σ2σ3,

σ2σ1σ3σ2σ3σ1, σ1σ3σ2σ3σ1σ2, σ3σ2σ3σ1σ2σ3, σ2σ3σ1σ2σ3σ1,

σ3σ1σ2σ3σ1σ2, σ1σ2σ3σ1σ2σ1, σ2σ3σ1σ2σ1σ3, σ3σ1σ2σ1σ3σ2).
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1

x1,1 x2,1 x1,2

x1,1x1,2 x1,2x1,1

x1,1x1,2x1,1 x1,2x1,1x1,2

x1,1x1,2x1,1x1,2 x1,2x1,1x1,2x1,1

x1,1x1,2x1,1x1,2x1,1 x1,2x1,1x1,2x1,1x1,2x2
2,1

∆

Figure 4. Le graphe caractéristique de fus
+
[[ 3 · 62 ]].

Maintenant, soit w2 le mot σ1σ2σ3σ2σ1σ2, nous trouvons
−→w2 = (σ1σ2σ3σ2σ1σ2, σ2σ3σ2σ1σ2σ3, σ3σ2σ1σ2σ3σ2, σ2σ1σ2σ3σ2σ1).

Nous déduisons (−→w2,−→w1) |= Mots(∆). Le code de B+
4 est alors [[ 64 · 612 ]].

L’application de {x1,1, . . . , x1,4, x2,1, . . . , x2,12} vers {σ1, σ2, σ3} définie par

x1,1 7→ σ1, x1,2 7→ σ2, x1,3 7→ σ3, x1,4 7→ σ2

x2,1 7→ σ1, x2,2 7→ σ2, x2,3 7→ σ1, x2,4 7→ σ3,

x2,5 7→ σ2, x2,6 7→ σ1, x2,7 7→ σ3, x2,8 7→ σ2,

x2,9 7→ σ3, x2,10 7→ σ1, x2,11 7→ σ2, x2,12 7→ σ3

se prolonge en un homomorphisme surjectif de fus
+
[[ 64 · 612 ]] sur B+

4 .

Remarque. Dans le cas du monöıde B+
4 , nous pouvons modifier la définition de−→w

en prenant pour y(j−1) le préfixe de longueur 2 du mot w(j−1). Nous vérifions alors
que l’application de {x1,1, x1,2, x2,1, x2,2, x3,1, . . . , x3,12} vers {σ1, σ2, σ3}∗ définie
par

x1,1 7→ σ2σ1, x1,2 7→ σ2σ3, x2,1 7→ σ1σ2, x2,2 7→ σ3σ2

x3,1 7→ σ1σ2, x3,2 7→ σ1σ3, x3,3 7→ σ2σ1, x3,4 7→ σ3σ2,

x3,5 7→ σ3σ1, x3,6 7→ σ2σ3, x3,7 7→ σ1σ2, x3,8 7→ σ3σ1,

x3,9 7→ σ2σ1, x3,10 7→ σ3σ2, x3,11 7→ σ1σ3, x3,12 7→ σ2σ3

se prolonge en un homomorphisme surjectif de fus
+
[[ 32 · 32 · 312 ]] sur B+

4 . Notons
que le monöıde fus

+
[[ 32 · 32 · 312 ]] se plonge dans le monöıde fus

+
[[ 64 · 612 ]].
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Conclusion

Les résultats des chapitres III et IV sont une étape dans le projet de classifica-
tion des petits groupes gaussiens, ou dans celui, plus ambitieux, de classification
des petits monöıdes gaussiens. Pour conclure, nous proposons plusieurs direc-
tions de recherche, soutenues et illustrées par certains résultats partiels et travaux
expérimentaux concernant les petits monöıdes gaussiens à deux atomes.

Les petits monöıdes gaussiens à un seul atome sont triviaux : ils sont tous iso-
morphes au monöıde libre de rang un (voir l’exemple V.1). Par contre, les petits
monöıdes gaussiens à deux atomes sont nombreux, et une classification exhaustive
reste hors de portée. Par exemple, les monöıdes 〈 x, y : xyyxyxyyx = yxyyxy 〉,
〈 x, y : xyx2yx3yx2yx = yx2yx2y 〉 et 〈 x, y : (xyx91)23xyx = (yx91)5y 〉 sont des
petits monöıdes gaussiens à deux atomes. Les graphes caractéristiques des deux
premiers sont représentés sur les figures 5 et 6, le troisième admet 40 378 simples,
soit 58 de plus que B+

8 !

Bien qu’il existe un grand nombre de petits monöıdes gaussiens à deux atomes,
il semble cependant que nous ayons

Conjecture 1. Les petits groupes gaussiens à deux atomes sont, à isomorphisme
près, les groupes d’Artin de type diédral 〈 x, y : Πm(xy) = Πm(yx) 〉 et les
groupes 〈 x, y : xp = yq 〉 pour m, p, q > 1.

Mentionnons que ce rapport monöıde-groupe qui semble clair dans le cas di-
atomique, ne l’est déjà plus dans le cas triatomique ∆-pur, et, jusqu’à présent, nous
ne pouvons formuler de conjecture précise à ce sujet. Nous voudrions ici amorcer
une étude des petits monöıdes gaussiens à deux atomes en énonçant plusieurs
résultats et conjectures qui, quoique partiels, laissent entrevoir plusieurs pistes de
recherche dans la voie d’une classification proprement dite. Nous commençons par
distinguer trois sous-classes disjointes de la classe des petits monöıdes gausiens à
deux atomes. Nous discutons ensuite de la forme des treillis des simples des petits
monöıdes gaussiens en général, puis de ceux à deux atomes en particulier. Nous
décrivons finalement plusieurs familles d’exemples, en commentant les résultats
obtenus et les conjectures énoncées.
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Le type d’un petit monöıde gaussien à deux atomes

Supposons que M est un petit monöıde gaussien, soit A l’ensemble de ses atomes,
nous appelons degré à droite de M le nombre d’atomes diviseurs à gauche
de ∂(

∨
A), et degré à gauche le nombre d’atomes diviseurs à droite de ∂̃(

∨̃
A).

Nous disons qu’un petit monöıde gaussien à n atomes, de degré à droite d et de
degré à gauche d̃ est un monöıde de type (n, d̃, d), et un monöıde de type (n, d) si
nous avons d = d̃. Nous avons 0 ≤ d̃, d ≤ n par définition.
Les monöıdes d’Artin sphériques et, plus généralement, les monöıdes de Garside
définis dans [25] sont tous de degré nul : dans ces monöıdes, l’élément ∆ est le
ppcm—à gauche et à droite—des atomes. Par contre, le monöıde de tresses du
groupe de réflexions complexe G13 de l’exemple V.13 est un monöıde de type (3,2),
et le monöıde M¦ de l’exemple I.4.1 est de type (3,0,1).

Lemme 2. Tout monöıde gaussien à deux atomes est de type (2,0), (2,1) ou (2,2).

Démonstration. Supposons que M est un monöıde gaussien à deux atomes.
Soit x, y ses atomes. Commençons par montrer x ∨ y = x ∨̃ y. La condition
d’atomicité implique que chacun des éléments x\y et y\x admet une unique
décomposition en produit de x et y; en effet, dans le cas contraire, nous auri-
ons x\y = axc = ayd pour certains a, c, d dans M , soit, d’après le lemme I.1.7,
x\y = a(x ∨ y)(c ∧̃ d), entrâınant ||x\y ||≥||ax|| + ||x\y || + ||c ∧̃ d||, puis ||ax||= 0,
contradiction. Les uniques décompositions de x\y et y\x ont par définition des
lettres finales distinctes. Par conséquent, x ∨̃ y est un diviseur à droite de x ∨ y.
Symétriquement, x∨y est un diviseur à gauche de x∨̃y, et simplifiabilité et conicité
impliquent x ∨ y = x ∨̃ y. Maintenant, par définition, nous avons d, d̃ ∈ {0, 1, 2}.
De x ∨ y = x ∨̃ y, nous déduisons que d = 0 est équivalent à d̃ = 0, et que d = 2
est équivalent à d̃ = 2 : nous obtenons d = d̃. ut

Dans un petit monöıde gaussien à deux atomes, la permutation des deux atomes
induite par l’automorphisme ∂2 est soit l’identité, soit la transposition, et, par
conséquent, l’exposant est soit 1, soit 2 (voir la définition I.2.7). Nous relions ici
les notions d’exposant et de type.

Tout d’abord, les monöıdes de type (2,0) sont bien connus:

Proposition 3. Les monöıdes de type (2,0) sont, à isomorphisme près,
les monöıdes d’Artin de type diédral 〈 x, y : Πm(xy) = Πm(yx) 〉 et les
monöıdes 〈 x, y : xp = yq 〉 pour m, p, q > 1.

Démonstration. Le treillis des éléments simples d’un monöıde de type (2,0) est de
type fuseau, et le résultat est un cas particulier de la proposition VI.2.4. ut
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Comme mentionné dans les sections V.1 et VI.2, les monöıdes 〈 x, y : Πm(xy) =
Πm(yx) 〉 avec m > 1 sont d’exposant 1 ou 2 suivant que m est respectivement pair
ou impair, et les monöıdes 〈 x, y : xp = yq 〉 avec p, q > 1, i.e., les monöıdes fus

+
[[

p · q ]], sont d’exposant 1.

Proposition 4. Tout monöıde de type (2,1) ou (2,2) est d’exposant 1.

Démonstration. Supposons que M est un petit monöıde gaussien à deux atomes
et d’exposant 2. Nous montrons que M est isomorphe au monöıde A(I2(2k + 1))
pour un certain k > 0, donc de type (2,0).
Soit x, y les atomes de M . Pour tout mot w sur {x, y}, désignons par ŵ le mot
obtenu à partir de w en échangeant les lettres x et y. L’exposant de M étant 2,
pour tout mot w sur {x, y}, le mot ŵ représente l’élément ∂2(w). D’après la
proposition I.3.3, M admet une présentation de la forme 〈 x, y : u = v 〉, où u, v
sont des mots sur {x, y}. Nous avons

∂2(u) = ∂2(x ∨ y) = ∂2(x) ∨ ∂2(y) = y ∨ x = u,

et obtenons û ≡ u, où ≡ désigne la congruence sur {x, y} engendrée par (u, v).
Par conséquent, le mot u est soit û, soit v̂. Puisque u = û implique u = ε,
nous déduisons u = v̂. A présent, il suffit de considérer les trois cas suivants.
Premièrement, supposons que nous ayons u = xp ou u = (xy)p. Alors l’exposant
de M est 1, contradiction. Deuxièmement, supposons que nous ayons u = (xy)px.
Alors M est le monöıde A(I2(2p+ 1)), qui, nous l’avons vu, est un petit monöıde
gaussien d’exposant 2. Troisièmement, supposons que u commence par (xy)py ou
par (xy)pxx avec p > 0. Alors, selon le critère de la section I.2, M ne peut être
gaussien—voir les figures 1 et 2. A symétrie près, tous les cas ont été traités. ut

x

x

y

y
y2

(xy)p−1
x

Figure 1. Non convergence dans le cas u = (xy)py... and v = (yx)px...
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x

x

x

x

y

y

y

y2

(xy)p

(yx)p

Figure 2. Non convergence dans le cas u = (xy)pxx... et v = (yx)pyy...

Ce résultat nous permet d’établir une nouvelle caractérisation du degré d’un petit
monöıde gaussien à deux atomes.

Soit w,w′ deux mots. Nous disons que w′ est un conjugué cyclique de w s’il
existe deux mots u, v vérifiant w = uv et w′ = vu. Rappelons que, si M est
un petit monöıde gaussien d’ensemble d’atomes A, l’ensemble des mots sur A
qui représentent son élément de Garside est désigné par Mots(∆). Conséquence
directe de la proposition I.2.5, le résultat suivant est valable quel que soit le nombre
d’atomes.

Lemme 5. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors M est
d’exposant 1 si et seulement si Mots(∆) est clos par conjugaison cyclique.

Rappelons que le degré do(a) d’un élément a dans un treillis fini est do−(a)+do+(a),
où do−(a) (resp. do+(a)) désigne le nombre de prédécesseurs (resp. successeurs)
immédiats de a.

Proposition 6. Supposons que M est un petit monöıde gaussien à deux atomes.
Soit s la somme des degrés de ses atomes dans le treillis de ses éléments simples.
Alors M est de type (2,s-4).

Démonstration. Soit x, y les atomes de M . Supposons M de type (2,1) ou (2,2).
D’après la proposition 4, M est d’exposant 1, et, d’après le lemme 5, Mots(∆)
est clos par conjugaison cyclique. Supposons s = 4. Alors nous avons do+(x) =
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do+(y) = do−(x) = do−(y) = 1 dans le treillis des simples de M , et il existe une appli-
cation τ : {x, y} → {x, y} vérifiant Mots(∆) = xτ(x)W1 t yτ(y)W2 pour certains
ensembles W1,W2 de mots sur {x, y}. Soit w un mot de W1. Puisque Mots(∆)
est clos par conjugaison cyclique, w est τ2(x)τ3(x) . . . τ |w|+1(x). Alors W1 est un
singleton; en effet, supposons w′ ∈W1, alors w′ est τ2(x)τ3(x) . . . τ |w

′|+1(x), mais
la simplifiabilité implique

τmin(|w|,|w′|)+1(x) . . . τmax(|w|,|w′|)+1(x) = 1,

et la conicité |w| = |w′|, d’où w = w′. Symétriquement, W2 est un singleton, et
le degré de M est 0, contradiction. A présent, puisque s est au plus égal à 6, il
suffit de montrer que M est de type (2,2) si et seulement si s est 6. Soit δ = x ∨ y.
Alors M est de type (2,2) si et seulement si δx et δy sont simples, si et seulement
si xδ et yδ sont simples, si et seulement si x2, xy, yx et y2 sont simples, si et
seulement si s est 6. ut

Sur le treillis des petits monöıdes gaussiens

Nous avons vu que la classe des petits monöıdes gaussiens à deux atomes est
la réunion de trois sous-classes disjointes—types (2,0), (2,1) et (2,2)—(lemme 2),
et que les monöıdes de type (2,0) sont bien connus (proposition 3). Nous voudrions
à présent examiner la classes des monöıdes de type (2,1), et, pour cela, tirer
profit de ce que nous savons (ou de ce que nous conjecturons) de la géométrie
du treillis des simples des petits monöıdes gaussiens en général, puis des monöıdes
de type (2,1) en particulier.

Rappelons ici quelques notions de base de la théorie des treillis [30]. Soit (L, ∨, ∧)
un treillis. Pour tout sous-ensemble non-vide K de L, (K, ∨, ∧) est un sous-treillis
de (L, ∨, ∧) si K est clos par ∨ et ∧. Soit Kλ, λ ∈ Λ, des sous-treillis de L,
l’intersection

⋂
λ∈ΛKi est close par ∨ et ∧; ainsi, pour tout sous-ensemble non

vide H de L, il existe un plus petit sous-ensemble [H]L de L contenant H et clos
par ∨ et ∧. Le sous-treillis ([H]L, ∨, ∧) est appelé le sous-treillis de L engendré
par H. Un sous-treillis K de L est un idéal (resp. un filtre) si γ ∈ K et α ∈ L
implique α ∧ γ ∈ K (resp. implique α ∨ γ ∈ K). Pour tout élément α de L,
nous désignons par Min(α,L) (resp. par Maj(α,L)) l’idéal (resp. le filtre) de L
engendré par α.
Soit (L,≤) un treillis fini. Alors (L,≤)̃ désigne le treillis dual (L,≥); L est
autodual si L est isomorphe à son dual L̃ , ou, de façon équivalente, si, pour
tout α ∈ L, il existe β ∈ L vérifiant Min(α,L) ∼= Maj(β, L)̃ ; L est filtrant si, pour
tout α ∈ L, il existe β ∈ L vérifiant Min(α,L) ∼= Maj(β, L); L est vertébré si L a
deux atomes ε1, ε2 et si le filtre Maj(ε1 ∨ε2, L) est une châıne, la longueur de cette
châıne est alors appelée hauteur du treillis. Un sous-treillis F de L est une face
si F est Maj(α1 ∧ α2,Min(α1 ∨ α2, L)) pour certains α1, α2 dans L successeurs
immédiats de α1 ∧ α2: L est sans imbrication si aucune face de L ne contient de
face propre.
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Lemme 7. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Alors le treillis des
simples de M est filtrant.

Démonstration. Soit (S, ∨, ∧) le treillis des simples de M . D’après la proposi-
tion I.2.5, pour tout simple a dans M , la fonction b 7→ ∂̃(a)b induit un homo-
morphisme surjectif de treillis entre les idéaux Min(a, S) et Maj(∂̃(a), S). La
simplifiabilité de M implique que cet homomorphisme de treillis est injectif. ut

Lemme 8. Supposons que M est un petit monöıde gaussien à deux atomes. Alors
le treillis des simples de M est sans imbrication.

Démonstration. Soit x, y les atomes de M et (S, ∨, ∧) le treillis des simples de M .
Soit F1, F2 les faces Maj(ai ∧ bi,Min(ai ∨ bi, S)) avec ai, bi successeurs immédiats
de ai ∧ bi pour i ∈ {1, 2}. Notons gi = ai ∧ bi et hi = ai ∨ bi pour i ∈ {1, 2}.
Supposons F1 ⊆ F2. Alors nous avons g2\h2 = (g2\g1)(g1\h1)(h1\h2), d’où x∨y =
(g2\g1)(x ∨ y)(h1\h2), puis x ∨ y = (g2\g1)n(x ∨ y)(h1\h2)n pour tout n ≥ 0.
L’atomicité de M implique alors g2\g1 = h1\h2 = 1, soit F1 = F2. ut

Le lemme 2 et les résultats de travaux expérimentaux nous invitent à énoncer:

Conjecture 9. Le treillis des simples de tout petit monöıde gaussien à deux
atomes est autodual.

Soit (S, ∨, ∧) le treillis des simples d’un petit monöıde gaussien à deux atomes M .
Selon la conjecture 9, (S, ∨, ∧) serait antiisomorphe à lui-même, i.e., il existerait
un isomorphisme ψ entre les treillis (S, ∨, ∧) et (S, ∧, ∨). D’après le lemme I.2.6,
∂ est un isomorphisme entre (S, ∧, ∨) et (S, ∨̃, ∧̃). Par conséquent, ψ existe si et
seulement s’il existe un isomorphisme ∂ ◦ψ entre (S, ∨, ∧) et (S, ∨̃, ∧̃). Auquel cas,
∂◦ψ induit un antiautomorphisme involutif du monöıde M . Réciproquement, tout
antiautomorphisme involutif de M induit un isomorphisme entre les treillis (S, ∨, ∧)
et (S, ∨̃, ∧̃). La conjecture 9 est alors équivalente à:

Conjecture 10. Tout petit monöıde gaussien à deux atomes est antiautomorphe.

La conjecture 10 est conséquence de la conjecture 1, les monöıdes de type fuseau
étant tous antiautomorphes (voir le chapitre VI). Le monöıde M¦ étudié dans
la section I.4 est un exemple typique de petit monöıde gaussien qui n’est pas
antiautomorphe; pour tout n ≥ 3, M¦ ×Nn−3 est un petit monöıde gaussien de
rang n qui n’est pas antiautomorphe.
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Sur le treillis des monöıdes de type (2,1)

Nous avons établi ou conjecturé plusieurs propriétés du treillis des simples des
petits monöıdes gaussiens. Nous nous concentrons maintenant sur le treillis des
simples des monöıdes de type (2,1).

Le fait que le treillis des simples d’un monöıde de type (2,1) soit vertébré reste
hypothétique; il est toutefois la conséquence d’une conjecture fondamentale que
nous faisons sur les petits monöıdes gaussiens de rang quelconque, et qui est vérifiée
par tous les exemples que nous connaissons, en particulier, par tous les exemples
du chapitre V.

Conjecture 11. Supposons que M est un petit monöıde gaussien. Soit δ, δ̃ les
ppcm à droite et à gauche de ses atomes et ∆ son élément de Garside. Alors il
existe deux entiers positifs uniques c, c̃ vérifiant δc < ∆ ≤ δc+1 et δ̃c̃ < ∆ ≤ δ̃c̃+1.

Remarquons d’une part que δ ≤ ∆ est toujours vrai par définition de ∆. D’autre
part, ∆ étant quasicentral (voir le chapitre III), δc ≤ ∆ implique que δc est
un diviseur à droite et à gauche de ∆, et ∆ ≤ δc+1 implique que ∆ est un
diviseur à droite et à gauche de δc+1. Enfin, si un tel entier c existe, il est
unique, puisque δc < ∆ ≤ δc+1 et δc′ < ∆ ≤ δc′+1 implique c < c′ + 1
et c′ < c + 1 par simplifiabilité et conicité, puis c = c′. Par exemple, dans le
monöıde de 〈 x1, x2, x3, x4 : x1x2x

2
3 = x2x

2
3x4 = x2

3x4x1 , x3x4x1x2 = x4x1x2x3 〉,
nous avons δ = x2

3x4x1x2 = δ̃ et ∆ = δ2x2
3, soit c = c̃ = 2, alors que dans le

monöıde M¦ de l’exemple I.4.1, nous avons c = 1 et c̃ = 0.

Lemme 12. Supposons que M est un monöıde de type (2,1). Alors, si la conjec-
ture 11 est vraie, le treillis des simples de M est vertébré de hauteur au moins 2.

Démonstration. Soit δ le ppcm des atomes (voir la démonstration du lemme 2)
et ∆ l’élément de Garside de M . Supposons la conjecture 11 vraie. Le degré de M
étant 1, δ divise strictement ∆, mais δ2 ne peut diviser ∆, et nous obtenons c = 1.
Alors, puisque ∆ est quasicentral, ∆ ≤ δ2 implique δ2 = ∆a pour un certain a
dans M . Par simplification à gauche, nous obtenons δ = (δ\∆)a. Le degré de M
étant 1, a n’est ni 1 ni δ, ce qui entrâıne que δ\∆ admet une unique décomposition
en produit d’atomes zi1 . . . zih avec h > 0. Le filtre du treillis des simples de M
engendré par δ est alors la châıne constituée des h + 1 éléments δ, δzi1 , δzi1zi2 ,
. . ., δzi1zi2 . . . zih−1 , ∆. ut

Lemme 13. Supposons que L est un treillis fini diatomique, autodual, filtrant et
vertébré. Alors, pour tous α, β dans L avec α ≤ β, nous avons do−(α)+do+(β) ≤ 3.

Démonstration. Puisque L est diatomique, autodual et filtrant, tout élément α
de L vérifie do−(α) ≤ 2 et do+(α) ≤ 2. Ainsi, pour tous α, β dans L, nous
avons do−(α) + do+(β) ≤ 4. Maintenant, supposons α ≤ β et do−(α) = do+(β) = 2.
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Soit γ = α1 ∧α2 où α1, α2 sont les deux prédécesseurs immédiats de α. Puisque L
est filtrant, il existe un élément γ′ dans L vérifiant Min(γ′, L) ∼= Maj(γ, L).
Par conséquent, notant ε1, ε2 les atomes de L, ε1 ∨ ε2 est plus petit que γ′, et
l’hypothèse do+(β) = 2 contredit le fait que L soit vertébré. ut

Le résultat suivant encourage l’utilisation de la géométrie du treillis des simples
en vue d’obtenir à terme une description de la classe des monöıdes de type (2,1).
Nous appelons profil d’un treillis fini donné le treillis dont le diagramme de Hasse
est celui obtenu en gommant le maximum de sommets α avec do+(α) = do−(α) = 1
(le résultat est unique). Pour h > 0, nous désignons par Ph l’ensemble des profils
de hauteur h des treillis à deux atomes, autoduaux, filtrants, vertébrés et sans
imbrication.

Proposition 14. L’ensemble P1 est le singleton composé du treillis carré C2
2

(C2 désigne la châıne à deux éléments) et, pour tout h > 0, l’ensemble Ph est fini.
Il existe un algorithme qui, pour tout h > 0, construit Ph+1 à partir de Ph.

Nous ne reproduisons pas ici la démonstration de ce résultat, ni ne détaillons
l’algorithme en question (le point essentiel est que, pour h > 1, tout profil de Ph
a exactement un de ses deux idéaux maximaux dans Ph−1). La figure 3 représente
simplement le résultat de l’algorithme sur les profils de P1, P2, et P3 successive-
ment.

P2 :

L2

P3 :

L20 L21 L22

P4 :

L200 L201 L210 L211 L220 L221 L222

Figure 3. Les profils des ensembles P2, P3 et P4.

Question 15. Quel est le cardinal de Ph?
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Les monöıdes de type (2,1)

Etant donné un profil L de Ph avec h > 1, nous recherchons la familleMA(L) des
petits monöıdes gaussiens antiautomorphes dont le profil du treillis des simples
est L. Le principe est le suivant. La géométrie de L d’une part, le fait que le treil-
lis des simples d’un petit monöıde gaussien antiautomorphe est autodual et filtrant
d’autre part, et enfin les lemmes 5 et 6 imposent un certain nombre de contraintes
sur Mots(∆), l’ensemble des mots représentant l’élément de Garside. Des résultats
standard de combinatoire des mots [35] permettent a priori de satisfaire ces con-
traintes. Il reste alors à vérifier que les présentations obtenues définissent bien des
petits monöıdes gaussiens, auquel cas des monöıdes de type (2,1) antiautomor-
phes. Ce principe est simple mais non algorithmique. Aussi, nous ne prétendons
pas obtenir une méthode permettant de déterminer toutes les présentations de
monöıdes de type (2,1) antiautomorphes, que la conjecture 11 soit vraie ou non.
Néanmoins, les quatre exemples de la figure 4 montrent qu’un tel procédé fonc-
tionne en pratique (nous ne reproduisons pas ici le détail des calculs).

LI,h

LII,h

LIII,h

LIV,h

Figure 4. Quatre profils choisis dans Ph.

Un petit monöıde gaussien antiautomorphe dont le profil du treillis des simples
est, respectivement,

(i) LI,h avec h > 1,
(ii) LII,h avec h > 2,
(iii) LIII,h avec h > 2,

est isomorphe à un des petits monöıdes gaussiens
(i) 〈 x, y : (xyh−1)px = yq 〉 avec p > 0, q ≥ h,
(ii) 〈 x, y : x(yhx)py = y(xyh)px 〉 avec p > 0,
(iii’) 〈 x, y : (xyxh−2)rxyx = (yxh−2)sy 〉 avec r, s ≥ 0,

ou (iii”) 〈 x, y : xy(xh−2yxh−1y)m = (yxh−1yxh−2)myx 〉 avec m ≥ 0,
et son groupe de fractions est alors isomorphe à

119



Conclusion

(i) 〈 z, t : zp+1 = tq+h−1 〉 (avec z ! xyh−1 et t! y),
(ii) 〈 z, t : (zt)p+1 = (tz)p+1 〉 (avec z ! xyh−1 et t! y),
(iii’) 〈 z, t : zr+2 = ts+2 〉 (avec z ! xyxh−2 et t! yxh−2).
(iii”) 〈 z, t : (zt)m+1 = (tz)m+1 〉 (avec z ! xyxh−2 et t! yxh−2).

Pour h > 3, LIV,h n’est le profil du treillis des simples d’aucun petit monöıde
gaussien antiautomorphe : MA(LIV,h) est vide pour tout h > 3.

A ce stade, il est naturel de se demander si les familles
⋃
h>1MA(LI,h),⋃

h>2MA(LII,h) et
⋃
h>2MA(LIII,h) décrites ci-dessus constituent une description

exhaustive des monöıdes de type (2,1) antiautomorphes. La réponse est négative.
Par exemple, le monöıde M∗ de présentation 〈 x, y : xy2xyxyxy = yxyxyxy2x 〉
est un monöıde de type (2,1) antiautomorphe mais n’appartient à aucune des trois
familles précédentes : le profil du treillis des simples de M∗ est le profil noté L210

de la figure 3.
Parallèlement, le fait qu’il existe des profils dans

⋃
h>1 Ph ne correspondant à au-

cun monöıde de type (2,1) antiautomorphe est un signe encourageant. Cependant,
notre démarche se voit rapidement stoppée par le fait suivant. Si, pour tout profil L

de Ph, nous notons P⊕(L) l’ensemble des profils de Ph+1 obtenus à partir de L par
l’algorithme de la proposition 14, alors MA(L) 6= ∅ n’implique pas MA(L⊕) 6= ∅
pour tout L

⊕ de P⊕(L). En effet, par exemple, bien qu’appartenant à P⊕(LIV,4),
le profil L2011

est le profil du treillis des simples des petits monöıdes gaussiens antiautomor-
phes 〈 x, y : (xy2)2`+h(`+1)x = ((yxy)2`y)q(yxy)2` 〉 avec `, q > 0 et h ≥ 0 (voir la
figure 5). L’espoir serait maintenant d’observer de nouvelles propriétés du treillis
des simples des monöıdes de type (2,1), jusqu’à pouvoir contrer la faille décrite
ci-dessus. Nous pourrions alors imaginer déterminer plusieurs familles de la même
façon que pour les familles MA(LI), MA(LII) et MA(LIII), puis exhiber un certain
nombre de profils L vérifiant MA(L) = ∅, contrôlant ainsi toutes leurs descen-
dances.
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1

∆

Figure 5. Le graphe caractéristique du monöıde 〈 x, y : xyx2yx3yx2yx = yx2yx2y 〉.

Les monöıdes de type (2,2)

Pour terminer, intéressons nous aux monöıdes de type (2,2). Pour tout k ≥ 0, le
monöıde M(2,2)

k présenté par

〈 x, y : xy2x · (yx)ky · xy2x = (yx)ky · xy2x · (yx)ky 〉

est de type (2,2). Mentionnons qu’en utilisant le critère de plongement de [22],
nous obtenons que, pour tout k ≥ 0, l’application σ1 7→ xy2x, σ2 7→ (yx)ky définit
un plongement de B+

3 dans M(2,2)

k . Une propriété remarquable de ces monöıdes
est que l’élément ∆ est le carré du ppcm des atomes, ce qui correspond au cas
extrémal pour la conjecture 11. Le graphe caractéristique du monöıde M(2,2)

0 est
par exemple représenté sur la figure 6.

Les groupes de fractions des monöıdes M(2,2)

k avec k ≥ 0 sont tous isomorphes au
groupe 〈 z, t : z3 = t4 〉 du nœud (3,4)-torique (voir la section V.5) : il suffit de
prendre z ! xy2(xy)k+1 et t! y(xy)k+1, i.e., x! (zt−1)k+2t−1 et y! t(tz−1)k+1.
Remarquons que le nœud (3, 4)-torique est le plus petit nœud torique dont le
groupe n’est pas isomorphe à un groupe d’Artin de type diédral (voir l’exemple V.6
et la section V.5).
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1

∆

Figure 6. Le graphe caractéristique du monöıde 〈 x, y : xyyxyxyyx = yxyyxy 〉.

Plus généralement, pour tout p ≥ 3, les monöıdes M(2,2)

p,k avec k ≥ 0 définis par

〈 x, y : (xy2(xy)k+1)p−2xy(yx)k+1 = (y(xy)k+1)2 〉

sont des petits monöıdes gaussiens de type (2,2) dont les groupes de fractions sont
isomorphes au groupe fus [[ 4 · p ]]. Existe-il des monöıdes de type (2,2) dont le
groupe de fractions est isomorphe à un groupe d’Artin de type diédral?

Ces exemples et résultats préliminaires montrent que les petits monöıdes gaussiens
à deux générateurs forment une famille très riche contenant de nombreux exemples
encore mystérieux. En même temps, les groupes correspondants sont des groupes
assez simples. Cette situation est-elle générale ou spécifique au cas diatomique?
Nous laisserons la question ouverte.
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||a||,10
\, /, ∨, ∨̃, 10
∧, ∧̃, 11
≤, 11
∆, 13
∂, ∂̃, ∂2, ∂̃2, 14
w, 15
〈 X : R 〉, 15
yf , \

f
, ∨f , 16

v−∆ , v+
∆ , 28

[r, s], 29
φ+, φ−, 32
C(a), 35
Csom(a), 36
θ+, θ−, 38
H(a), 39
∆a, ∆̃a, 45
1, 54
~Θ, Θij , 54
~θ, θx, 56
Θ̃ij , 57
Πm, 77
Mots, 104
Πj
m, 104

fus
+
, fus , 106

Min, Maj, 117
Ph, 119

A
Artin (monöıde, groupe), 77
antiautomorphe (monöıde, groupe), 118
autodual (treillis), 118
atome, 10
atomique (monöıde), 10

B
Birman-Ko-Lee (monöıde), 86
bretzel, 96

C
centre, 43
classe sommitale, 36
code (monöıde), 109
cohérence, cohérent, 17
complément, 15
complémentée (présentation), 15
complexe (groupe de réflexions), 92
condition (#), 17
conditions de Ore, 10
conique (monöıde), 10
conjugaison cyclique (mot), 115
conjugaison positive, simple, 30
copuissance, 30
— sommitale, 35
courte (décomposition), 58
Coxeter (groupe), 77
croissante (partition), 109
cyclage, inverse, 32
— (θ-), inverse, 38

D
∆ (élément), 13
∆ local, 45
∆-normale (forme), 37
∆-pur (monöıde), 67
décomposition (monöıde), 53
— courte (élément), 58
degré (monöıde), 113
— (élément d’un treillis), 116
diagramme (présentation), 87, 93
diviseur, 9, 11
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E
écart, 30
— sommital, 35
élément de Garside, 10, 13
élément primitif, simple, 13
élémentaire (transformation), 58
exposant (monöıde), 14

F
face (treillis), 117
famille de fonctions, 54
famille de permutations, 55
filtre, filtrant (treillis), 117
forme ∆-normale, 29
forme normale fractionnaire, 37
fractions (groupe), 10
fractionnaire (forme normale), 37
fuseau (type), 103

G
Garside (élément), 10, 13
— (monöıde, groupe), 11, 114
— (monöıde hypercube), 88
gaussien (monöıde, groupe), 10
graphe
— caractéristique, 13
— de Cayley, 13
groupe (voir monöıde)

H
hypercube (monöıde), 88

I
idéal (treillis), 117
identités de résidu, 54
imbrication (treillis), 117
intervalle, 29

K
Knuth-Bendix (algorithme), 24

L
local (∆), 45

M
monöıde
— d’Artin sphérique, 77
— de Birman-Ko-Lee, 86
— de Garside, 11, 114
— du lapin, 95
— d’un nœud torique, 89
— de tresses, 77, 84, 86, 92, 96, 97
— de type fuseau, 103
— de Sossinski-Vershinin, 96
— de Wirtinger, 89
— hypercube de Garside, 88
— non standard pour B3, 97
mots (retournement), 16
— (conjugaison), 115
multiple (élément), 9

N
nœud torique, 89
norme, 10
normale (∆-), 29
— (fractionnaire), 37

O
Ore (conditions), 10

P
parabolique (sous-monöıde), 74
partition croissante, 109
petit (monöıde), 10
pgcd, 9, 11
positive (conjugaison), 30
ppcm, 9, 10
présentation complémentée, 15
primitif (élément), 13
produit (treillis), 66
produit croisé (monöıde, groupe), 53
projection (nœud), 89,
— (monöıde), 108,
puissance, 30
— sommitale, 35
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Q
quasicentralisateur, 44
quasicentre, 44
quasi-gaussien, 98

R
réflexions (groupe), 92
résidu (identités), 54
— (opération), 10
retournement de mots, 16

S
sans imbrication (treillis), 117
saturé, 69
sélecteur, 15
sous-treillis, 117
simple (conjugaison), 30
— (élément), 13
sommital (écart), 35
sommitale (classe), 36
— (puissance, copuissance), 35
sphérique (monöıde d’Artin), 77
— (monöıde quasi-gaussien), 98
support, 58
symbole (treillis), 103

T
θ-cyclage, inverse, 38
torique (nœud), 89
transformation élémentaire, 58
treillis des simples, 13
treillis de type fuseau, 103
tresses (monöıde), 77, 84, 86, 92, 96, 97
type fuseau, 103
type (n, d̃, d) ou (n, d), 113

V
vertébré (treillis), 117

W
Wirtinger (monöıde), 89
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