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���B�L�n�n�&�"� �" z�n¡/�"�
¢�£�¤U¥[¦�§�¨[©l¨[ª�«�¬

π = π1 . . . πn
«=�®aª�¯�¤

n ° ©=¬²±�¤�¬|©=¨a§�¥L©=³y³y´�¥[¤U£�¥[¤�®a¤U¬�¨a¤gµ¶«�¬ Z
2
±3´¨[·�¤�®a¤E¨ Gπ

«=�£�«�ªy¬�¨L®�©=¨
° «3«�¥[µ4ªy¬|©=¨a¤�® (i, πi)

�)¸ ¬~«�¥Lµ4¤U¥)¨[« ° «�¬|®W¨[¥a§ ° ¨�©�¹�¥[ªyµ�£�«�³y´�¹�«�¬�«�¬ Gπ º�»
¤ ° ³w©�®[®Gª�/´�ª�¨[®]¤�³�¤�¦~¤U¬�¨[®�©�®�/«�³y³�« »

®�¼ ©�£�«�ªy¬�¨
(i, j) ∈ Gπ

ªy®{¥[¤�®a£z¤ ° ¨[ª�½�¤U³y´�®a©�ªyµ�¨a«~±�¤

• ©	¾�¿$ÀLÁTÂ;ÃRÄÆÅ9Ç3Á�È�Ä�ÉzÄ�È�Ê4ÈÌËW¾�ÃRÈ�Ä�É&ÍBªÆ
º
/«�¥�©=¬3´

(i′, j′) ∈ Gπ º i′ < i =⇒ j′ > j Î
• ©	ÃRÄÆÅgÇ4ÁPÂ;¾�¿PÀLÁ�È�Ä�ÉzÄ�È�Ê4ÈÌËWÃR¾�È�Ä�É&ÍBªÆ

º
/«�¥�©=¬3´

(i′, j′) ∈ Gπ º i′ > i =⇒ j′ > j Î
• ©	¾�¿$ÀLÁTÂ;ÃRÄÆÅ9Ç3Á�È~Ï�Ð�Ä�È�Ê4ÈÑËG¾�ÃRÈ�ÏUÐ&Í�ªÆ

º
/«�¥�©=¬3´

(i′, j′) ∈ Gπ º i′ < i =⇒ j′ < j Î
• ©	ÃRÄÆÅgÇ4ÁPÂ;¾�¿PÀLÁ�È~Ï�Ð�Ä�È�Ê4ÈÑËGÃR¾�È�ÏUÐ&Í�ªÆ

º
/«�¥�©=¬3´

(i′, j′) ∈ Gπ º i′ > i =⇒ j′ < j Î
• ©=¬ÒÄ�É|Á;¿EÃRÄ$Ó=Ã�Ô�Ó=Ä�É|Á{«=¨[·�¤U¥

»
ªw®G¤ �

Õ ±|®a¤U¥[½�¤�¨a·|©=¨�¨[·�¤�®a¤Bµ4¤EÖz¬�ªÆ¨[ª�«�¬|®]©=¹�¥a¤�¤
»
ª�¨a·�§|®a§|©=³4µ4¤UÖ|¬�ª�¨aªy«�¬|®)«�z³y¥a¦~ªy¬

º
¥[³�¦~ªy¬

º
³y¥a¦�©l×

º
¥[³�¦�©=×�«�¬�£�¤U¥[¦�§�¨[©l¨[ª�«�¬|® �

Ø ·�¤�®a¤�Ù�§�¤�¬ ° ¤g®�«��³�¥[¦~ª�¬ º
¥[³y¦�ªy¬

º
³y¥a¦�©l×�©=¬zµ�¥a³y¦�©l×�©=¥[¤�¥a¤g®G£�¤ ° ¨aªy½�¤�³�´ ° ©�³�³y¤�µÚ¾�¿PÀLÁ�¾�Ó=Û�¿EÃ�Ô�Ï=Á�Ç

º
ÃRÄÆÅgÇ4Á�¾�ÓlÛ�¿UÃ

Ô|ÏlÁ/Ç
º
¾�¿PÀLÁ�ÊgÔ�Ô�¿UÃ�Ô|ÏlÁ/ÇÜ©�¬|µÝÃRÄÆÅ9Ç3Á�ÊgÔ�Ô�¿UÃsÔ�Ï=Á�ÇÒ«� Gπ

� Ø ·�¤	Ãa¿LÞLÓlÃaß�Ô|Ól¾�àUÅ�ÓlÉá«=
π
ªy®�¨a·|¤�¹�¥aªwµâ£�«�³y´3¹�«�¬

»
ªÆ¨[·â¨a·|¤

° «�¬ ° ©=¨a¤�¬|©l¨[ª�«�¬�«=)ª�¨[®B³y¤E�¨�³y« »
¤�¥{£|©l¨[·

º
¥aªy¹�·�¨B³y«

»
¤�¥�£z©l¨a·

º
¥aªy¹�·�¨B§�£�£�¤U¥s£|©l¨[·	©�¬|µ	³�¤U�¨�§�£�£�¤U¥�£|©=¨a·¶©�® ° «�¬�¨a«�§�¥ �¢äãEåUÊ|ÏlÃ[¿�Ô�¿UÃRÈ�Ê4Á_Ï=ÁPÄ$Ó=Éæªw®~©�£�¤U¥[¦�§�¨[©l¨[ª�«�¬

»
ª�¨a·�«�§4¨~ª�¬�¨a¤�¥aªy«�¥�£�«�ªy¬�¨

º
©=¬zµá©áãEåUÊ|ÏlÃ[¿�Ô�Ó=¾�àUÅ�ÓlÉçªw®�¨a·�¤	¥a¤ ° «�¥[µ£�«�³y´�¹�«�¬¶«=]®a§ ° ·â©~£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬ �Bè Ù�§|©�¥a¤�£�«�³y´�¹�«�¬|® »

¤�¥a¤�µ4¤UÖ|¬�¤�µ¶ªy¬â©�®a³�ªy¹�·�¨[³�´	µ4ªÆé&¤U¥[¤U¬�¨�±�§�¨�¤�Ù�§�ªy½l©=³y¤U¬�¨
»
©9´

±3´ è ¤�½�¤U¥[ªy¬�ª+©=¬|µ¶êâ©�¬|®a«�§�¥�ë ìlí � Ø ·�¤U´	©=¥[¤�©�³y®a«~¥a¤�³y©=¨a¤�µ�¨a«~¨[·�¤�£�¤U¥[¦�§4¨[«�¦~ª�¬|«�¤g® ° «�¬|®Gªwµ4¤�¥a¤gµ�±3´î�«�³wµ4ª�¿UÁ{Ï=¾�ïsë ðlí©=¬zµñBªy¬|©�³yµ4ª�¿EÁBÏl¾�ï�ë ò�í �
¢�¬Ý¿[Ð�ÁPÃa¿UÈ�Ïl¾�Ô|ÓlÄ�É|Á{ªw®�©�£z«�ª�¬�¨�«�¬�¨[·�¤�±z«�¥[µ�¤U¥B«=�¨a·|¤�±z«�§�¬|µ4ªy¬�¹�±�«9×�«= ¨a·�¤�£�«�³y´3¹�«�¬ � ¢óß�¿EãEÞL¿UÉ�ß=Ä�É�Å¶ß�Ó=Ê|ôE¾�¿

Ô|ÓlÄ�É|Á�ªw®�©�¬�«�¬,¤U×3¨a¥[¤U¦�©=³)£�«�ªy¬�¨�¨[·|©l¨�ªw®�®aªy¦�§�³�¨[©�¬�¤U«�§|®G³y´²³y¥a¦~ªy¬Ò©�¬|µ�¥[³y¦~©=× � ¢�¬õÏ9ãUÞL¿EÉ&ßlÄ�É3Å,ß�ÓlÊ|ôU¾�¿�Ô|ÓlÄ�ÉzÁ�ªw®�©
¬�«�¬²¤E×3¨a¥[¤U¦�©=³ £z«�ª�¬�¨�¨a·|©=¨sªy®�®aª�¦�§�³Æ¨L©=¬�¤�«�§|®a³y´�³y¥a¦�©l×²©=¬zµ¶¥a³y¦~ª�¬ � Ø ·�¤�®a¤�£�«�ªy¬�¨L®s©�¥a¤�¥[¤�®a£�¤ ° ¨[ª�½�¤U³y´�¨[·�¤ ° «�¦~¦~«�¬£�«�ªy¬�¨L®�±�¤E¨

»
¤U¤�¬¶¨a·�¤�³�¤U�¨s³�«

»
¤U¥�©=¬|µ¶¥[ª�¹�·�¨�§�£�£�¤U¥�£|©l¨[·|®

º
©=¬|µ¶±�¤E¨

»
¤U¤�¬¶¨a·�¤�³�¤U�¨�§�£|£z¤�¥�©=¬zµ¶¥aªy¹�·�¨�³y«

»
¤�¥�£|©l¨[·|® �

ö «�ªy¬�¨[®�«�{¨a·�¤£z«�³�´3¹�«�¬Ò¨a·|©=¨�©=¥[¤�¬�¤�ªÆ¨[·�¤U¥�¤E×3¨a¥[¤U¦�©�³�¬�«�¥�µ4«�§|±�³�¤©=¥[¤�®a©�ªyµæãRÄ�ÈsÔ�¾�¿ � ¢÷ãRÄ�ÈsÔ�¾�¿ãUåUÊ|ÏlÃa¿�Ô|Ól¾�àUÅ�ÓlÉ
ªw®�©	®[Ù�§|©=¥[¤�£�«�³y´3¹�«�¬

»
ª�¨a·�«�§4¨�µ4«�§|±�³�¤~£�«�ªy¬�¨[® � Õ ±|®a¤U¥[½�¤�¨a·z©l¨�©�® ° ¤�¬|µ4ªy¬�¹	µ�«�§�±�³y¤~£z«�ª�¬�¨L®�«=�©	¥[¤ ° «�¥Lµâ£�«�³y´�¹�«�¬©=¥[¤Ö�×4¤�µø£z«�ª�¬�¨[®~«�s¨[·�¤²©�®[®G« ° ªw©l¨[¤�µá£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬

º
©=¬|µæµ4¤�® ° ¤�¬|µ4ªy¬�¹�µ4«�§|±�³�¤	£�«�ªy¬�¨L®�©=¥[¤�Ö|×3¤gµá£�«�ªy¬�¨[®~«�s¨a·|¤

¥[¤U½�¤�¥[®a¤�£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬ Î ¦~«�¥[¤U«l½�¤�¥ º
©�¬|«�¬²®Gªy¦~£�³y¤�®aÙ�§|©�¥a¤�£�«�³y´3¹�«�¬¶·|©�®B¤Uª�¨a·|¤U¥�µ�¤�® ° ¤U¬zµ4ª�¬|¹�«�¥s©�® ° ¤U¬|µ4ªy¬�¹�µ4«�§�±�³y¤
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ý ¡/þ �+�nÿ�����è «�¦~¤�¤U×�©=¦~£�³y¤�®{«=�¥a¤ ° «�¥[µ�£z«�³�´3¹�«�¬|® �
�



£�«�ªy¬�¨L®
º
±�§4¨7¬�«=¨�±�«=¨[·

º
©=¬|µ�¨[·�¤�®a¤B¨

»
« ° ³w©�®[®G¤g®]«=+®[Ù�§z©=¥[¤�£�«�³y´3¹�«�¬|®�©=¥[¤B¦�©=£�£�¤�µ~«�¬�¤�«�¬�¨[«�¨a·�¤s«=¨a·|¤U¥�±3´�½�¤U¥a¨aª ° ©�³®a´�¦~¦~¤E¨[¥a´ �

� ¥[«�¦ ¬�«
»
«�¬

»
¤�µ4¤U¬|«=¨a¤{ªy¬|µ4ª�é�¤�¥a¤�¬�¨a³y´�±3´

π = π1π2 . . . πn
©�®[Ù�§z©=¥[¤7£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨[ª�«�¬�«�¥)¨a·�¤�©�®a®a« ° ªw©l¨[¤�µ�®[Ù�§|©=¥[¤£�«�³y´�¹�«�¬

º
©�¬|µ±�´ SPn

¨[·�¤ ° ³w©�®[®{«=)®aÙ�§|©�¥a¤�£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨[ª�«�¬|®�Ë/«�¥�®[Ù�§|©=¥[¤�£z«�³�´3¹�«�¬|®LÍ�«�)®aªy¯U¤ n
�

¸ ¬ è ¤ ° ¨aªy«�¬æð
»
¤�£�¥a¤g®G¤�¬�¨�© ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨[ª�«�¬Ü/«�¥�®[Ù�§|©=¥[¤�£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬z®�«=�®aª�¯�¤

n
� Õ §�¥ ° «�¬|®W¨[¥a§ ° ¨aªy«�¬�©�³�³y«

»
®

§|®�ªy¬ è ¤ ° ¨aªy«�¬Ýð � � ¨[«²¥a¤ ° «l½�¤�¥�¤�©�®aªy³�´�¨a·�¤~/«�¥a¦�§�³y©¶«�±4¨[©�ª�¬|¤�µÒ±3´ è ¤�½�¤U¥[ªy¬�ª�©=¬zµÒê�©=¬|®a«�§�¥ º
±�§�¨�©=³w®a«¨[« ° «�¬�¨[¥a«�³½l©=¥[ª�«�§|®�£z©=¥L©=¦~¤E¨[¤U¥L®�ªy¬ è ¤ ° ¨aªy«�¬ � ¼ »

¤,®a·�«
»
ª�¬ £|©=¥a¨aª ° §�³w©=¥�¨a·|©=¨¨[·�¤Uªy¥	¹�¤U¬|¤U¥L©l¨aªy¬�¹�/§|¬ ° ¨[ª�«�¬ © °�° «�¥[µ4ªy¬�¹�¨[«

¨a·|¤�£|©=¥L©=¦~¤E¨[¤U¥L®s³y¥[¦�ªy¬
º
³y¥[¦~©=×

º
¥a³y¦~ª�¬Ü©=¬zµ�¥[³�¦�©=×âªy®�©�³�¹�¤U±�¥L©=ª ° � Ø ·�ªy®�©�¬|® »

¤�¥[®�ª�¬,¨a·|¤�®G£�¤ ° ªy©�³ ° ©�®a¤�«=�®[Ù�§|©=¥[¤£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬z®�©�Ù�§�¤�®G¨aªy«�¬«=��õª�³��µ4§|¥aªy¬�¹~©=¬	ª�¬3½3ªÆ¨[¤�µ ° «�¦~¦�§�¬�ª ° ©l¨[ª�«�¬©=¨���ñ�ê ë��gí
º
©�®	��ªy¬�¹�/«�¥B©

»
©9´�´�«
��¤�¤U£

¨a¥L© ° �¶®aª�¦�§�³Æ¨L©=¬�¤�«�§|®a³y´�«=]¨[·�¤�®a¤�/«�§�¥�¨W´3£�¤�®�«=]¥[¤ ° «�¥[µ|®Bª�¬�£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬|® � � ª�¬z©=³y³�´¶«�§|¥ ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨[ª�«�¬¶©�³�³y« »
®�§z®

¨a« ° ©=³ ° §�³w©l¨[¤�¨[·�¤�¬3§�¦�±�¤U¥B«�)®[Ù�§|©=¥[¤�£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬|® »
ª�¨a·²©~®Gªy¦~£�³y¤�¥a¤ ° «�¥Lµ�£�«�³y´3¹�«�¬ �

ð ���  �� ��U�n�z�" z�n¡/� ����� �����+ÿÒ ��������~������ ���"�nÿ��z����)þ � ��
ð �y��� �����! �"�#�$&%('*)� +%(,-".#0/ �Ò¤�¬�« »

µ4¤UÖ|¬�¤s®a«�¦~¤�«�£z¤�¥[©=¨aªy«�¬|®�¨[«�£�¥[«3µ�§ ° ¤�§|¬|©=¦�±�ª�¹�§�«�§z®G³y´�©=³y³|£�¤U¥[¦�§�¨[©l¨[ª�«�¬|®]ªy¬
° ³w©�®[® SPn+1

«�§4¨B«=)£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬z®{ª�¬ ° ³w©�®[® SPn
�

¸ ¬�«�¥Lµ4¤�¥]¨a«�µ4¤EÖ|¬|¤B¨a·�¤g®G¤�«�£�¤U¥L©l¨[ª�«�¬|® º�»
¤�ª�¬�¨a¥[«4µ4§ ° ¤B¨a·�¤�/«�³y³�« »

ªy¬�¹�¬�«�¨[©=¨aªy«�¬|® �21 ªy½�¤�¬�©�®[Ù�§z©=¥[¤B£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬
π º

³y¤E¨
jπ

µ�¤U¬�«�¨a¤�¨a·�¤~³y¤�©�®W¨�ª�¬�¨[¤U¹�¤�¥�®G§ ° ·,¨a·z©l¨ (jπ, πjπ
)
ªw®�©	®aªy¦�£|³�¤~£�«�ªy¬�¨�±�¤U³y«�¬�¹�ª�¬|¹�¨[«¨[·�¤~³�¤U�¨�³�«

»
¤U¥�£|©=¨a·

«=
π
� Õ ±|®G¤�¥a½�¤�¨a·|©=¨B¨a·�ªw®�£�«�ªy¬�¨sªy® »

¤�³�³"µ�¤EÖ|¬�¤gµ¶¤E× ° ¤�£4¨B/«�¥s£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬|® »
ª�¨a·|«�§4¨s®aª�¦~£�³y¤�£�«�ªy¬�¨[®Bªy¬¶¨a·�¤�ª�¥s³�¤U�¨

³y«
»
¤�¥�£z©l¨a·

º
ªy¬
»
·�ª ° · ° ©�®G¤ »

¤�µ�¤EÖ|¬�¤
jπ

©�®�¨a·|¤�©=±|®aªy®[®[©�«�7ª�¨[®�¤U×�¨[¥a¤�¦�©=³)£z«�ª�¬�¨
»
ª�¨a·Ü«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤

1
� Ø ·�¤U¬,¨a·|¤

£�«�ªy¬�¨L®�«=�³y¤E�¨�³�«
»
¤U¥�£|©l¨[·

»
ª�¨a·Ú©=±|®aªy®[®[©â®W¨[¥aª ° ¨[³�´Ü±�¤E¨

»
¤U¤�¬ � ©�¬|µ

jπ
/«�¥a¦ ©øË/£�«�®[®Gªy±�³y´�¤U¦~£4¨W´�Í�®a¤�Ù�§�¤�¬ ° ¤«=

`(π)
µ�¤�® ° ¤U¬zµ4ª�¬|¹�µ4«�§�±|³�¤�£�«�ªy¬�¨[® »

·|ª ° · »
¤ ° ©=³y³n¨[·�¤�Ä�É|Ä�ÁTÄ$Ïl¾]ß�Ó=Ê|ôE¾y¿BÔ|ÓlÄ�ÉzÁ$ã�«� π

�43 ¤U¨�©=³w®a«~µ�¤EÖ|¬�¤�¨a·�¤�/«�³�³y« »
ªy¬�¹

ªy¬�¨[¤U¥[½l©=³T¼

H(π) =

{

[[πjπ
+ 1, π1]]

ª�
πjπ

6= 1,

[[1, π1]]
ª�

πjπ
= 1,

»
ª�¨a· ° ©�¥[µ�ª�¬|©�³�ª�¨W´ h(π) = |H(π)| =

{

π1 − πjπ

ªÆ
πjπ

6= 1,

π1
ªÆ

πjπ
= 1.

�Ò¤Ò©�¥a¤â¬|«
»
ª�¬ £z«�®Gª�¨aªy«�¬ç¨a«Úµ4¤EÖ|¬|¤�¨[·�¤ ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨aªy«�¬ � � «�¥	©�¬�´

p ∈ H(π) º
³y¤E¨

ϑ
p
1(π)

©�¬|µ
ϑ

p
2(π)

±z¤
¥[¤�®a£z¤ ° ¨aªy½�¤�³�´�¨a·�¤�£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨[ª�«�¬|® σ = σ1 . . . σn+1

©=¬|µ
τ = τ1 . . . τn+1

µ�¤EÖ|¬�¤gµ	±�´&¼

σm =











p
ª�

m = 1

πm−1
ª�

m > 2
©=¬zµ

πm−1 < p

πm−1 + 1
ª�

m > 2
©=¬|µ

πm−1 > p

©=¬zµ±3´










τ1 = σ2

τ2 = σ1

τm = σm
ª�

m > 3.
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H(π) º »

¤~£�¥a«4µ4§ ° ¤�©	£z«�³�´3¹�«�¬ ϑ
p
1(π)

±�´,ª�¬65z©l¨[ª�¬�¹¶¨[·�¤�£�«�³y´�¹�«�¬Ò±z¤U¨
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¤�¤U¬Ü³yª�¬�¤g®
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ϑ

p
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±3´�¤U× ° ·z©=¬�¹�ª�¬�¹¨a·|¤~Ö|¥[®G¨�¨ »
« ° «�³y§�¦~¬|®�«=7¨a·�¤£�¥[¤U½3ªy«�§|®�£�«�³y´3¹�«�¬ � � ª�¬|©�³�³y´Ò³�¤U¨
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ϑ
p
i (π)
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i
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j = 7
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1234

2134

1

12

21

13245
23145
31245
32145

123

2314

3124

213

1324

3214

2143
1342
2341
3241
3142
1423
2413
3412
4123
4213
4312
1432
2431
3421
4132
4231
4321

132

231

312

321

1243

14325

21345
12345

21435
12435

13425
23415
31425
32415
14235
24135
34125
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42135
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¨a·|©=¨�ªw®
º
ª�¨�¹�ª�½�¤�®�©

»
©9´«��£�¥[«3µ�§ ° ªy¬�¹�¤g© ° ·®[Ù�§z©=¥[¤	£�¤U¥[¦�§�¨[©l¨[ª�«�¬õ«=�®aª�¯�¤

n + 1
/¥a«�¦ ¤U×4© ° ¨[³�´æ«�¬�¤â®[Ù�§|©=¥[¤¶£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬õ«��®aªy¯U¤

n º
©=¬zµá¨[·�ªw®�¥[¤ ° §�¥[®aªy½�¤

° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨[ª�«�¬Ú¨a¥L©=¬|®a³y©=¨a¤g®�ª�¬�¨[«Ý¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬|®�/«�¥�¨[·�¤�¹�¤U¬�¤�¥[©=¨aªy¬�¹Ü/§�¬ ° ¨aªy«�¬ç«��®aÙ�§|©�¥a¤²£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨[ª�«�¬|®
ºB»

·|ª ° · »
¤

¤E×4£�³y«�ª�¨�ª�¬,¨a·|¤�¬�¤
»
¨�®a¤ ° ¨[ª�«�¬|® � � ªy¹�§�¥[¤ � ®a·�« »

®�¨a·�¤~Öz¥[®G¨�³�¤�½�¤U³w®�«=7¨a·�¤�¹�¤U¬�¤�¥[©=¨aªy¬�¹�¨[¥a¤�¤~©�®a®a« ° ªw©l¨[¤�µ »
ª�¨a·,¨a·|¤

£�¥[¤U½3ªy«�§|® ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨[ª�«�¬ �

ð � ð � ����� $()� + �� $�$�,-".# '*)�� ��/�� « »�»
¤
»
©�¬�¨ ¨a«�µ4¤�® ° ¥[ªy±z¤7¨a·�¤ »

©9´�¨[·�¤ ° «�¬|®W¨[¥a§ ° ¨aªy«�¬ ϑ
©lé&¤ ° ¨L® ¨a·�¤�£|©=¥L©=¦~¤U¨a¤U¥ h

�
Ø ·�ªw®)³�¤g©�µ�®�§|®�¨[«�µ4ªy®G¨aªy¬�¹�§�ªy®a·�/«�§�¥]µ4ª�é�¤�¥a¤�¬�¨]®a§�± F;° ³w©�®[®a¤�® An º Bn º Cn

©=¬|µ Dn
«= SPn º

µ4¤�£z¤�¬|µ4ªy¬�¹�«�¬�¨a·�¤{½l©=³y§�¤g®
«=

π1
©�¬|µ

πjπ

¼

π1 = n π1 < n

πjπ
= 1 A Ë � ªy¹ � òzË$©�ÍGÍ B Ë � ªy¹ � ò�Ë/±zÍaÍ

πjπ
> 1 C Ë � ªy¹ � ò�Ë ° ÍaÍ D Ë � ªy¹ � òzËPµ|ÍGÍ

� ª�¹�§�¥[¤�ò�®G·|« »
®{¨a·�¤�®G·|©�£z¤g®�«�)¹�¤U¬�¤�¥aª ° ®[Ù�§z©=¥[¤�£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬|®Bªy¬â¤g© ° ·²®G§|± ° ³y©�®a® º|»

ª�¨a·â©�¬|«�¬ F ¤U¦~£4¨W´	ª�¬|ªÆ¨[ªy©�³®a¤�Ù�§�¤U¬ ° ¤�«=]µ4«�§|±�³�¤�£�«�ªy¬�¨[® º
±�§4¨s«� ° «�§�¥L®G¤�¨a·|ªy®B®a¤�Ù�§�¤�¬ ° ¤�¦�©9´�±�¤�¤U¦~£4¨W´ �� «�¥�¤�© ° ·¶«�¬�¤�«�)¨a·�¤�£|¥a¤�½�ªy«�§z® ° ³w©�®[®G¤g® º|»
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»
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»
ªÆ¨[·â©�¹�ªy½�¤U¬�¨W´3£z¤�©�¬|µ	³y©�±z¤�³ �

ð � ð �y����� ¾�Ï9ãLã A 	 Ä�¾�¾�Ê3ãRÁPÃ[ÏlÁ;¿[ß�Ä�É�
�ÄÆÅ�Ê4Ãa¿��ï � «�¥{©=¬3´�£�«�³y´3¹�«�¬ π ∈ An º h(π) = n
©�¬|µ�¨[·�¤ ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨aªy«�¬ ° «�¬|®aªw®W¨L®ªy¬�©�µ�µ4ªy¬�¹�©�£�«�ªy¬�¨

»
ª�¨a·�«�¥[µ4ªy¬|©=¨a¤

p º 1 6 p 6 n º
ªy¬�¨a·�¤�Ö|¥[®G¨�«�¥�®G¤ ° «�¬|µ ° «�³y§�¦~¬�«=&¨[·�¤s£�«�³y´3¹�«�¬ �"¸ ¬~¨a·|¤s£�ª ° ¨[§�¥a¤

»
¤�µ�ªy®G¨aªy¬�¹�§|ªy®a·	¨a·�¤ ° ©�®a¤�®�ª�¬ »

·�ª ° ·¨a·�¤�©�µ�µ4¤�µ	£�«�ªy¬�¨{·z©�®B«�¥[µ4ªy¬|©=¨a¤ p = 1 º 1 < p < n
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« ° ©�®a¤�® p = 1

©=¬zµ
1 < p 6 h(π)
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Ø ·�¤�Ö|¥[®G¨�«�£z¤�¥[©=¨aªy«�¬
ϑ1

£|¥a«4µ4§ ° ¤�®�«�¬�³y´	£z«�³�´3¹�«�¬|® σ
«=]¨W´3£z¤ B ®aªy¬ ° ¤ σ1 = p < n + 1 º

©=¬zµ
1
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«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤s«�n¨a·�¤�Ö|¥L®W¨{®Gªy¦~£�³�¤�£�«�ªy¬�¨�ª�¬�¨a·�¤�³y¤E�¨{³�«
»
¤U¥7£|©l¨[·�«=

σ
Ë/ªy¬�«=¨[·�¤U¥
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«�¥Lµ�®

σjσ
= 1

Í Î /«�¥�¨[·�¤�®a¤�£z«�³�´3¹�«�¬|® º
h(σ) = p

�
Ø ·�¤�®a¤ ° «�¬|µÒ«�£�¤U¥L©l¨[ª�«�¬ ϑ2

£�¥[«4µ4§ ° ¤�®�£�«�³y´3¹�«�¬z® τ
«�7¨W´3£�¤ A /«�¥

p = 1
©�¬|µ

p = n º
®aªy¬ ° ¤�ªy¬Ü¨a·�¤g®G¤ ° ©�®a¤�®

τ1 = n + 1 º
©=¬|µ

1
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τ
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� � «�¥
1 < p < n º

¨[·�¤�®a¤ ° «�¬|µ¶«�£z¤�¥[©=¨aªy«�¬¶£�¥[«4µ4§ ° ¤g®s©�£�«�³y´3¹�«�¬ τ
«�)¨W´�£�¤ C®aª�¬ ° ¤ τ2 = p

ªw®�¨a·�¤�Öz¥[®G¨s®Gªy¦~£�³y¤�£�«�ªy¬�¨�ª�¬	¨[·�¤�³�¤U�¨�³�«
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¤U¥{£|©=¨a·¶«=

τ
� � «�¥{¨a·�¤g®G¤ ° ©�®a¤�® h(τ) = n + 1 − p

�
Ø ·�¤�¬�¨[·�ªy® ° ©=¬	±�¤�®G§�¦~¦�©=¥[ªy¯U¤�µ±3´�©�®a§ °U° ¤�®[®Gªy«�¬¥a§�³y¤�©�®�/«�³�³y« »

®U¼

(n)A → (n + 1)2A (1)B(2)B . . . (n)B (2)C(3)C . . . (n − 1)C
¦~¤�©�¬�ª�¬|¹�¨[·|©l¨s©�£�«�³y´3¹�«�¬	«= ¨W´3£z¤ A ©=¬|µ³w©=±�¤U³

n
£�¥a«4µ4§ ° ¤�®�¼

• 2
£�«�³y´3¹�«�¬|®�«=�¨W´�£�¤ A »

ªÆ¨[·	³w©=±�¤U³w®
n + 1 º

• n
£�«�³y´�¹�«�¬|®�«� ¨W´3£�¤ B »

ªÆ¨[·	¥[¤�®a£�¤ ° ¨[ª�½�¤�³w©=±�¤U³w® 1 º 2 º . . . º n º
• n − 2

£z«�³�´3¹�«�¬|®�«=�¨W´3£z¤ C »
ª�¨a·¶¥[¤�®a£z¤ ° ¨aªy½�¤�³w©=±�¤U³w® 2 º 3 º . . . º n − 1

�

ð � ð � ð ��� ¾�Ï9ãLã B 	 Ä�¾�¾ÆÊ3ãLÁTÃaÏ=Á_¿Lß�Ä�É 
�ÄÆÅ�Ê4Ãa¿	�=ï 3 ¤U¨ π ∈ Bn Î
«�±z®G¤�¥a½�¤�¨a·|©=¨

h(π) = π1
��¸ ¬ � ª�¹�§�¥a¤�ì »

¤�µ4ªy®G¨aªy¬�¹�§�ªy®a·
¨a·|¤ ° ©�®a¤ p = 1

©=¬|µ¨[·�¤�¹�¤�¬�¤U¥[ª °�° ©�®G¤ 1 < p 6 k
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Ø ·�¤�Ö|¥L®W¨{«�£�¤U¥L©l¨[ª�«�¬
ϑ1

£|¥a«4µ4§ ° ¤�®�£�«�³y´�¹�«�¬|® σ
«�+¨W´3£z¤ B ®Gªy¬ ° ¤ σ1 6= n + 1 º

©=¬|µ
1
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»
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h(σ) = p
�

Ø ·�¤�®a¤ ° «�¬|µ¶«�£z¤�¥[©=¨aªy«�¬¶£�¥[«4µ4§ ° ¤g®B/«�¥ p = 1
©�£z«�³�´3¹�«�¬

τ
«=)¨W´3£z¤ B ®Gªy¬ ° ¤ τ1 6= n + 1 º

©=¬|µ
1
¥[¤U¦�©�ª�¬|®B¨a·�¤

«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤�«��¨a·|¤~Ö|¥[®G¨�®Gªy¦~£�³�¤~£�«�ªy¬�¨�ªy¬,¨a·�¤~³y¤E�¨�³�«
»
¤U¥�£|©=¨a· � � «�¥�¨[·�ªw®�£z«�³�´3¹�«�¬

h(τ) = h(π) + 1
� Ø ·�¤�«=¨a·|¤U¥

£�«�³y´�¹�«�¬|®7·|©9½�¤�¨W´3£z¤ D ®Gªy¬ ° ¤ τ1 6= n + 1
©�¬|µ

τ2 = p > 1
ªw®7¨a·�¤�«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤s«�+¨a·�¤�Ö|¥L®G¨{®aª�¦~£�³y¤�£z«�ª�¬�¨Bª�¬�¨a·�¤�³y¤E�¨

³y«
»
¤�¥�£z©l¨a· �
� ¤U¬ ° ¤ h(τ) = h(π) + 1 − p

/«�¥{¨a·�¤g®G¤�£�«�³y´3¹�«�¬z® �
Ø ·�¤�¥a¤U/«�¥[¤ »

¤�·|©9½�¤�¨a·�¤�/«�³�³y«
»
ªy¬�¹�®G§ °�° ¤g®a®aª�«�¬�¥[§�³y¤�/«�¥{¨a·�ªw® ° ©�®a¤�¼

(h)B → (1)B(2)B . . . (h + 1)B (1)D(2)D . . . (h − 1)D.

ð � ð � ����� ¾�Ï9ãLã C 	 Ä�¾�¾�Ê3ãRÁPÃ[ÏlÁ;¿[ß	Ä�É 
�ÄÆÅ�Ê4Ãa¿��gï 3 ¤U¨ π ∈ Cn Î
«�±|®G¤�¥a½�¤�¨a·z©l¨

1 < h(π) < n − 1
� �,¤~µ4ªw®W¨[ª�¬�¹�§�ªw®G·²¨[·�¤

° ©�®G¤ p = n
©=¬zµ�¨[·�¤ ° ©�®G¤g® n − h(π) < p < n
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σ1 = n

σj = πj
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(π) ∈ D
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σj = πj
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= n + 1

τj = πj
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2
(π) ∈ C

mg�"H STq�r�KL�=CGr
h(π) + 1
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= n + 1

τj = p
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p

2
(π) ∈ C

mg�"H SPq�r�KL�=CWr
n − p

�

ý ¡/þ"�+�nÿ�� � Ø ·�¤ ° «�¬|®W¨[¥a§ ° ¨aªy«�¬�/«�¥B£�«�³y´3¹�«�¬z®7«�"¨W´3£�¤ C Ë
»
ªÆ¨[·²®G·|©�£z¤�©�®{ª�¬ � ª�¹ � òzË ° ÍGÍ º

ª�¬¨a·|¤
¨
»
« ° ©�®a¤�® p = n

©=¬|µ
n − h(π) < p < n
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σ1 = p

σj = πj

�yKE�
ϑ

p

1
(π) ∈ D

mU� H SPq�r�KL�=CWr
p − π1 + h(π)
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τ1

= π1 + 1

τj = p

���=�
ϑ

p

2
(π) ∈ C

m�� H SPq�r�KL�=CWr
π1 + 1 − p

�

ý ¡/þ"�+�nÿ	� � Ø ·|¤ ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨[ª�«�¬²/«�¥�£�«�³y´�¹�«�¬|®�«=]¨W´3£�¤ D Ë
»
ª�¨a·Ò®G·z©=£�¤�©�®sªy¬ � ªy¹ � òzËPµ|ÍGÍ º

©=¬|µ
π1 − h(π) < p 6 π1

�

Ø ·�¤sÖ|¥[®G¨{«�£�¤U¥L©l¨aªy«�¬
ϑ1

£�¥[«3µ�§ ° ¤g®�ªy¬©�¬�´ ° ©�®a¤s©�£�«�³y´3¹�«�¬ σ
«=+¨W´3£�¤ D º

®aª�¬ ° ¤ σ1 6= n + 1
©=¬|µ

πj 6= 1
ªy®�¨a·�¤

«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤�«="¨[·�¤�Ö|¥L®W¨�®aª�¦~£�³y¤�£�«�ªy¬�¨�ªy¬	¨a·�¤�³y¤E�¨�³y«
»
¤U¥{£|©l¨[· �
� ¤�¬ ° ¤�/«�¥B¨a·�¤g®G¤�£�«�³y´3¹�«�¬z® h(σ) = p − n + h(π)

�
Ø ·�¤�®a¤ ° «�¬|µ,«�£�¤U¥L©l¨[ª�«�¬ ϑ2

£�¥[«4µ4§ ° ¤�®�«�¬|³�´,£z«�³�´3¹�«�¬|®�«=�¨W´3£z¤ C ��¸ ¬zµ4¤U¤gµ »
·|¤U¬

τ2 = p = n
¨[·�¤U¬

πj 6= 1¥[¤U¦�©=ªy¬|®)¨[·�¤�«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤{«=&¨a·�¤�Ö|¥[®G¨�®aª�¦~£�³y¤B£z«�ª�¬�¨�ªy¬~¨a·|¤�³�¤U�¨�³y«
»
¤�¥]£|©l¨[·

º
©�¬|µ

h(τ) = h(π)+1
/«�¥]¨[·�ªy®�£z«�³�´3¹�«�¬ �

Õ ¬¶¨a·|¤ ° «�¬�¨[¥[©�¥a´ º�»
·�¤�¬

τ2 = p < n
¨[·�¤U¬

p
ªw®B¨[·�¤�«�¥[µ�ª�¬|©=¨a¤�«��¨[·�¤�Ö|¥L®G¨�®Gªy¦~£�³y¤�£z«�ª�¬�¨s«�)¨a·�¤�³�¤U�¨s³�«

»
¤U¥s£|©l¨[·

©=¬zµ
h(τ) = n + 1 − p

/«�¥{¨a·�¤g®G¤�£�«�³y´3¹�«�¬z® � Ø ·�¤U¥[¤E/«�¥a¤ »
¤�·|©9½�¤�¨a·�¤�/«�³�³y«

»
ªy¬�¹�®a§ °�° ¤�®[®aª�«�¬¥[§�³y¤�/«�¥{¨a·�ªw® ° ©�®a¤�¼

(h)C → (2)C(3)C . . . (h + 1)C (1)D(2)D . . . (h)D.

ð � ð � ò ��� ¾�Ï9ãLã D 	 Ä�¾�¾�Ê3ãRÁPÃaÏ=Á_¿LßÄ�É 
�ÄÆÅ=Ê4Ãa¿�
�ï 3 ¤E¨ π ∈ Dn
�s¸ ¬â¨[·�ªw® ° ©�®a¤ º π1 < n

©�¬|µ
πj > 1 º

·|¤U¬ ° ¤ p
¦�©9´¶¬�«�¨

±�¤�¤�Ù�§|©=³&¨[«
1
¬�«�¥

n
�

Ø ·�¤�Öz¥[®G¨s«�£�¤U¥L©l¨[ª�«�¬
ϑ1

£�¥[«3µ�§ ° ¤g®�£�«�³y´�¹�«�¬|® σ
«=)¨W´3£z¤ D ®Gªy¬ ° ¤ σ1 = p < n

©�¬|µ¶¨[·�¤�«�¥Lµ4ªy¬|©l¨[¤�«=)¨a·|¤�Ö|¥L®W¨
®aª�¦~£�³y¤�£z«�ª�¬�¨B«=�¨a·|¤�³�«

»
¤U¥{£|©=¨a·¶ªy®�¨[·�¤�®[©=¦~¤�©�®�/«�¥

π
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Ø ·�¤�®a¤ ° «�¬|µ	«�£z¤�¥[©=¨aªy«�¬ ϑ2
©=³w®a«�£�¥a«4µ4§ ° ¤�®�£z«�³�´3¹�«�¬|® τ

«��¨W´3£�¤ D ®Gªy¬ ° ¤ τ1 = π1 + 1 6= n + 1
©�¬|µ

p 6= 1
ªw®

¨a·|¤�«�¥[µ�ª�¬|©=¨a¤�«= ¨a·�¤�Ö|¥L®W¨�®aª�¦~£�³y¤�£z«�ª�¬�¨Bªy¬�¨[·�¤�³�¤U�¨{³y«
»
¤U¥{£|©l¨[· � � ¤�¬ ° ¤ h(τ) = π1 + 1− p

/«�¥�¨a·|¤�®a¤�£�«�³y´3¹�«�¬|® �
Ø ·�¤�¥a¤U/«�¥[¤ »

¤�·|©9½�¤�¨a·�¤�/«�³�³y«
»
ªy¬�¹�®G§ °�° ¤g®a®aª�«�¬�¥[§�³y¤�/«�¥{¨a·�ªw® ° ©�®a¤�¼

(h)D → (1)2D(2)2D . . . (h)2D.

� ª�¬z©=³y³�´ º�»
¤�¥[¤U¦�©=¥ �â¨[·|©l¨�¨a·�¤£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬

π = 1
±�¤U³y«�¬�¹�®�¨[«²¨a·�¤ ° ³w©�®[® A ©�¬|µÒ¨a·z©l¨�¨[·�¤�ªy¦�©=¹�¤�«={¨a·�ªw®

£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬Ú±3´�¨[·�¤â©=£�£|³�ª ° ©=¨aªy«�¬ ϑ ° «�¬|®aªy®G¨[®~«�s¨[·�¤â£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬ 12 º
±�¤U³y«�¬�¹�ª�¬|¹,¨[«Ü¨a·�¤ ° ³y©�®a® B º

©=¬|µá¨a·�¤
£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬

21 º
®W¨[ª�³y³+±�¤U³y«�¬�¹�ª�¬�¹�¨[«�¨[·�¤ ° ³w©�®[® A � Ø ·�¤�¬	¨a·�¤ ° «�¦~£�³�¤U¨a¤�®a§ °U° ¤�®[®Gªy«�¬¥a§|³�¤�ªw®�¨a·�¤�/«�³�³y« »
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(1)A

(1)A → (2)A (1)B

(h)A → (h + 1)2A (1)B(2)B . . . (h)B (2)C(3)C . . . (h − 1)C
/«�¥

h > 2 º
(h)B → (1)B(2)B . . . (h + 1)B (1)D(2)D . . . (h − 1)D

/«�¥
h > 1 º

(h)C → (2)C(3)C . . . (h + 1)C (1)D(2)D . . . (h)D
/«�¥

h > 1 º
(h)D → (1)2D(2)2D . . . (h)2D

/«�¥
h > 1
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ð � ��� �������.�7#�� '�� %(, #���� )�#� +%(,-".#0/
�='*"��0"�$�, %�,-".# :./
	 ¿UÁ F Ï=É�ß G ôL¿�ÞE¾yÏ9ãLãU¿Rã�ÓWÀ�Ó�ô->U¿LÞEÁPã~Û]Ä�Á�Ç,ãRÄ��g¿�ÀLÊ4É&ÞEÁTÄ$ÓlÉ

n
ÏlÉ&ß¶¾�Ï�ôL¿U¾

k
ï�&Ç�¿UÉøÏlÉzà�ãRÊ|ÞLÞL¿RãRÂ

ãRÄ$ÓlÉøÃRÊ4¾�¿ÓGÀ~Á�Ç|¿sÀEÓ=ÃRÈ
(k)F → (1)G . . . (k)G

Å=Ä��l¿Rã�Ä�ÉøÁ�Ç|¿�¿LåUÊ|ÏlÁTÄ$ÓlÉÀEÓ=Ã�Á/Ç�¿�Å�¿UÉ�¿UÃaÏlÁTÄ�É�Å�ÀLÊ4É�ÞUÁTÄ$ÓlÉ
G(x, y) =

∑

o∈G
xn(o)yk(o)

ÓWÀ�Á/Ç�¿�ÞE¾�ÏlãLã G Ï	ÞLÓlÉ|ÁTÃRÄ$ôUÊ4ÁPÄ$Ó=É

xy

1− y
[F (x, 1) − F (x, y)] ,

Û Ç�¿UÃa¿
F (x, y) =

∑

o∈F
xn(o)yk(o)

Äwã�Á�Ç|¿�Å�¿UÉ�¿UÃaÏlÁTÄ�É�Å�ÀLÊ4É�ÞUÁPÄ$Ó=É�ÀEÓ=Ã�Á�Ç|¿�ÞU¾�Ï9ãLã F ï
� ÓlÃa¿�Å�¿EÉ&¿EÃaÏ=¾�¾�à

	
Ï�ÃRÊ4¾�¿

(k)F → (1 + p)G . . . (k + q)G
ÀEÓlÃ���Ð3¿[ß�Ä�É|Á;¿_Å�¿UÃLã

p
ÏlÉ&ß

q
Å=Ä��l¿Eã�ÏÞLÓlÉ|ÁTÃRÄ$ôUÊ4ÁPÄ$Ó=É

xy

1 − y
[ypF (x, 1) − yqF (x, y)] .

� ÃaÓgÓWÀEï Ø ·�¤ ° «�¬�¨a¥[ªy±�§4¨aªy«�¬�¨[«�¨a·�¤�¹�¤U¬�¤�¥[©=¨aªy¬�¹�/§�¬ ° ¨aªy«�¬ G
«=n«�±��W¤ ° ¨L®]¹�¤�¬�¤U¥L©l¨[¤�µ~©l¨�³y¤U½�¤U³ n+1

/¥[«�¦ ¨a·�¤�«�±��W¤ ° ¨[®©l¨B³y¤U½�¤U³
n
±�´�¨a·�¤�¥[§�³y¤

(k)F → (1)G . . . (k)G
ªy®�¼

∑

o∈F

k(o)
∑

i=1

xn(o)+1yi,

®aª�¬ ° ¤�¤g© ° ·«�±��W¤ ° ¨ o »
ª�¨a·¶®Gªy¯U¤

n(o)
©=¬zµ�³w©=±�¤U³

k(o)
£�¥[«4µ4§ ° ¤�® k(o)

«�±��W¤ ° ¨L® »
ªÆ¨[·	®aª�¯�¤

n(o) + 1
©�¬|µ�¥[¤�®a£�¤ ° ¨[ª�½�¤³w©=±�¤U³

1, . . . , k(o)
� Ø ·�¤�¬¨[·�ªw® ° «�¬�¨[¥aªy±�§4¨[ª�«�¬¥[¤ »

¥[ª�¨a¤�®{©�®

∑

o∈F

xn(o)+1 y − yk(o)+1

1 − y
=

xy

1 − y
(F (x, 1) − F (x, y)).

�

¢ °U° «�¥Lµ4ªy¬�¹â¨[«�¨[·�ªy®~£|¥a«�£z«�®Gª�¨aªy«�¬ »
¤ ° ©=¬ø¤�©�®Gªy³�´Ü¨[¥[©�¬|®a³y©=¨a¤�¨[·�¤¶£�¥[¤U½3ª�«�§|®�®G§ °�° ¤g®a®aª�«�¬Ý¥[§�³�¤	ªy¬á¨[·�¤	/«�³y³�«

»
ªy¬�¹

®a´3®G¨a¤�¦ó«=�/§�¬ ° ¨aªy«�¬|©�³n¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬|®�/«�¥{¨a·�¤�¹�¤U¬�¤�¥[©=¨aªy¬�¹�/§|¬ ° ¨[ª�«�¬|®B«= ¨a·�¤ ° ³y©�®a®a¤�® A º B º C
©�¬|µ D � 3 ¤E¨

A(y) =
∑

π∈A

xn(π)yh(π),

©=¬zµ�µ4¤UÖ|¬�¤�®Gªy¦~ª�³w©=¥[³�´
B(y) º C(y) º

©=¬|µ
D(y)

Ë
»
¤
»
¥[ªÆ¨[¤�¤U×3£|³�ª ° ª�¨a³y´�«�¬|³�´�¨a·|¤�½l©�¥aªw©=±�³y¤�®�¨a·z©l¨{¬�¤U¤gµ�¨a«�±�¤�®a§�±|®G¨aª F¨a§�¨a¤�µzÍ Î ¨[·�¤U¬"¼







































A(y) = x2y2 + 2xyA(y),

B(y) = x2y1 +
xy

1 − y
[A(1) − A(y)] +

xy

1 − y
[B(1) − yB(y)] ,

C(y) =
xy

1 − y

[

yA(1) − y−1A(y)
]

+
xy2

1 − y
[C(1) − C(y)] ,

D(y) =
xy

1 − y

[

B(1) − y−1B(y)
]

+
xy

1 − y
[C(1) − C(y)] + 2

xy

1 − y
[D(1) − D(y)] .

�



� ¥[«�¦ ¨a·�¤�£�¥[¤U½3ªy«�§|®�®a´4®W¨[¤U¦
º"»

¤�®G¤�¤�¨a·|©=¨
A(y)

ªw®�¥[©=¨aªy«�¬|©�³ � ñB¤�£�³y© ° ªy¬�¹ A(1)
©=¬|µ

A(y)
±3´�¨a·�¤�ª�¥�¤U×3£|³�ª ° ª�¨¤E×4£�¥[¤�®[®aª�«�¬|®{ª�¬	¨[·�¤�¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬	/«�¥

B(y)
³y¤�©�µ�®�¨a«�©�¬¶¤�Ù�§|©l¨[ª�«�¬	/«�¥{¨a·|¤�§�¬6�3¬�«

»
¬|®

B(y)
©=¬zµ

B(1)
¨a·|©=¨ ° ©=¬¶±�¤®a«�³y½�¤�µ~±3´�¨a·|¤ ��¤�¥a¬|¤U³|¦~¤U¨a·�«4µ

º
¨a·z©l¨{ªy®

º
©�¦~¤E¨a·|«3µ�/«�¥{®G«�³�½3ªy¬�¹�³yª�¬�¤g©=¥7¤�Ù�§|©l¨[ª�«�¬|®

»
ª�¨a·«�¬�¤ ° ©l¨L©=³yªÆ¨[ª ° ½l©=¥[ªy©�±�³�¤�ë � º�7·|©�£4¨a¤�¥�� ¸G¸R� ���y� í ��� «�ªy¬�¹�¨a·�¤�®[©=¦~¤�¨a·�ªy¬�¹~/«�¥

C(y)
©=¬|µ

D(y) »
¤�«�±4¨[©�ª�¬	¨[·�¤�/«�³y³�«

»
ªy¬�¹~¤E×4£�¥[¤�®[®Gªy«�¬z®U¼



















































A(1) =
x2

1 − 2x
,

B(1) =
x(x − 1)

1 − 2x
+

x√
1 − 4x

,

C(1) =
x2

1 − 2x
+

x√
1 − 4x

,

D(1) = x
1 − 7x + 14x2 − 4x3

(1 − 2x)(1 − 4x)2
+

x(1 − 3x)

(1 − 4x)3/2
.

� «
»
¨a·�¤�¹�¤U¬�¤�¥[©=¨aªy¬�¹�/§�¬ ° ¨[ª�«�¬	/«�¥�®[Ù�§z©=¥[¤�£�«�³y´3¹�«�¬z®�© °U° «�¥Lµ4ª�¬|¹�¨[«�¨[·�¤�¬3§�¦�±�¤U¥s«= £�«�ªy¬�¨[®Bªw®{¹�ªy½�¤�¬±3´

A(1) + B(1) + C(1) + D(1),

©=¬zµ�¨[·�ªy®�´�ªy¤U³wµ�®{¨[·�¤�¥[¤�®a§�³Æ¨B«�±4¨[©�ª�¬�¤gµ�±3´ è ¤U½�¤�¥aªy¬�ª+©�¬|µê�©=¬|®a«�§�¥Bªy¬Üë ìlí �

�����7"8'*�79�� Ë è ¤U½�¤�¥aªy¬�ª F ê�©=¬|®a«�§�¥RÍ / �Ç|¿�Å�¿UÉ�¿UÃaÏlÁTÄ�É�Å�ÀLÊ4É�ÞUÁPÄ$Ó=ÉÒÓGÀ�ãUåEÊ|Ï=Ãa¿�Ô|Ól¾�àUÅ�ÓlÉ|ã�Ï�ÞLÞLÓlÃaß=Ä�É�ÅÁ;Ó�Á/Ç�¿�ãLÄ��g¿�Äwã

2x2(1 − 3x)

(1 − 4x)2
− 4x3

(1 − 4x)
3

2

.

�|�	��ÿ6�3¡��+ÿ��õÿ��"��
sÿ�� �3�n¡/� �
���y��� � �� � � '��69���%�� ' $�/ è Ù�§z©=¥[¤²£z«�³�´3¹�«�¬|® ° «�¬|®aªy®G¨�ªy¬Ú/«�§�¥�£z©l¨a·z®

º
«�¥�$© ° ¤�® º

©�¬|µ
»
¤
»
©�¬�¨�¨a«Ý®G¨a§|µ4´ø¨a·|¤

¬3§�¦�±�¤U¥B«��£�«�ªy¬�¨[®Bªy¬¶¤�© ° ·�«=�¨a·|¤�®a¤�£|©l¨[·|®U¼]ªy¬¶«=¨[·�¤U¥{¨[¤U¥[¦~® »
¤ ° «�¬|®aªyµ4¤�¥�¨a·�¤�¬3§�¦�±z¤�¥[®{«��³y¥a¦~ªy¬ º

¥[³�¦~ªy¬
º
³y¥a¦�©=×

©=¬zµ²¥a³y¦�©l×²ªy¬,®[Ù�§z©=¥[¤�£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬|® �=E Ù�§�ªy½9©�³�¤�¬�¨a³y´ º&»
¤ ° «�¬|®aªyµ4¤�¥�¨[·�¤�¬3§�¦�±z¤�¥�«=�¤�µ�¹�¤�®�ªy¬�¤�© ° ·²$© ° ¤�®�¥[©=¨a·�¤�¥¨a·z©=¬	¨a·�¤�¬3§�¦�±z¤�¥B«=�£z«�ª�¬�¨[® �

¢s®
»
¤�³y«�«��	/«�¥�©�/«�¥[¦�§|³y©~/«�¥s¨[·�¤�¬3§�¦�±z¤�¥�«=�®aª�¦~£�³y¤�®[Ù�§|©=¥[¤�£�¤U¥[¦�§4¨L©l¨aªy«�¬z®

º&»
¤�©=³w®a«

»
©�¬�¨s¨a« ��¤�¤U£²¨[¥[© ° �«=�µ4«�§�±�³y¤�£z«�ª�¬�¨L® � ñB¤ ° ©=³y³n¨[·|©l¨s£�«�³y´3¹�«�¬|®B¦�©9´�·|©9½�¤�¤Uª�¨a·�¤�¥sµ4¤g® ° ¤U¬|µ4ªy¬�¹�«�¥s©�® ° ¤�¬|µ4ªy¬�¹�µ4«�§�±�³y¤�£z«�ª�¬�¨[® º

±|§4¨�¬�«�¨
±�«=¨a·

º
©=¬zµ�¨[·|©l¨s¨a·�¤g®G¤�¨

»
« ° ³w©�®[®G¤g®�©=¥[¤�¦�©=£�£�¤�µ¶«�¬�¤�«�¬�¨a«~¨[·�¤�«=¨[·�¤U¥s±�´	½�¤�¥G¨[ª ° ©=³+®a´3¦�¦~¤U¨a¥[´ � Ø ·|¤�£|©=¥L©=¦~¤U¨a¤U¥L®

»
¤�©�¥a¤�ªy¬�¨a¤U¥[¤�®G¨a¤gµ�ªy¬²©=¥[¤s¨[·�¤U¥[¤E/«�¥a¤�¨[·�¤�/«�³y³�«

»
ªy¬�¹z¼�³y¤E¨

π
±z¤�©�®[Ù�§|©=¥[¤�£z«�³�´3¹�«�¬©�¬|µ

• α(π)
±�¤�¨a·�¤�¬3§�¦�±�¤U¥{«=+¤gµ4¹�¤g®�ªy¬�¨[·�¤�³�¤U�¨�³y«

»
¤U¥�£z©l¨a·«=

π º
¦~ªy¬�§z®�¨[·�¤�¬�§|¦�±�¤U¥{«= µ�¤�® ° ¤U¬zµ4ª�¬|¹�µ4«�§�±�³y¤£z«�ª�¬�¨L® �

• β(π)
±�¤�¨a·|¤�¬�§|¦�±�¤U¥B«=�¤�µ4¹�¤�®{ªy¬	¨a·�¤�³y¤E�¨�§�£|£z¤�¥�£|©l¨[·¶«=

π º
• γ(π)

±�¤�¨a·�¤{¬3§�¦�±z¤�¥]«=z¤gµ4¹�¤g®�ª�¬�¨a·�¤{¥[ª�¹�·�¨�§�£|£z¤�¥]£|©l¨[·�«�
π º
¦~ªy¬�§z®�¨a·�¤{¬3§�¦�±�¤U¥]«��µ4¤g® ° ¤U¬|µ4ªy¬�¹�µ4«�§|±�³�¤£z«�ª�¬�¨L® �

• δ(π)
±�¤�¨a·�¤�¬3§�¦�±z¤�¥B«=)¤�µ4¹�¤�®{ªy¬¨[·�¤�¥[ª�¹�·�¨{³y«

»
¤�¥�£z©l¨a·¶«�

π º
¢s®�±�¤E/«�¥[¤

º
³y¤E¨

`(π)
µ4¤�¬�«=¨[¤�¨a·|¤�¬3§�¦�±�¤U¥�«=Bªy¬�ªÆ¨[ªy©�³�µ�«�§�±�³y¤�£�«�ªy¬�¨[®

º h(π) = k(π) + `(π) º
©�¬|µ

m(π)
±�¤�¨a·|¤

¬3§�¦�±�¤U¥�«��¬|«�¬Òª�¬�ª�¨aªw©=³7µ4«�§�±|³�¤~£�«�ªy¬�¨L®U¼
»
¤~¬�¤U¤gµâ¨[«²¥a¤UÖ|¬�¤�¨a·|¤�£|©=¥L©=¦~¤E¨[¤U¥

h
«={«�§|¥�Öz¥[®G¨�®G§ °U° ¤g®a®aªy«�¬�¥[§�³y¤~±�´µ4ªw®W¨[ª�¬|¹�§�ªw®G·|ª�¬�¹�¨[·�¤ ° «�¬�¨[¥aªy±�§4¨[ª�«�¬«�)µ�«�§�±�³y¤�£z«�ª�¬�¨L®{ª�¬	¨a·|¤�© ° ¨[ª�½�¤�¥a¤�¹�ªy«�¬ �

��� ð � �����!'*��2#���� $�)� � +�7$($�,-".#D'*)�� �./ Ø ·�¤s¥a¤ ° §�¥L®Gªy½�¤ ° «�¬|®G¨a¥[§ ° ¨[ª�«�¬~¹�ªy½�¤U¬�ªy¬ è ¤ ° ¨aªy«�¬�ð�©=³y³�« »
®�¨[«�/«�³y³�«

»
¨[·�¤�®a¤

¬�¤
»
£|©=¥L©=¦~¤U¨a¤U¥L® � �7«�¬|®aªwµ4¤U¥"/«�¥)ª�¬z®W¨L©=¬ ° ¤�¨a·|¤ ° ©�®a¤�«=�©s®[Ù�§z©=¥[¤�£�«�³y´�¹�«�¬ π

«��¨W´3£z¤ A Î ©�® ®a¤U¤�¬�±�¤E/«�¥[¤ º τ = ϑ1
2(π)ªw®�©²®aÙ�§|©�¥a¤~£�«�³y´3¹�«�¬Ò«=�¨W´3£z¤ A Î ±|§4¨�¨a·|ªy® ° ©=¬Ü±�¤�®G£�¤ ° ªÆÖ|¤gµn¼ τ

·|©�®�¬�«²ªy¬�ªÆ¨[ªy©�³7µ4«�§�±�³y¤�£z«�ª�¬�¨L®
º
ªÆ¨L®�³�¤U�¨�³y«

»
¤�¥

£|©=¨a·�ªw®�¥[¤�µ�§ ° ¤gµ~¨a«�¨a·�¤�®G¤�¹�¦~¤U¬�¨ [(1, n + 1), (2, 1)] º
ª�¨[®�«=¨[·�¤U¥�µ4«�§|±�³�¤�£z«�ª�¬�¨L®7©�¥a¤�Ë/¨a·�¤�¨a¥L©=¬z®G³w©l¨[¤�µ~«=LÍ

π �
®�«�¬�¤�®

º©=¬zµ�ª�¬|ªÆ¨[ªy©�³�µ4«�§�±�³y¤£�«�ªy¬�¨[®�«=
π
±�¤ ° «�¦~¤	®aªy¬�¹�³y¤�£�«�ªy¬�¨L®�«� τ �

®�¥[ª�¹�·�¨�§�£�£�¤U¥�£|©=¨a· � Ø ·�ªw®�¹�ª�½�¤�®�¨[·�¤/«�³y³�« »
ªy¬�¹

° «�¬�¨a¥[ª�±�§�¨aªy«�¬¨a«�¨a·�¤�®a§ °�° ¤�®[®aª�«�¬¥[§�³y¤ º
© °�° «�¥[µ4ªy¬�¹�¨a«�¨a·|¤�¥a¤UÖ|¬�¤�µ¦�§|³Æ¨[ª�³w©=±�¤U³ (k, `, m, α, β, γ, δ)

¼

(k, `, m, α, 0, γ, δ)A → (k + ` + 1, 0, m, 1, 0, γ + `, δ + 1)A.
�



ñB¤ ° «�¬z®Gªwµ4¤U¥[ªy¬�¹�©=³y³n¨a·�¤�®G£�¤ ° ªy©�³ ° ©�®G¤g®{³�¤g©�µ�®B¨a«~¨a·|¤�/«�³y³�« »
ªy¬�¹ ° «�¦~£�³y¤E¨a¤�®a§ °�° ¤�®[®aª�«�¬¥[§�³y¤�Ë/ªy¬â®G¤gÙ�§�¤U¬ ° ¤�®{«�)¦�§�³ F¨aªy³w©=±�¤U³w®B«= ¨a·�¤�®[©=¦~¤�®G·z©=£�¤

º
±�«�³wµ	®a´3¦�±�«�³w®B©=¥[¤�§|®G¤gµ�¨[«�¤U¦~£�·|©�®Gªy¯U¤�£|©�¥[©�¦~¤E¨a¤�¥[®�¨a·z©l¨ 5|§ ° ¨a§|©=¨a¤9ÍR¼







































































































































































































(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)A

(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)A → (1, 0, 0, 0, 1, 0, 1)B (2, 0, 0, 1, 0, 1, 0)A

(k, `, m, α, 0, γ, δ)A → (k + ` + 1, 0, m, 1, 0, γ + `, δ + 1)A (k, ` + 1, m, 1, 0, γ, δ)A
(1, 0, m, 0, 1, γ + `, δ + 1)B
(2, 0, m, 1, 1, γ + `, δ)B . . . (k, 0, m, 1, 1, γ + `, δ)B
(k,1, m, 1, 1, γ + ` − 1, δ)B . . . (k, `, m, 1, 1, γ, δ)B
(2, 0, m + ` − 1, 2, 0, γ + 1, δ)C . . . (` + 1, 0, m, 2, 0, γ + `, δ)C
(` + 2, 0, m, 2, 0, γ + `, δ)C . . . (` + k − 1, 0, m, 2, 0, γ + `, δ)C

(k, `, m, α, β, γ, δ)B → (1, 0, m, 0, β + 1, ` + γ, δ + 1)B (k + ` + 1, 0, m, 1, β, γ + `, δ + 1)B
(2, 0, m, 1, β + 1, γ + `, δ)B . . . (k, 0, m, 1, β + 1, γ + `, δ)B
(k,1, m, 1, β + 1, ` − 1 + γ, δ)B . . . (k, `, m, 1, β + 1, γ, δ)B
(1, 0, m + `, α + 1, β, γ, δ)D . . . (` + 1, 0, m, α + 1, β, γ + `, δ)D
(` + 2, 0, m, α + 1, β, γ + `, δ)D . . . (` + k − 1, 0, m, α + 1, β, γ + `, δ)D

(k, `, m, α, 0, γ, δ)C → (k, ` + 1, m, α, 0, γ, δ)C
(2, 0, m + ` − 1, α + 1, 0, γ + 1, δ)C . . . (` + 1, 0, m, α + 1, 0, γ + `, δ)C
(` + 2, 0, m, α + 1, 0, γ + `, δ)C . . . (0, ` + k, 0, m, α + 1, 0, γ + `, δ)C
(1, 0, m, α, 1, γ + `, δ)D . . . (k, 0, m, α, 1, γ + `, δ)D
(k,1, m, α, 1, γ + ` − 1, δ)D . . . (k, `, m, α, 1, γ, δ)D

(k, `, m, α, β, γ, δ)D → (1, 0, m, α, β + 1, γ + `, δ)D . . . (k, 0, m, α, β + 1, γ + `, δ)D
(k,1, m, α, β + 1, γ + ` − 1, δ)D . . . (k, `, m, α, β + 1, γ, δ)D
(1, 0, m + `, α + 1, β, γ, δ)D . . . (` + 1, 0, m, α + 1, β, γ + `, δ)D
(` + 2, 0, m, α + 1, β, γ + `, δ)D . . . (` + k, 0, m, α + 1, β, γ + `, δ)D

��� ��� �������.�7#�� '�� %(, #���� )�#� +%(,-".#0/
�='*"��0"�$�, %�,-".# ��/=< É|à�ãLÊ|ÞLÞL¿Eã[ãRÄ$Ó=É²ÃRÊ4¾�¿�ÓWÀ�ÁTà[Ô�¿

(p, q)F → (1, p + q − 1)G . . . (p, q)G
Å�Ä��9¿Eã�Ä�É²Á/Ç�¿�¿[åUÊ|ÏlÁTÄ$ÓlÉ�ÀEÓlÃ

Á/Ç�¿�Ï9ãLãUÓ�ÞUÄ$ÏlÁ;¿Lß�Å�¿EÉ&¿EÃ[ÏlÁTÄ�É�Å�ÀLÊ4É�ÞUÁPÄ$Ó=É
G(y, z) =

∑

o∈G
xn(o)yp(o))zq(o)

ÓWÀ�Á/Ç�¿�ÞE¾�ÏlãLã G ÏÞLÓlÉ|ÁTÃRÄ$ôUÊ4ÁPÄ$Ó=É

x
y

z − y
[F (z, z)− F (y, z)] ,

Û Ç�¿UÃa¿
F (y, z) =

∑

o∈F
xn(o)yp(o)zp(o)

Äwã�Á/Ç�¿�Å�¿EÉ&¿EÃaÏ=ÁPÄ�É3ÅsÀLÊ4É&ÞEÁTÄ$ÓlÉ�ÀEÓlÃ�Á/Ç�¿�ÞE¾yÏ9ãLã F ï

� ÃaÓgÓWÀEï�¢ °U° «�¥Lµ4ªy¬�¹�¨[«~¨a·�¤�¥[§�³y¤ (p, q) → (1, p + q − 1) . . . (p, q) »
¤�·|©9½�¤�¨a·|©=¨�¼

∑

o∈F

p(o)
∑

i=1

xn(o)+1yizp(o)+q(o)−i =
∑

o∈F

xn(o)+1zp(o)+q(o)

p(o)
∑

i=1

(y

z

)i

=
∑

o∈F

xn(o)+1zp(o)+q(o)
y
z −

(

y
z

)p(o)+1

1 − y
z

.

Ø ·|©=¨�ªy®�¼�¨a·�¤ ° «�¬�¨a¥[ª�±|§4¨aªy«�¬¨a«~¨[·�¤ ° ³w©�®[® G ªw®{¹�ªy½�¤U¬	±3´
x y

z−y F (z, z)− y
z−y F (y, z)

�
�

�='*"��0"�$�, %�,-".# � /=< É|à�ãRÊ|ÞLÞ[¿EãLãRÄ$ÓlÉâÃRÊ4¾�¿�ÓWÀ�ÁTà[Ô�¿
(p, q, r, s)F → (0, 1, p + r, s)G . . . (0, p + 1, r, s + p)G

Å�Ä��9¿Eã�Ä�É
Á/Ç�¿�¿LåUÊ|ÏlÁTÄ$ÓlÉ�ÀEÓlÃ�Á/Ç�¿�Ïlã[ãUÓgÞEÄ$Ï=Á_¿Lß�Å�¿UÉ�¿UÃaÏlÁTÄ�É�Å�ÀLÊ4É&ÞEÁTÄ$ÓlÉ

G(y, z) =
∑

o∈G
xn(o)yp(o)zq(o)wr(o)ts(o)

ÓWÀ�Á/Ç�¿�ÞU¾�Ï9ãLã
G Ï�ÞLÓlÉzÁPÃRÄ$ôUÊ4ÁTÄ$ÓlÉ

x
z

w − tz
[wF (w, 1, w, t) − tzF (tz, 1, w, t)] ,

Û Ç�¿UÃa¿
F (y, z, w, t) =

∑

o∈F
xn(o)yp(o)zq(o)wr(o)ts(o)

Äwã�Á�Ç|¿�Å�¿UÉ�¿UÃaÏlÁTÄ�É�Å�ÀLÊ4É�ÞUÁPÄ$Ó=É�ÀEÓ=Ã�Á�Ç|¿�ÞU¾�Ï9ãLã F ï

� ÃaÓgÓWÀEï Õ ¦~ªÆ¨a¨a¤gµ �
�

�



3 ¤U¨
A(y, z, u, v) =

∑

o∈A

xn(o)yl(o)zk(o)wm(o)uα(o)vβ(o)sγ(o)tδ(o)

»
·�¤�¥a¤

»
¤�«�¬�³y´�ªy¬|µ4ª ° ©l¨[¤�½9©�¥aªw©=±|³�¤g® »

¤�®a§�±|®G¨aª�¨a§4¨[¤�ª�¬	¨a·|¤�¥aªy¹�·�¨ F ·|©�¬|µ�®aªyµ�¤�«="¨[·�¤�¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬|® º
©=¬zµ	®aªy¦�ªy³w©=¥[³�´~/«�¥

B º C
©=¬zµ D � ¢ °U° «�¥Lµ4ªy¬�¹�¨a«¨a·|¤�£�¥[¤U½3ªy«�§|®s£�¥[«�£�«�®aªÆ¨[ª�«�¬|® »

¤ ° ©=¬â¤g©�®aª�³y´	¨a¥L©=¬|®a³w©l¨a¤�¨a·�¤�¥a¤UÖ|¬�¤gµ�®a§ °U° ¤�®[®Gªy«�¬²¥[§�³y¤ªy¬¨[·�¤�/«�³y³y«
»
ª�¬�¹~®a´3®G¨a¤�¦ «�"/§�¬ ° ¨aªy«�¬|©�³+¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬|®�¼











































































































































































A(y, z, u, v) = x2z2us + xzutA(sz, z, 1, 1) + xyuA(y, z, 1, 1)

B(y, z, u, v) = x2zvt + xzvtA(s, 1, 1, 1) +
xzuv

1 − z
(zA(s, 1, 1, 1)− A(s, z, 1, 1))

+
xyuv

s − y
(A(s, z, 1, 1)− A(y, z, 1, 1)) + xzvtB(s, 1, 1, v) + xzutB(sz, z, 1, v)

+
xuvz

1 − z
(zB(s, 1, 1, v) − B(s, z, 1, v)) +

xyuv

s − y
(B(s, z, 1, v) − B(y, z, 1, v))

C(y, z, u, v) =
xz2u2s

w − sz
(A(w, 1, 1, 1) − A(sz, 1, 1, 1)) +

xu2

1 − z
(z2A(zs, 1, 1, 1)− A(zs, z, 1, 1))

+ xyC(y, z, u, 1) +
xz2us

w − sz
(C(w, 1, u, 1) − C(sz, 1, u, 1))

+
xzu

1 − z
(zC(sz, 1, u, 1)− C(sz, z, u, 1))

D(y, z, u, v) =
xuz

w − sz
(wB(w, 1, u, v) − szB(sz, 1, u, v)) +

xu

1 − z
(z2B(sz, 1, u, v)− B(sz, z, u, v))

+
xzv

1 − z
(C(s, 1, u, 1) − C(s, z, u, 1)) +

xvy

s − y
(C(s, z, u, 1) − C(y, z, u, 1))

+
xvz

1 − z
(D(s, 1, u, v) − D(s, z, u, v)) +

xvy

s − y
(D(s, z, u, v) − D(y, z, u, v))

+
xuz

w − sz
(wD(w, 1, u, v) − szD(sz, 1, u, v)) +

xuz

1 − z
(zD(sz, 1, u, v)− D(sz, z, u, v))

�����7"8'*�79 � / &Ç�¿�ãU¿UÃRÄ$¿Rã A 	 B 	 C Ï=É�ß D Ï=Ãa¿�Ïl¾ Å�¿�ôUÃaÏ=Ä$Þ�ãE¿UÃRÄ$¿EãEï

� ÃaÓgÓWÀEï • è ¤E¨a¨aªy¬�¹
y = sz

ªy¬ø¨[·�¤	Ö|¥L®W¨~¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬
»
¤	«�±4¨L©=ªy¬

A(sz, z, 1, 1)
©=¬|µá¨a·|¤U¬

A(y, z, 1, 1)
©=¬|µ

A(y, z, u, v) º
©�³�³+©�¥a¤�¥L©l¨aªy«�¬z©=³nªy¬¨[·�¤�½l©=¥[ªy©�±�³�¤g® �

• è ¤E¨a¨aªy¬�¹
y = sz

©=¬zµ
u = 1 º

¨a·|¤�¨a¤�¥a¦�®�ª�¬
B(s, z, 1, v) ° ©�¬ ° ¤�³�©�¬|µ²ª�¨�¥[¤U¦�©=ªy¬|®s©�¬â¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬â±�¤E¨ »

¤U¤�¬
B(sz, z, 1, v)

©=¬zµ
B(s, 1, 1, v) »

·�ª ° ·Úªy®®G«�³�½�¤�µø±�´á¨a·�¤ ��¤U¥[¬�¤U³B¦~¤U¨a·�«4µæ/«�¥�½9©�¥aªw©=±|³�¤
z
� Ø ·�¤U¬ »

¤
©=£�£|³�´¶¨[·�¤
��¤U¥[¬�¤U³)¦~¤E¨[·�«4µ²/«�¥�½l©�¥aªw©=±�³y¤

y
¨[«�¨[·�¤~«�¥[ª�¹�ª�¬z©=³�¤�Ù�§|©l¨[ª�«�¬

»
ª�¨a·

u = 1 º
¨a«¶¹�¤U¨

B(y, z, 1, v)©=¬|µ
B(s, z, 1, v)

� � ª�¬|©�³�³y´Ò¥a¤U¨a§�¥[¬�ªy¬�¹²©=¹�©�ª�¬Ò¨[«¶¨a·�¤�«�¥aªy¹�ªy¬|©�³]¤�Ù�§|©l¨[ª�«�¬ »
¤�¹�¤E¨

B(y, z, u, v) »
·�ª ° ·�ªw®

¥[©=¨aªy«�¬|©�³&ª�¬	¨a·|¤�½9©�¥aªw©=±|³�¤g®�©�¬|µ�¨a·�¤
��©=¨[©=³w©=¬	¥[¤EÖ|¬�¤�¦~¤U¬�¨�¼

Z0(x; v, t) =
1 − xv + xt −

√

(1 − xv + xt)2 − 4xt

2xt
.

• �,¤�®a§�±4¨[¥[© ° ¨B¨[«~¨a·�¤�¨[·�ª�¥Lµ	¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬ »
ªÆ¨[·

v = 1 º
¨a·|¤�®a©�¦�¤�¤gÙ�§z©l¨aªy«�¬

»
ª�¨a·

v = 1
©=¬zµ

y = sz º
¨a«�¹�¤U¨

©=¬Ò¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬�±�¤E¨
»
¤U¤�¬

C(y, z, u, 1)
©=¬|µ

C(sz, z, u, 1)
�~è ¤E¨a¨aªy¬�¹

y = w
©�¬|µ

z = 1
ª�¬Ò¨[·�ªy®�¤gÙ�§|©l¨[ª�«�¬

¹�ªy½�¤g®
C(w, 1, u, 1)

ªy¬Ü¨a¤�¥a¦�®�«�
C(s, 1, u, 1)

�¶è ¤E¨a¨aªy¬�¹âªy¬|®W¨[¤�©�µ
z = 1

©�¬|µ
y = sz

ªy¬Ü¨a·|ªy®�¤gÙ�§|©l¨[ª�«�¬
¹�ªy½�¤g®

C(sz, 1, u, 1)
ª�¬�¨a¤�¥a¦�®)«=

C(s, 1, u, 1)
� �õª�¨a·�¨a·�¤g®G¤{¤gÙ�§z©l¨aªy«�¬�¨a·|¤�«�¥aªy¹�ªy¬|©�³�¤gÙ�§|©l¨[ª�«�¬�ªw®)¥a¤

»
¥aª�¨G¨[¤U¬

ª�¬	¨[¤U¥[¦~®{«�
C(sz, z, u, 1)

©=¬zµ
C(s, 1, u, 1)

©�¬|µ�¨[·�¤ ��¤�¥a¬|¤U³n¦~¤E¨[·�«4µ�/«�¥B½l©=¥[ªy©�±�³�¤
z
©=³y³y«

»
®�¨a«~¤E×4£�¥[¤�®[®

¨a·�¤g®G¤�®a¤U¥[ª�¤g®
º
©�¬|µ�¨a·�¤�¬

C(y, z, u, v)
©�®{¥L©l¨[ª�«�¬|©=³�/§�¬ ° ¨aªy«�¬z®B«=�¨a·�¤�½l©�¥aªw©=±�³y¤�®{©�¬|µ

Z0(x; u, s) =
1 − xu + xs −

√

(1 − xu + xs)2 − 4xs

2xs
.

• �,¤²®a§�±4¨[¥[© ° ¨~¨a«,¨a·�¤¶/«�§�¥a¨a·æ¤�Ù�§|©l¨[ª�«�¬
º
¨[·�¤²®a©�¦~¤¤gÙ�§z©l¨aªy«�¬

»
ª�¨a·

y = sz º
¨[«Ò¹�¤E¨�©=¬æ¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬ Ë��=Í

±z¤U¨
»
¤�¤U¬

D(y, z, u, v) º D(sz, z, u, v)
©�¬|µ

D(s, z, u, v)
� ¢�£�£�³y´3ª�¬|¹�¨[·�¤ ��¤�¥a¬|¤U³4¦~¤E¨[·�«4µ�/«�¥)¨a·�¤B½l©=¥[ªw©=±�³y¤

y
¨[·�¤U¬�¹�ª�½�¤�®

D(s, z, u, v)
ªy¬Ü¨a¤�¥a¦�®�«=

D(sz, z, u, v) º"»
·�ª ° ·Ý©=³y³y«

»
®�¨a«â¥[¤

»
¥[ª�¨a¤âË���Í�©�®�©=¬Ü¤�Ù�§|©=¨aªy«�¬

±z¤U¨
»
¤�¤U¬

D(y, z, u, v)
©=¬zµ

D(sz, z, u, v)
ªy¬
»
·�ª ° · »

¤ ° ©�¬�®G¤U¨
z = 1

Ë/¨a·�¤�¨[¤U¥[¦�®�«=�¨a·|¤�/«�¥[¦ 1
1−z·|©9½�¤ ° ©�¬ ° ¤�³�³y¤�µzÍ � �Ò¤�¨[·�¤U¬¶«�±4¨[©�ª�¬ D(s, 1, u, v) º D(y, 1, u, v)

©=¬|µ
D(y, z, u, v)

©�®�¥L©l¨aªy«�¬z©=³�/§�¬ ° ¨aªy«�¬|®«= ¨a·�¤�½l©=¥[ªw©=±�³y¤�®
º Z0(x; v, t)

©=¬|µ
Z0(x; u, s)
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sn
ÓGÀ�ãRÄ�È�Ô&¾�¿�ãEåUÊ|ÏlÃ[¿�Ô|Ól¾�àUÅ�ÓlÉ|ã�ÓWÀ�ãRÄ��g¿

n
Äwã

sn = pn − 2(pn − qn),
Û Ç�¿UÃa¿

pn
Äwã~Á�Ç|¿�ÉzÊ4È~ôL¿UÃ~ÓGÀ�ãEåUÊ|ÏlÃ[¿�Ô|Ól¾�àUÅ�ÓlÉ|ãÓWÀ�ãRÄ��g¿

n 	
Ï=É�ß

qn
Äwã�Á/Ç�¿�É|Ê4È�ôL¿EÃ�ÓWÀ�ãUåUÊ|ÏlÃa¿�Ô�Ó=¾�àUÅ�Ó=É�ã�Û]Ä�Á/Ç�ÓlÊ4Á

ß�¿EãUÞL¿EÉ&ßlÄ�É�Å¶ß�ÓlÊ|ôU¾�¿{Ô|ÓlÄ�ÉzÁ$ãUï
� ÃaÓgÓWÀEï

pn − qn
ªy®�¨a·�¤¬�§|¦�±�¤U¥�«��®aÙ�§|©�¥a¤~£�«�³y´�¹�«�¬|®

»
ªÆ¨[·á©l¨�³y¤�©�®W¨�«�¬�¤�µ4¤g® ° ¤U¬|µ�ª�¬�¹âµ�«�§�±�³y¤�£�«�ªy¬�¨ º

©=¬|µ�©�³y®a«
±3´²®G´3¦~¦~¤E¨a¥[´

º
¨a·|¤�¬3§�¦�±�¤U¥�«=�®[Ù�§|©=¥[¤�£�«�³y´�¹�«�¬|®

»
ªÆ¨[·�©l¨�³�¤g©�®G¨s«�¬|¤�©�® ° ¤�¬|µ4ªy¬�¹�µ4«�§�±�³y¤�£�«�ªy¬�¨ ��è ª�¬ ° ¤�©�®[Ù�§|©=¥[¤£�«�³y´�¹�«�¬ ° ©�¬�¬�«=¨B·|©9½�¤�±�«=¨[·²©�® ° ¤U¬zµ4ª�¬|¹~©�¬|µ	µ4¤�® ° ¤�¬|µ4ªy¬�¹�µ4«�§�±|³�¤�£�«�ªy¬�¨L®{¨a·|¤�¥a¤g®G§�³�¨{/«�³y³�« »
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3 ¤U¨ P = A + B + C + D ±z¤�¨a·�¤�¹�¤U¬|¤U¥L©l¨aªy¬�¹�/§�¬ ° ¨aªy«�¬â«��©=³y³"£�«�³y´�¹�«�¬|® � Ø ·�¤U¬¶¨[·�¤�¹�¤U¬�¤�¥[©=¨aªy¬�¹�/§�¬ ° ¨[ª�«�¬â«=
qn º

∑

n qnxn »
ª�¨a·Ò¥[¤�®a£z¤ ° ¨�¨a«¨a·�¤�®aªy¯U¤�ªy®�«�±4¨[©�ª�¬�¤gµâ±3´â£�§�¨G¨aªy¬�¹ y = 0

©�¬|µ
w = 0

ªy¬ P ¨a«¶®G¤�³�¤ ° ¨�£z«�³�´3¹�«�¬|®
»
ª�¨a·�«�§4¨sµ4«�§|±�³�¤�£�«�ªy¬�¨[®

º
©=¬|µ�¨a·|¤�«=¨a·|¤U¥B½l©=¥[ªy©�±�³y¤�®7¨a«

1
¨a«~/«�¥a¹�¤E¨�¨a·�¤�«�¨a·�¤�¥B£|©=¥L©=¦~¤U¨a¤U¥L® � Ø ·�ªw®B¹�ª�½�¤�®�¼

1

2(2 + x)

(

x2(8 − 23x)

(1 − 4x)2
− x3(17 + 4x)

(1 − 4x)3/2

)

.
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1

2 + x

(

x2(4 − 13x + 6x2)

(1 − 4x)2
− 9x3

(1 − 4x)3/2

)

.
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º
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º
¥a³y¦~ª�¬

º
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«�§�³wµø±z¤²ªy¬�¨a¤U¥[¤�®G¨aªy¬�¹Ò¨a«Ü¤U×�¨[¤U¬|µá¨a·|¤
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¨a·|©=¨�ªw®�¨[« ° «�¬|®W¨[¥a§ ° ¨�®[Ù�§|©=¥[¤�£z¤�¥a¦�§4¨[©=¨aªy«�¬|® »
ªÆ¨[·
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ªÆ¨
»
«�§�³wµ²±z¤�¬�ª ° ¤�¨a«�Öz¬|µ�©�±�ª �W¤ ° ¨[ª�«�¬�±�¤E¨ »

¤U¤U¬â¨a·�¤g®G¤�¨
»
« ° ³w©�®[®G¤g® � ¢ »
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»
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X
	;Z��nKLF$VGQgVGVWHwm � �Jm ' CWr 2 Q9I9oRO9m % �Jm 1 CWFPoRORr�Kgm � �Jm 1 HJI�aKLIgHwm � � ��#"-�� K�}BC;STq9OUM9ORrJORoL��t�ORF�SPq9C � IUQ9}BCWFPK[STHJORI�OLt # OR}��9HJI9K[STORF$H�KLr

- ���$CWV;STNG��������x �����"^���bRk����neUe��! E�"	$#%#%#E�'&)(%*,+-&)#g�
X .[Z��&ORrJM9Hwm 1 �Jm 2 ORIlK[STHwm�/7�Jm � KLM9HJVWHJORI9Hwm � �Jm|AgKLIESTHJI9Hwm . �10+q9CBIUQ9}��=CWF]OLt+VWORIUDEC;�~p=CWF$}�QgSPOR}BHJI9OUCGNG�32nb;eUe�fRc;v�f54_klv�dac;k=f�k6�87)9:9%;"<:=$>

? klxA@LdGc;\_xÆv�b�B��Ed/jRh x!C�vy`D�Rx��Rx3E�x�h bRk=fEmlKGDRKLHJr�KL�grJC]CGrJCWV;SPFPORI9HJVGKLrJr ��K[S�qES$STp � F%F NTKLIUSPHJI9Hw� M9NPHw� Q9I9HJ}BHw� H S F FPCWNPCaKLF$V_q F p9KLp�CWF$Na� p9qgp��
X ([Z��&ORQ9NP��Q9C;S"+ .HG rJORQ�m . �JI�b:KGxÆh xÆv�bRvwx�fRkMLN�Rx�c;x jUdGc�h da\�c$dPORQgdac"OSQgda\TmT	$#%#RYgm ( I9H DECWF$NTH S G M9CU�&ORF$M9CGKLQg��m KGDRKLHJr�KL�grJC�CWrJCWVWSPF$ORI9HJVGKLrJr �	K[S

qESPSPp � F%F �+�+��� r�KL�gFPHw� t�F F p=CWF$NTO F �=ORQ9NT�UQ9C;SG�
X &LZ ' HJNTKLIUSPO9mWVn�JmWVlFPORNPHJI9Hwm % �Jm 1 HJIDGKLI9Hwm � �Jm � HJIlKLrJMgHwm"A�� % VWrJORNTCWM�tyORF$}�Q9r�K�t�ORF{STq9C�IUQ9}7��CWFBOLt�VWORIEDECW�p=CWFP}7QgSTOR}BHJIgO�CWNa��X�Qgd

�+h dPOavycPfRklxYOZ��fE`�c;k=bRh�f\[�]|fEu^KGxÆk=bRv�fRc;x_OG\_mD/zORrJQ9}BCZ	S&9�"	a�;m�.%`%`)a�m � *)a��
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qESPSPp � F%F KLrJoRO9� HJI9F$H�Kg� tyF Fgf K,�$ORrJC;Sa�
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