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Introdu
tion
Cette thèse est 
onsa
rée à l'énumération de deux types d'objets intimement liés, à savoir les
artes, ou plongements de graphes dans des surfa
es, et les fa
torisations de permutations, quipermettent de 
oder les 
ara
téristiques topologiques des 
artes. Les motivations pour une telleétude sont variées et issues de domaines très divers.L'étude des fa
torisations de permutations, en lien ave
 
elle des revêtements rami�és de lasphère, remonte aux travaux de A. Hurwitz [73℄, à la �n du 19e siè
le. Il énumère alors les fa
-torisations transitives de permutations quel
onques en produit de transpositions, et obtient uneexpression d'une élégan
e indéniable, qui attend toujours une démonstration purement 
ombina-toire. Ce lien a motivé de nombreuses tentatives d'énumération de fa
torisations de permutationsselon des 
ritères variés et plus ou moins restri
tifs, se traduisant du point de vue des 
artes pardes 
ontraintes lo
ales de degré ou d'adja
en
e [3, 49, 60, 61, 80, 115℄. Un important théorème dûà Belyi permettant de relier 
ourbes algébriques et revêtements de surfa
es de Riemann a

entueen
ore l'intérêt que portent les mathémati
iens aux 
artes. Dans son Esquisse d'un programme,A. Grothendie
k propose alors une appro
he entièrement neuve de l'étude du groupe de Galoisabsolu de Q=Q à travers 
elle de dessins d'enfant [112℄, puisque, 
omme il l'explique, � il y a uneidentité profonde entre la 
ombinatoire des 
artes �nies d'une part, et la géométrie des 
ourbesalgébriques dé�nies sur des 
orps de nombres, de l'autre. �Parallèlement, l'algorithmique des graphes a 
lairement montré l'importan
e du 
on
ept deplanarité, et, plus généralement, des 
ara
téristiques topologiques des représentations de graphes
hoisies : de très nombreux problèmes possèdent des solutions beau
oup plus e�
a
es pour lesgraphes planaires que pour les graphes généraux, à 
ondition du moins de disposer d'un plongementplanaire du graphe 
onsidéré [8, 32, 69, 70, 120℄. La stru
ture des 
artes, plus 
omplexe que
elle des graphes, est par là-même plus expli
ite, et don
 plus propre à l'algorithmique. C'est 
e
onstat qui a poussé divers auteurs à étudier les propriétés 
ombinatoires des 
artes planaires,ave
 en parti
ulier 
omme motivation la re
her
he d'une démonstration du théorème des quatre
ouleurs. Dans 
ette optique, des 
ritères autres que les degrés des sommets ou des fa
es peuventêtre intéressants, 
omme la 
onne
tivité ou le diamètre par exemple. Ces 
ritères typiquementtopologiques ne s'expriment alors pas naturellement en termes de permutations.Les 
artes sont également très étudiées en physique statistique [15, 24, 26, 71℄ : en tant quemodélisations de surfa
es dis
rètes, elles sont plus simples à étudier d'un point de vue aléatoireque les surfa
es 
ontinues. Elles 
onstituent don
 des supports de 
hoix pour les modèles d'Ising oude parti
ules dures ; les 
artes étudiées dans le domaine de la gravité quantique 2-dimensionnellesont don
 toujours dé
orées d'une façon ou d'une autre, par exemple par l'ajout de spins sur les



2sommets. Une méthode d'énumération de 
artes extrêmement puissante a été développée dans 
e
adre, à base d'intégrales de matri
es [130℄. Elle permet d'obtenir très rapidement et sans né
es-siter d'intuition 
ombinatoire des expressions de séries génératri
es, et fournit ainsi des résultatsexa
ts ou asymptotiques. Cette méthode a 
ependant le défaut de n'être pas toujours absolumentrigoureuse, et n'est de toute façon pas tout à fait satisfaisante du point de vue 
ombinatoire, en 
equ'elle ne permet pas de 
omprendre les éventuelles parti
ularités des expressions obtenues (formesimple des 
oe�
ients, algébri
ité des séries...)Les méthodes adéquates pour énumérer des familles de 
artes varient selon les propriétés qui lesdé�nissent. Lorsque 
elles-
i peuvent être traduites en termes de fa
torisations de permutations, lapuissan
e des outils algébriques est un atout indéniable. En parti
ulier, des formules très élégantespeuvent être obtenues en termes de 
ara
tères du groupe symétrique ou de fon
tions symétriques,pour des familles de 
artes de genre quel
onque, et même éventuellement non orientables. Cesméthodes ont 
ependant un 
hamp d'a
tion intrinsèquement limité aux 
ontraintes portant surdes propriétés d'adja
en
e.Dans le 
adre planaire, W. T. Tutte a développé à partir des années 60 tout un arsenal dete
hniques énumératives d'une puissan
e et d'une élégan
e impressionnantes. La série d'arti
lesintitulés � A 
ensus of... � [121, 122, 123℄ a ainsi posé les bases d'une appro
he novatri
e reposantsur la dé
omposition ré
ursive des 
artes à énumérer ; 
ette dé
omposition, une fois traduite entermes de séries génératri
es, fournit des équations auxquelles peut généralement être appliquée
e qu'on appelle la méthode quadratique. La méthode de W. T. Tutte, qui a été étendue en genresupérieur ainsi qu'à 
ertains paramètres 
ompatibles ave
 les dé
ompositions ré
ursives, a permisd'obtenir de très nombreux résultats exa
ts ou asymptotiques, y 
ompris ré
emment [10, 11, 27,28, 53, 124, 128℄.En�n, outre les méthodes d'intégrales de matri
es 
itées plus haut, il 
onvient en
ore de men-tionner l'appro
he bije
tive, i.e. la démar
he 
onsistant à re
her
her des bije
tions permettant de
oder les 
artes par des objets simples, fa
ilement énumérables, tels les mots ou les arbres. Lespremiers résultats de 
e genre ont été obtenus par R. Cori [34℄ et D. Arquès [4℄, et ont permis de
oder les 
artes planaires par des arbres étiquetés. Outre le fait que les démonstrations basées sur
ette appro
he sont parti
ulièrement élégantes, elles ont souvent le mérite d'expliquer l'étonnantesimpli
ité de 
ertaines formules énumératri
es, et de permettre de mieux appréhender la stru
turedes objets. Ce qui peut aboutir à l'élaboration d'algorithmes 
onstru
tifs, voire d'algorithmes degénération aléatoire, et ouvre don
 les portes à l'analyse expérimentale de paramètres pour l'ins-tant in
ontr�lables de manière exa
te. Remarquons au passage la grande rareté d'algorithmes degénération aléatoire pour les graphes planaires.La 
ontribution de 
ette thèse se situe dans le 
adre de deux de 
es appro
hes. D'une part,nous présentons des résultats basés sur une appro
he algébrique des fa
torisations dans le groupesymétrique, en parti
ulier une énumération de m-
onstellations à une seule fa
e mais de genrequel
onque basée sur des évaluations de 
ara
tères du groupe symétrique. D'autre part, nous étu-dions des familles de triangulations planaires véri�ant 
ertaines 
onditions de 
onnexité, pour les-quelles l'appro
he bije
tive est mieux adaptée. Nous obtenons ainsi des démonstrations é
lairantes



3de formules pré
édemment 
onnues, ainsi que des algorithmes de génération aléatoire uniformeparti
ulièrement e�
a
es.Ce manus
rit est 
onstitué d'un 
hapitre préliminaire, suivi de trois parties distin
tes.Le 
hapitre préliminaire présente des rappels sur les fa
torisations de permutations et les 
artes,
ertains résultats 
onnus ainsi que les types de problèmes que l'on 
her
he à résoudre, en insistantnotamment sur la 
omplémentarité des visions algébrique et topologique.La première partie traite de problèmes énumératifs en genre quel
onque vus sous l'angle al-gébrique. Le résultat prin
ipal, exposé au 
hapitre 2, est une formule exprimant le nombre defa
torisations dans Sn de la permutation 
y
lique (1 2 : : : n) en fon
tion des types 
y
liquesimposés aux fa
teurs, ou, de façon équivalente, le nombre de m-
a
tus selon la distribution desdegrés des sommets. Cette expression, obtenue par des manipulations 
ombinatoires à partir dela formule donnée par la théorie des 
ara
tères, met en éviden
e le r�le primordial du genre de lafa
torisation (ou de la 
arte 
orrespondante).Le 
hapitre suivant dé
rit une variante � signée � des m-
onstellations, qui nous permet dereprésenter par des objets topologiques les fa
torisations dans les produits en 
ouronne de Sn etd'un groupe abélien �ni, notamment dans le groupe des permutations signées. Cette représentationrend simple et 
onstru
tive l'énumération des fa
torisations de permutations signées en fon
tiondes fa
torisations dans Sn de la permutation 
orrespondante.Le troisième 
hapitre de 
ette partie dé
rit un opérateur agissant sur les fon
tions symétriqueset permettant de modéliser l'a
tion multipli
ative des 
lasses de 
onjugaison du groupe symétrique.L'introdu
tion de 
et opérateur est essentiellement motivée par le fait qu'un opérateur analogue,mais dé�ni uniquement pour la 
lasse des transpositions, s'est révélé parfaitement adapté à l'énu-mération de fa
torisations en transpositions [56, 59℄. L'opérateur que nous dé
rivons illustre enparti
ulier l'importan
e du type 
y
lique réduit des permutations : de même que l'a
tion d'unetransposition peut être dé
rite indépendamment de l'ordre du groupe symétrique dans lequel elleest plongée, l'a
tion d'une permutation de type 
y
lique quel
onque dépend essentiellement de ses
y
les non triviaux, et non (du nombre) de ses points �xes.La se
onde partie traite quant à elle de problèmes énumératifs dans le 
as planaire, pour desfamilles de 
artes dé�nies par des 
onditions de 
onne
tivité qui ne peuvent être dé
rites en termesalgébriques. Nous utilisons don
 i
i une des
ription topologique des 
artes étudiées, auxquelles nous
her
hons à appliquer une appro
he bije
tive.Cette partie débute au 
hapitre 5 par une introdu
tion à la notion de 
onjugaison d'arbres,proposée par G. S
hae�er pour expliquer la forme remarquablement simple de 
ertaines des ex-pressions obtenues par les méthodes d'énumération de W. T. Tutte. Cette méthode a égalementpermis d'obtenir de nouveaux résultats énumératifs, que 
e soit des formules 
loses [21℄, ou, plusré
emment, des preuves d'algébri
ité de séries génératri
es [23, 22℄.Nous proposons ensuite dans les 
hapitres 6 et 7 des extensions de 
ette méthode permettant deprendre en 
ompte un nouveau paramètre, le degré de 
onnexité des 
artes. Nous nous intéressonsplus pré
isément à des familles de triangulations planes 2- ou 3- 
onnexes, pour lesquelles nousobtenons, d'une part, une démonstration bije
tive des formules énumératri
es, et, d'autre part, des



4algorithmes de génération aléatoire uniforme linéaires. Ce qui est parti
ulièrement remarquabledans le 
as des triangulations 3-
onnexes, puisqu'il s'agit en fait d'un algorithme de générationaléatoire pour une famille de graphes planaires, en vertu du théorème d'uni
ité de plongementdes 
artes 3-
onnexes dû à H. Whitney [129℄. Nos algorithmes garantissent que le tirage se faitexa
tement selon la distribution voulue (il s'agit d'algorithmes dits de � perfe
t sampling �). Au
ontraire, les algorithmes utilisés jusqu'i
i, notamment en physique, engendrent les objets selondes distributions approximatives, dont la distan
e à l'obje
tif n'est même pas garantie [2℄. Lesalgorithmes 
ombinatoires que nous développons gagnent don
 sur deux tableaux : la rapidité etla pré
ision.En�n, la troisième partie présente une digression autour d'une famille d'objets énumérée parla même suite de nombres que les fa
torisations minimales de grands 
y
les en transpositions, lafamille des suites de parking. Après un 
ourt 
hapitre présentant 
es suites ainsi que deux bije
tionsles mettant en jeu, le 
hapitre 9 en propose une généralisation, et en dé
rit quelques propriétés.



Chapitre 1Préliminaires
1.1 Généralités sur le groupe symétriqueCette se
tion est destinée à ré
apituler 
ertaines propriétés de base du groupe symétrique, età �xer la terminologie et les notations qui seront employées dans la suite.Définition 1.1 Soit n un entier stri
tement positif. Le produit de 
omposition munit l'ensembledes permutations de [[1; n℄℄ d'une stru
ture de groupe, appelé groupe symétrique d'ordre n et notéSn. Ce groupe, d'ordre n!, est non abélien dès que n > 3.Étant donné deux permutations � et � dans Sn, on note �� la permutation � Æ � (qui à toutentier i 2 [[1; n℄℄ asso
ie l'entier �(�(i))). La notation en ligne 
onsiste à représenter � par le mot�(1) �(2) : : : �(n).Exemple 1.1 Soit � la permutation appartenant à S9 donnée par :�(1) = 5; �(2) = 8; �(3) = 2; �(4) = 4; �(5) = 1;�(6) = 9; �(7) = 3; �(8) = 7 et �(9) = 6:Alors la représentation usuelle de � est :� = 5 8 2 4 1 9 3 7 6:Définition 1.2 Soit n 2 N� , � 2 Sn, et i 2 [[1; n℄℄. Les images itérées de i par � forment sonorbite, qui est l'un des 
y
les de �. Si ` est le plus petit entier stri
tement positif tel que �`(i) = i,alors le 
y
le (i �(i) : : : �`�1(i)) est un `-
y
le, ou en
ore un 
y
le de longueur `.Plus généralement, la notation (i1 i2 i3 : : : i`) est utilisée pour représenter la permutation quienvoie ij sur ij+1 pour tout j 2 [[1; `� 1℄℄, i` sur i1, et laisse �xes tous les autres points. Une tellepermutation est également appelée `-
y
le.Toute permutation � peut être 
onsidérée de façon unique 
omme le produit (
ommutatif) de
y
les disjoints, 
e qu'on appelle représentation 
y
lique de �. La distribution des longueurs de
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es 
y
les est appelée type 
y
lique de la permutation �.Exemple 1.2 La permutation � dé�nie pré
édemment se dé
ompose en quatre 
y
les, un delongueur 4, deux de longueur 2, et un de longueur 1 :� = (1 5) (2 8 7 3) (4) (6 9):Permuter 
y
liquement les éléments à l'intérieur des 
y
les, ou réordonner les 
y
les, ne 
hangepas la permutation ; les représentations suivantes sont don
 équivalentes à la pré
édente :� = (3 2 8 7) (1 5) (6 9) (4) = (4) (1 5) (9 6) (7 3 2 8) = (9 6) (8 7 3 2) (5 1) (4)ou même : � = (2 8 7 3) (1 5) (6 9):En e�et les 
y
les de longueur 1, également appelés points �xes, sont généralement omis.La manière la plus 
ommode de dé
rire le type 
y
lique d'une permutation 
onsiste à faireappel à la notion de partition d'entier :Définition 1.3 Une partition λ d'un entier n en k parts est un k-uplet dé
roissant (λ1; λ2; : : : ; λk)d'entiers naturels non nuls dont la somme vaut n :
λ = (λ1; λ2; : : : ; λk) ` n si λ1 > λ2 > � � � > λk > 0 et λ1 + λ2 + � � �+ λk = n:L'entier n est la taille de λ, notée jλj, k sa longueur, notée `(λ), et n� k son rang, noté r(λ) :jλj = `(λ) + r(λ):Si `i désigne le nombre de parts de taille i dans λ, on utilise également la notation exponentielle

λ = 1`1 2`2 : : : n`n :Le diagramme de Ferrers asso
ié est 
omposé de n 
ellules ou 
ases réparties en ` lignes delongueurs respe
tives λ1; : : : ; λ`.Exemple 1.3 Le type 
y
lique de la permutation � introduite dans l'exemple 1.1 est don
 donnépar la partition
λ = (4; 2; 2; 1) = 11 22 30 41 50 60 70 80 90 = 11 22 41 = 122 4;dont le diagramme de Ferrers est le suivant :

λ1 = 4λ2 = 2λ3 = 2λ4 = 1
Remarque 1.1 Par un léger abus de langage, la terminologie et les notations 
on
ernant la taille,la longueur et le rang d'une partition seront également employées à propos des permutations pourdésigner la taille, la longueur et le rang de la partition dé
rivant leur type 
y
lique.



1.1 Généralités sur le groupe symétrique 7notation 1.4 Dans la suite, les partitions seront systématiquement désignées par des lettresgre
ques ; même lorsque 
ela ne sera pas expli
itement pré
isé, la i-ème part sera notée par lamême lettre munie de l'indi
e i, et le nombre de parts de taille i par la lettre latine 
orrespondante,également munie de l'indi
e i. Par exemple, la i-ème part d'une partition � est notée �i, et aidésigne le nombre de parts de taille i dans �.Définition 1.5 Dans un groupe G, deux éléments g et h sont dits 
onjugués s'il existe un élémentk 2 G tel que g = khk�1. Cela dé�nit une relation d'équivalen
e sur les éléments de G, dont les
lasses sont appelées 
lasses de 
onjugaison. En parti
ulier, g est lui-même un de ses 
onjugués,et on dé�nit son 
entralisateur Zg 
omme le sous-groupe (non vide) de G suivant :Zg = fk 2 G j kgk�1 = gg:Soit � et � deux permutations de Sn, ave
, en notation 
y
lique,� = (i1 i2 : : : i`) : : : (im im+1 : : : in):Il est alors 
lair que����1 = (�(i1) �(i2) : : : �(i`)) : : : (�(im) �(im+1) : : : �(in)):En parti
ulier, � et ����1 ont même type 
y
lique quelles que soient les permutations � et �
onsidérées. La proposition suivante en dé
oule immédiatement :Proposition 1.2 Deux permutations �1 et �2 appartiennent à une même 
lasse de 
onjugaisonde Sn si et seulement si elles ont le même type 
y
lique.Il existe don
 une bije
tion naturelle entre les partitions de l'entier n et les 
lasses de 
onjugaisondeSn. Pour toute partition λ de n, on note Cλ la 
lasse de 
onjugaison deSn naturellement asso
iéeà λ, et kλ son 
ardinal.Proposition 1.3 Si λ = 1`1 2`2 3`3 : : : n`n et � 2 Sn a pour type 
y
lique λ, alors jZ� j ne dépendque de λ et zλ := jZ� j = 1`1 `1! 2`2 `2! 3`3 `3! : : : n`n `n!En 
onséquen
e : kλ = n!1`1 `1! 2`2 `2! 3`3 `3! : : : n`n `n! :Démonstration. Soit � un élément de Z� ; � ne peut agir sur � qu'en permutant entre eux des
y
les de même longueur, ou1 en opérant une permutation 
ir
ulaire des éléments d'un même 
y
le.Il existe `i! a
tions du premier type sur l'ensemble des `i i-
y
les de �, et i a
tions du se
ond typesur 
ha
un d'eux. Ce qui donne la première formule, dont la se
onde dé
oule immédiatement. �1non ex
lusif, naturellement



8 Chapitre 1. Préliminaires1.2 Graphes et 
artesCette se
tion 
ontient des rappels très rapides sur les graphes et de 
artes, restreints aux dé�ni-tions et propriétés de base de 
es objets, dans l'unique but de �xer 
ertains points de vo
abulaire.On pourra se reporter ave
 pro�t aux livres de C. Berge [13℄, J. L. Gross et T. W. Tu
ker [66℄ ouen
ore W. T. Tutte [126℄ pour des développements plus pré
is. Toutes les notions moins 
lassiquesauxquelles nous feront appel dans la suite seront dé�nies lorsque 
ela s'avérera utile.Définition 1.6 Un graphe (�ni) � est un 
ouple formé d'un ensemble �ni de sommets S� et d'unensemble �ni d'arêtes A�, muni d'une appli
ation � de A� dans l'ensemble des paires d'éléments deS�. Si a 2 A� et �(a) = fs1; s2g, s1 et s2 sont appelés extrémités de a, a est in
idente à 
ha
une deses extrémités (et ré
iproquement), et 
elles-
i sont adja
entes. Une arête dont les deux extrémitéssont 
onfondues est une bou
le. Un ensemble d'arêtes ayant les mêmes extrémités forme une arêtemultiple. Un graphe ne possédant ni bou
le ni arête multiple est dit simple. Le degré d'un sommets est le nombre total d'in
iden
es de s ave
 A�.Définition 1.7 Soit � et �' deux graphes, ' une bije
tion de S� sur S�0 , et  une bije
tion deA� sur A�0 . Le 
ouple (';  ) est un isomorphisme de graphes si 
es bije
tions sont 
ompatiblesave
 les relations d'in
iden
e � et �0 des deux graphes, i.e. si :�0 Æ  = ' Æ �:Deux graphes sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme de graphes entre eux ; la relationainsi dé�nie est une relation d'équivalen
e, dont les 
lasses sont appelées 
lasses d'isomorphisme degraphes, graphes abstraits, ou en
ore graphes non étiquetés. Un isomorphisme de � sur lui-mêmeest appelé automorphisme de �. L'ensemble des automorphismes de �, muni de l'opération de
omposition, a une stru
ture de groupe, noté Aut(�) et appelé groupe d'automorphismes de � .De nombreuses propriétés des graphes étant invariantes par isomorphisme, on identi�e fré-quemment les graphes isomorphes. On utilise alors le simple terme de � graphe � pour quali�erune 
lasse d'isomorphisme de graphes, 
e qui amène naturellement à pré
iser parfois si un grapheest étiqueté ou non pour lever les ambiguïtés éventuelles. En parti
ulier, on pourra s'autoriser àétiqueter seulement les sommets, ou seulement les arêtes, ou 
ertains sommets, selon la pertinen
ed'un tel 
hoix.Une première dé�nition des 
artes repose sur la notion de plongement d'un graphe dans unesurfa
e S, 
'est-à-dire de représentation de 
e graphe par la donnée d'un ensemble S de pointsde S � les sommets � et d'un ensemble A d'ar
s de Jordan ouverts disjoints � les arêtes � telsque 
haque ar
 ait pour extrémités les points 
orrespondant aux sommets extrémités de l'arête
orrespondante. Chaque 
omposante 
onnexe de S n(S[A) est appelée fa
e du plongement. Celui-
i est dit 2-
ellulaire si toutes ses fa
es sont simplement 
onnexes, 
'est-à-dire homéomorphes àun disque.Définition 1.8 Une 
arte topologique est un plongement 2-
ellulaire d'un graphe 
onnexe dans
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Figure 1.1 � Dessins divers d'un même graphe.une surfa
e 
ompa
te sans bord, à déformation 
ontinue près de la surfa
e.Nous ne 
onsidérerons dans la suite que des surfa
es orientables ; les surfa
es 
ompa
tes orien-tables sans bord, ou surfa
es de Riemann, sont entièrement 
lassi�ées, à homéomorphisme près,par leur genre, qui est un entier naturel égal au nombre de tores qu'il faut re
oller pour obtenir unesurfa
e homéomorphe. On dé�nit ainsi le genre d'une 
arte 
omme étant le genre de sa surfa
e deplongement. Une 
arte est dite planaire si elle est de genre 0, 
'est-à-dire dessinée sur la sphère :
ette terminologie vient du fait que toute 
arte dessinée sur la sphère peut être dessinée dans leplan grâ
e à une proje
tion stéréographique.La �gure 1.1 représente plusieurs dessins d'un même graphe dans le plan. Le premier n'enest pas un plongement, puisque deux arêtes se 
oupent. Les deux suivants sont des plongements
orrespondant à la même 
arte topologique, tandis que le dernier ne peut pas être obtenu à partirdes pré
édents par déformation de la surfa
e et 
orrespond don
 à une autre 
arte.La notion d'in
iden
e entre sommet et arête peut être étendue : un sommet s (resp. une arête a)et une fa
e f sont dits in
idents l'un à l'autre si s (resp. a) est 
ontenu(e) dans la frontière de f .Toute arête est in
idente à deux sommets (distin
ts ou non) et à deux fa
es (éventuellement deuxfois la même). En revan
he, un sommet (resp. une fa
e) peut être in
ident(e) à un nombre arbitraired'arêtes ou de fa
es (resp. de sommets), toujours 
ompté(e)s ave
 multipli
ité.Définition 1.9 On appelle degré d'une fa
e (resp. d'un sommet) le nombre d'in
iden
es de 
ettefa
e ave
 des arêtes ou, de façon équivalente, ave
 des sommets (resp. des fa
es). Un 
oin est unein
iden
e entre une fa
e et un sommet, et 
orrespond don
 à la su

ession de deux arêtes autourde la fa
e ou du sommet 
on
erné(e).Une 
ara
téristique très importante des 
artes est donnée par la formule d'Euler, qui relie lesnombres de sommets, d'arêtes et de fa
es d'une quel
onque 
arte de genre g :Proposition 1.4 (formule de la 
ara
téristique d'Euler) Les nombres d'arêtes a(C), desommets s(C) et de fa
es f(C) d'une 
arte C de genre g véri�ent la relation suivante :s(C)� a(C) + f(C) = 2� 2g:On peut, 
omme pour les graphes, dé�nir des isomorphismes de 
artes, et distinguer les 
artesétiquetées ou non étiquetées. Une notion parti
ulièrement importante est 
elle d'enra
inement :enra
iner une 
arte 
onsiste à 
hoisir une de ses arêtes et à orienter 
elle-
i pour obtenir un objet
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Figure 1.2 � Deux 
artes enra
inées non isomorphes.dont le groupe d'automorphismes est trivial. Le sommet origine de l'arête ra
ine est appelé sommetra
ine, et la fa
e située à droite de l'arête ra
ine est la fa
e ra
ine. La �gure 1.2 représente deuxenra
inements di�érents d'un même 
arte (non enra
inée) ; dans les deux 
as, l'arête ra
ine estrepérée par une �è
he, la fa
e ra
ine est la fa
e grisée, et le sommet ra
ine est le sommet noir.Un plongement parti
ulier d'un graphe dans une surfa
e est 
ara
térisé par l'ordre 
y
liquedes arêtes autour de 
haque sommet ; 
eux-
i déterminent don
 une permutation de l'ensembledes extrémités d'arêtes. De même, l'ordre 
y
lique des arêtes autour des fa
es détermine unepermutation de l'ensemble des 
�tés d'arêtes. Dans le 
adre orientable, il est possible de 
onfondre
es deux notions (extrémités ou 
�tés d'arêtes, i.e. in
iden
es sommets � arêtes et fa
es � arêtes)en 
e que nous appellerons demi-arêtes ou brins. Ce
i permet de donner la dé�nition alternativesuivante :Définition 1.10 Soit n un entier positif. Une 
arte 
ombinatoire à n arêtes est un triplet (�; �; ')de permutations de l'ensemble [[1; 2n℄℄ (dont les éléments sont appelés brins), véri�ant les 
onditionssuivantes :� � est une involution sans point �xe ;� ��' est la permutation identité ;� h�; �; 'i agit transitivement sur l'ensemble des brins.Les 
y
les des permutations �, � et ' sont respe
tivement appelés arêtes, sommets et fa
es de la
arte (�; �; ').Exemple 1.4 La �gure 1.3 illustre 
ette dé�nition, en représentant de manière � graphique � la
arte 
ombinatoire suivante :8>><>>:� = (1 4) (2 8) (3 13) (5 12) (6 16) (7 15) (9 10) (11 14)� = (1 2 3) (4 5 6 7) (8 9 10 11) (12 13 14 15) (16)' = (1 13 5) (2 4 15 11 9) (3 8 14) (6 12 7 16) (10)Il s'agit d'une 
arte à 16 brins, 8 arêtes, 5 sommets et 5 fa
es. Les arêtes sont matérialisées parun sommet noir entre les deux brins 
orrespondant. Les brins 
orrespondant à la fa
e grisée sontreprésentés en pointillé.
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1 23

4 567
8 9 1011 12

13141516� �Figure 1.3 � Exemple de 
arte 
ombinatoire.Cette dé�nition est la tradu
tion, en termes de permutations, de la dé�nition des 
artes étique-tées. On peut également dé�nir en 
es termes les autres types de 
artes. En parti
ulier, une 
arteenra
inée est une 
lasse d'équivalen
e de la relation d'isomorphisme suivante : soit C = (�; �; ')et C0 = (�0; �0; '0) deux 
artes 
ombinatoires étiquetées. C et C' sont isomorphes s'il existe unepermutation # de l'ensemble des brins dont 1 est un point �xe véri�ant �# = #�0, �# = #�0, et'# = #'0, autrement dit un réétiquetage des brins autres que le brin 1.On pourra se reporter par exemple à [126℄ ou [35℄ pour plus de détails sur les 
artes 
ombina-toires, en parti
ulier leurs automorphismes, ainsi que la notion d'orientabilité.
1.3 Produits de transpositionsUn ensemble générateur de Sn Une des 
lasses de 
onjugaison de Sn joue un r�le prépondé-rant : 
elle des 
y
les de longueur 2 ou transpositions. Leur première propriété, et non la moindre,est que 
es permutations en quelque sorte � élémentaires � engendrent Sn en tant que groupe.Considérons en e�et une permutation 
y
lique 
 = (i1 i2 i3 : : : ik): Alors 
 peut s'é
rire 
ommeproduit de k � 1 transpositions :
 = (i1 i2) (i2 i3) : : : (ik�1 ik):Comme toute permutation � peut s'é
rire 
omme produit de 
y
les à supports disjoints 
1 
2 : : : 
`,on obtient le lemme suivant :Lemme 1.5 Toute permutation � peut s'é
rire 
omme produit de r(�) transpositions.Un tel produit n'a naturellement au
une raison d'être unique, puisque les 
y
les eux-mêmespossèdent plusieurs fa
torisations qui ne di�érent pas seulement par l'ordre des fa
teurs ; ainsi,



12 Chapitre 1. Préliminairespar exemple, (i1 i2 i3 : : : ik) = (i1 i2) (i2 i3) : : : (ik�1 ik)= (i2 i3) : : : (ik�1 ik) (ik i1)= (i3 i4) : : : (ik i1) (i1 i2)= : : :Il s'agit là de k fa
torisations distin
tes du 
y
le 
 = (i1 i2 i3 : : : ik), puisque les fa
teurs utilisésne sont pas les mêmes. Des esprits 
hagrins pourraient 
ependant arguer qu'ils ne sont pas intrin-sèquement di�érents, puisqu'ils se déduisent les uns des autres en 
onjuguant 
haque fa
teur parle 
y
le 
 lui-même :
 = 


�1 = 
(i1 i2)
�1 
(i2 i3)
�1 : : : 
(ik�1 ik)
�1= (i2 i3) : : : (ik�1 ik) (ik i1):Les fa
torisations suivantes devraient les satisfaire :(i1 i2 i3 : : : ik) = (i1 ik) (i1 ik�1) : : : (i1 i3) (i1 i2)= (i1 ij) : : : (i1 i2) (ij ij+1) : : : (ik�1 ik)= (i1 ij) : : : (i1 i2) (ij ik) : : : (ij ij+1)
ha
une d'entre elles pouvant naturellement se dé
liner de manière variée 
omme la pré
édente. Lelemme 1.5 n'a�rme don
 bien que l'existen
e d'une fa
torisation et non son uni
ité, et donne deplus une borne sur le nombre de transpositions né
essaires. Ré
iproquement, on peut se demanders'il est possible de fa
toriser une permutation � donnée en moins de r(�) transpositions. Le lemmesuivant répond à 
ette question :Lemme 1.6 Soit � une permutation quel
onque, et � la transposition (i j). Alors les permutations�� et �� ont� un 
y
le de plus que � si i et j appartiennent au même 
y
le de �� un 
y
le de moins que � sinon.Don
 r(��) = r(��) = r(�) � 1. En parti
ulier, un produit de k transpositions de Sn possède aumoins n� k 
y
les, i.e. son rang est au plus k, et a même parité que k.Démonstration. Pour toutes suites d'entiers � � � et Æ Æ Æ (éventuellement vides), les égalitéssuivantes sont véri�ées : 8>>>>><>>>>>: (i � � � j Æ Æ Æ) (i j) = (i Æ Æ Æ) (j � � �)(i � � �) (j Æ Æ Æ) (i j) = (i Æ Æ Æ j � � �)(i j) (i � � � j Æ Æ Æ) = (i � � �) (j Æ Æ Æ)(i j) (i � � �) (j Æ Æ Æ) = (i � � � j Æ Æ Æ)
e qui montre la première partie du lemme. Un raisonnement par ré
urren
e sur k montre im-médiatement la se
onde partie : la propriété est évidente pour k = 0, et d'après 
e qui pré
ède,



1.3 Produits de transpositions 13tout produit de transpositions �k : : : �2 �1 a au plus un 
y
le de moins que �k�1 : : : �2 �1, qui, parhypothèse de ré
urren
e, a au moins n� k+1 
y
les ; �k : : : �2 �1 a don
 au moins n� k 
y
les. �Ces propriétés justi�ent la terminologie de longueur transpositionnelle qui est souvent utiliséepour désigner le rang d'une permutation. D'autre part, le lien entre le rang d'une permutation �et la parité des longueurs des produits de transpositions égaux à � rend bien dé�ni le morphismeappelé signature :Définition 1.11 Une permutation est dite paire ou impaire selon la parité de son rang, i.e.selon la parité de la longueur d'une quel
onque de ses fa
torisations en produit de transpositions.L'ensemble des permutations paires de Sn forme un groupe appelé groupe alterné d'ordre n,noté An.Proposition 1.7 Il existe un unique morphisme non trivial de Sn dans f�1g ; il est appelésignature, noté " et véri�e, pour toute transposition � , "(�) = �1, 
e qui le dé�nit entièrement :pour toute permutation �, "(�) = (�1)r(�):En parti
ulier, Ker " = An, et An est don
 un sous-groupe d'indi
e 2 de Sn.Remarquons que l'utilisation de la notation " (plut�t que "n) pour désigner la signature dansSn ne 
onstitue pas un abus de langage ; en e�et, toute permutation � appartenant à Sn peutégalement être 
onsidérée 
omme un élément de Sm pour tout entier m > n, en posant �(i) = ipour tout i 2 [[n+ 1;m℄℄. Et il est 
lair qu'alors "n(�) = "m(�), de même que rn(�) = rm(�).On dira qu'une partition λ est paire ou impaire selon la parité des permutations de type
y
lique λ, et on étendra la terminologie signature, ainsi que la notation ", aux partitions.Lien ave
 les graphesDéfinition 1.12 Soit T un ensemble de transpositions de Sn ; le graphe asso
ié à T est le graphe�T dont les sommets sont étiquetés f1; : : : ; ng et dont les arêtes sont les éléments de T .Soit �` : : : �2 �1 un produit quel
onque de transpositions ; le graphe asso
ié à 
e produit est legraphe dont les sommets sont étiquetés f1; : : : ; ng et les arêtes � éventuellement multiples � sontnumérotées f1; : : : ; `g, l'arête numérotée i ayant pour extrémités les sommets transposés par �i.Proposition 1.8 Un ensemble de transpositions T engendre Sn si et seulement si le graphe �Test 
onnexe.Démonstration. Si T engendre Sn, pour tout 
ouple (i; j) d'éléments de [[1; n℄℄, il existe deséléments �1; : : : ; �` de T tels que (i j) = �` : : : �2 �1:



14 Chapitre 1. PréliminairesPour tout � 2 T , et tout k 2 [[1; n℄℄, les sommets k et �(k) de �T sont soit 
onfondus, soit adja
ents.Les sommets i, �1(i), �2 �1(i), . . . , �` : : : �2 �1(i) forment don
 un 
hemin de i à j dans �T ; i et jappartiennent don
 à la même 
omposante 
onnexe de �T , et 
ela pour tous sommets i et j. �Test don
 
onnexe.Ré
iproquement, si �T est 
onnexe, entre tous sommets i et j, il existe un 
hemini0 = i ; i1 ; i2 ; : : : ; i` ; i`+1 = j:Par dé�nition de �T , 
ela signi�e que, pour tout k 2 [[0; `℄℄, la transposition �k = (ik ik+1) appar-tient à T . Or, ave
 
ette notation,(i j) = �0 �1 �2 : : : �`�1 �` �`�1 : : : �2 �1 �0:Le sous-groupe de Sn engendré par T 
ontient don
 l'ensemble des transpositions de Sn ; il s'agitdon
 de Sn lui-même. �Les ensembles générateurs minimaux sont don
 formés de n � 1 transpositions, et le graphequi leur est asso
ié est un arbre. Un de 
es ensembles est parti
ulièrement remarquable : 
elui destranspositions élémentaires �i = (i i+1) pour i 2 [[1; n� 1℄℄. Sn admet la présentation de groupesuivante :
 �1; : : : ; �n�1 �� �2i = 1 ; �i�j = �j�i si ji� jj > 2 ; �i�j�i = �j�i�j si ji� jj = 1 � :
Fa
torisations minimales de grands 
y
les On peut déduire de 
e qui pré
ède le théorèmesuivant :Théorème 1.1 (Dénes [41℄) Le produit de n�1 transpositions de Sn est un n-
y
le si et seule-ment si le graphe asso
ié est un arbre.La formule donnant le nombre d'arbres étiquetés sur les sommets est 
onnue depuis Cayley, etpeut par exemple être démontrée à l'aide du 
odage de Prüfer :Théorème 1.2 (Cayley) Le nombre d'arbres à n sommets étiquetés 1; 2; : : : ; n est égal à nn�2.Un ensemble de n � 1 transpositions 
orrespond à (n � 1)! produits distin
ts, obtenus ennumérotant les arêtes du graphe asso
ié de toutes les manières possibles. Or (n�1)! est égalementle nombre de permutations 
ir
ulaires dans Sn, et 
ha
une a naturellement le même nombrede fa
torisations minimales en produit de transpositions. D'où le théorème suivant, 
orollaireimmédiat des deux pré
édents :Théorème 1.3 (Dénes [41℄) Le nombre de dé
ompositions minimales en produit de transposi-tions d'une permutation 
ir
ulaire de n éléments est nn�2.



1.3 Produits de transpositions 15Noter que 
ela ne signi�e absolument pas qu'à 
haque arbre, i.e. à 
haque ensemble de n� 1transpositions engendrant Sn, 
orrespond une des fa
torisations d'un grand 
y
le donné. Un arbrene peut pas, dans le 
as général, être numéroté de manière à engendrer l'ensemble des (n � 1)!grands 
y
les de Sn. La bije
tion dé
rite 
i-dessus n'est qu'une bije
tion entre l'ensemble de toutesles fa
torisations minimales de tous les n-
y
les de Sn et l'ensemble de toutes les numérotationsde tous les arbres de Cayley à n sommets. La �gure 1.4 montre les deux 
as extrêmes de l'arbreen étoile et de l'arbre �liforme.
1234 5

n
(a) Les (n�1)! numérotations de l'arbre � enétoile � donnent (n� 1)! produits di�érents.

1 2 3 4 n�1 n
(b) Les (n� 1)! numérotations de l'arbre� �liforme � n'en donnent que 2n�2.Figure 1.4 � Les deux 
as extrémaux.Intuitivement, on sent que moins l'arbre est rami�é, plus les fa
teurs sont sus
eptibles de
ommuter, et don
 plus le nombre de permutations 
ir
ulaires distin
tes obtenues par produit destranspositions est faible. Plus pré
isément :Théorème 1.4 (Eden-S
hützenberger [48℄) Si T est un arbre dont le sommet étiqueté i,pour tout i 2 [[1; n℄℄, a pour degré di, alors le nombre de permutations 
ir
ulaires obtenues 
ommeproduit de ses n� 1 arêtes est : nYi=1 di!Nous dé
rivons 
ependant au paragraphe suivant une appli
ation bije
tive de l'ensemble desfa
torisations minimales d'un grand 
y
le dans l'ensemble des arbres de Cayley. Nous proposonsde plus au 
hapitre 8 une démonstration bije
tive alternative du théorème 1.3 à l'aide de suites deparking.Lien ave
 les 
artes Une démonstration bije
tive du théorème 1.3 a été donnée par P. Mosz-kowski [99℄. En voi
i une reformulation. Considérons un arbre A à n sommets, numéroté mais nonétiqueté, et dont l'un des sommets r est distingué. A peut être 
anoniquement étiqueté en donnantà r l'étiquette n, puis à 
haque sommet s le numéro de l'arête in
idente à s appartenant à l'unique
hemin reliant r et s. En oubliant la numérotation des arêtes et l'enra
inement de A, on obtientun arbre étiqueté. Cette 
onstru
tion étant manifestement bije
tive, 
ela montre que les arbresenra
inés numérotés à n sommets sont 
omptés par la formule nn�2.Ce sont 
es arbres que la 
onstru
tion de P. Moszkowski met en bije
tion ave
 les fa
torisationsen transpositions d'un grand 
y
le donné de Sn, par exemple 
 = (1 2 : : : n). Pour toute
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4 8 5 3 7 1 92 6
(a) Un arbre enra
iné numéroté.

 ! 8 7 96 1 10
54

2 34 8 5 3 7 1 9 2 6
(b) L'arbre de la fa
torisation 
orrespondante de 
 :
 = (4 5) (7 9) (1 10) (3 5) (6 9) (7 8) (1 9) (2 5) (1 5).Figure 1.5 � Illustration de la bije
tion de P. Moszkowski.fa
torisation T = �n�1 : : : �2 �1 de 
, l'arbre obtenu à partir de l'arbre �T en marquant le sommetétiqueté 1, puis en supprimant les étiquettes, est un arbre enra
iné numéroté à n sommets.Ré
iproquement, soit A un arbre à n sommets, enra
iné et numéroté. La 
onstru
tion inverse
onsiste à étiqueter les sommets de A pour obtenir l'arbre d'une fa
torisation de 
. Pour 
ela, a�e
-ter l'étiquette 1 au sommet ra
ine r, poser e = 2, puis 
onsidérer le plus long 
hemin s0; s1; : : : ; skdans A d'origine s0 = r véri�ant :pour tout i 2 [[1; k℄℄, l'arête ai = (si�1; si) est l'arête d'extrémité si�1 possédant le pluspetit numéro stri
tement supérieur aux numéros des arêtes a1; : : : ; ai�1.A�e
ter alors à sk l'étiquette e = 2, in
rémenter e, puis itérer le pro
édé pré
édent à partir dusommet sk, tant que e 6 n. On obtient ainsi un arbre étiqueté et numéroté, et le produit detranspositions 
orrespondant est manifestement une fa
torisation de 
. La �gure 1.5 illustre 
ette
onstru
tion.Cette manière de voir les 
hoses met en lumière le lien étroit entre produits de transpositionset 
artes ; 
onsidérons en e�et l'unique plongement de l'arbre A satisfaisant la propriété suivante :l'ordre 
y
lique des arêtes autour de 
haque sommet respe
te leur numérotation� 
'est-à-dire l'unique plongement de A tel que, pour 
haque sommet s, si les indi
es des arêtesin
identes sont i1 < i2 < � � � < id, alors 
es arêtes apparaissent, en tournant en sens dire
t autourde s, dans l'ordre i1; i2; : : : ; id, ave
 une unique des
ente par sommet. Alors, 
omme l'illustre la�gure 1.5, le produit des transpositions se lit littéralement en suivant le bord de l'arbre à maingau
he2 : 
haque sommet s est envoyé sur son voisin par l'arête de plus petit indi
e qui lui estin
idente, puis réexpédié le long de la plus petite arête d'indi
e supérieur, jusqu'à arriver sur unsommet t via l'arête d'indi
e maximal in
idente à t : t est alors l'image de s par le 
y
le produit 
.Fa
torisations minimales d'une permutation quel
onque De 
e qui pré
ède dé
oule im-médiatement une formule énumérative pour le nombre de dé
ompositions d'une permutation � detype 
y
lique donné � quel
onque en un produit de r(�) transpositions :2
'est-à-dire en � tenant l'arbre de la main gau
he �



1.4 Les différents types de fa
torisations 17Proposition 1.9 Le nombre de dé
ompositions minimales en transpositions d'un élément quel-
onque de la 
lasse de 
onjugaison C� de Sn est :� r(�)�1�1; : : : ; �`�1� ��1�21 : : : ��k�2k :
1.4 Les di�érents types de fa
torisationsD'une façon plus générale, une fa
torisation ordonnée de longueur m d'une permutation �appartenant à Sn est un m-uplet (�1; �2; : : : ; �m) d'éléments de Sn tel que� = �m �m�1 : : : �2 �1:Les propriétés des fa
torisations ordonnées d'une permutation donnée sont très étudiées � et enparti
ulier leurs propriétés énumératives. Les motivations très variées font que diverses 
onditionspeuvent être imposées aux fa
teurs. Nous dé
rivons i
i les 
ontraintes les plus 
ourantes.Le type 
y
lique des fa
teurs Une manière de généraliser 
e qui a été vu à la se
tion pré-
édente 
on
ernant les fa
torisations en transpositions 
onsiste à imposer à 
haque fa
teur defaire partie d'une 
lasse de 
onjugaison donnée de Sn. Le problème est alors le suivant : étantdonné une permutation � appartenant à la 
lasse de 
onjugaison C� de Sn, 
ombien existe-t-il defa
torisations (�1; �2; : : : ; �m) de � véri�ant8i 2 [[1;m℄℄; �i 2 C�i ?On se pla
e alors dans le 
adre d'un problème de théorie des groupes auquel une réponse trèsgénérale est fournie par la théorie des représentations. La formule obtenue est 
ependant peuutilisable en pratique, et nous en proposons au 
hapitre 2 une dérivation nettement plus parlantedans le 
as des fa
torisations de permutations 
y
liques.Remarquons que, d'après le lemme 1.6, pour toutes permutations � et � ,r(��) 6 r(�) + r(�):Ce
i entraîne en parti
ulier que les types 
y
liques imposés aux fa
teurs doivent véri�er l'inégalitésuivante pour qu'il puisse exister des fa
torisations de � :mXi=1 r(�i) > r(�): (1.1)Il ne s'agit bien entendu pas d'une 
ondition su�sante : en parti
ulier, la signature de � ajouteune 
ondition sur la parité de Pmi=1 r(�i). L'une des qualités de la formule énon
ée au 
hapitre 2est que les 
as de nullité sont immédiatement repérables.



18 Chapitre 1. PréliminairesLa minimalité On peut également s'intéresser au 
as extrêmemXi=1 r(�i) = r(�); (1.2)en imposant éventuellement également le type 
y
lique des fa
teurs : 
'est 
e que nous avons
onsidéré à la se
tion pré
édente, d'abord pour les grands 
y
les, puis pour les permutations detype 
y
lique quel
onque, en imposant aux fa
teurs d'être des transpositions.La transitivité Cette 
ondition impose que le groupe h �1; �2; : : : ; �m i engendré par les fa
teursagisse transitivement sur l'ensemble [[1; n℄℄. Cette 
ondition est motivée par l'interprétation quipeut être faite des fa
torisations de permutations en termes de revêtements rami�és de surfa
esde Riemann, et dé
oule de la 
onnexité de 
elles-
i. Pour une présentation plus pré
ise des liensentre produits de permutations et revêtements de surfa
es, on pourra se reporter par exemple à[3, 49, 73, 80, 115, 131, 132℄.Dans le 
as où les fa
teurs sont des transpositions, la transitivité du groupe engendré se traduitpar l'existen
e d'un 
hemin entre tout 
ouple de sommets du graphe asso
ié, i.e. par la 
onnexitédu graphe ; la transitivité est don
 une 
ondition équivalente, d'après la proposition 1.8, à la
ondition h �1; �2; : : : ; �m i = Sn:Les fa
torisations de grands 
y
les en transpositions véri�ent don
 
ette 
ondition, tandis que lesfa
torisations minimales en transpositions d'une quel
onque autre permutation ne la véri�ent pas.La transitivité impose don
 en général une 
ondition sur les rangs des fa
teurs plus res-tri
tive que la 
ondition 1.1. Considérons le 
as des fa
torisations en transpositions. Soit T =(�1; �2; : : : ; �m) une fa
torisation transitive d'une permutation � appartenant à Sn. Alors �T est
onnexe et m > n� 1. Considérons l'arbre 
ouvrant AT de �T formé des arêtes �i dont l'ajout di-minue le nombre de 
omposantes 
onnexes du graphe asso
ié à (�1; �2; : : : ; �i�1). Par 
onstru
tion,les n� 1 arêtes �i de AT sont telles quer(�i : : : �2 �1) = r(�i�1 : : : �2 �1) + 1:Or r(�m : : : �2 �1) = r(�) = n� `(�) ; la fa
torisation T 
ontient don
 au minimum n� 1� r(�)(i.e. `(�) � 1) transpositions �j telles quer(�j : : : �2 �1) = r(�j�1 : : : �2 �1)� 1:Ces transpositions ne peuvent appartenir à AT , d'où la 
ontrainte suivante :m > 2n� r(�) � 2 = n+ `(�)� 2: (1.3)Cette borne inférieure peut être atteinte, 
omme on le verra au paragraphe suivant. Remarquonsque 
ette inégalité peut être réé
rite de la manière suivante :r(�) + mXi=1 r(�i) > 2n� 2;



1.5 Fa
torisations transitives en transpositions 19qui présente l'avantage de pouvoir être étendue immédiatement aux fa
torisations transitives àfa
teurs quel
onques ; en e�et, si h �1; �2; : : : ; �m i agit transitivement sur [[1; n℄℄, 
'est a fortiori le
as également du groupe engendré par tout m-uplet (T1; T2; : : : ; Tm) de fa
torisations minimalesde (�1; �2; : : : ; �m) en transpositions. Comme on l'a vu pré
édemment, un tel m-uplet 
ontientmoins de r(�1) + � � � + r(�m) transpositions, en tenant 
ompte des éventuelles redites. D'où, enutilisant 1.3, l'inégalité suivante, véri�ée par toute fa
torisation transitive (�1; �2; : : : ; �m) d'unepermutation � de Sn : r(�) + mXi=1 r(�i) > 2n� 2; (1.4)la di�éren
e entre les deux termes étant de plus né
essairement paire.La minimalité transitive � autrement dit, la 
ondition que la somme des rangs des fa
teurssoit minimale 
ompte tenu de la 
ontrainte de transitivité. Montrons tout d'abord que, pour toutepermutation �, il existe une fa
torisation transitive en n + `(�) � 2 transpositions. Soit don
i1; i2; : : : ; i` un système de représentants des supports des 
y
les de �. Alors la permutation
onjuguée �0 = (i` : : : i2 i1) � (i1 i2 : : : i`) est de même type 
y
lique que �, et possède don
une fa
torisation minimale en r(�) transpositions. Les 
y
les (i` : : : i2 i1) et (i1 i2 : : : i`) peuvent,eux, être fa
torisés en `(�) � 1 transpositions 
ha
un. Il en dé
oule une fa
torisation de � =(i1 i2 : : : i`) �0 (i` : : : i2 i1) en r(�)+2`(�)�2 transpositions, soit n+ `(�)�2. Cette fa
torisationest naturellement transitive puisque le graphe asso
ié à l'une ou l'autre des fa
torisations sous-ja
entes de (i1 i2 : : : i`) �0 ou �0 (i` : : : i2 i1) est un arbre.Il existe don
 des fa
torisations transitives (�1; �2; : : : ; �m) de toute permutation � de Snvéri�ant la 
ondition extrême r(�) + mXi=1 r(�i) = 2n� 2: (1.5)
1.5 Fa
torisations transitives en transpositionsLien ave
 les 
artes Le lien évoqué page 15 entre fa
torisations minimales d'un grand 
y
leet arbres plans 
onsidérés 
omme des 
artes peut être étendu à toute fa
torisation transitiveT = (�1; : : : ; �m) d'une permutation � 2 Sn quel
onque : 
onsidérons l'unique 
arte CT dont �Test le graphe sous-ja
ent véri�ant la 
ondition d'ordre 
y
lique autour de 
haque sommet. Il nes'agit naturellement pas né
essairement d'une 
arte planaire, mais éventuellement d'une 
arte degenre supérieur. Cela ne 
hange rien au fait que le produit des transpositions peut alors se lire lelong des fa
es de CT de la même manière que le long de l'unique fa
e de l'arbre plan représenté�gure 1.5. En parti
ulier, 
haque 
y
le du produit est lu le long d'une fa
e ; ré
iproquement, lesindi
es des transpositions ne peuvent 
roître sans 
esse le long d'une fa
e donnée, et présententdon
 au moins une des
ente. Chaque fa
e 
orrespond don
 exa
tement à un 
y
le de la permutationproduit. La 
arte possède don
 n sommets, m arêtes et `(�) fa
es, et la formule d'Euler déterminele genre g de CT : n�m+ `(�) = 2� 2g:



20 Chapitre 1. PréliminairesOn retrouve ainsi la formule 1.4. En parti
ulier, les fa
torisations minimales sont exa
tement 
ellesdont la 
arte est planaire.Fa
torisations transitives minimales d'une permutation quel
onque En vue d'étendrele théorème 1.3 pour énumérer des familles de fa
torisations transitives les plus générales possible,une première dire
tion naturelle 
onsiste à 
onsidérer les fa
torisations minimales en transpositionsd'une permutation quel
onque, autrement dit les fa
torisations en transpositions dont la 
arte estplanaire. Ce problème a été résolu par A. Hurwitz [73℄, qui obtient le résultat suivant :Théorème 1.5 (A. Hurwitz) Soit λ = (λ1; λ2; : : : ; λ`) une partition de n 2 N� . Alors le nombrede fa
torisations transitives minimales en transpositions d'une permutation de type 
y
lique λ est :n`�3 (n+ `� 2)! Ỳi=1 λλii(λi � 1)! :La preuve qu'il propose, très 
al
ulatoire (voir également [58, 119℄), ne rend pas 
ompte de lasimpli
ité de 
ette formule, où apparaissent de façon � magique � des fa
teurs dont il est tentant de
her
her une interprétation 
ombinatoire. Une nouvelle preuve dé
oule du théorème d'énumérationdes 
onstellations planaires de M. Bousquet-Mélou et G. S
hae�er dont il sera question plus loin,mais en utilisant un argument d'in
lusion � ex
lusion qui, à nouveau, masque la signi�
ation desdi�érents fa
teurs.Fa
torisations (transitives) de genre quel
onque d'un grand 
y
le Une se
onde dire
-tion, orthogonale, 
onsiste à étudier les fa
torisations d'un grand 
y
le (né
essairement transitives
omme on l'a mentionné pré
édemment) faisant intervenir un nombre arbitrairement grand (mais�xé) de fa
teurs. Ce problème a notamment été 
onsidéré par I. P. Goulden [56℄, qui obtientl'expression suivante :Théorème 1.6 (I. P. Goulden) Le nombre de fa
torisations d'un n-
y
le donné de Sn en mtranspositions est donné par : 1n! n�1Xk=0(�1)k�n� 1k ���n2�� nk�m :Comme le théorème pré
édent, 
elui-
i est obtenu par des manipulations analytiques d'opérateursqui laissent peu de pla
e à l'intuition topologique. Malheureusement, le 
al
ul n'aboutit pas i
ià une formule aussi parlante : les 
as parti
uliers tels m = n � 1 y sont di�
iles à lire, les 
asd'annulation (m < n � 1 ou m � nmod 2) ne s'en déduisent pas de manière immédiate, eten�n 
ette expression ne traduit pas 
e que l'intuition suggère, à savoir que le genre doit d'une
ertaine façon 
ontr�ler la 
omplexité du problème énumératif. La formule suivante, équivalente àla pré
édente, est de 
e point de vue plus satisfaisante :



1.6 Fa
torisations transitives générales et 
onstellations 21Corollaire 1.10 Le nombre de fa
torisations d'un n-
y
le donné de Sn en n� 1+ 2g transpo-sitions est donné par : nn�1+2gn! 22g X(
1;:::;
n�1)j=g� n� 1 + 2g2
1 + 1; : : : ; 2
n�1 + 1�;où la notation 
 j= g désigne une 
omposition3 
 à termes positifs ou nuls de l'entier g.Démonstration. Remarquons tout d'abord que l'expression donnée par le théorème 1.6 peut seréé
rire nmn !2m n�1Xk=0 mXi=0 �mi ��n� 1k �ki(n� 1� k)m�i(�1)i+k:Elle 
ompte don
, à un 
oe�
ient près, des 
oloriages de m 
ases en n� 1 
ouleurs, a�e
tés d'unsigne ; les ensembles de 
ases et de 
ouleurs peuvent tous deux être partitionnés en deux sous-ensembles qui se 
orrespondent : les i 
ases 
laires sont 
oloriées à l'aide des k 
ouleurs 
laires, lesm� i 
ases fon
ées à l'aide des n� 1� k 
ouleurs fon
ées. Un 
oloriage x est positif si i et k ontmême parité et négatif sinon.Considérons l'involution # suivante : pour tout 
oloriage, on 
hoisit la 
ouleur de plus petitindi
e apparaissant un nombre pair de fois (s'il en existe), et on la 
hange de sous-ensemble ainsique les 
ases qu'elle 
olore. Les points �xes de # sont les 
oloriages impairs, 
'est-à-dire 
eux danslesquels toutes les 
ouleurs sont utilisées un nombre impair de fois. Pour les autres 
oloriages, #
hange la parité de k et pas 
elle de i, don
 x et #(x) sont de signe opposé. La somme des signesdes di�érents 
oloriages est égale à la somme des signes des points �xes de #. Or dans le 
as des
oloriages impairs, i est somme de k entiers impairs, et a don
 même parité que k.On est don
 ramené au dénombrement des 
oloriages de m 
ases ave
 n� 1 
ouleurs apparais-sant 
ha
une un nombre impair de fois, et pouvant 
ha
une être 
laire ou fon
ée, 
e qui donnel'expression annon
ée. �Nous démontrons au 
hapitre 2 un théorème généralisant 
elui-
i.
1.6 Fa
torisations transitives générales et 
onstellationsNous allons dé
rire i
i une famille de 
artes permettant de donner une interprétation topolo-gique aux fa
torisations transitives quel
onques de permutations.Définition 1.13 Soit m > 2 et g > 0. Une m-
onstellation (enra
inée) de genre g est une 
arte(enra
inée) de genre g dont les fa
es sont bi
olorées en noir et blan
 de telle sorte que :� deux fa
es quel
onques de même 
ouleur ne sont pas adja
entes ;� les fa
es noires � appelées polygones � sont de degré m ;� les fa
es blan
hes sont de degré multiple de m ;� si la 
arte est enra
inée, la fa
e ra
ine est blan
he.3Une 
omposition à k termes d'un entier n est un k-uplet d'entiers dont la somme vaut n.



22 Chapitre 1. PréliminairesIl est toujours possible d'étiqueter les sommets d'une 
onstellation ave
 les entiers [[1;m℄℄ de sorteque les sommets de 
haque polygone soient étiquetés 1; : : : ;m en sens dire
t. Si la m-
onstellationest enra
inée, l'étiquetage est unique si on impose l'étiquette m au sommet ra
ine. Cet étiquetageest appelé étiquetage 
anonique de la 
onstellation. On appellera polygone ra
ine le polygone
ontenant l'arête ra
ine.Alors :Proposition 1.11 Soit n > 1 et m > 2 ; il existe une bije
tion entre l'ensemble des m-uplets(�1; : : : ; �m) d'éléments de Sn tel que h�1; : : : ; �mi agit transitivement sur [[1; n℄℄ et l'ensemble desm-
onstellations enra
inées à n polygones numérotés de 1 à n, le polygone ra
ine étant numéroté 1.De plus, le genre g de la 
onstellation véri�e :r(�m : : : �1) + mXi=1 r(�i) = 2n+ 2g � 2;et, pour tout `, le nombre de fa
es blan
hes de degré m` est égal au nombre de 
y
les de longueur` de �m : : : �1.Démonstration. Soit C une m-
onstellation enra
inée, formée de n polygones numérotés de 1à n. Considérons l'étiquetage 
anonique des sommets de C par les entiers de 1 à m ; pour touti 2 [[1;m℄℄ on dé�nit la permutation �i de Sn 
omme la permutation dont 
haque 
y
le est donnépar la su

ession des polygones autour d'un des sommets étiquetés i, en tournant en sens dire
t.Cette dé�nition est valide du fait que 
haque polygone est in
ident à exa
tement un sommet de
haque étiquette.C étant 
onnexe, h�1; : : : ; �mi agit alors transitivement sur [[1; n℄℄. De plus, 
haque fa
e blan
heF de degré m` est in
idente à ` sommets de 
haque étiquette. Soit P1; : : : ; P` les ` polygonesadja
ents à F via une arête étiquetée (m; 1), ordonnés en tournant en sens indire
t autour deF . Alors la permutation �m : : : �1 envoie Pj sur Pj+1 : 
haque 
y
le de longueur ` de �m : : : �1
orrespond ainsi à une fa
e blan
he de C de degré m`.Ré
iproquement, étant donné un m-uplet (�1; : : : ; �m) de permutations de Sn transitif, onpeut 
onstruire une 
onstellation à partir de n polygones numérotés et dont les sommets sontétiquetés, en sens dire
t, de 1 à m, en re
ollant les sommets de même étiquette selon les 
y
les despermutations �i. La transitivité du m-uplet assure la 
onnexité de l'objet 
onstruit, et la surfa
ede plongement de 
ette 
onstellation a alors pour 
ara
téristique d'Euler :2� 2g = mXi=1 `(�i)�mn+ n+ `(�m : : : �1);
e qui donne la relation annon
ée. �Remarquons de plus que la distribution des types 
y
liques des fa
teurs 
orrespond à 
elle desdegrés des sommets de la 
onstellation.Exemple 1.5 Soit C la 3-
onstellation enra
inée représentée à la �gure 1.6, dont les polygonessont numérotés. L'étiquetage 
anonique des sommets de C permet de dé�nir les trois permutations
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Figure 1.6 � Exemple de 3-
onstellation planaire enra
inée à 8 polygones numérotés.suivantes : 8>><>>:�1 = (1 2) (3 7) (4) (5) (6 8)�2 = (1 3) (2) (4 5 6) (7 8)�3 = (1 6) (2) (3) (4 8) (5) (7):Les 
y
les du produit �3�2�1 = (1 2 3 4 5) (6 7) (8) 
orrespondent aux fa
es de C ; ils ont pourlongueur respe
tive 5, 2 et 1, et les fa
es 
orrespondantes de C ont degré 15, 6 et 3.Le résultat de M. Bousquet-Mélou et G. S
hae�er [21℄ exposé au 
ours du 
hapitre 5 (se
-tion 5.3.3) fournit une formule énumérative pour l'ensemble des 
onstellations enra
inées planairesayant une distribution de degrés �xée sur les fa
es blan
hes. En termes de fa
torisations, 
haque
onstellation enra
inée à n polygones pouvant être numérotée de (n�1)! façons di�érentes, 
ela setraduit par une formule énumérative pour l'ensemble des fa
torisations transitives minimales depermutations appartenant à une 
lasse de 
onjugaison Cλ donnée, sans 
ondition de type 
y
liquesur les fa
teurs. On peut naturellement en déduire une expression pour le nombre de fa
torisa-tions transitives minimales d'une permutation � donnée, en divisant la formule pré
édente par le
ardinal de la 
lasse de 
onjugaison de �.Définition 1.14 On appelle 
a
tus (de genre g) une 
onstellation (de genre g) à une seule fa
eblan
he.De [21℄ dé
oule en parti
ulier le nombre de m-
a
tus planaires à n polygones :1(m� 1)n+ 1�mnn �;également obtenu par M. Bousquet [19, 20℄ en établissant une bije
tion simple ave
 les arbresm-aires. D'autre part, I. P. Goulden et D. M. Ja
kson [58℄ en ont donné un ra�nement selon letype 
y
lique des fa
teurs, 
'est-à-dire, en termes de 
a
tus, selon la distribution des degrés dessommets de 
haque étiquette. Ils obtiennent la belle formule 
lose suivante :Théorème 1.7 Le nombre de fa
torisations transitives d'un n-
y
le de Sn �xé en produit de m



24 Chapitre 1. Préliminairespermutations de type 
y
lique respe
tif �i véri�ant la 
ondition de minimalitér(�1) + � � �+ r(�m) = n� 1est donné par la formule : nm�1 mYi=1 (`(�i)� 1)!ai1! : : : ain!où aij désigne le nombre de parts de taille j dans �i.Le nombre de grands 
y
les de Sn étant égal à (n � 1)!, 
omme le nombre de numérotationsdistin
tes d'une 
onstellation à n polygones, 
ette formule donne également le nombre de m-
a
tusenra
inés planaires selon la distribution des degrés de leurs sommets de même étiquette 
anonique.Nous présentons au 
hapitre 2 une généralisation de 
e résultat en genre quel
onque.



Première partie
Le point de vue algébrique





Chapitre 2
Fa
torisations d'un grand 
y
leNous nous intéressons dans 
e 
hapitre à l'énumération des fa
torisations (transitives) d'unn-
y
le de Sn en un produit de m fa
teurs, en fon
tion du type 
y
lique de 
eux-
i. Comme on leverra plus loin, la théorie des 
ara
tères permet de répondre à 
ette question, mais d'une façon quin'est pas entièrement satisfaisante. En e�et, l'intuition topologique suggère que la 
omplexité dela situation doit 
roître ave
 le genre, et on est don
 en droit d'espérer un résultat énumératif quimette en lumière l'importan
e de 
e paramètre, si tel est réellement le 
as. Or, dans le 
as général,l'expression 
lassique sous forme de sommation de produits d'évaluations des 
ara
tères irrédu
-tibles du groupe symétrique est sujette à de nombreuses simpli�
ations, 
e qui 
a
he l'in�uen
e dugenre, et �te tout espoir de pouvoir en tirer des estimations asymptotiques. De plus, l'évaluationde 
es 
ara
tères repose sur l'utilisation d'une règle appelée règle de Murnaghan-Nakayama quiest plus un algorithme d'évaluation qu'une formule à proprement parler, d'où ne peut être tiréeau
une formule parti
ulière à une sous-famille in�nie.Il a été observé dans [58, 76℄ que la formule exprimant les 
onstantes de stru
ture en termesde 
ara
tères se traduit par une expression remarquablement simple de leur série génératri
e entermes de fon
tions de S
hur. Cependant, extraire des 
oe�
ients de 
es séries génératri
es faitégalement intervenir des sommes de termes à signes alternants, et 
ela revient plus ou moins aumême que le 
al
ul dire
t via les 
ara
tères. Le 
as des fa
torisations des grands 
y
les est moins
ompliqué, mais même dans 
e 
as l'extra
tion de 
oe�
ients reste peu exploitable.Pourtant, outre les transpositions de Hurwitz, quelques autres familles de 
onstantes de stru
-ture possèdent une formule expli
ite simple, parmi lesquelles la plus étonnante est sans doute lasuivante : 
�(n);(n�1;1) = 8<:2(n� 2)! si � est impaire0 sinon.De nombreux résultats de 
e type ont été obtenus au début des années 80 par G. Bo

ara [17℄, Ber-tram et Wei [14℄, R. P. Stanley [116℄ ou en
ore D. W.Walkup [127℄, puis plus tard par D. M. Ja
kson[75℄, I. P. Goulden [56℄, A. Goupil [63℄ ou G. Jones [79℄. Ils 
on
ernent presque tous des famillestrès restri
tives de dé
ompositions d'un n-
y
le, et ne reposent sur au
une intuition topologique.Notre propos dans 
e 
hapitre est d'utiliser la formule 
lassique basée sur les évaluations de
ara
tères pour obtenir une expression généralisant les résultats 
onnus sur les fa
torisations de



28 Chapitre 2. Fa
torisations d'un grand 
y
legrands 
y
les. Ce travail a été e�e
tué en 
ollaboration ave
 G. S
hae�er [105℄.2.1 Énon
é du théorème prin
ipalDé�nitions et notations Soit n et m deux entiers stri
tement positifs ; nous 
onsidérons dans
e 
hapitre m + 1 partitions de n notées respe
tivement �1,. . ., �m et �. Par 
ommodité, ons'autorise à utiliser les notations `i et ri en lieu et pla
e de `(�i) et r(�i).On note 
��1;:::;�m le nombre d'éléments de C�1 �� � ��C�m � 
'est-à-dire le nombre de m-upletsde permutations appartenant à Sn de type 
y
lique respe
tif �1; : : : ; �m � dont le produit est unélément donné de la 
lasse de 
onjugaison C�, 
'est-à-dire une permutation de type 
y
lique �.Autrement dit, pour toute permutation � de type 
y
lique �,
��1;:::;�m = jf(�1; : : : ; �m) 2 C�1 � � � � � C�m j �1 � � ��m = �gj :2.1.1 Résultats antérieursNotre résultat généralise essentiellement trois résultats pré
édemment 
onnus, traitant respe
-tivement les restri
tions suivantes : d'abord le 
as minimal g = 0 ; puis le 
as des transpositions :pour tout i, �i = 1n�22 ; en�n, le 
as où le nombre de fa
teurs est restreint : m = 2. Rappelonstout d'abord 
es résultats.Fa
torisation minimale La formule obtenue par I. P. Goulden et D. M. Ja
kson dans le 
asminimal, 
itée au 
hapitre pré
édent, a 
onstitué un progrès très important dans l'étude de 
esfa
torisations [9, 58℄ : pour toutes partitions �1; : : : ; �m de n telles que r1 + � � �+ rm = n� 1,
(n)�1;:::;�m = nm�1 mYi=1 1̀i� `iai;1; : : : ; ai;n� = nm�1 mYi=1 (`i � 1)!Aut(�i)où, pour toute partition � = (�1; : : : ; �`) = 1b1 : : : nbn , Aut(�) = b1! � � � bn! désigne le nombre depermutations � appartenant à S` telles que ��(i) = �i pour tout i dans [[1; `℄℄. Remarquons que
ette formule généralise la formule de Cayley 
(n)(1n�22)n�1 = nn�2.Fa
torisation en transpositions Comme on l'a vu au 
hapitre pré
édent (théorème 1.6),I. P. Goulden [56℄ a obtenu dans 
e 
as une expression sous forme de sommation alternée, qui peutêtre réé
rite au moyen d'une manipulation 
ombinatoire sous la forme suivante :
(n)T n�1+2g = nn�1+2gn! 22g X(
1;:::;
n�1)j=g� n� 1 + 2g2
1 + 1; : : : ; 2
n�1 + 1�;où T désigne la 
lasse des transpositions.



2.1 Énon
é du théorème prin
ipal 29Fa
torisations en deux fa
teurs Une analyse détaillée des 
as de petit genre a ensuite amenéA. Goupil à introduire les polyn�mes symétriques suivants, dé�nis pour tous g et ` entiers positifs :Sg(x1; : : : ; x`) = Xp1+���+p`=g Ỳj=1 1xj� xj2pj + 1�:Ils possèdent la fon
tion génératri
e suivante :Xg>0Sg(x1; : : : ; x`)t2g = Ỳj=1 1xjtXp>0� xj2p+ 1�t2p+1= Ỳj=1 (1 + t)xj � (1� t)xj2xjt :À l'aide des 
es polyn�mes symétriques, A. Goupil et G. S
hae�er [65℄ ont étendu le résultat deI. P. Goulden et D. M. Ja
kson en genre quel
onque dans le 
as parti
ulier m = 2 : pour toutespartitions �1 et �2 de n,
(n)�1;�2 = n22g 2Yi=1 (`i � 1)!Aut(�i) Xg1+g2=g 2Yi=1 `(2gi)i Sgi(�i); (2.1)où g = 12 (n� 1� r1 � r2), et x(k) désigne la k-ième fa
torielle montante de x :x(k) = x(x+ 1) : : : (x+ k � 1):
2.1.2 Énon
é du théorèmeAu vu des formules de I. P. Goulden et D. M. Ja
kson d'une part, et de A. Goupil et G. S
hae�erd'autre part, il semble naturel de 
onje
turer une extension immédiate de 2.1 à m > 2. Malheu-reusement, 
elle-
i se révèle fausse, à 
ause de l'existen
e d'un fa
teur P trivial pour m = 2. Pourdé�nir 
e fa
teur, �xons quelques notations.Les fon
tions symétriques élémentaires sont dé�nies par8k 2 N; ek = X16j1<j2<���<jk xj1xj2 � � �xjket 8� = (�1; : : : ; �`); e� = e�1 : : : e�` :Les fa
torielles des
endantes sont dé�nies, pour tout entier k, par(x)k = x(x� 1) : : : (x� k + 1)et l'appli
ation D : xk 7! (x)kpeut être étendue multipli
ativement aux mon�mes en variables distin
tes, puis linéairement auxfon
tions symétriques.



30 Chapitre 2. Fa
torisations d'un grand 
y
leEn�n, pour toute partition � = 1m1 : : : nmn , on notera 2�+1 la partition b� = 3m15m2 : : : (2n+1)mn � 
'est-à-dire la partition dont les parts sont telles que, pour tout i, b�i = 2�i + 1.Ave
 
es notations, nous pouvons dé�nir les fon
tions symétriques Pg en posant P0 = 1, et,pour tout g stri
tement positif, Pg =X�`g D (e2�+1)Aut(�) :Le théorème que nous allons montrer s'énon
e alors de la façon suivante :Théorème 2.1 Soit n un entier stri
tement positif, et �1; : : : ; �m des partitions quel
onques den, ave
, pour tout i, �i = 1ai;1 : : : nai;n , `(�i) = `i et r(�i) = ri. Soit g l'entier dé�ni parr1 + � � �+ rm = n� 1 + 2g. Alors :
(n)�1;:::;�m = nm�122g � mYi=1 (`i � 1)!Aut(�i) � Xg0+���+gm=g Pg0(r� 2g) mYi=1 `(2gi)i Sgi(�i)! (2.2)où r� 2g = (r1 � 2g1; : : : ; rm � 2gm).
2.1.3 Dis
ussion à propos du théorème 2.1Avant d'aborder la démonstration de 
e théorème, étudions 
ertaines des propriétés de laformule 2.2 obtenue :Tout d'abord, il s'agit d'une somme de termes positifs, 
e qui n'est pas le 
as de la formulemettant dire
tement en jeu les 
ara
tères du groupe symétrique. Une part substantielle de notretravail a 
onsisté à 
onstruire une involution qui, 
omme pour la démonstration du 
orollaire1.10, permet d'éliminer de la sommation les 
ontributions négatives. Cela permet, entre autres,d'obtenir des résultats asymptotiques à genre �xé ina

essibles à partir de la formule initiale (voirla se
tion 2.5).Le polyn�me symétrique Pg(x1; : : : ; xm) a pour degré 3g ; le nombre de termes intervenantdans sa sommation est don
 un polyn�me en m de degré 3g. Les premières valeurs de Pg et Sgsont données à la se
tion 2.6.Le polyn�me symétrique Sg(x1; : : : ; x`) a pour degré 2g et le nombre de termes intervenantdans sa sommation est �`+2g�12g �, i.e. un polyn�me en ` de degré 2g. PuisqueSg(x1; : : : ; x`) = Sg(x1; : : : ; x`; 1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0);l'évaluation de Sg(�i) ne dépend que de la partition �i = 2ai;2 : : : kai;k . (En fait, elle ne dépendpas non plus des parts de taille 2).La 
orre
tion due au genre apportée à la formule de Goulden et Ja
ksonXg0+���+gm=gPg(r� 2g) mYi=1 `(2gi)i Sgi(�i)
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ara
tères 31est, pour g, m, n et les `i �xés, un polyn�me en les parts �i;j . En d'autres termes, la dépendan
een les multipli
ités ai;j (i.e. en le fait que des parts peuvent être égales) est entièrement 
apturéepar le fa
teur Aut(�i).De plus, en termes de partitions réduites �i = 2ai;2 : : : kai;k (i.e. en oubliant les parts de taille 1),la 
orre
tion s'é
rit, en tenant 
ompte des égalités `i = �Pj 6=i rj�+ 1� 2g, et r(�i) = r(�i),Xg0+���+gm=gPg(r� 2g) mYi=1�Xj 6=i r(�j) + 1� 2g�(2gi)Sgi(�i);et il s'agit, pour g, m et les `(�i) �xés mais indépendamment de n, d'un polyn�me de degré total4g en les parts des partitions réduites.En résumé, le théorème 2.1 montre l'in�uen
e déterminante du genre g sur la 
omplexité du
al
ul des 
oe�
ients 
��i;:::;�m : le nombre de termes intervenant dans la sommation est polynomialà g �xé, mais 
roît exponentiellement ave
 g. Des phénomènes similaires ont été observés parI. P. Goulden et al. [59, 61℄, en 
onsidérant les fa
torisations transitives en transpositions depermutations de type 
y
lique � quel
onque.2.1.4 S
héma de la preuveComme nous l'avons exposé au 
hapitre pré
édent, les fa
torisations de grands 
y
les 
orres-pondent aux 
onstellations à une fa
e, les 
a
tus. Une démonstration du théorème 2.1 reposant surdes manipulations de 
a
tus pourrait débou
her sur une preuve 
onstru
tive. Ce n'est malheureu-sement pas le 
as, et notre théorème ne permet pas de 
onstruire e�e
tivement les fa
torisations
omptées par 
(n)�1;:::;�m .La preuve repose sur la même appro
he que 
elle appliquée dans le 
as � nettement plussimple � m = 2 par A. Goupil et G. S
hae�er dans [65℄. Dans la se
tion 2.2, nous interprétons laformule issue de la théorie des représentations 
omme une somme pondérée portant sur 
ertainsobjets 
ombinatoires. Puis, dans la se
tion 2.3, nous développons une autre interprétation entermes de graphes étoilés : 
e sont les éléments-
lés qui nous permettent de pro
éder de façonanalogue au 
as m = 2, bien que les objets manipulés soient plus 
omplexes. Nous appliquonsun prin
ipe d'involution pour éliminer les 
ontributions négatives et obtenir une somme pondéréefaisant intervenir les nombres 
y
lomatiques des graphes (théorème 2.2). En�n, la se
tion 2.4 est
onsa
rée au 
al
ul expli
ite de 
ette somme.
2.2 Un peu de théorie des 
ara
tèresLa théorie des 
ara
tères fournit une expression pour 
(n)�1;:::;�m . Pour toute partition � den, le 
ardinal z� du 
entralisateur d'une permutation quel
onque appartenant à C� est égal à1b1b1! 2b2b2! : : : nbnbn!. Par 
ommodité, on s'autorisera à utiliser la notation zi pour z�i . Pourtoute partition 
 de n, soit �
 le 
ara
tère irrédu
tible de Sn 
orrespondant, �
� y son évaluation
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torisations d'un grand 
y
lesur la 
lasse de 
onjugaison C� , et f
 son degré. Alors la formule de Frobenius (voir par exemple[114, p68℄) a�rme :Proposition 2.1 Soit �1; : : : ; �m et � des partitions d'un entier n stri
tement positif. Alors :
��1;:::;�m = n!m�1z1 : : : zm X
`n �
�1 : : : �
�m(f
)m�1 �
� :Cette formule motive la re
her
he d'une expression satisfaisante des évaluations des 
ara
tèresirrédu
tibles de Sn. Dans 
e qui suit, nous rappelons d'abord une règle 
lassique permettant leur
al
ul à l'aide de diagrammes de Ferrers, puis nous nous intéressons aux simpli�
ations dues au
as parti
ulier � = (n).2.2.1 Règle de Murnaghan-NakayamaSoit � et b deux partitions d'un entier stri
tement positif n. Un tableau de rubans de type(�; �) est un diagramme de Ferrers de forme � rempli d'entiers stri
tement positifs de telle sorteque, pour tout indi
e i 2 [[1; `(�)℄℄,� les 
ellules 
ontenant un entier 
ompris entre i et `(�) forment un diagramme de Ferrers detaille �i + � � �+ �`(�),� les �i 
ellules 
ontenant un i forment un ruban, 
'est-à-dire un ensemble 
onnexe sans motifdu type ii ii .En d'autres termes, un tableau de rubans de type (�; �) peut être 
onsidéré 
omme un diagrammede forme � rempli ave
 les lignes de � en respe
tant la 
ondition que 
haque ligne de � forme unruban de �.La hauteur d'un ruban est le nombre de ses lignes moins 1. Le poids W (T ) d'un tableau derubans T est la somme des hauteurs de ses rubans, autrement dit le nombre de motifs de la formeii qui s'y trouvent.Exemple 2.1 La �gure 2.1 représente deux tableaux de rubans :� le premier est de type ((5; 4; 3; 1); (6; 4; 3)), et possède trois rubans de hauteur respe
tive 2,2 et 0 ; il est don
 de poids 4 ;� le se
ond est de type ((6; 5; 4; 2; 1; 1); (6; 5; 4; 2; 2)), et ses rubans ont respe
tivement pourhauteur 2, 3, 1, 1 et 0 ; il est don
 de poids 7.Ces dé�nitions permettent d'énon
er la règle suivante pour 
al
uler les évaluations des 
ara
-tères irrédu
tibles de Sn [108℄ :Proposition 2.2 (règle de Murnaghan-Nakayama) Soit � et � deux partitions d'un entierstri
tement positif n. Alors : ��� = XT (�1)W (T )
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3 3 32222 21 11 11 1 5 544 3 33 3222 22 1 11 11 1Figure 2.1 � Exemples de tableaux de rubans.où la sommation porte sur l'ensemble de tableaux de rubans de type (�; �).Les évaluations des 
ara
tères irrédu
tibles de Sn sur la 
lasse des n-
y
les se déduisent immé-diatement de 
ette règle, puisque seules les équerres peuvent être remplies ave
 un unique ruban :Proposition 2.3�
(n) = 8<:(�1)r s'il existe r 2 [[0; n� 1℄℄ tel que 
 = 1r(n� r);0 sinon.Ce
i ramène la sommation apparaissant dans la proposition 2.1 à une simple sommation surles équerres. De plus, la règle de Murnaghan-Nakayama permet d'obtenir une formule expli
itepour f
 lorsque 
 est une équerre :8r 2 [[0; n� 1℄℄; f1r(n�r) = �1r(n�r)1n = �n� 1r �:On peut don
 réé
rire la proposition 2.1 de la façon suivante :
(n)�1;:::;�m = n!m�1z1 : : : zm n�1Xr=0 �n� 1r �1�m(�1)r�1r(n�r)�1 : : : �1r(n�r)�m : (2.3)

2.2.2 Diagrammes quasi-
oloriésPour obtenir une interprétation 
ombinatoire de la formule (2.3), nous déduisons de la règlede Murnaghan-Nakayama une autre expression des 
ara
tères 
on
ernés. On appelle diagramme(bien) 
olorié de forme � un diagramme de Ferrers dont les 
ases sont 
oloriées en noir ou blan
 (ou ) de telle sorte que 
haque ligne est mono
hrome. Un diagramme quasi-
olorié est tel que les
ases sont noires ou blan
hes sauf une, qui est 
o
hée ( ), et toutes les lignes sont mono
hromessauf la dernière qui est de la forme :i.e. p q pour un 
ertain 
ouple d'entiers positifs ou nuls (p; q). Soit b� un diagramme quasi-
olorié de forme � ; alors jb�j� désigne le nombre de ses 
ases noires, et `�(b�) 
elui de ses lignesentièrement noires (la dernière ligne, qui 
ontient né
essairement la 
ase 
o
hée, n'est pas entière-ment noire).
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torisations d'un grand 
y
leProposition 2.4 Soit n un entier stri
tement positif ; soit r un élément de [[0; n � 1℄℄, et � =(�1; : : : ; �`) une partition de n. Alors les tableaux de rubans de type (1r(n�r); �) sont en bije
tionave
 les diagrammes quasi-
oloriés de forme � ave
 r 
ases noires.Démonstration. Les 
ases blan
hes de � sont 
elles qui remplissent la partie horizontale del'équerre 1r(n�r), les noires 
elles qui remplissent la partie verti
ale, et la 
ase 
o
hée 
orrespondà la position de la 
ase formant le 
oin de 1r(n� r). �Exemple 2.2 La �gure 2.2 montre un tableau de rubans de type (16 14; 42 5 7) et le quasi-
oloriagede la partition 42 5 7 asso
ié.
444 4 4 3 3 3 322222 1 1 1 1 1 1 1  !Figure 2.2 � Illustration de la bije
tion entre tableaux de rubans et diagrammes quasi-
oloriés.Nous obtenons don
 la reformulation suivante de la règle de Murnaghan-Nakayama en termesde quasi-
oloriages, pour le 
as parti
ulier de �1r(n�r)� :Proposition 2.5 Soit n un entier stri
tement positif ; soit r un élément de [[0; n � 1℄℄, et � =(�1; : : : ; �`) une partition de n. Alors :�1r(n�r)� = Xb� (�1)r�`�(b�);où la sommation porte sur les quasi-
oloriages b� de � 
omportant r 
ases noires.

2.2.3 Diagrammes 
oloriés redressésDans 
ette se
tion, nous déduisons de la proposition 2.5 une expression des 
ara
tères �1r(n�r)�faisant intervenir des diagrammes bien 
oloriés à la pla
es des quasi-
oloriés.Soit f ; gk l'ensemble des mots de longueur k sur l'alphabet f ; g, et S( p q) le sous-ensemblede f ; gp+q formé des mots 
omportant exa
tement p lettres (et don
 q lettres ).Ave
 
es notations, le lemme suivant est immédiat :Lemme 2.6 (lemme de mélange) Soit p et q deux entiers stri
tement positifs. On dé�nit l'ap-
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ation ' de la façon suivante :' : f ; gp+q+1 �! f ; g� � f ; g�u 7! (v; w)où vw = u et v est le plus long pré�xe de u satisfaisant les 
onditions :jvj� 6 p et jvjÆ 6 q:Alors ' envoie f ; gp+q+1 bije
tivement surp[i=1 �S( i q)� f ; gp�i� [ q[j=1 �S( p j)� f ; gq�j� :Soit � = (�1; : : : ; �`) une partition d'un entier n stri
tement supérieur à 1. Le redressementd'ordre 0 de � est la partition telle que :�0 = (�1; : : : ; �`�1; 1; : : : ; 1| {z }�`�1 fois );et pour tout entier k 
ompris entre 1 et �`,�k = (�1; : : : ; �`�1; k; 1; : : : ; 1| {z }�`�1�k fois):La partition (�1; : : : ; �`�1) est notée ��, et la partition 1�`�1�kk est appelée équerre redressée de� ; 1�`�1�k est sa partie verti
ale et (k) (si k 6= 0) sa partie horizontale.Exemple 2.3 Considérons la partition � = (8; 7; 7; 6). La partition �� = (8; 7; 7) ainsi que lesdi�érents redressements de � sont représentés à la �gure 2.3. Les parties verti
ale et horizontalede 
haque équerre redressée y sont matérialisées par des rubans.Ave
 
es notations et le lemme 2.6, la proposition 2.5 devient :Proposition 2.7 Soit n un entier stri
tement positif, r 2 [[0; n � 1℄℄ et � = (�1; : : : ; �`) ` n.Alors : �1r(n�r)� = �`�1Xk=0 2`�`(�k)�1X
�k (�1)r�`�(
��);où la sommation interne porte sur les diagrammes bien 
oloriés 
�k de forme �k possédant r 
asesnoires.Remarquons que tout 
oloriage 
�k induit un 
oloriage 
�� de �� ; en parti
ulier, `�(
��) est biendé�ni et est égal à `�(
�k).Démonstration. La sommation de la proposition 2.5 peut se réé
rire de la manière suivante :�1r(n�r)� = 12�` Xb� Xu2f�;Æg�`(�1)r�`�(b�)= 12�` Xb� Xu2f�;Æg�`(�1)r�`�(
��):
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y
leSoit � = . Alors �� = ,
�5 = , �4 = , �3 = ,
�2 = , �1 = et �0 = .

Figure 2.3 � Les di�érents redressements de la partition (8; 7; 7; 6).On veut dé�nir une bije
tion entre les 
ouples (b�; u) formés d'un quasi-
oloriage de � et d'un motu appartenant à f ; g�` , et les triplets (k;
�k; w0) formés d'un entier positif k stri
tement inférieurà �`, d'un 
oloriage de �k et d'un mot de longueur k+ Æ0k, où Æ0k désigne le symbole de Krone
ker.Étant donné un 
oloriage b� de �, soit p et q tels que la dernière ligne de b� soit p q . Pourtout mot u, soit (v; w) = '(u) dé�ni 
omme dans le lemme pré
édent, et soit k = jwj � 1. Alors lediagramme 
olorié redressé 
orrespondant 
�k est dé�ni de la façon suivante :� le 
oloriage des lignes d'indi
e 1 à `� 1 de � induit un 
oloriage des lignes 
orrespondantesde �k,� la 
ouleur de la partie horizontale de l'équerre redressée, si elle existe , i.e. si k 6= 0, n'estpas la première lettre de w,� la 
ouleur des autres 
ellules est donnée par le mot v.En�n, le mot w0 est égal à w si k = 0, et à w privé de sa première lettre sinon.L'appli
ation ainsi dé�nie réalise une bije
tion de l'ensemble des 
ouples (b�; u) sur 
elui destriplets (k;
�k; w0), et, de plus, préserve le nombre de 
ases noires. L'égalité pré
édente peut don
être réé
rite de la façon suivante :�1r(n�r)� = 12�` �`�1Xk=0 X
�k Xw02f�;Ægk+Æ0k(�1)r�`�(
��)= �`�1Xk=0 2��`+k+Æ0kX
�k (�1)r�`�(
��);où la sommation interne porte sur les diagrammes bien 
oloriés de forme �k possédant r 
ases



2.3 Une sommation graphique 37noires. Pour obtenir l'expression annon
ée, il su�t de remarquer que 1 + `(�k)� ` = �` � k � Æ0k.�Exemple 2.4 Considérons le diagramme quasi-
olorié suivant :b� = :D'après les 
onventions pré
édentes, p = 1 et q = 4.Soit u = 2 f ; g6, alors '(u) = ( , ), k = 3, et le 
oloriage 
orrespondantde �3 est : .
2.3 Une sommation graphiquePour tout m-uplet a de partitions �i = (�i;1; : : : ; �i;`i) d'un entier donné n, soit Ia l'ensemble[[0; �1;`1�1℄℄� � � � � [[0; �m;`m�1℄℄. Alors, pour tout élément k = (k1; : : : ; km) de Ia, on note ak lem-uplet (�k11 ; : : : ; �kmm ), et `ki = `(�kii ).Nous sommes maintenant en mesure de déduire de la formule (2.3) une nouvelle expression dela 
onstante de stru
ture 
(n)�1;:::;�m . Chaque évaluation d'un 
ara
tère fait appel à une sommationsur les diagrammes bien 
oloriés à r 
ases noires. En développant 
es sommations, on est amenéà sommer sur les 
on�gurations de m diagrammes bien 
oloriés possédant le même nombre r de
ases noires ; on obtient :nm�1z1 � � � zm n�1Xr=0 Xk2IaX
ak  mYi=1 2`i�`ki�1(�1)r�`�(
��i )! (�1)r[r!(n� 1� r)!℄m�1; (2.4)où la sommation interne porte sur les 
oloriages 
ak de ak à r 
ases noires dans 
haque dia-gramme �kii .2.3.1 Graphes étoilés 
oloriésLe fa
teur [r!(n� 1� r)!℄m�1 qui apparaît dans l'expression (2.4) peut fa
ilement être inter-prété 
ombinatoirement. Pour obtenir également une des
ription naturelle des autres fa
teurs,nous introduisons le modèle suivant :
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torisations d'un grand 
y
leSoit �1; : : : ; �m des partitions d'un entier stri
tement positif p, ave
 �i = (�i;1; : : : ; �i;`i) pour
haque indi
e i appartenant à [[1;m℄℄. Un graphe étoilé de type a = (�1; : : : ; �m) est un graphebiparti � véri�ant les 
onditions suivantes :� ses deux types de sommets sont, d'une part, `1 + � � �+ `m sommets-lignes, et, d'autre part,p sommets-étoiles,� les sommets-lignes 
orrespondent bije
tivement aux lignes des diagrammes,� pour tout i 2 [[1;m℄℄ et tout j 2 [[1; `i℄℄, le sommet-ligne (i; j) a pour degré �ij ,� les sommets-étoiles ne sont pas étiquetés et ont tous degré m,� les arêtes in
identes au sommet-ligne (i; j) sont numérotées de 1 à �i;j ,� pour tout sommet-étoile s et tout indi
e i 2 [[1;m℄℄, il existe exa
tement un indi
e j 2 [[1; `i℄℄tel que le sommet-ligne (i; j) est in
ident à s.Un graphe étoilé b� est dit 
olorié si ses sommets sont 
oloriés en noir et blan
 de telle sorteque deux sommets adja
ents ont la même 
ouleur. Si la 
ouleur des sommets-lignes est donnée par
elle des lignes de ba, alors b� est dit de type ba. L'ensemble des graphes étoilés de type a est notéG(a) et 
elui des graphes étoilés 
oloriés dont le type est un 
oloriage de a est noté bG(a).Exemple 2.5 Considérons les partitions �1 = 14; �2 = 122; �3 = 13. La �gure 2.4 représenteun graphe étoilé 
olorié sur (�1; �2; �3).
1 1111

11
112 2 3(1; 1)(1; 2)(1; 3)(1; 4) (2; 3)(2; 2)(2; 1)

(3; 2)(3; 1)Figure 2.4 � Un exemple de graphe étoilé 
olorié.Considérons m diagrammes 
oloriés à p 
ases noires et q 
ases blan
hes 
ha
un. Tout grapheétoilé 
onstruit sur 
es diagrammes a p sommets étoilés noirs et q blan
s indis
ernables. Chaque
ase noire (resp. blan
he) d'un diagramme donné est adja
ente à une étoile noire (resp. blan
he)distin
te, et le nombre de tels diagrammes est don
1p! q! (p! q!)m:Proposition 2.8 Soit a un m-uplet de partitions d'un entier stri
tement positif n, et 
ak unredressement 
olorié de a à r 
ases noires dans 
haque diagramme. Alors le nombre de graphesétoilés 
oloriés de type 
ak est [r!(n� 1� r)!℄m�1 :Cela fournit une interprétation du fa
teur [r!(n� 1� r)!℄m�1 apparaissant dans l'expression 2.4



2.3 Une sommation graphique 39en termes de graphes étoilés 
oloriés de type 
ak . Réé
rivons 
ette expression en 
es termes ; lasommation sur r se traduit par une sommation sur tous les 
oloriages, et nous obtenons don
 :Proposition 2.9
(n)�1;:::;�m = nm�1z1 : : : zm 22g Xk2Ia Xb�2bG(ak) 2�(�)�
(�)(�1)(m�1)�(�)�Pi `�(
��i ) (2.5)où �(�) désigne le nombre d'étoiles noires de �, et �(�) son nombre 
y
lomatique�(�) = e(�)� v(�) + 
(�);où e(�), v(�) et 
(�) désignent respe
tivement le nombre d'arêtes, de sommets et de 
omposantes
onnexes.Démonstration. Remarquons que �(�) = r, si bien que, pour déduire la formule (2.5) de laformule (2.4), il su�t de montrer :mYi=1 2`i�`ki�1 = 2�(�)�
(�)�2g:D'après la dé�nition de g,Pmi=1(`i� 1) = (m� 1)(n� 1)� 2g. Le nombre r(�) de sommets-lignesde � est Pmi=1 `ki , le nombre s(�) de ses sommets-étoiles est n� 1, et le nombre de ses arêtes estm(n� 1), si bien que : mXi=1 `i � `ki � 1 = [(m� 1)(n� 1)� 2g℄� mXi=1 `ki= [e(�)� s(�)� 2g℄� r(�)= �(�)� 
(�)� 2g: �2.3.2 Composantes 
onnexes et paritéSoit � un graphe étoilé de type ak = (�k11 ; : : : ; �kmm ), et �(1) t � � � t�(
(�)) sa dé
omposition en
omposantes 
onnexes. Celle-
i induit une dé
omposition de 
haque partition �kii .La proposition suivante dé
oule immédiatement de la dé�nition des graphes étoilés 
oloriés :Proposition 2.10 Soit b� un graphe étoilé 
olorié. Alors 
haque 
omposante 
onnexe de b� estmono
hrome. En d'autres termes, les graphes étoilés 
oloriés sont en bije
tion ave
 les 
ouplesformés d'un graphe étoilé (non 
olorié) � et d'un sous-ensemble B de l'ensemble C(�) de ses
omposantes � les noires.On peut don
 déduire de la proposition 2.10 une nouvelle formulation de la sommation internede l'équation (2.5) : X�2G(ak ) 2�(�)�
(�) XB�C(�)(�1)"(B);
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y
leoù "(B) est dé�ni de la façon suivante : soit e(�(
)), s(�(
)), r(�(
)) et h(�(
)) respe
tivement lenombre d'arêtes, de sommets-étoiles, de sommets-lignes et de sommets-lignes redressés appartenantà la 
omposante 
onnexe �(
) ; on asso
ie à 
haque 
omposante 
onnexe le paramètre suivant :"(�(
)) = (m� 1) s(�(
)) � mXi=1 `(��i (
))= he(�(
)) � s(�(
))i � hr(�(
)) � h(�(
))i= �(�(
)) � 1 + h(�(
));et 
ette notation est étendue aux sous-ensembles de C(�) :8B � C(�); "(B) =X
2B "(�(
)):Un graphe étoilé est dit totalement pair si "(�(
)) est pair pour tout 
 2 C(�). On note E �ak�l'ensemble de graphes étoilés totalement pairs de type ak .2.3.3 Une involution pour éliminer les 
ontributions négativesLemme 2.11 Soit � 2 G �ak�. AlorsXB�C(�)(�1)"(B) = 8<:2
(�) si � est totalement pair,0 sinon:Démonstration. Le premier 
as est évident. Dans l'autre 
as, soit 
 le plus petit indi
e telque "(�(
)) est impair. Considérons l'involution # sur l'ensemble des parties de C(�) qui envoieB � C(�) sur la di�éren
e symétrique B4f
g. Alors # est une involution sans point �xe, et pourtout B � C(�), "(B) 6� "(#(B)) mod 2, si bien que les 
ontributions des sous-ensembles s'annulentdeux à deux. �La 
ontribution d'un graphe étoilé est don
 2�(�) s'il est totalement pair et 0 sinon, 
e quia
hève la démonstration du théorème suivant :Théorème 2.2 Soit a un m-uplet de partitions d'un entier stri
tement positif n. Alors :
(n)�1;:::;�m = nm�1z1 : : : zm 22g Xk2Ia X�2E(ak) 2�(�):On peut déduire des formules 
loses pour 
ertains 
as parti
uliers dire
tement de 
ette premièreformulation du théorème. Pour 
ela, observons que, pour tout graphe étoilé � 
onstruit sur unredressement de a, X
2C(�) "(�(
)) = (m� 1)s(�)� mXi=1(`i � 1)= (m� 1)(n� 1)� [(m� 1)(n� 1)� 2g℄= 2g:



2.4 Orientabilité et énumération expli
ite 41Cela (re)donne en parti
ulier une preuve de 
e que 
(n)a est nul sauf si g est entier : en e�et, si teln'est pas le 
as, au
un graphe étoilé totalement pair ne peut être 
onstruit sur un redressementde a, et la sommation est don
 vide.Supposons maintenant que a est tel que g 2 N, et 
onsidérons un graphe étoilé � 
onnexe,� 2 G �ak�. Alors son nombre 
y
lomatique ne dépend que de ak :�(�) = "(�) + 1� h(�) = 2g + 1 + mXi=1 �ki + Æ0ki � �i;`i� :Si a a la propriété que tout graphe étoilé 
onstruit sur l'un de ses redressements est 
onnexe, alors,selon le théorème 2.2,
(n)�1;:::;�m = 2 nm�1z1 : : : zm Xk2Ia 
ard �G �ak�� 2ki+Æ0ki��i;`i :Or 
ard �G �ak�� = (n� 1)!m�1, et pour tout entier p, p�1Xk=02k+Æ0k = 2p. On obtient don
 le résultatsuivant :Corollaire 2.12 Si (�1; : : : ; �m) est tel que tout graphe étoilé 
onstruit sur l'un de ses redres-sements est 
onnexe, alors soit 
(n)�1;:::;�m = 0, soit :
(n)�1;:::;�m = 2n! mYi=1 
ard(C�i):En parti
ulier, 
ette 
ondition de 
onnexité est satisfaite si l'une des partitions vaut (n� 1; 1).Cette formule généralise don
 le résultat 
lassique suivant : pour toute partition � ` n impaire,
�(n);(n�1;1) = 2(n� 2)! :
2.4 Orientabilité et énumération expli
ite2.4.1 Fon
tion de parité et orientabilitéSoit � un graphe, et S son ensemble de sommets. On appelle fon
tion de parité sur � touteappli
ation ' : S ! Z. Le 
ardinal de l'ensemble '�1(0) est appelé poids de la fon
tion ' et notéw('). Une orientation des arêtes de � est dite '-
ompatible si le degré sortant de tout sommetv 2 S a même parité que '(v). Un graphe � possédant une telle orientation est dit '-orientable.Proposition 2.13 Un graphe 
onnexe � est '-orientable si et seulement si�(�) 6� w(') mod 2:Dans 
e 
as, il a exa
tement 2�(�) orientations '-
ompatibles.
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torisations d'un grand 
y
leDémonstration. Supposons tout d'abord que �(�) = 0, autrement dit que � est un arbre, etdémontrons le résultat par ré
urren
e sur le nombre de sommets de �.Le 
as de l'arbre � réduit à un unique sommet s (et don
 sans arête) est évident : la seuleorientation possible de � est l'orientation vide, et � est don
 '-orientable si et seulement si '(s) =0, i.e. w(') = 1, i.e. w(') 6� �(�)mod 2.Si � a plusieurs sommets, il possède une feuille f , adja
ente à un sommet s. Soit �0 l'arbreobtenu en supprimant f dans �. Pour toute fon
tion de parité ' sur �, on dé�nit de la façonsuivante la fon
tion de parité '0 
orrespondante sur �0 :'0 : v 7�! 8<:'(v) si v 6= s'(s) + '(f) + 1 si v = s:� est alors '-orientable si et seulement si �0 est '0-orientable, et 
haque orientation '-
ompatibleorientation de � 
orrespond à exa
tement une orientation '0-
ompatible de �0. De plus, w('0) �w(') mod 2, don
 � est '-orientable si et seulement si w(') � 1 mod 2, et a alors une uniqueorientation '-
ompatible. Ce
i prouve le 
as �(�) = 0.Prouvons maintenant le 
as général par ré
urren
e sur �(�) : supposons �(�) > 1, � possèdealors un 
y
le simple (s1; : : : ; sk) pour un 
ertain k > 3. Soit (s1; s2) une arête de 
e 
y
le, et �0 legraphe obtenu à partir de � en supprimant 
ette arête. Soit '0 la fon
tion de parité sur �0 dé�niepar : '0 : v 7�! 8<:'(v) si v 6= s1'(s1) + 1 si v = s1:Considérons les orientations '-
ompatibles de � pour lesquelles (s1; s2) est orientée de s1 verss2. Les restri
tions à �0 de 
es orientations sont exa
tement les orientations '0-
ompatibles. Alors�(�0) < �(�), et l'hypothèse de ré
urren
e peut être appliquée à �0 : de telles orientations existentsi et seulement si �(�0) 6� w('0) mod 2, et elles sont alors au nombre de 2�(�0). Puisque ' et '0ont des poids de parité opposée, 
es 
onditions se traduisent de la façon suivante en termes de �et ' : il existe des orientations '-
ompatibles de � ave
 une orientation donnée de l'arête (s1; s2)si et seulement si �(�) 6� w(') mod 2, et 
es orientations sont alors au nombre de 2�(�)�1, 
e quiporte le nombre total d'orientations '-
ompatibles de � à 2�(�). CQFD. �
2.4.2 Fin de l'énumérationNous allons maintenant appliquer les résultats pré
édents aux graphes étoilés à l'aide d'unefon
tion de parité judi
ieusement 
hoisie : soit a un m-uplet de partitions de n, ak un de sesredressements, et � un graphe étoilé appartenant à G �ak�. Considérons la fon
tion de parité 'nulle exa
tement sur les sommets-lignes 
orrespondant aux équerres redressées. On note '(
) larestri
tion de 
ette fon
tion ' à 
haque 
omposante 
onnexe �(
) de �.Proposition 2.14 � est totalement pair si et seulement s'il est '-orientable.



2.4 Orientabilité et énumération expli
ite 43Démonstration. Un graphe étoilé � est totalement pair si et seulement si, pour 
ha
une de ses
omposantes 
onnexes �(
), "(�(
)) � 0 mod 2. D'autre part, il est '-orientable si et seulementsi, pour 
haque �(
), �(�(
)) 6� w('(
)) mod 2. Or le poids w('(
)) est par dé�nition le nombrede lignes provenant d'une équerre redressée appartenant à la 
-ième 
omposante, autrement dith(�(
)). L'égalité "(�(
)) = �(�(
))� 1 + h(�(
)) permet d'a
hever la démonstration. �L'ensemble des orientations '-
ompatibles des graphes appartenant à G �ak� sera noté ~G �ak�.On peut immédiatement déduire l'égalité suivante du lemme 2.11 et des propositions 2.13 et2.14 : X�2E(ak ) 2�(�) = 
ard�~G �ak�� :Le théorème 2.2 devient don
 :Théorème 2.3 
(n)�1;:::;�m = nm�1z1 : : : zm 22g Xk2Ia 
ard�~G �ak�� :Le problème se ramène don
 au dénombrement de l'ensemble ~G �ak�. Partitionnons 
et en-semble selon la distribution des degrés sortants des di�érents sommets, dé
rite par :� la partition b� dont les parts sont les degrés sortants des sommets-étoiles,� l'appli
ation  qui asso
ie à 
haque sommet-ligne �ij son degré sortant  ij .Nous 
onsidérons b� 
omme une partition du fait de l'indis
ernabilité des sommets-étoiles.Alors : ~G �ak� = [( ;b�) ~G �ak ;  ; b�� :Proposition 2.15 Par 
onstru
tion,  et b� satisfont les propriétés suivantes :� ' valant 1 sur 
haque sommet-étoile, la partition b� n'a pas de part paire. En 
onséquen
e,jb�j > n � 1 et jb�j � n � 1 mod 2. Les sommets-étoiles de degré sortant égal à 1 sont ditssimples, les autres, de degré sortant au moins égal à 3, sont dits 
omplexes.� pour tout i 2 [[1;m℄℄, le nombre d'indi
es j tels que 'ij vaut 1 est exa
tement `i � 1. Ce
iimplique entre autres que Xj>1 ij > `i � 1 et Xj>1 ij � `i � 1 mod 2.� 
haque arête du graphe 
ontribue exa
tement une fois au degré sortant d'un sommet, don
jb�j+ X16i6m Xj>1 ij = m(n� 1):Pour tout i > 1, soitmi le nombre de parts de taille 2i+1 de b�, et soit � la partition 1m12m2 : : : ;on notera b� = 2� + 1. Soit g0 = j�j, 
'est-à-dire la moitié de l'ex
édent1 d'arêtes sortantespour les sommets-étoiles, et gi la moitié de l'ex
édent d'arêtes sortantes pour les sommets-lignes
orrespondant au diagramme �i. Autrement dit,jb�j = n� 1 + 2g0 et 8i 2 [[1;m℄℄; Xj>1  ij = `i � 1 + 2gi:1relativement au 
as minimum d'une sortante par étoile
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y
leCal
ulons tout d'abord 
ard�~G �ak ;  ; b��� pour  et � donnés. Il faut 
hoisir dans 
haqueligne �ij la position des  ij arêtes sortantes. Cela donne lieu à Yj>1��ij ij� possibilités pour 
haquediagramme.Il faut ensuite 
hoisir quelles 
ellules sont reliées à des sommets-étoiles 
omplexes, et 
omment.Ave
 les notations dé
rites dans la se
tion 2.1, 
ela donne(D (e2�+1)) �n� 1�Pj  1j ; : : : ; n� 1�Pj  mj�Aut(�)
hoix possibles, i.e. (D (e2�+1)) (r1 � 2g1; : : : ; rm � 2gm)Aut(�) :Relier les dernières 
ases entrantes aux sommets-étoiles simples � non numérotées, don
 non dis
er-nables les unes des autres � ne permet au
un 
hoix supplémentaire, don
 il ne reste qu'à relier les
ases sortantes aux sommets étoiles de telle manière que 
haque diagramme soit adja
ent à 
haqueétoile. Cela donne lieu, pour 
haque diagramme �i, à un 
hoix parmi �Pj  ij�! possibilités.Le 
ardinal de ~G(ak ;  ; b�) est don
 égal à :Yi;j ��ij ij� �Yi 0�Xj  ij1A! � (D (e2�+1)) (r� 2g)Aut(�) :Sommons maintenant sur  ave
 un m-uplet (g1; : : : ; gm) �xé. Puisque  ij est impair si etseulement si j < `i, on obtient :(D (e2�+1)) (r� 2g)Aut(�) � mYi=10�(`i � 1 + 2gi)! Xp1+���+p`i=gi � ki2p`i� `i�1Yj=1 � �ij2pj + 1�1A :Sommer sur les m-uplets (g1; : : : ; gm) et sur � donne 
ard�~G �ak�� :Xg0+���+gm=gPg0(r� 2g) mYi=10�(`i � 1 + 2gi)! Xp1+���+p`i=gi � ki2p`i� `i�1Yj=1 � �ij2pj + 1�1A :Selon le théorème 2.3, il ne reste plus qu'à sommer sur k . L'identité�i`i�1Xki=0 � ki2p`i� = � �i`i2p`i + 1�;permet alors d'obtenir l'expression suivante de 
(n)�1;:::;�m :nm�1z1 : : : zm 22g Xg0+���+gm=g Pg0(r� 2g) mYi=10�(`i + 2gi � 1)! Xp1+���+p`i=gi `iYj=1� �ij2pj + 1�1A ;qui est équivalente au théorème 2.1. �



2.5 Résultats asymptotiques 452.5 Résultats asymptotiquesLa formule (2.2) permet d'obtenir des résultats asymptotiques à genre �xé. Nous allons 
onsi-dérer i
i deux façons di�érentes de faire tendre le poids des partitions mises en jeu vers l'in�ni.La plupart des résultats asymptotiques sur les 
onstantes de stru
ture 
on
ernent le 
as où,à n �xé, le nombre de fa
teurs m tend vers l'in�ni. Ce qui implique en parti
ulier que le genretend lui aussi vers l'in�ni. Ces résultats sont parti
ulièrement intéressants pour l'étude des mar
hesaléatoires dans le groupe symétrique [102℄, mais, en vue d'interprétations topologiques, les résultatsà genre �xé peuvent s'avérer plus pertinents. Dans 
e 
adre, les parts de taille 1 ne sont pasintéressantes, puisqu'elles 
orrespondent aux points réguliers par opposition aux points 
ritiques,et il est don
 plus naturel de faire porter les 
ontraintes sur le genre et les types 
y
liques réduits.Considérons don
 des partitions réduites �1; : : : �m2 et un genre g �xé ; on pose n =Pi ri+1�2g,ai = n� j�ij et fg�1;:::;�m =8<:
(n)1a1�1;:::;1am�m si n > maxi(j�ij);0 sinon.Autrement dit, fg�1;:::;�m est le nombre de fa
torisations de genre g d'un grand 
y
le en m permu-tations de types 
y
liques réduits respe
tifs �1,. . .,�m.La formule 2.2 est utile pour obtenir des estimations asymptotiques des 
onstantes de stru
turelorsque n tend vers l'in�ni à g �xé. Comme illustration, nous prouvons les deux 
orollaires suivants :Corollaire 2.16 (Grand nombre de fa
teurs) Soit g un entier positif et � = 2a2 : : : kakune partition sans parts égales à 1, de rang r et de longueur `. Alors il existe une 
onstante 
(g; �)(donnée dans la preuve) telle que, lorsque m tend vers l'in�nifg(�)m �m!1 
(g; �) � (`� 1)!mAut(�)m � (mr)m`�1+3g :En parti
ulier, dans le 
as des produits de transpositions, on obtient une généralisation de laformule de Cayley : fg(2)m �m!1 mm�1+3g24g g! ;qui s'étend élégamment aux involutions à k 
y
les :fg(2k)m �m!1 (km)km�1+3gkm24g g! ;ou en
ore aux k-
y
les : fg(k)m �m!1 
(g; k) � ((k � 1)m)m�1+3g:Corollaire 2.17 (Grands fa
teurs) Soit g un entier positif ; on 
onsidère m partitions �i =1ai;1 : : : kai;k . Soit x � �i la partition xai;1 : : : (kx)ai;k . Pour x tendant vers l'in�ni, il existe une
onstante 
(g;�1; : : : ; �m) (donnée dans la preuve) telle que :fgx��1;:::;x��m �x!1 
(g;�1; : : : ; �m) � x4g�1+Pi `i :2
'est-à-dire sans parts égales à 1



46 Chapitre 2. Fa
torisations d'un grand 
y
le2.5.1 Grand nombre de fa
teurs identiquesDans un premier temps, faisons tendre le nombre m de fa
teurs vers l'in�ni ave
 n, en 
onsi-dérant des fa
teurs (de type 
y
lique) identique(s). Le 
as parti
ulier le plus simple est 
elui destranspositions : soit T = 1n�2 2, et �i = T pour tout i 2 [[1;m℄℄. Alors m = n� 1 + 2g, et :
(n)T n�1+2g = nn�2+2g22g Pg(1; : : : ; 1)= nn�2+2g22g X�`g 1Aut(�)�n� 1 + 2g`(�) + 2g �� `(�) + 2g2�1 + 1; : : : ; 2�`(�) + 1�= nn�2+2g22g gX̀=0�n� 1 + 2g`+ 2g � X�`g`(�)=` 1Aut(�)� `+ 2g2�1 + 1; : : : ; 2�` + 1�;si bien que 
(n)T n�1+2g est un polyn�me de degré n� 2 + 5g en n.Un fait surprenant à remarquer est que le 
oe�
ient de �n�1+2g`+2g � est le nombre de partitionsde l'ensemble f1; : : : ; `+2gg en ` sous-ensembles de 
ardinal impair supérieur ou égal à 3. Il seraitintéressant d'en trouver une interprétation 
ombinatoire.Remarquons aussi que 
ette formule dé
oule aussi, moyennant quelques 
al
uls, des résultatsprésentés dans [56, 115℄, qui fournissent la formulation suivante (théorème 1.6) :
(n)T n�1+2g = 1n! n�1Xi=0 (�1)i�n� 1i ���n2�� ni�n�1+2g :Une manière e�
a
e de 
al
uler des valeurs exa
tes pour n grand 
onsiste à utiliser 
ettedernière formule pour 
al
uler les g premières évaluations, en déduire les g 
oe�
ients du polyn�me,et utiliser ensuite notre expression.Asymptotiquement, la 
ontribution dominante est 
lairement obtenue pour � = 1g , si bien quele nombre de fa
torisations de genre g en m = n� 1 + 2g transpositions est équivalent à :
(n)T n�1+2g �n!1 nn�2+5g24g g! ; ou en
ore 
(n)Tm �m!1 mm�1+3g24g g! :
Plus généralement, 
onsidérons des fa
torisations de genre g en m fa
teurs de type 1p�, où� = 2a2 : : : kak désigne une partition d'un entier n0 �xé sans part de taille 1, de longueur ` et derang r. La relation mr = n0+p�1+2g détermine le nombre de points �xes p = mr�n0+1�2g,si bien que de telles fa
torisations existent dès que m > n0 + 2g � 1r .Alors, puisque Sgi(1p�) = Sgi(�),
(n0+p)(1p�)m = nm�122g (p+ `� 1)!m(p! Aut(�))m Xg0+���+gm=gPg0(r� 2g) mYi=1(`+ p)(2gi)Sgi(�)où r � 2g = (r � 2g1; : : : ; r � 2gm). Les 
ontributions des 
ompositions (g1; : : : ; gm) possédant lamême partition sous-ja
ente � sont égales, et seuls les fa
teurs 
orrespondant à gi > 0 sont non
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 :
(n0+p)(1p�)m = nm�122g (p+ `� 1)!m(p! Aut(�))m X�(g0;�)`g�=1n1 :::gng� m`(�)�� `(�)n1; : : : ; ng�Pg0(r� 2�) `(�)Yi=1(`+ p)(2�i)S�i(�)où r� 2� désigne le m-uplet (r � 2�1; : : : ; r � 2�`(�); r; : : : ; r).Considérons tout d'abord Pg0 (r � 2�). Pour m tendant vers l'in�ni, le terme dominant est leterme de degré maximal, à savoir 3g0, de D(e3g0 )=g0! :g0! Pg0(r� 2�) � r3g0�m� `(�)3g0 �� 3g03; : : : ; 3� � (mr)3g03!g0 :Dans la sommation à g0 �xé, le produit 
ontribue ave
 un polyn�me en p de degré 2(g � g0),i.e. ne dépend pas de �. La plus grande 
ontribution est don
 déterminée par le degré de � m`(�)� etdonnée par � = 1g�g0 . En 
onséquen
e, puisque n � p � mr, nous obtenons l'équivalent suivant :
(n0+p)(1p�)m �m;p!1 pm`�122g (`� 1)!mAut(�)m Xg0+g1=g mg1g1! (mr)3g06g0g0! p2g1S1(�)g1�m;p!1 (mr)m`�1+3g (`� 1)!mAut(�)m Xg0+g1=g S1(�)g1rg1 4g 6g0 g0! g1! :Ce qui mène au 
orollaire 2.16. Observons que S1(�) = 16Pi(�i�1)(�i�2), et la 
onstante 
(g; a)peut don
 également être exprimée 
omme124g Xg0+g1=g 1rg1 g0! g1! X̀i=1(�i � 1)(�i � 2):Les 
as parti
uliers s'obtiennent de la manière suivante : en 
e qui 
on
erne les involutions à k
y
les, � = 2k, r = ` = k, p = k(m� 2) + 1� 2g, et S1(�) = 0, 
e qui donne :
(2k+p)(1p2k)m �m!1 (km)km�1+3gkm24g g! :En 
e qui 
on
erne les k-
y
les, le résultat est immédiat. Par exemple, pour k = 3, � = 3,r = 2, et ` = 1, 
e qui donne plus pré
isément :
(3+p)(1p3)m �m!1 (2m)m�1+3g24g gXg0=0 1g0!(g � g0)! �m!1 (2m)m�1+3g12g g! :
2.5.2 Grands fa
teursFixons maintenant m, et faisons tendre les parts non triviales vers l'in�ni homothétiquement.Pour 
ela, 
hoisissons m partitions �i = 1ai;1 2ai;2 : : : kai;k de poids respe
tifs ni. On noterax � �i la partition xai;1 (2x)ai;2 : : : (kx)ai;k . Considérons le nombre de fa
torisations de genre g en
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torisations d'un grand 
y
lepermutations de types 
y
liques réduits respe
tifs x ��1; : : : ; x ��m, et faisons tendre x vers l'in�ni.Selon la relation de genre, 
es permutations doivent posséder des points �xes supplémentaires pourque le nombre total d'éléments sur lesquels elles agissent véri�e l'égalité :n = mXi=1 r(x � �i) + 1� 2g;où r(x � �i) = xni � `i. Don
, en notant n0 = n1 + � � �+ nm et `0 = `1 + � � �+ `m, n doit véri�er :n = xn0 � `0 + 1� 2g:Considérons tout d'abord le 
omportement des polyn�mes Sg(x ��) pour une partition � et unentier g donnés : les points �xes de x � � n'entrent pas en ligne de 
ompte, et don
 :Sg(x � �) = Xp1+���+p`=g Ỳj=1 1x�j� x�j2pj + 1� �x!1 x2g sg(�);où sg(�) = Xp1+���+p`=g Ỳj=1 �2pjj(2pj + 1)! :Intéressons-nous maintenant à Pg0(r � 2g) : puisque, pour tout i 2 [[1;m℄℄, r(x � �i) � xni, la
ontribution est à nouveau dominée par le terme de plus haut degré D(e3g0 )=g0!.g0! Pg0 (r� 2g) �x!1 (D(e3g0 )) (xn1; : : : ; xnm)�x!1 e3g0 (xn1; : : : ; xnm)�x!1 x3g0 e3g0 (n1; : : : ; nm):Finalement, pour tout i 2 [[1;m℄℄, soit pi le nombre de points �xes né
essaires pour �i. Alorspi = n� xni � x(n0 � ni), et(`(x � �i) + 2gi � 1)!Aut(x � �i) = (pi + `i + 2gi � 1)!pi! Aut(�i) �x!1 p`i+2gi�1iAut(�i) :Don
 :22gnm�1 � 
(n)x��1;:::;x��m�x!1 Xg0+���+gm=gx3g0 e3g0 (n1; : : : ; nm)g0! mYi=1 [x(n0 � ni)℄`i+2gi�1Aut(�i) x2gi sgi(�i):Ce
i mène au 
orollaire 2.17, puisque le terme dominant est obtenu pour g0 = 0 :
(n)x��1;:::;x��m �x!1  nm�1022g Xg1+���+gm=g mYi=1 (n0 � ni)`i+2gi�1 sgi(�i)Aut(�i) ! � x`0+4g�1 :



2.6 Premières valeurs 492.6 Premières valeursPremières valeurs prises par les polyn�mes Sg (i.e. pour des petites valeurs de g) :S0(x1; : : : ; x`) = 1;S1(x1; : : : ; x`) = 13! X̀i=1(xi � 1)2;S2(x1; : : : ; x`) = 15! X̀i=1(xi � 1)4 + 1(3!)2 X16i<j6`(xi � 1)2(xj � 1)2:Premières valeurs de Pg :P0 = 1;P1 = D(e3) = Xi1<i2<i3 xi1xi2xi3 ;P2 = D(e5) + 12D(e32);= Xi1<���<i5 xi1 � � �xi5 + 12D0� Xi1<i2<i3 xi1xi2xi3!21A ;= Xi1<���<i5 xi1 � � �xi5 + 10 Xj1<���<j6 xj1 � � �xj6 + 3 Xi; j1<���<j4(xi)2xj1 � � �xj4+ Xi1<i2; j1<j2(xi1 )2(xi2 )2xj1xj2 + 12 Xi1<i2<i3(xi1 )2(xi2 )2(xi3)2:Le 
as suivant immédiatement 
elui de la formule obtenue par A. Goupil et G. S
hae�er,
'est-à-dire le 
as m = 3, s'é
rit :
(n)�1;�2;�3 = n222g 3Yi=1 (`i � 1)!Aut(�i) � Xg0+���+g3=g 1g0! 3Yi=1(ri � 2gi)g0`(2gi)i Sgi(�i):Pour g = 1, 
ela se simpli�e de la façon suivante :n24 3Yi=1 (`i � 1)!Aut(�i) �  r1r2r3 + 3Xi=1 `i(`i + 1)S1(�i)!ave
 `1 = r2+ r3�1 et ri = r(�i) ; le terme 
orre
tif est don
 un polyn�me de degré 4 en les partsde �i.Pour g = 2, on obtient, ave
 `1 = r2 + r3 � 3,n216 3Yi=1 (`i � 1)!Aut(�i) �0�12(r1)2(r2)2(r3)2 + r1r2r3 3Xi=1 `(2)i S1(�i)ri � 2ri+ X16i<j63̀ (2)i `(2)j S1(�i)S1(�j) + 3Xi=1 `(4)i S2(�i)1A :





Chapitre 3Liens entre 
artes et fa
torisationsdans d'autres groupesLe but de 
e 
hapitre est d'étendre le lien entre 
onstellations et fa
torisations transitives dansSn (évoqué à la se
tion 1.6) à d'autres groupes Gn, moyennant l'ajout de signes sur les arêtes des
onstellations. Nous obtenons ainsi une démonstration 
ombinatoire et 
onstru
tive d'une formulereliant le nombre de fa
torisations d'un élément quel
onque de Gn au nombre de fa
torisationsd'un élément de Sn qui lui est naturellement asso
ié. Ces résultats ont été obtenus ave
 Cedri
Chauve et Alain Goupil [30℄.3.1 Le groupe des permutations signéesDé�nitions et notations Nous introduisons i
i le groupe des permutations signées, dans lequelnous souhaitons étudier les fa
torisations transitives 
omme dans le groupe Sn.Définition 3.1 Une permutation signée d'ordre n est une permutation � des éléments de l'en-semble [[-n; n℄℄� = [[-n; -1℄℄ [ [[1; n℄℄ telle que8i 2 [[1; n℄℄; �(-i) = -�(i): (3.1)On note Bn le groupe des permutations signées d'ordre n, également appelé n-ième groupe hyper-o
taédral.notation 3.2 Pour tout élément x de l'ensemble [[-n; n℄℄�, on note respe
tivement jxj et �(x) savaleur absolue et son signe.Comme sous-groupe de S ([[-n; n℄℄�), Bn agit naturellement sur [[-n; n℄℄�, mais la propriété 3.1permet de dé�nir également une a
tion (à gau
he) sur [[1; n℄℄ de la façon suivante :8� 2 Bn; 8i 2 [[1; n℄℄; � � i = j�(i)j:



52 Chapitre 3. Liens entre 
artes et fa
torisations dans d'autres groupesDéfinition 3.3 Soit � un élément de Bn. Pour tout i 2 [[1; n℄℄, on représente simultanément lesorbites de i et de -i (éventuellement 
onfondues) par le 
y
le de i dans � 
(i; �) = (
1 
2 : : : 
`)dé�ni par 
1 = �(i) et, pour tout j > 1, 
j+1 = �(j
j j). En parti
ulier, j
`j = i ; �(
`) est appelésigne de i dans � et noté �(i; �).On appelle représentation 
y
lique d'un élément � de Bn sa représentation 
omme produit(
ommutatif) de ses 
y
les disjoints.On appelle permutation sous-ja
ente d'un élément � de Bn l'élément de Sn dont la représen-tation 
y
lique s'obtient à partir de 
elle de � en remplaçant 
haque élément i par jij.Exemple 3.1 La permutation � =  1 2 3 4 5 -1 -2 -3 -4 -5-3 2 -5 -4 1 3 -2 5 4 -1 ! admet pour re-présentation 
y
lique � = (1 -3 -5) (2) (-4):Définition 3.4 Soit � 2 Sn. On appelle signe d'un 
y
le 
 de � le produit des signes de seséléments, noté �(
) : si 
 = (
1 
2 : : : 
`), alors �(
) = �(
1)�(
2) : : : �(
`). Le signe de lapermutation � est alors le produit des signes de ses 
y
les disjoints, noté �(�), ou en
ore, de façonéquivalente, le produit des signes des entiers de [[1; n℄℄ dans � :�(�) = nYi=1 �(i; �):Une permutation signée est dite positive ou négative1 en fon
tion de son signe.Remarquons qu'un 
y
le positif de longueur ` 
orrespond, au sens des permutations � 
las-siques � de l'ensemble [[-n; n℄℄�, à deux 
y
les de longueur `, tandis qu'un 
y
le négatif de mêmelongueur 
orrespond à un unique 
y
le de longueur 2` : le 
y
le d'un élément i quel
onque estnégatif si et seulement si -i appartient à l'orbite de i sous �.Exemple 3.2 La permutation signée de l'exemple 3.1 a deux 
y
les positifs et un 
y
le négatif,et est don
 négative. Le 
y
le signé positif (1 -3 -5) représente la paire de 
y
les non signés(1 -3 -5)(-1 3 5), tandis que le 
y
le signé négatif (-4) représente le 
y
le non signé (4 -4).
Des
ription des 
lasses de 
onjugaison La notion de type 
y
lique d'une permutation deSn peut être ra�née pour s'adapter au 
as des permutations signées.Définition 3.5 On appelle type 
y
lique d'un élément � de Bn le 
ouple de partitions (λ+; λ�) depoids 
umulé n dé
rivant respe
tivement la répartition des longueurs des 
y
les positifs et négatifsde �.1On ren
ontre également la terminologie paire ou impaire, que nous n'emploierons pas, pour éviter la 
onfusionpossible ave
 la notion de parité d'une permutation liée à sa signature.



3.2 Représentation par des 
onstellations signées 53notation 3.6 Étant donné deux partitions λ et �, on note λ+� la partition de poids jλj+ j�j dontl'ensemble des parts est l'union (disjointe) des ensembles de parts de λ et �. On dit alors que le
ouple (λ; �) est une dé
omposition de la partition λ+�, et que λ+� est la partition sous-ja
entede (λ; �).On obtient ainsi une des
ription des 
lasses de 
onjugaison du groupe Bn (voir par exemple[78, 
hapitre 4℄) :Proposition 3.1 Les 
lasses de 
onjugaison de Bn sont 
onstituées des permutations signées demême type 
y
lique. Elles sont don
 indexées par les 
ouples de partitions (λ+; λ�) dont la sommeest une partition de n.notation 3.7 Si ~λ = (λ+; λ�), on note C~λ la 
lasse de 
onjugaison de Bn formée des permutationssignées de type 
y
lique ~λ.Étant donné un entier m > 1, m+ 1 dé
ompositions de partitions de poids n, ~λ1; : : : ; ~λm et~�, et une permutation signée � de type 
y
lique ~�, on note
~�~λ1;:::;~λmle nombre de fa
torisations transitives de � appartenant à C~λ1 � � � � � C~λm , i.e. de m-uplets(�1; : : : ; �m) 2 C~λ1 � � � � � C~λmtels que �m : : : �1 = �, et que le groupe h�1; : : : ; �mi agisse transitivement sur [[1; n℄℄.
3.2 Représentation par des 
onstellations signéesNous dé�nissons i
i une famille d'objets que nous appelons 
onstellations signées, et qui jouentvis-à-vis des fa
torisations transitives dans le groupe Bn un r�le analogue à 
elui des 
onstellationsdé�nies à la se
tion 1.6 vis-à-vis des fa
torisations transitives dans Sn.Définition 3.8 Soit m > 2 et g > 0. Une m-
onstellation signée (enra
inée) de genre g à npolygones est une m-
onstellation (enra
inée) de genre g à n polygones dont 
ha
une des mnarêtes porte un signe + ou �. Une telle m-
onstellation signée est dite numérotée si ses polygonessont numérotés de 1 à n, et on dé�nit l'étiquetage 
anonique d'unem-
onstellation signée enra
inée
omme 
elui de la m-
onstellation enra
inée sous-ja
ente.notation 3.9 Le signe d'une arête e d'une 
onstellation signée C est noté �(e; C).La proposition suivante se prouve de manière analogue à la proposition 1.11 :Proposition 3.2 Soit n > 1 et m > 2 ; il existe une bije
tion entre l'ensemble des m-uplets(�1; : : : ; �m) d'éléments de Bn tel que h�1; : : : ; �mi agit transitivement sur [[1; n℄℄ et l'ensemble des



54 Chapitre 3. Liens entre 
artes et fa
torisations dans d'autres groupesm-
onstellations signées enra
inées à n polygones numérotés de 1 à n, le polygone ra
ine étantnuméroté 1. Le signe de l'unique arête aj(i) 
anoniquement étiquetée (j; j+1) bordant le polygonenuméroté i 
orrespond au signe de i dans la permutation �j .notation 3.10 Étant donné une 
onstellation numérotée, on désigne par sj(i) le sommet in
identau polygone i 
anoniquement étiqueté j, et par aj(i) l'arête reliant sj(i) et sj+1(i).Exemple 3.3 La �gure 3.1 représente la 2-
onstellation planaire asso
iée au 
ouple de permu-tations signées �1 = (-1 -5 8) (-2) (3) (4) (6) (-7) (sommets noirs et arêtes en trait plein) et�2 = (1) (2 3 4 -5) (-6 7 -8) (sommets blan
s et arêtes pointillées). Les arêtes positives sontreprésentées en trait �n et les négatives en trait épais.Alors la permutation �2�1 = (1 -2 -3 4 -5 -6 7 8) se lit sur la 
onstellation C de la façonsuivante : soit i 2 [[1; n℄℄, j tel que a1(j) suive immédiatement a2(i) autour de la fa
e blan
he, etk tel que a2(k) suive immédiatement a1(j). Alors �2�1(i) = �(e2(k); C)�(e1(j); C) � k.
3 2 54 1 8 6 7

Figure 3.1 � Un 2-
a
tus signé numéroté planaire.
3.3 Cas des fa
torisations de n-
y
les signés en deux fa
teursConsidérons dans un premier temps les fa
torisations de n-
y
les de Bn, 
'est-à-dire des élé-ments de Bn dont la permutation sous-ja
ente est un n-
y
le de Sn. Ces éléments agissant tran-sitivement sur [[1; n℄℄, leurs fa
torisations sont né
essairement transitives et 
orrespondent don
toutes à des 
onstellations signées.Définition 3.11 On appelle n-
y
le signé 
anonique tout élément 
 de Bn tel que, pour touti 2 [[1; n℄℄, j
(i)j = i+ 1.Dans la suite, pour toute dé
omposition ~λ = (λ+; λ�), λ désigne la partition sous-ja
ente.Un résultat énumératif simple Pour toute dé
omposition ~� de la partition (n), les 
oe�
ients
~�~λ;~� s'expriment de façon extrêmement simple en fon
tion de 
(n)λ;� :



3.3 Cas des fa
torisations de n-
y
les signés en deux fa
teurs 55Théorème 3.1 Soit n un entier stri
tement positif, λ = 1`1 : : : n`n et � = 1m1 : : : nmn deuxpartitions de n, et g le genre du triplet (λ; �; (n)).Soit ~λ, ~� et ~� trois dé
ompositions de λ, � et (n) respe
tivement, telles que λ+ = 1`+1 : : : n`+n ,
λ� = 1`�1 : : : n`�n , �+ = 1m+1 : : : nm+n et �� = 1m�1 : : : nm�n . Alors :
~�~λ;~� =8>><>>:" nYi=1� `i`+i ��mim+i �#22g � 
(n)λ;� si �(~�) = �(~λ)�(~�);0 sinon.Ce théorème peut être démontré par des 
al
uls assez simples sur les 
ardinaux des 
lassesde 
onjugaison. Notre but i
i est d'en donner une autre preuve, 
ombinatoire et 
onstru
tive, enmontrant le fait suivant : soit 
 = (1 2 : : : n) 2 Sn ; étant donné� deux permutations � et � de Sn de types 
y
liques respe
tifs λ et �, et telles que �� = 
,� un n-
y
le signé 
anonique ~
, de type ~�,� deux dé
ompositions ~λ et ~� de λ et � 
ompatibles ave
 ~�, i.e. telles que �(~λ)�(~�) = �(~�),le nombre de façons de signer les éléments de � et de � selon les types 
y
liques ~λ et ~� de tellesorte que le produit ~�~� des permutations signées obtenues soit égal à ~
 est :" nYi=1� `i`+i ��mim+i �# 22g :Remarquons que le 
as de nullité du théorème 3.1 dé
oule immédiatement de la des
riptiondes 
lasses de 
onjugaison de Bn : un prérequis pour que deux éléments d'un groupe soient égauxest leur appartenan
e à une même 
lasse de 
onjugaison.Exemple 3.4 Soit � = (1 5) (2 6) (4 7) (3 8), � = (1 6 4) (2 8 5) (3 7), ~
 = (1 -2 3 4 5 -6 7 8),~λ = ((2; 2; 2; 2); ;) et ~� = ((3; 3; 2); ;).Nous 
her
hons des permutations signées ~� et ~� dont tous les 
y
les sont positifs, dont lespermutations sous-ja
entes sont � et � , et telles que ~�~� = ~
. Alors g = 1, et il existe quatremanières d'assigner un nombre pair de signes négatifs dans 
ha
un des 
y
les de � et � pourobtenir une fa
torisation de ~
 :� ~� = (1 5) (-2 -6) (4 7) (3 8) et ~� = (1 6 4) (2 8 5) (3 7),� ~� = (-1 -5) (2 6) (4 7) (3 8) et ~� = (-1 -6 4) (-2 8 -5) (3 7),� ~� = (1 5) (2 6) (-4 -7) (-3 -8) et ~� = (1 -6 -4) (-2 -8 5) (-3 -7),� ~� = (-1 -5) (-2 -6) (-4 -7) (-3 -8) et ~� = (-1 6 -4) (2 -8 -5) (-3 -7).En revan
he, il est impossible de signer les éléments de � et � selon ~� et ~� pour obtenir unefa
torisation de (1 -2 -3 4 5 -6 7 8).
Cas planaire Dans le 
as d'une fa
torisation minimale d'un n-
y
le, autrement dit dans le 
asoù le 2-
a
tus asso
ié est de genre 0, le théorème 3.1 a�rme que le nombre de fa
torisationsd'un n-
y
le signé 
anonique ~
 en deux permutations de types 
y
liques respe
tifs ~λ et ~� et depermutations sous-ja
entes � et � est exa
tement égal au nombre de façons de répartir les signes



56 Chapitre 3. Liens entre 
artes et fa
torisations dans d'autres groupesdes 
y
les selon ~λ et ~�, à 
ondition que �(~λ)�(~�) = �(~
). L'algorithme suivant permet, pour unetelle répartition 
ohérente de signes sur les sommets et les polygones d'un 
a
tus planaire, de
onstruire l'unique répartition satisfaisante de signes sur les arêtes.Algorithme 3.1 :� entrée : un 2-
a
tus planaire C numéroté, une partition des polygones en deux ensemblesP+ et P�, une partition des sommets de C en deux ensembles S+ et S� ;� sortie : une partition de l'ensemble des arêtes de C en deux sous-ensembles A+ et A�.Tant que toutes les arêtes ne sont pas signées, par
ourir la fa
e blan
he de C en sens dire
t jusqu'àla première arête a non signée. Soit i le polygone auquel elle est in
idente.1. Si a = a1(i), et s'il s'agit de la dernière arête étiquetée (1; 2) non signée in
idente à s1(i),� �(a1(i); C) est imposé par la 
ondition sur �(s1(i); C),� le signe de l'arête a2(j) qui suit immédiatement a1(i) autour de la fa
e blan
he est donnépar l'égalité �(a1(i); C)�(a2(j); C) = �(j; C).2. Si a = a2(i), et s'il s'agit de la dernière arête étiquetée (2; 1) non signée in
idente à s2(i),� �(a2(i); C) est imposé par la 
ondition sur �(s2(i); C),� le signe de l'arête a1(j) qui pré
ède immédiatement a2(i) autour de la fa
e blan
he estdonné par l'égalité �(a1(j); C)�(a2(i); C) = �(i; C).Les lemmes suivants se démontrent assez simplement, et permettent d'obtenir le théorème 3.1dans le 
as d'un 
a
tus planaire :Lemme 3.3 L'algorithme 1 termine : tant que toutes les arêtes ne sont pas signées, il existe unearête non signée in
idente à un sommet dont toutes les autres arêtes sont signées.Démonstration. La démonstration repose sur la notion de profondeur d'un sommet s de C,dé�nie ré
ursivement 
omme suit : les sommets in
idents à un unique polygone de C0 = C sont deprofondeur 0, et, pour tout i > 1, les sommets de profondeur i sont les sommets in
idents à ununique polygone du 
a
tus Ci obtenu à partir de Ci�1 en supprimant les sommets de profondeuri�1 ainsi que les polygones qui y sont in
idents. Les arêtes dont les extrémités sont de profondeurinférieure à i sont traitées après au plus i+ 1 passages. �Lemme 3.4 Soit 
 = (a1(i); a2(j)) un 
ouple d'arêtes 
onsé
utives ; alors seule l'une des deuxrègles peut être appliquée à 
, sauf s'il s'agit de la dernière paire signée par l'algorithme. Lessignes donnés par les deux règles sont alors 
ohérents si et seulement si l'entrée véri�e la 
onditionde 
ohéren
e �(~λ)�(~�) = �(~
).Lemme 3.5 L'algorithme 1 fournit l'unique attribution de signes aux arêtes de C 
ohérente ave
son entrée.



3.4 Généralisations 57Extension en genre g quel
onque Dans le 
as d'un 
a
tus C de genre g non nul, les 
onditionsde signes sur les sommets et les polygones ne sont pas su�santes pour déterminer les signes detoutes les arêtes de C. Il faut don
 imposer 
ertains signes d'arêtes, 
e qui permet d'interpréter lefa
teur 22g . Or, de même qu'une 
arte à une fa
e de genre g peut être dé
omposée en un arbre
ouvrant et 2g arêtes, C peut être dé
omposé en un sous-
a
tus planaire 
ouvrant (au sens où sonensemble de sommets est 
elui de C) et 2g polygones P1; : : : ; P2g . Considérons don
 l'algorithmesuivant :Algorithme 3.2 :� entrée : un 2-
a
tus C numéroté de genre g, une partition des polygones en deux ensemblesP+ et P�, une partition des sommets de C en deux ensembles S+ et S� ;� sortie : une liste de 22g partitions de l'ensemble des arêtes de C en deux sous-ensemblesA+ et A�.1. Soit fP1; : : : ; P2gg un ensemble arbitrairement 
hoisi de 2g polygones de C dont le 
omplé-mentaire forme un sous-
a
tus planaire de C.2. Pour 
haque 2g-uplet de signes (�1; : : : ; �2g), e�e
tuer les opérations suivantes :(a) pour tout i 2 [[1; 2g℄℄, attribuer le signe �i à l'arête a2(Pi), et le signe �(Pi; C)=�i à l'arêtepré
édente ;(b) tant que toutes les arêtes ne sont pas signées, par
ourir la fa
e blan
he de C en sensdire
t jusqu'à la première arête a non signée et signer le 
ouple d'arêtes 
orrespondant
omme lors de l'algorithme 1.Les lemmes suivants sont simples à démontrer et permettent d'obtenir le théorème 3.1 dans le
as d'un 
a
tus de genre quel
onque :Lemme 3.6 L'étape 2:(b) de l'algorithme 2 termine pour tout 2g-uplet de signes. D'autre part,
omme pour l'algorithme 1, les deux règles d'attribution de signes aux 
ouples d'arêtes n'entrenten 
on
urren
e que pour le dernier 
ouple 
onsidéré, et sont alors 
ohérentes si et seulement sil'entrée de l'algorithme est 
ohérente.Lemme 3.7 L'étape 2:(b) de l'algorithme 2 
al
ule l'unique attribution de signes aux arêtes de C
ohérente ave
 l'entrée et telle que �(a2(Pi); C) = �i. L'étape 2: de l'algorithme 
al
ule don
 les22g attributions de signes distin
tes et 
ohérentes. En parti
ulier, le résultat de l'algorithme estindépendant du 
hoix arbitraire e�e
tué à l'étape 1.
3.4 GénéralisationsOn peut envisager de généraliser le résultat obtenu à la se
tion pré
édente dans plusieursdire
tions di�érentes : nous avons en e�et imposé des restri
tions fortes au type 
y
lique de la per-mutation produit (non signée) ainsi qu'au nombre de fa
teurs ; d'autre part, nous avons 
onsidéré



58 Chapitre 3. Liens entre 
artes et fa
torisations dans d'autres groupesle groupe des permutations signées, qui est en fait un 
as parti
ulier de produit en 
ouronne dugroupe symétrique.Fa
torisations d'une permutation de type 
y
lique quel
onque La 
onstru
tion pré-sentée au paragraphe pré
édent pour traiter le 
as d'une fa
torisation de grand 
y
le de genrequel
onque s'étend immédiatement aux fa
torisations transitives de permutations quel
onques,
'est-à-dire aux 2-
onstellations quel
onques. En e�et, une 2-
onstellation à f + 1 fa
es blan
hespeut être dé
omposée en un 2-
a
tus planaire 
ouvrant et un ensemble de 2g + f polygones. Onobtient alors le théorème suivant :Théorème 3.2 Soit n un entier stri
tement positif, � = 1�1 : : : nan, � = 1b1 : : : nbn et 
 troispartitions de n, et g le genre du triplet (�; �; 
).Soit ~�, ~� et ~
 trois dé
ompositions de �, � et 
 respe
tivement, telles que �+ = 1a+1 : : : na+n ,�� = 1a�1 : : : na�n , �+ = 1b+1 : : : nb+n et �� = 1b�1 : : : nb�n . Alors :
~
~�;~� = 8>><>>:" nYi=1� aia+i �� bib+i �#22g+`(
)�1 � 

�;� si �(~
) = �(~�)�(~�);0 sinon.Produit en 
ouronne de Sn par un groupe abélien quel
onque Le groupe Bn est en faitisomorphe au n-ième groupe monomial 
omplet de Z=2Z, autrement dit au produit en 
ouronne deZ=2Z ave
 Sn : Bn = Z=2Z R Sn:Plus généralement, pour tout groupe multipli
atif G, le produit en 
ouronne GRSn peut être vude la manière suivante [78℄ : soit Gn l'ensemble G� [[1; n℄℄ ; on note � l'opération dé�nie, pour toutg 2 G et tout (h; i) 2 Gn, par g � (h; i) = (gh; i):Alors GRSn est le groupe formé des permutations � de l'ensemble Gn telles que, pour tout g dansG et tout (h; i) dans Gn, �(gh; i) = g � �(h; i):Pour tout élément x = (g; i) de Gn, on note �(x) et jxj son signe g et sa valeur absolue i.Les éléments de GRSn possèdent une représentation 
y
lique analogue à 
elle des permutationssignées, 
e qui permet de dé�nir pour tout élément � de GRSn la permutation sous-ja
ente, lesigne �(i; �) d'un entier i dans �, le signe �(
; �) d'un 
y
le 
 de �, ou en
ore le signe de �. En�nl'a
tion 
anonique de GRSn sur [[1; n℄℄ est dé�nie par :8� 2 GRSn; 8i 2 [[1; n℄℄; � � i = j�(e; i)joù e désigne l'élément neutre de G.Dans la suite, G désigne un groupe abélien �ni d'ordre k.



3.4 Généralisations 59Les 
lasses de 
onjugaison de GRSn peuvent dans 
e 
as être dé
rites, 
omme 
elles de Bn, entermes de ra�nement des 
lasses de 
onjugaison de Sn : on appelle type 
y
lique de � 2 GRSnla distribution des longueurs et des signes de ses 
y
les, qui peut être dé
rite par un k-uplet departitions indexé par les éléments de G dont la somme est la partition donnant le type 
y
liquede la permutation de Sn sous-ja
ente. Alors :Proposition 3.8 Soit G un groupe abélien �ni. Les 
lasses de 
onjugaison du groupe GRSn sontformées de ses éléments de type 
y
lique donné, et sont don
 indexées par les jGj-dé
ompositionsde partitions de n.L'ensemble de 
e qui a été dé
rit jusqu'i
i s'étend don
 aux groupes GRSn, et on obtient ainsiune preuve 
onstru
tive du théorème suivant :Théorème 3.3 Soit n un entier stri
tement positif, � = 1a1 : : : nan, � = 1b1 : : : nbn et 
 troispartitions de n, et g le genre du triplet (�; �; 
).Soit G un groupe abélien �ni, et soit ~�, ~� et ~
 trois dé
ompositions de �, � et 
 respe
tivement,telles que, pour tout i dans [[1; n℄℄, ~ai et ~bi désignent respe
tivement la répartition des parts de taille ide � et � dans ~� et ~�. Alors le nombre de fa
torisations transitives d'un élément donné de GRSnde type 
y
lique ~
 en produit d'un élément de type 
y
lique ~� et d'un élément de type 
y
lique ~�est donné par : 
~
~�;~� = 8>><>>:" nYi=1�ai~ai��bi~bi�#jGj2g+`(
)�1 � 

�;� si �(~
) = �(~�)�(~�);0 sinon.Fa
torisations de longueur quel
onque Ce 
as, 
orrespondant aux m-
onstellations, est en
ours d'étude : le même type de 
onstru
tion peut très 
ertainement être e�e
tué, mais il resteà pré
iser quelle propriété doivent véri�er les ensembles d'arêtes pour lesquels le 
hoix des signespeut être e�e
tué de manière arbitraire, et impose ensuite les signes de toutes les autres arêtes.





Chapitre 4Un opérateur sur les fon
tionssymétriquesComme on l'a vu au 
hapitre 1 (lemme 1.6), l'a
tion d'une transposition par multipli
ation (àgau
he ou à droite indi�éremment) sur une permutation peut prendre deux formes : soit fusionnerdeux 
y
les de longueur i et j en un 
y
le de longueur i+ j, soit s
inder un 
y
le de longueur i+ jen deux 
y
les de longueur respe
tive i et j.On peut alors envisager de représenter l'a
tion de la 
lasse T des transpositions sur les 
lassesde 
onjugaison de Sn par l'a
tion d'un opérateur sur des polyn�mes en les variables p1; : : : ; pn :on veut trouver un opérateur di�érentiel HT tel queT � CλjC� = HT � qλjq�où qλ = pλzλ
ave
 pλ = pλ1 : : : pλ` si λ = (λ1; : : : ; λ`). En l'o

urren
e, l'opérateur suivant 
onvient :HT = 12 Xi;j>1 pi pj (i+ j)��pi+j + 12 Xi;j>1 pi+j i��pi j��pj :Ce point de vue, qui est par exemple 
elui de [56, 59℄, met en éviden
e le fait que l'a
tionde T sur une 
lasse de 
onjugaison de Sn peut être dé
rite indépendamment de n : 
'est le type
y
lique réduit des éléments de T qui importe, et non le nombre de points �xes qu'ils possèdent.Dans 
e 
hapitre, nous dé
rivons un opérateurH� modélisant l'a
tion d'une 
lasse C� sur les 
lassesde 
onjugaison, et nous montrons que 
et opérateur peut être, 
omme HT , dé
rit en termes departition réduite.Le texte qui suit reprend 
elui de [64℄.4.1 Introdu
tionNotations Let λ = (λ1; λ2; : : :λk) be a partition of weight n and length `(λ) = k, i.e. a �nitenon in
reasing sequen
e of positive integers λ1 > λ2 > : : : > λk > 0 summing up to n. We write



62 Chapitre 4. Un opérateur sur les fon
tions symétriques
λ ` n or jλj = n and λ = 1`12`2 � � �n`n when `i parts of λ are equal to i (i = 1 : : : n) (we shall
onsistently use greek letters for partitions and their parts and 
orresponding latin letters for themultipli
ity notation). We denote by Cλ the 
onjuga
y 
lass indexed by the partition λ and by
λ(�) the 
y
le-type of a permutation �. Let zλ = 1`1`1!2`2`2! � � �n`n`n!, so that jCλj = n!=zλ.Let Q[Sn ℄ be the group algebra of the symmetri
 group over the rational numbers �eld Q, andlet Zn be the 
enter of this group algebra. The formal sum of the permutations in a 
onjuga
y
lass Cλ belongs to Zn, and the set fKλgλ`n of these formal sums forms a linear basis for the 
enterZn. Similarly, the irredu
ible 
hara
ters of the symmetri
 group Sn are indexed by partitions ofweight n and 
an be 
onsidered as elements of Zn, in whi
h their family f�λgλ`n also forms alinear basis. For λ and � two partitions of n we denote by �λ� the evaluation of the 
hara
ter �λ onany permutation of the 
lass C�. In parti
ular, �λ1n = n!=hλ where hλ is the hook-length produ
tof λ. The 
hara
ter table [�λ�℄ gives natural formulae for 
hanges of basis in Zn : �λ =P�`n �λ�K�and K� =Pλ`n(�λ�=zλ)�λ.Partitions are usually represented by their Ferrers's diagrams. The 
ontent of a 
ell x = (i; j) 2
λ is 
(x) = i� j. In his 
onje
tures, Katriel introdu
es the 
ontent power-sums pk(λ) de�ned fork > 0 by pk(λ) = Px2λ 
(x)k and for � ` n by p�(λ) = Qi p�i(λ). These pk(λ) are the 
lassi
alpower-sum symmetri
 fun
tions pk, evaluated on the alphabet f
(x) j x 2 λg.A partition is redu
ed if it 
ontains no part equal to 1. For λ = 1`12`2 � � � k`k , we denote by λthe redu
ed partition 2`2 : : : k`k . The redu
ed 
y
le-type of a permutation or of a 
onjuga
y 
lassis de�ned a

ordingly.Multipli
ation by a 
onjuga
y 
lass Let λ be a partition of n. We are interested in theelement !λ of Zn whi
h is de�ned ([97, p126℄) by8� ` n; !λ(�) = !λ� = hλz� �λ�:These elements are 
alled 
entral 
hara
ters or eigenvalues by J. Katriel1. As the family f�λ=hλgλ`nforms a basis of orthogonal idempotents in Zn, we have8�; λ ` n; K� � �λ =X�`n ���z� (�� � �λ) = !λ��λ;explaining why the evaluation !λ� may be 
alled the eigenvalue of the 
onjuga
y 
lass C� asso
iatedto the eigenve
tor �λ. Here we 
onsider K� or C� as an operator a
ting on Zn by multipli
ation.The multipli
ative stru
ture of Zn has been largely studied in terms of 
onnexion 
oe�
ients [60,and ref. therein℄, also 
alled stru
ture 
onstants [65, and ref. therein℄. These 
oe�
ients are de�nedfor all triples of partitions (λ; �; �) of n byKλ �K� =X�`n a�λ;�K� :The �rst set of 
onje
tures that we 
onsider is [86, Conj. 1�2℄ (see also [83℄). In these arti
les,Katriel suggests that for a �xed integer r, the eigenvalues !λr1n�r are given by evaluations of a1For a partition � ` n and an irredu
ible representation �, indexed by the partition 
 ` n, our !
� is denoted λ��in [86℄.



4.2 Central 
hara
ters for partitions r1n�r 63polynomial in Q[n℄[p1 ; : : : ; pr�1℄ on the 
ontents power-sums pk(λ). The �rst values (r = 2; 3; 4)were 
omputed by Frobenius himself (1901). Ingram [74℄ later 
omputed other values of !λ�. In[84℄, an algorithm is given, whi
h is used in [89℄ to produ
e numeri
al expressions supporting these
onje
tures up to r = 18. Theorem 4.1 gives an expli
it expression for the polynomials 
onsideredby Katriel and proves some of their 
onje
tured propertyies.In a se
ond set of 
onje
tures, 
onsidered in Se
tion 4.3, Katriel looks for expressions of the
onjuga
y 
lasses as sums of elementary operators. He requires that these expressions depend onlyon the redu
ed 
y
le-type. These 
onje
tures were presented at FPSAC'98 [88℄ and are derivedfrom previous weaker 
onje
tures [85, 87, and ref. therein℄. In order to state more easily Katriel'sformulae, we use a representation of the a
tion of 
onjuga
y 
lasses on Zn by an a
tion of dif-ferential operators on the spa
e of symmetri
 fun
tions. On
e stated in this form (theorem 4.2),these 
onje
tures are relatively easy to prove. Our approa
h is reminis
ent of that of Goulden andJa
kson (see [60℄ and referen
e therein).Finally in Se
tion 4.4, we 
onsider a third set of 
onje
tures [86, Conj. 3�6℄, whi
h extend the�rst ones, from partitions of the form r1n�r to arbitrary partitions �. Unlike the 
ase r1n�r, wehave not found an expli
it expression of !� for arbitrary � in terms of the pi. However we derivefrom Theorem 4.2 a proof of a weak version of [86, Conj. 4℄ on the general form of !�, whi
himplies [86, Conj. 5℄.Numerous examples of de
ompositions of !� or K� for small � are found e.g. in [86℄. Thus wedid not in
lude a large number of examples. We instead provide Maple pro
edures based on ourtheorems at http://www.loria.fr/~s
haeffe.4.2 Central 
hara
ters for partitions r1n�rThroughout this se
tion, let r denote a �xed integer. Let the 
ontent weight of a partition �be w(�) = j�j+ 2`(�).In order to state our polynomial expression for !r1n�r , we de�ne two formal power series inthe indeterminate Y with polynomial 
oe�
ients in n : �rst,P rj (Y; n)=(1+nY )�j+(1+(n+ r�1)Y )�j�(1+(n+r)Y )�j�(1+(n�1)Y )�j (4.1)and P r� (Y; n) = Qi P r�i(Y; n), so that P r� (Y; n) is the power sum symmetri
 fun
tion p� evaluatedon the alphabet �Yn+r�Yn�1+Yn+r�1+Yn, where Yn = 11+nY .Se
ond, Qr(Y; n) = (�1)rr2 r�1Yi=0(1 + (n+ i)Y )� (1 + (n+ r)Y )(1 + (n� 1)Y )(1 + (n+ r � 1)Y )(1 + nY ) �n : (4.2)Finally, let Qri (n) be the 
oe�
ient of Y i in Qr(Y; n) and P r�;i(n) the 
oe�
ient of Y 2`(�)+i inP r� (Y; n).The polynomials Qri (n) and P r�;i(n) have respe
tive degree i� 1 and i. With these nota-tions, let 
r 2 Q[n℄[p1 ; : : : ; pr�1℄ be the polynomial :
r(n; p1; : : : ; pr�1) = Xk;�k+w(�)=r+1 (�1)j�jp�z� Xi+j=kQri (n)P r�;j(n):



64 Chapitre 4. Un opérateur sur les fon
tions symétriquesWe shall prove the following theorem.Theorem 4.1 (part of [86, Conj. 1℄) For n > r, and for all partitions λ of n,!λr1n�r = 
r(n; p1(λ); : : : ; pr�1(λ)):Moreover, for n < r, and all partitions λ of n, 
r(n; p1(λ); : : : ; pr�1(λ)) = 0.Corollary 4.1 (see [86, Conj. 2℄) The 
oe�
ient of pr�1 in 
r is 1.Although we have an expli
it form for the inner sum in the de�nition of 
r, we have beenunable to prove the following 
an
ellations :Conje
ture 4.1 (Remaining from [86, Conj. 1℄) In the above de�nition of 
r, the innersum, whi
h is a polynomial in Q[n℄ of degree at most k, is null if k is odd, and of degree k=2if k is even.Proof. Let us borrow the following result from [74℄ (reprodu
ed in [97, p118℄). Let � = r1n�r, λbe a partition of n, � be its shifted partition �i = λi+n�i for 1 6 i 6 n and '(X) =Qni=1(X��i).Then !λr1n�r = hλzr1n�r �λ� = �1r2 nXi=1 �i(�i � 1) : : : (�i � r + 1)'(�i � r)'0(�i) ; (4.3)whi
h is also the 
oe�
ient of X�1 in the expansion of�1r2 X(X � 1) : : : (X � r + 1)'(X � r)'(X)in des
ending powers of X . Changing the sign of X , the latter expression 
an be expli
itly writtenas (�1)rr2 r�1Yi=0(X + n+ i) nYi=1 X + r + �iX + r + n� i nYi=1 X + n� iX + �i : (4.4)Re
all now that the 
ontent polynomial 
λ(X) of the partition λ is the polynomial in theindeterminate X de�ned ([97, p15℄) by
λ(X) =Yx2λ

(X + 
(x)):From [97, p. 15℄, for �i = λi +m� i, 1 6 i 6 m, we have
λ(X +m)
λ(X +m� 1) = mYi=1 X + �iX +m� i :On the one hand, if we take m = n, we get �i = �i for 1 6 i 6 n. On the other hand, if m = n+ r,then �i = r + �i for 1 6 i 6 n and �n+i = r � i for 0 6 i < r. Therefore expression (4.4) 
an berewritten as (�1)rr2 r�1Yi=0(X + n+ i) 
λ(X + n+ r)
λ(X + n+ r � 1) 
λ(X + n� 1)
λ(X + n) (4.5)



4.2 Central 
hara
ters for partitions r1n�r 65Upon setting X = 1=Y , we obtain !λr1n�r as a 
oe�
ient in a Taylor expansion :!λr1n�r = [Y r+1℄Qr(Y; n) � Lrλ(Y; n) (4.6)where Qr(Y; n) is given by formula (4.2) andLrλ(Y; n) = Yx2λ

�1 + 
(x)1+(n+r)Y Y ��1 + 
(x)1+(n�1)Y Y ��1 + 
(x)1+(n+r�1)Y Y ��1 + 
(x)1+nY Y �= �Y (Xn+r+Xn�1�Xn+r�1�Xn) ; (4.7)where the right hand side of the last identity is the exterior power �Y of a disjoint union ofalphabets in �-ring notation with Xn = � 
(x)1+nY j x 2 λ
	 (see [90, Chap. 1℄). This exterior power
an then be expanded into power-sums by the formulaLrλ(Y; n) =X� z�1� p� (�Xn+r �Xn�1 +Xn+r�1 +Xn) (�Y )j�j: (4.8)The alphabet Xn fa
tors into f
(x) j x 2 λg � (1 + nY )�1, so thatp� (�Xn+r�Xn�1+Xn+r�1+Xn) = p�(λ) � P r� (Y; n)where the P r� (Y; n) are the power sums de�ned by formula (4.1). Therefore from (4.6) and (4.8),!λr1n�r is given by the 
oe�
ient of Y r+1 inX� (�1)j�jp�(λ)z� Y j�jP r� (Y; n)Qr(Y; n): (4.9)Consider now the 
oe�
ient of Y i in P rj (Y; n) : from (4.1),P rj (Y; n) =Xi>0 �j + i� 1i ��ni + (n+ r � 1)i � (n+ r)i � (n� 1)i� (�Y )i: (4.10)Terms of degree 0 or 1 in Y 
an
el, and the 
oe�
ient of Y 2 is �2r�j+12 �. This implies that thelowest degree of P r� (Y; n) is 2`(�) and justi�es the 
hoi
e of P r�;i(n) = [Y 2`(�)+i℄P r� (Y; n). Withw(�) = j�j+2`(�), the 
oe�
ient of Y r+1 in formula (4.9) gives !λr1n�r = 
r(n; p1(λ); : : : ; pr�1(λ)):From (4.10), the polynomial P rj;i 
learly has degree i in n, so that P r�;i(n) has degree i. Expan-sions using the binomial theorem show that Qri (n) is a polynomial of degree i�1 without 
onstantterm.For the se
ond part of the theorem, observe that, starting from formula (4.3), all manipulationsare valid in
luding when n < r. But in Formula (4.3), the nullity for n < r is immediate : in thesummand, eithermi < r, and the falling power does the job, or there exists j su
h thatmi = mj+r.And �nally, for the 
orollary, observe that the 
ontribution of Qr(Y; n) is (�1)r=r2 by (4.2),while that of P rr�1(Y; n) has been established to be �2r�r2�. With z(r�1) = r � 1, the 
oe�
ient1 is found. �



66 Chapitre 4. Un opérateur sur les fon
tions symétriques4.3 Elementary operators4.3.1 Symmetri
 fun
tionsLet x=fx1; x2; : : :g be a set of indeterminates and let � = �Q[x℄ be the ring of symmetri
fun
tions in fx1; x2; : : :g over the �eld Q of rational numbers. The usual s
alar produ
t < ;> on� is de�ned on the linear basis fpλgλ by :8 λ; � < pλ; p� >= zλÆλ;�:We need the following di�erential operators known in the litterature as Hammond's operators (see[98℄ or [97℄) :Definition 4.1 For ea
h partition λ = (λ1; λ2; : : : ; λk), let pλ
? be the adjoint operator to themultipli
ation by pλ(x) with respe
t to the s
alar produ
t < ;> :8 f; g 2 � < pλf; g >=< f; pλ
?g > :The operator pλ

? is 
onveniently des
ribed as a di�erential operator on the basis fpλ(x)gλ :pλ
? = λ1λ2 � � � λk �k�pλ1�pλ2 : : : �pλk :The use of su
h operators in relation with 
onnexion 
oe�
ients is not new and 
an be foundfor instan
e in [60℄. We are interested in representing the multipli
ation by a 
onjuga
y 
lass as ana
tion of an operator on the spa
e of symmetri
 fun
tions : more pre
isely we look for operatorsG�, satisfying 8�; 
 ` j�j; [q
 ℄ G� � q� = [K
 ℄ K� �K�where fqλ = pλ=zλgλ is an orthonormal basis of �. Here is a trivial way to do this :Definition 4.2 Let λ = (λ1; λ2; : : : ; λk) be a partition of n. For any permutation � 2 Cλ, de�nethe operator Gλ : �n ! �n byGλ = 1zλ

X�2Sn pλ(��)pλ(�)? = 1zλ

X�;�`n a�λ;�z� p�p�?: (4.11)From this de�nition and the orthogonality relation p?� pλ = zλÆλ;� for partitions of the sameweight, it is immediate that for any partitions λ, � of nGλ � q� = X
`n a�λ;�q� :The operators Gλ are not interesting be
ause their de�nition uses the stru
ture 
onstants a�λ;�whi
h they are meant to produ
e ; however they provide an easy introdu
tion to what we meanby representing the multipli
ation by the a
tion of an operator on symmetri
 fun
tions.Our aim is to de�ne a more interesting familyH of su
h operators, satisfying for all partitions �,8�; 
 ` j�j; [q
 ℄ H� � q� = [K
 ℄ K� �K�:



4.3 Elementary operators 67Observe here that we requireH , in some loose sense, to be de�ned in terms of the redu
ed partition� and not of �.
4.3.2 Restri
ted permutationsIn order to de�ne our operators H�, we need some elementary results on restri
ted permuta-tions. For a subset S of [n℄ = f1; : : : ; ng, and a permutation � 2 Sn, let �jS be the permutationof the elements of S su
h that, for all i 2 S, �jS(i) = �k(i) where k is the least positive integersu
h that �k(i) is in S.The idea rests on the following observation : let � and � be permutations in Sn, and 
onsiderthe produ
t � = ��. Then, if [n℄ n S 
ontains only �x points of �, we have �jS = �jS�jS , and
onversely � 
an be obtained from �jS by inserting after ea
h i 2 S the blo
k that separates i and�jS(i) in the de
omposition of � into disjoint 
y
les.Example. If �j3 = (1 2 3) and � = (1 aaa 2 bbb) (3 


), then �j3 = (1 2) (3), �j3 = (1 3) (2) and� = (1 aaa 3 


) (2 bbb).Given a permutation �0 of Sp, and n > p, the permutation �0 
an be extended naturally to apermutation of Sn by adding �x points. Therefore any �0 2 Sp a
ts by left multipli
ation on Sn.We need one last de�nition : given a partition � = (�1; : : : ; �`), the 
anoni
al permutation of type� is the permutation of 
y
le type � whose k-th 
y
le is (�1 + : : :+ �k�1 + 1; : : : ; �1 + : : :+ �k).4.3.3 The operator H� and Katriel's notationsWe give two equivalent de�nitions of H .Definition 4.3 Let � be a redu
ed partition of weight p. Let �0 be the 
anoni
al permutation of
y
le type �. Then the operator H� : �! � is de�ned by :H� = 1z� X�02Sp Xi1;:::;ip>1 p
0 � p?�0 (4.12)where �0 is the 
y
le type of any permutation � obtained from �0 by inserting ij�1 elements afterea
h j 2 f1; : : : ; pg, and 
0 is the 
y
le type of �0� .The fa
t that the 
y
le type 
0 depends only on the integers i1; : : : ; ip, and not on the elementswe 
hoose to insert in �0, is a 
onsequen
e of the previous dis
ussion on restri
ted permutations.This operator is 
losely related to Katriel's bra
ket operators (whi
h are not 
ompletely rigo-rously de�ned). A simple variation on his notation is :hhi1 + i2; i3 j i1; i2 + i3ii stands for Xi1;i2;i3>1 p[i1+i2;i3℄p?[i1;i2+i3℄;



68 Chapitre 4. Un opérateur sur les fon
tions symétriqueswhere the bra
kets [ ; ℄ denote multisets of integers (i.e. partitions). A further simpli�
ation of thisnotation (even 
loser to Katriel's) is to repla
e ea
h variable by its index and write sums as 
y
les :hh(1; 2)(3) j (1)(2; 3)ii stands for hhi1 + i2; i3 j i1; i2 + i3iiLet us rewrite De�nition 4.3 with this notation :Definition 4.4 Let � be a redu
ed partition of weight p. Let �0 be the 
anoni
al permutation of
y
le type �. Then H� = 1z� X�02Sphh�0�0 j �0ii: (4.13)Finally, Katriel 
onje
tured a symmetry in the 
oe�
ients, whi
h allows the introdu
tion of a lastnotation : hP j Qi stands for hhP j Qii+ hhQ j P iiExamples. We keep the intermediate notation whi
h we �nd more des
riptive.H2 = 12 hhi1; i2 j i1 + i2ii + 12hhi1 + i2 j i1; i2ii = 12 hi1 + i2 j i1; i2i= 12� Xi1;i2>1 pi1;i2p?i1+i2 + Xi1;i2>1 pi1+i2p?i1;i2�= 12p2p?11 + 12p11p?2 + p3p?21 + p21p?3 + p4p?31 12p4p?22 + 12p22p?4 + � � �H3 = 13 hhi1 + i2 + i3 j i1; i2; i3ii + 13hhi1; i2; i3 j i1 + i2 + i3ii+ 13hhi1 + i2 + i3 j i1 + i2 + i3ii+13hhi1 + i2; i3 j i1; i2 + i3ii+ 13 hhi1 + i3; i2 j i2; i1 + i3ii + 13hhi2 + i3; i1 j i3; i1 + i2ii= hhi1 + i2; i3 j i1; i2 + i3ii+ 13 hi1 + i2 + i3 j i1; i2; i3i+ 13hhi1 + i2 + i3 j i1 + i2 + i3ii= 13 X(i1;i2;i3)>1n=i1+i2+i3 �pnp?(i1;i2;i3) + p(i1;i2;i3)p?n + pnp?n + 3p(i1+i3;i2)p?(i1+i2;i3)�H22 = 18 hi1; i2; i3; i4 j i1 + i2; i3 + i4i+ 14 hhi1 + i2; i3; i4 j i1; i2; i3 + i4ii+14hhi1 + i2; i3 + i4 j i1 + i3; i2 + i4ii+ hhi1 + i2 + i3; i4 j i1; i2 + i3 + i4ii+12hi1 + i2 + i3 + i4 j i1 + i2; i3; i4i+ 14hhi1 + i2 + i3 + i4 j i1 + i2 + i3 + i4iiKatriel's global 
onje
ture in [88℄ is thatK� �=� H�. More formally, we shall prove the followingtheorem.Theorem 4.2 (Global Conje
ture) Let �, � and 
 be partitions of n, then[K
 ℄ K� �K� = [q
 ℄ H� � q� :



4.3 Elementary operators 69Observe that applying a permutation of indi
es in an elementary bra
ket operator does not 
hangeit. Colle
ting equivalent terms to form a sum over �distin
t 
ontributions� (as we did in theexamples), we immediately obtain from (4.13) a proof of Katriel's 
entral 
onje
ture on the resul-ting 
oe�
ients.Proof. Let p be the weight of �, �0 the asso
iated 
anoni
al permutation, and � its naturalextension in Sn. On one hand,[K
 ℄ K� �K� = jC�jjC
 j [K�℄ K� �K
 = z
z� Cardf(�; �) 2 C� � C
 j �� = �g= z
z� X�02Sp Card�(�; �) 2 C� � C
 j �jp = �0; �jp = �0�jp	Our dis
ussion on restri
ted permutations implies that, for all �0 2 Sp,Card�(�; �) 2 C� � C
 j �jp = �0; �jp = �0�jp	= X(i0;:::;ip)2C(�;
) �n� pi0 � � (n� p� i0)! � i0!z���0where the sum runs over the 
ompositions (i0; : : : ; ip) of n su
h that inserting ij elements offp + 1; : : : ; ng after ea
h j of f1; : : : ; pg in �jp and �jp leads to permutations of respe
tive 
y
letypes �0 and 
0 with the following properties : 8i; b0i 6 bi; 
0i 6 
i and � � �0 = 
 � 
0, where� = 1b1 : : : nbn and so on, and � � �0 denotes the partition 1b1�b01 : : : nbn�b0n . This simpli�es to :[K
 ℄ K� �K� = z
z� X�2Sp X(i0;:::;ip)2C(�;
) 1z���0 :On the other hand, H� � q� = 1z� X�02Sp Xi1;:::;ip>0 p
0 ��0z� �p��p�0 :Sin
e �p��p�0 = 0 unless � > �0, in whi
h 
ase �p��p�0 = b1! : : : bn!(b1 � b01)! : : : (bn � b0n)! p���0 ; we obtain :H� � q� = 1z� X�2Sp X(i0;:::ip)2C(�) p
0+���0z���0 ;where the sums runs over the 
ompositions of n su
h that 8i; b0i 6 bi. So �nally :[q
 ℄ H� � q� = z
z� X�2Sp X(i0;:::ip)2C(�;
) 1z���0 = [K
 ℄ K� �K�: �An immediate 
onsequen
e of Theorem 4.2 is that the operators Hλ are self adjoint and the-refore their expansions Hλ = P�;� a�λ;�p�p?� , are symmetri
 in � and �, a fa
t that 
an also beproved dire
tly from their de�nition. This is also part of Katriel's 
onje
ture.



70 Chapitre 4. Un opérateur sur les fon
tions symétriques4.3.4 Families of 
onnexion 
oe�
ientsFor a redu
ed partition �, let K�(n) be the sum in Zn of all permutations with redu
ed
y
le-type � if n > j�j, and 0 otherwise.Let �, � be redu
ed partitions and de�ne the 
oe�
ients a
�;�(n) byK�(n) �K�(n) =X
 a
�;�(n)K
(n): (4.14)In [50℄ it is proved that the a
�;�(n) are polynomials in n. This also follows from Theorem 4.2 : letk (resp. h) be the largest part of � (resp. 
), and apply the elementary operator H� to q�1n�j�j ;the non-zero 
ontributions are of the form�q
1n�j
j� p�p?λ q�1n�j�jwhere λ and � are partitions of length j�j having parts of size at most respe
tively k and h. Thereare �nitely many su
h partitions and the 
ontribution of this term is a polynomial of degree `1in n.Theorem 4.2 is a generalisation of this result in the sense that it proves that other familiesof 
oe�
ients are polynomial. For instan
e, for any redu
ed partition � with even weight, the
oe�
ient b�(n) = [K2n ℄ K�(2n) �K2nis a polynomial in n. The expression of H22 presented before givesb22(n) = 14 [q2n ℄ p22p?22q2n = n(n� 1):
4.4 Central 
hara
ters for general partitionsIn view of Se
tion 4.3.4 we have obtained in Theorem 4.1 the eigenvalues of Kr(n) as polyno-mials in Q[n℄[p1 ; : : : ; pr�1℄. Following a suggestion in [86℄, we seek similar results for the eigenvaluesof K�(n) for any redu
ed partition �.Let � = (2a2 ; : : : ; kak) be a redu
ed partition. In similarity with the situation in the Farahat-Higman ring stru
ture (see [97, p. 131, ex. 24, 25℄), we observe from Theorem 4.2 :K�1(n) � � �K�`(n) =  kYi=2 ai!! K�(n) + X�; j�j<j�j 
(�; n)K�(n); (4.15)from whi
h we dedu
eK�(n) = K�1(n) � � �K�`(n)Qi ai! + X�; j�j<j�j b�(n)Yi K�i(n) (4.16)where the partitions � also satisfy j�j + `(�) 6 j�j + `(�) : an elementary operator 
an onlyin
rease the length by breaking a 
y
le, but this operation prevents the insertion of a �x point



4.4 Central 
hara
ters for general partitions 71and redu
es a

ordingly the �nal weight. Now the !λ� are eigenvalues of K�, i.e. for n > j�j, and
λ ` n, K�(n) � �λ = !λ�1n�j�j�λ: Using Formula (4.16) we obtain,!λ�1n�j�j = !λ�11n��1 � � �!λ�`1n��`Qi ai! +X� b�(n)Yi !λ�i1n��i ;so that we are led to de�ne the polynomial 
� in Q[n℄[p1 ; p2; : : :℄ by
� = 
�1 � � �
�`Qi ai! +X� b�(n)Yi 
�i ; (4.17)where the sum ranges over redu
ed partitions � with j�j < j�j. In ea
h 
�i in the previousformula, the monomials p� satisfy w(�) 6 �i + 1 so that the monomials p� in the produ
t satisfyw(�) 6 j�j+ `(�), and it is also the 
ase for the monomials in the 
�. Finally, from Theorem 4.1we get the following theorem.Theorem 4.3 (Part of [86, Conj. 3℄) Let � be a redu
ed partition. For n > j�j, and for allpartitions λ of n, !λ�1n�j�j = 
�(n; p(λ));where 
� is a polynomial in Q[n℄[p1 ; p2; : : :℄ involving only monomials p� su
h that w(�) 6 j�j+`(�).Corollary 4.2 (see [86, Conj. 4℄) Let � = (2a2 ; : : : ; kak) be a redu
ed partition, and �0 =(1a2 ; : : : ; (k � 1)ak ). Then the 
oe�
ient of p�0 in 
� isYi>2 1ai! :Conje
ture 4.2 (Remaining from [86, Conj. 3℄) The 
oe�
ient of a monomial p� of 
�,whi
h is a polynomial in Q[n℄, is in fa
t null if k = j�j + `(�) � w(�) is even, and of degree atmost k=2 otherwise.This 
onje
ture is a 
onsequen
e of Conje
ture 1 of the present arti
le, using (4.17).Conje
ture 4.3 (From [86, Conj. 5℄) The polynomial 
� vanishes on partitions that are toosmall, i.e. for n < j�j and λ ` n, 
�(n; p(λ)) = 0.





Deuxième partieRésultats bije
tifs dans le 
asplanaire





Chapitre 5Introdu
tionà la 
onjugaison d'arbresNous présentons dans 
e 
hapitre les notions de 
onjugaison et de 
l�ture d'arbres, introduitespar G. S
hae�er [110℄ pour obtenir des preuves bije
tives de résultats énumératifs pour 
ertainesfamilles de 
artes planaires. Ces rappels servent essentiellement d'introdu
tion aux deux 
hapitressuivants, dans lesquels nous dé�nissons d'autres types de 
l�ture permettant de traiter de nouvellesfamilles de 
artes. Nous présentons 
ependant un résultat original, obtenu ave
 G. S
hae�er,
on
ernant les 
artes bieulériennes : nous mettons en éviden
e les liens existant entre 
es 
arteset 
ertaines 
onstellations planaires énumérées par M. Bousquet-Mélou et G. S
hae�er par deste
hniques de 
onjugaison. Nous obtenons ainsi une formule énumérative in
onnue auparavant, etqui a été démontrée ré
emment par V. A. Liskovets et T. R. S. Walsh, indépendamment, par uneméthode analytique. La présentation de 
e résultat est l'o

asion de donner un aperçu de la portéedu théorème sur les 
onstellations planaires. En�n, nous montrons 
omment 
e résultat permetd'obtenir des algorithmes de génération aléatoire et de 
odage parti
ulièrement e�
a
es.5.1 Rappels sur les résultats de TutteLes travaux de W. T. Tutte et de son é
ole ont permis, dans les années 60, de donner des for-mules énumératives pour un 
ertain nombre de familles de 
artes planaires enra
inées, notammentdans la série d'arti
les � A 
ensus of... � [121, 122, 123℄. Leur démar
he 
onsiste à déterminer deséquations fon
tionnelles pour leurs séries génératri
es, généralement par 
ontra
tion / suppressionpuis à les résoudre, entre autres à l'aide de la formule d'inversion de Lagrange, ou de la méthodequadratique introduite par W. G. Brown et W. T. Tutte [28℄. Nous rappelons i
i les prin
ipalesétapes de 
ette démar
he, dont on trouvera un exemple plus détaillé au 
hapitre 6 (se
tion 6.1.4,page 103 et suivantes ; voir également [57℄, se
tion 2.9) :Pour déterminer le nombre de 
artes d'une famille F selon 
ertains paramètres,1. donner une dé
omposition ré
ursive des 
artes de F . Pour 
ela,� selon les 
as, supprimer ou 
ontra
ter l'arête ra
ine d'une 
arte C de F générique,



76 Chapitre 5. Introdu
tion à la 
onjugaison d'arbres� dé
omposer la 
arte obtenue de telle sorte que 
haque 
omposante puisse être dé
rite àl'aide de 
artes de F plus petites que C (au sens des paramètres 
hoisis pour l'énumération),� déterminer le nombre de 
artes de F qu'on peut re
onstruire à partir des 
omposantes,nombre dépendant éventuellement de paramètres supplémentaires (tel le degré de la fa
era
ine, par exemple)2. traduire 
ette dé
omposition ré
ursive en termes d'équations fon
tionnelles pour la sériegénératri
e de F , en introduisant les paramètres supplémentaires éventuellement né
essaires,3. autant que possible, résoudre !Dans 
e qui suit, nous allons nous intéresser à 
ertaines de 
es familles, pour lesquelles la mé-thode pré
édente fournit, de manière assez magique, des formules énumératri
es remarquablementsimples : des formules multipli
atives, faisant intervenir des fa
teurs fa
ilement interprétables, et,qui plus est, présentant une parenté 
ertaine.La série génératri
e F (x; u) = Xn;d fn;dxnuddes 
artes planaires énumérées selon le nombre n d'arêtes et le degré d de la fa
e ra
ine véri�el'équation fon
tionnelle suivante [124℄ :F (x; u) = 1 + xu2F (x; u)2 + xuF (x; 1)� uF (x; u)1� u :On peut en déduire le nombre de 
artes planaires à n arêtes, ou en
ore de 
artes 4-régulières à nsommets : 2 � 3n (2n)!n! (n+ 2)! : (5.1)En é
rivant d'autres équations de 
e type, on peut obtenir le nombre de 
artes biparties à n arêtes,ou de 
artes biparties 
ubiques à 2n sommets :3 � 2n�1 (2n)!n! (n+ 2)! ;le nombre de 
artes non séparables à n+ 1 arêtes [28℄ :2 (3n)!(n+ 1)! (2n+ 1)! ;ou à i sommets et j fa
es : (2i+ j � 2)! (2j + i� 2)!(2i� 1)! (2j � 1)! i! j! :Pour 
ontinuer dans le registre des familles dont la dé�nition in
lut une 
ondition de 
onnexité,on peut 
iter les 
artes 
ubiques non séparables à 2n sommets, énumérées par :2n (3n)!(n+ 1)! (2n+ 1)! ;et en�n les 
artes sans isthme à n arêtes1, ou également les 
artes 
ubiques 3-
onnexes à n + 3fa
es, énumérées par : 2 (4n+ 1)!(n+ 1)! (3n+ 2)! :1autrement dit, les 
artes arête-2-
onnexes



5.2 Les arbres sont des mots 
onjugués 77La première de 
es formules, notamment, a été démontrée à de nombreuses reprises, d'abord parW. T. Tutte [123, 124℄, puis par A. B. Lehman [94℄, R. Cori [34℄, D. Arquès [4℄, sans qu'au
unede 
es démonstrations ne donne une expli
ation intuitive de la formule. D'autre part, l'indéniableparenté existant entre les formules 
itées 
i-dessus invite à 
her
her, sinon une démonstration
ommune, du moins une méthode générale pour obtenir des démonstrations. C'est 
e qu'a proposéG. S
hae�er dans [110℄, en introduisant la notion de 
onjugaison d'arbres, qui lui a permis dedémontrer 
ertaines de 
es formules, puis, ave
 M. Bousquet-Mélou, d'en obtenir une nouvelle, trèsgénérale, 
on
ernant les 
onstellations planaires [21℄. Notre propos dans 
e 
hapitre est d'introduire
ette notion de 
onjugaison pour la rendre familière au le
teur, avant d'aborder les 
hapitres 6et 7.Pour 
ela, 
ommençons par réé
rire les plus simples des formules pré
édentes :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
2 � 3n (2n)!n! (n+ 2)! = 2 � 3nn+ 2 � 1n+ 1�2nn �3 � 2n�1 (2n)!n! (n+ 2)! = 3 � 2n�1n+ 2 � 1n+ 1�2nn �2 (3n)!(n+ 1)! (2n+ 1)! = 42n+ 2 � 12n+ 1�3nn �2n (3n)!(n+ 1)! (2n+ 1)! = 2n+12n+ 2 � 12n+ 1�3nn �Cette formulation fait apparaître la stru
ture 
ommune de 
es expressions : 
ha
une de 
es famillesde 
artes représente une 
ertaine proportion d'un ensemble dont le 
ardinal est 
elui d'une familleA d'arbres, i
i les arbres binaires ou ternaires, et 
ette proportion dépend, d'une part, d'un termeexponentiel, et d'autre part, au dénominateur, d'un terme linéaire qui est pré
isément le nombrede feuilles d'un arbre quel
onque de A. Quant aux autres formules 
itées 
i-dessus, bien que
ela ne soit pas aussi évident, elles peuvent également être mises sous une forme respe
tant 
espropriétés. L'analogie ave
 les arbres, qui sont eux-mêmes énumérés par une 
ertaine proportion� à dénominateur linéaire � du 
ardinal d'un ensemble de mots, in
ite à se poser la questionsuivante : de même que les arbres peuvent être 
onsidérés 
omme des 
lasses de 
onjugaison demots, ne peut-on pas dé�nir pour les arbres une relation d'équivalen
e analogue à la 
onjugaisonpour les mots qui permettrait de 
onsidérer les 
artes 
omme des 
lasses d'équivalen
e d'arbres ?C'est la thèse soutenue par G. S
hae�er dans [110℄, et que nous allons exposer, après avoir e�e
tuéquelques rappels sur le lien entre arbres et 
onjugaison de mots.5.2 Les arbres sont des mots 
onjuguésDans le 
ontexte des 
artes planaires, on dé�nit naturellement les arbres plans de la manièresuivante :Définition 5.1 Un arbre plan est une 
arte à une seule fa
e. Ses sommets de degré 1 sont appelésfeuilles, et les autres n÷uds. Un arbre plan enra
iné est dit planté si son sommet ra
ine est l'unede ses feuilles (
e qui détermine à la fois l'arête ra
ine et son orientation). L'arité d'un sommetautre que la feuille ra
ine est égale à son degré moins 1.



78 Chapitre 5. Introdu
tion à la 
onjugaison d'arbresCette dé�nition est évidemment équivalente à la dé�nition ré
ursive usuelle, moyennant l'ajoutde la feuille ra
ine. Celui-
i présente l'avantage de symétriser les arbres 
onsidérés : ainsi, dans unarbre binaire (
omplet), tous les n÷uds ont pour degré 3, y 
ompris le � n÷ud ra
ine � relié à lafeuille ra
ine. La �gure 5.1 montre, à gau
he, un arbre plan planté possédant un n÷ud d'arité 4,un n÷ud d'arité 3, 
inq n÷uds d'arité 2, deux n÷uds d'arité 1, et douze feuilles (y 
ompris lara
ine), et à droite un arbre binaire 
omplet à huit n÷uds et dix feuilles.
���
���
���
���

(a) Un arbre à 9 n÷uds et 12 feuilles.
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(b) Un arbre binaire à 8 n÷uds.Figure 5.1 � Deux arbres plans plantés.Par une ré
urren
e immédiate sur le nombre de sommets d'un arbre, on montre la propriétésuivante :Lemme 5.1 Soit A un arbre plan planté à f feuilles (y 
ompris la ra
ine), et ni n÷uds d'arité ipour tout i > 1. Alors : f � 2 = Xi>1(i� 1)ni:Rappelons maintenant 
omment 
ompter les arbres selon leur distribution de degrés. Pour 
ela,
onsidérons l'alphabet in�ni A = f an j n 2 N g :À tout arbre plan planté peut être asso
ié un mot appartenant au langage A� de la manièresuivante : pla
er sur 
haque sommet d'arité i autre que la ra
ine l'étiquette ai, puis e�e
tuer unpar
ours pré�xe gau
he de l'arbre en lisant les étiquettes. Ce
i 
onstitue un 
ode � le 
ode pré�xe� pour les arbres, puisque l'arbre initial peut aisément être re
onstruit à partir du mot qui luiest asso
ié, grâ
e à l'information sur l'arité de 
haque sommet que 
ontient le symbole qui lereprésente. Ainsi, le mot 
odant l'arbre représenté à la �gure 5.1(a) est :a4 a2 a1 a2 a0 a0 a2 a0 a0 a0 a0 a1 a2 a3 a0 a2 a0 a0 a0 a0:Soit Æ le morphisme de monoïde de (A�; �) dans (Z;+) qui, à 
haque lettre ai appartenant à A,asso
ie i�1. L'ensemble des mots 
odant les arbres plans plantés est appelé langage de �ukasiewi
zde (A; Æ), et noté L. Le lemme 5.1 permet de donner une 
ara
térisation des mots de �ukasiewi
z :



5.2 Les arbres sont des mots 
onjugués 79Proposition 5.2 Un mot w 2 A� est un mot de �ukasiewi
z si et seulement si� Æ(w) = �1,� pour tout fa
teur gau
he stri
t u de w, Æ(u) > 0.Tout mot w = w1 : : : w` de A� de longueur ` peut être représenté par un 
hemin dans leréseau Z2 dont les � étapes � se situent aux points de 
oordonnées (i; Æ(w1 : : : wi)), pour i 2 [[0; `℄℄.La �gure 5.2 montre ainsi le 
hemin 
orrespondant au mot de �ukasiewi
z qui 
ode l'arbre dela �gure 5.1(a). En termes de 
hemins, la proposition 5.2 se traduit de la manière suivante : un
hemin de �ukasiewi
z est un 
hemin dont tous les pas sont e�e
tués dans le quadrant N2 sauf ledernier, qui termine à l'ordonnée �1.Æ
b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

b b
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b

b

b

b

b

b

ba4 a2 a1 a2 a0 a0 a2 a0 a0 a0 a0 a1 a2 a3 a0 a2 a0 a0 a0 a0Figure 5.2 � Mot de �ukasiewi
z 
odant l'arbre de la �gure 5.1(a).Compter les arbres possédant f + 1 feuilles et, pour i 2 [[1; k℄℄, ni n÷uds d'arité i revient don
à déterminer 
ombien de mots appartiennent à L parmi les�f + n1 + � � �+ nkf; n1; : : : ; nk �mots formés de f lettres a0 et, pour tout i 2 [[1; k℄℄, ni lettres ai.Définition 5.2 Deux mots w1 et w2 sont dits 
onjugués s'il existe une fa
torisation uv de w1telle que w2 = vu. Autrement dit, deux mots appartiennent à une même 
lasse de 
onjugaisons'ils 
orrespondent au même mot 
y
lique.Le lemme suivant, dû à A. Dvoretzky et Th. Motzkin [46℄, a permis à G. N. Raney [106℄ dedonner la première preuve 
ombinatoire de la formule d'inversion de Lagrange :Lemme 5.3 (Lemme 
y
lique) Soit p > 1 et w un mot appartenant à A� tel que Æ(w) = �p ;alors w possède exa
tement p fa
torisations uv ave
 u 6= " telles que vu appartient à Lp.Démonstration. Si w appartient lui-même à Lp, alors il existe des mots w1; w2; : : : ; wp de Ltels que w = w1w2 : : : wp, et les p fa
torisations de la formeu = w1 : : : wi; v = wi+1 : : : wp;



80 Chapitre 5. Introdu
tion à la 
onjugaison d'arbrespour i 2 [[1; p℄℄, sont toutes telles que vu appartient à Lp. Montrons que 
e sont les seules. Soit uvune fa
torisation quel
onque de w ; il existe alors i 2 [[1; p℄℄ tel que :u = w1 : : : wi�1w0i; v = w00i wi+1 : : : wp; w0iw00i = wi et w0i 6= ":Comme w0iw00i est un mot de L, si w00i 6= ", Æ(w0i) > 0, et don
 Æ(w00i wi+1 : : : wpw1 : : : wi�1) 6 �p :vu n'appartient alors pas à Lp.Soit maintenant w un mot quel
onque tel que Æ(w) = �p. Soit �q l'image minimale par Æ d'unfa
teur gau
he de w, u le fa
teur gau
he de w le plus 
ourt véri�ant Æ(u) = �q, et v le fa
teurdroit 
orrespondant. Alors Æ(vu) = �p et Æ(vu0) > �p pour tout pré�xe propre u0 de u. On peutalors utiliser le lemme suivant, qui généralise la proposition 5.2, et dont la démonstration est i
iomise (elle pourra être trouvée par exemple dans [96℄, page 220) :Lemme 5.4 Un mot w appartient à Lp si et seulement si Æ(w) = �p et Æ(u) > �p pour toutfa
teur gau
he stri
t u de w.Le mot vu appartient don
 à Lp, et, par 
onséquent, possède exa
tement p fa
torisationsw0w00 (ave
 w0 6= ") telles que w00w0 appartienne à Lp. Ce
i a
hève la démonstration, puisque lesfa
torisations de w = uv et de vu se 
orrespondent naturellement. �Remarque 5.5 Il s'agit bien i
i de fa
torisations, et non de 
onjugués : en e�et, si le mot w 
onsi-déré est périodique, de la forme w = uq ave
 q > 1 maximal, alors le nombre de fa
torisations de west jwj mais la 
lasse de 
onjugaison de w ne 
ontient que juj mots distin
ts. Les p fa
torisationsdont l'existen
e est assurée par le lemme 
y
lique n'ont don
 au
une raison de 
orrespondre à p
onjugués distin
ts. Bien au 
ontraire, elles en ont une ex
ellente de ne pas avoir 
ette propriété :l'égalité Æ(w) = qÆ(u) prouve que les fa
torisations satisfaisantes se déduisent périodiquement de
elles de u, et 
orrespondent don
 à jÆ(u)j 
onjugués. Les jÆ(u)j 
onjugués satisfaisants parmi jujsont don
 le pendant des jÆ(w)j fa
torisations satisfaisantes parmi jwj. OrÆ(u)juj = Æ(w)jwj :La 
onjugaison a 
ette propriété merveilleuse que, en 
alquant les symétries des objets 
onsidé-rés, elle permet justement de s'abstraire des 
onditions de symétrie : la proportion de 
onjuguéssatisfaisants parmi l'ensemble des 
onjugués étant la même que 
elle des fa
torisations satisfai-santes parmi l'ensemble des fa
torisations, tout se passe 
omme si les problèmes de symétrien'existaient pas.Le lemme pré
édent, appliqué au 
as p = 1, permet de retrouver la formule énumérative desarbres selon la distribution des degrés des sommets, initialement due à F. Harary, G. Prins etW. T. Tutte [68℄ :Corollaire 5.6 Soit n1, n2; : : : ; nk et f des entiers tels quekXi=1(i� 1)ni = f � 1: (5.2)



5.2 Les arbres sont des mots 
onjugués 81Il existe �2n+ 1n �mots sur l'alphabet fa; bg ave
n lettres a et n+ 1 lettres b. b
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ba a b b b a a a b b a b a b b a bDans 
haque 
lasse de 
onjugai-son, un seul mot parmi 2n + 1possède la propriété de �uka-siewi
z ; il est obtenu à partird'un quel
onque de ses 
onju-gués en le 
oupant au niveau deson premier minimum.
Æ
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Les mots de �ukasiewi
z sur fa; bg sontles 
odes pré�xes des arbres binaires
omplets ; les arbres binaires à n n÷udssont don
 énumérés par :12n+ 1�2n+ 1n �; ou 1n+ 1�2nn �: �����
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Figure 5.3 � Énumération des arbres binaires 
omplets.Alors le nombre d'arbres plans plantés à f + 1 feuilles et ni n÷uds d'arité i pour tout i 2 [[1; k℄℄est : 1f + n1 + � � �+ nk � �f + n1 + � � �+ nkf; n1; : : : ; nk �; soit en
ore 1f ��n1 + 2n2 + � � �+ knkf � 1; n1; : : : ; nk �:En parti
ulier, le nombre d'arbres m-aires 
omplets à n n÷uds, et don
 (m � 1)n + 2 feuilles,vaut : 1mn+ 1�mn+ 1n �; soit en
ore 1(m� 1)n+ 1�mnn �:La �gure 5.3 résume le 
as des arbres binaires 
omplets.Remarque 5.7 On peut obtenir dire
tement les deux formules de droite du 
orollaire en 
onsidé-rant non pas les 
onjugués de �ukasiewi
z de mots quel
onques véri�ant 5.2, mais en se restrei-gnant aux mots terminant par une feuille, et à leurs 
onjugués terminant par une feuille.
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tion à la 
onjugaison d'arbres5.3 ... Et les 
artes sont des arbres 
onjugués5.3.1 Premier exemple : les 
artes 4-régulièresLa famille de 
artes la plus simple à énumérer par 
onjugaison d'arbres est 
ertainement 
elledes 
artes 4-régulières, en
ore appelées quartiques, autrement dit des 
artes dont tous les sommetsont pour degré 4. Le nombre de 
artes 4-régulières à n sommets est donné par l'expression :Qn = 2n+ 2 � 3n � 1n+ 1�2nn �: (5.3)Dans 
ette expression apparaît le nombre d'arbres binaires à n n÷uds,1n+ 1�2nn �;ainsi que le nombre de n÷uds, n, et le nombre de feuilles, n+ 2, de 
es arbres.Arbres bourgeonnants. En vue de dé
rire une famille d'objets manifestement énumérés parQn, nous allons désormais adopter une terminologie enri
hie pour les arbres :Définition 5.3 Un arbre bourgeonnant B est un arbre plan possédant deux types de sommetsde degré 1, appelés respe
tivement feuilles et bourgeons. Les arêtes in
identes à une feuille ouun bourgeon sont appelées tiges, les autres sont appelées arêtes internes. B est dit planté si sonsommet ra
ine est une feuille. En parti
ulier, un arbre bourgeonnant planté ne peut être enra
inésur un bourgeon. Les arêtes internes seront parfois simplement appelées abusivement arêtes.Étant donné un arbre binaire planté à n n÷uds, le fa
teur 3n apparaissant dans la formule 5.3peut alors s'interpréter simplement 
omme le nombre de façons d'ajouter un bourgeon et sa tigesur 
ha
un des n÷uds. On notera B la famille d'arbres bourgeonnants ainsi 
onstruits ; le sous-ensemble Bn de B formé des arbres à n n÷uds a pour 
ardinal :3n � 1n+ 1�2nn �:Un exemple d'arbre bourgeonnant 
onstruit à partir de l'arbre binaire des �gures 5.1(b) et 5.3 estreprésenté �gure 5.42.Arbres bourgeonnants équilibrés et 
onjugaison d'arbres Nous dé�nissons i
i les arbresformant le pendant des mots de �ukasiewi
z.Définition 5.4 Le mot de bord d'un arbre bourgeonnant est le mot dé�ni sur l'alphabet fb; fgdé
rivant la su

ession des bourgeons et des feuilles le long de la fa
e (unique) de l'arbre, enterminant par la feuille ra
ine.2Les 
ouples bourgeon � tige seront désormais s
hématisés , tandis que les 
ouples feuille � tige seronttoujours s
hématisés .
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Figure 5.4 � Un arbre binaire bourgeonnant à 8 n÷uds, 10 feuilles et 8 bourgeons.On pose Æ(b) = 1 et Æ(f) = �1. Pour tout w mot de bord d'un élément de Bn, Æ(w) = �2.D'après le lemme 
y
lique (lemme 5.3), 
haque mot de bord possède don
 exa
tement deux fa
-torisations w = uw1v (u 6= ") telles que w1 et vu soient des mots du langage de �ukasiewi
z pour(fb; fg; Æ).Exemple 5.1 L'arbre bourgeonnant de la �gure 5.4 a pour mot de bord :f f b f b f f b b f b f f b f b b f:Le 
hemin 
orrespondant est représenté �gure 5.5.Æ
b b
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bf f b f b f f b b f b f f b f b b fFigure 5.5 � Mot de bord de l'arbre bourgeonnant de la �gure 5.4.Définition 5.5 Un arbre bourgeonnant planté est dit équilibré si son mot de bord est un produitde deux mots de �ukasiewi
z.Définition 5.6 Deux arbres plans plantés sont dits 
onjugués s'ils ne di�èrent que par le 
hoixde la feuille ra
ine.Une 
lasse de 
onjugaison d'arbres n'est don
 rien d'autre qu'un arbre non enra
iné, de mêmequ'une 
lasse de 
onjugaison de mots est un mot 
y
lique : la ra
ine de l'arbre est en quelque sorteson début. Remarquons la propriété suivante :Proposition 5.8 Deux arbres 
onjugués ont des mots de bord 
onjugués.En�n le 
orollaire suivant du lemme 
y
lique permet de 
ompter les arbres équilibrés :
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tion à la 
onjugaison d'arbresCorollaire 5.9 Le nombre d'arbres bourgeonnants équilibrés dans Bn est :2n+ 2 � 3n � 1n+ 1�2nn �:Cl�ture partielle d'un arbre bourgeonnant Considérons un arbre bourgeonnant B et sonmot de bord w ; 
ha
une des o

urren
es de la lettre b dans le mot 
y
lique sous-ja
ent 
orrespondà une o

urren
e de la lettre f ; ainsi, par exemple, pour l'arbre de la �gure 5.4, les appariementssont les suivants : f f b f b f f b b f b f f b f b b fE�e
tuer la 
l�ture partielle de B 
onsiste à fusionner les tiges de 
haque 
ouple (bourgeon,feuille) ainsi 
onstitué pour former une nouvelle arête. Une autre manière de voir les 
hoses est lasuivante : en faisant le tour de la fa
e in�nie de l'arbre, à 
haque fois qu'un bourgeon est immédia-tement suivi d'une feuille, les apparier pour former une nouvelle arête, appelée arête de 
l�ture, 
equi 
rée une nouvelle fa
e, et 
ontinuer jusqu'à épuisement des bourgeons. La �gure 5.63montreplusieurs étapes de la 
l�ture partielle de l'arbre de la �gure 5.4.
���
���
���
���

(a) Un premier appariement.
���
���
���
���

(b) Quelques fusions.
���
���
���
���

(
) La 
l�ture partielle.Figure 5.6 � Cl�ture partielle de l'arbre de la �gure 5.4.Il reste alors deux feuilles libres, qui sont pré
isément les deux feuilles 
orrespondant auxdernières lettres f des deux mots de �ukasiewi
z fa
teurs du mot de bord 
y
lique : les arbresdont la ra
ine reste libre après la 
l�ture partielle sont les arbres équilibrés dé�nis et énumérésplus haut (5.5 et 5.9).Cl�ture 
omplète d'un arbre bourgeonnant équilibré Restreignons maintenant la 
ons-tru
tion pré
édente aux arbres bourgeonnants équilibrés ; la 
l�ture 
omplète d'un tel arbre estobtenue à partir de sa 
l�ture partielle en fusionnant les deux feuilles libres et leur tige pour3Les arêtes de 
l�ture sont s
hématisées par des ar
s munis de �è
hes indiquant le sens dans lequel la 
l�ture aété e�e
tuée.
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(a) Un arbre équilibré.
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(b) Sa 
l�ture partielle.
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

(
) Sa 
l�ture 
omplète.Figure 5.7 � Cl�ture 
omplète d'un arbre bourgeonnant équilibré.former une arête sur laquelle la 
arte obtenue peut être 
anoniquement enra
inée � en 
hoisissantpar exemple de l'orienter depuis l'an
ienne feuille ra
ine vers l'autre feuille. La 
arte ainsi forméeest manifestement 4-régulière, et G. S
hae�er a montré le théorème suivant [110℄, qui fournit unepreuve 
onstru
tive du résultat 5.3 :Théorème 5.1 La 
l�ture 
omplète réalise une bije
tion de l'ensemble des arbres binaires bour-geonnants à n n÷uds sur l'ensemble des 
artes 4-régulières à n sommets.La �gure 5.7 montre la 
l�ture 
omplète d'un des deux arbres équilibrés 
onjugués de l'arbrede la �gure 5.4. La �gure 5.11 résume en une page l'ensemble de la 
onstru
tion que nous venonsde dé
rire.Appli
ation ré
iproque Dé
rivons rapidement l'algorithme ré
iproque de la 
l�ture, 
'est-à-dire l'algorithme d'ouverture des arêtes d'une 
arte 4-régulière C permettant de déterminer � le �bon arbre 
ouvrant A de C. La première étape 
onsiste naturellement à ouvrir l'arête ra
ine deC pour 
réer deux feuilles. Il faut ensuite 
onstruire un arbre 
ouvrant de C, ou, de manièreéquivalente, déterminer l'ensemble des arêtes à ouvrir qui en est le 
omplémentaire. Citons lapropriété remarquable suivante :Proposition 5.10 Soit C une 
arte planaire, et C� sa duale4. Soit A un ensemble d'arêtes de C.Alors A est un arbre 
ouvrant de C si et seulement si les duales des arêtes de son 
omplémentaireforment un arbre 
ouvrant de C�.Soit A un arbre 
ouvrant quel
onque de C ; il est possible d'orienter 
orre
tement les arêtes deson 
omplémentaire, 
'est-à-dire de telle manière que leur ouverture 
rée un arbre bourgeonnantB, dont la 
l�ture est C. Cet arbre bourgeonnant n'a 
ependant au
une raison d'appartenir à B,puisque le nombre de bourgeons par n÷ud n'est pas 
ontraint. G. S
hae�er a montré [110℄ quele seul arbre 
ouvrant de C tel que l'arbre bourgeonnant induit appartienne à B est 
elui dont le4
'est-à-dire la 
arte dont les sommets sont les fa
es de C ; on trouvera page 92 un développement plus pré
is.
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(a) Un arbre ternaire à 10 n÷uds blan
s.

���
���
���
���

(b) Un de ses arbres bourgeonnants.Figure 5.8 � Un exemple d'arbre ternaire bourgeonnant.dual est obtenu par un par
ours en largeur en sens indire
t de la 
arte duale de C.5.3.2 Deuxième exemple : les 
artes 4-régulières bipartiesPassons maintenant à un deuxième exemple, un peu plus 
ompliqué, 
elui des 
artes 4-régulièresbiparties, 
'est-à-dire 
elles parmi les pré
édentes dont les sommets peuvent être 
oloriés en deux
ouleurs, disons noir et blan
, de telle manière que deux sommets adja
ents quel
onques sonttoujours de 
ouleurs di�érentes. Par 
onvention, la ra
ine est orientée d'un sommet blan
 vers unsommet noir. Tous les sommets d'une telle 
arte ayant même degré, et 
haque arête étant in
identeà un sommet de 
haque 
ouleur, les nombres de sommets noirs et blan
s sont né
essairement égaux.Le nombre de 
artes 4-régulières biparties à n sommets blan
s et n sommets noirs est donnéepar la formule : 42n+ 2 � 3n�1 � 12n+ 1�3nn �: (5.4)Apparaissent dans 
ette formule le nombre d'arbres ternaires à n n÷uds (blan
s) tels 
elui dela �gure 5.8(a), 12n+ 1�3nn �;ainsi que le nombre d'arêtes internes, n� 1, et de feuilles, 2n+ 2, de 
es arbres.Dé�nissons dans 
e 
as les arbres bourgeonnants de la façon suivante : sur un arbre ternaireà n n÷uds blan
s, ajouter sur 
ha
une des n � 1 arêtes un n÷ud noir, et �xer sur 
ha
un d'euxdeux bourgeons et leurs tiges, pour former des n÷uds noirs de degré 4. Cela peut se faire de troisfaçons di�érentes pour 
haque n÷ud noir, et le nombre d'arbres bourgeonnants obtenus est don
 :3n�1 � 12n+ 1�3nn �:La �gure 5.8(b) représente un tel arbre bourgeonnant.
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(b) Sa 
l�ture partielle.
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(
) Un de ses 
onjugués équilibrés.Figure 5.9 � Cl�ture partielle des arbres ternaires bourgeonnants.La 
l�ture partielle de 
es arbres est dé�nie 
omme pré
édemment ; 
es arbres ayant quatrebourgeons de moins que de feuilles, quatre de 
es dernières restent né
essairement libres, 
orres-pondant aux quatre derniers pas des quatre fa
teurs de �ukasiewi
z du mot de bord vu 
ommemot 
y
lique, 
omme l'illustre la �gure 5.9. En 
onséquen
e, le nombre d'arbres ternaires bour-geonnants équilibrés à n n÷uds blan
s est :42n+ 2 � 3n�1 � 12n+ 1�3nn �:La 
l�ture 
omplète des arbres bourgeonnants est alors dé�nie de la manière suivante à partirde la 
l�ture partielle : transformer la feuille ra
ine en n÷ud noir porteur de trois bourgeons, et satige en arête interne, sur laquelle la 
arte obtenue est enra
inée, puis apparier les trois bourgeonset les trois feuilles restantes, et fusionner 
haque 
ouple en une nouvelle arête. La �gure 5.10illustre 
ette 
onstru
tion appliquée à l'arbre bourgeonnant équilibré représenté à la �gure 5.9(
).La �gure 5.12 résume en une page l'ensemble de la 
onstru
tion.À nouveau, l'algorithme ré
iproque d'ouverture est basé sur un par
ours en largeur de la 
arteduale en sens indire
t.
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(a) Ajout d'un n÷ud noir à trois bourgeons. (b) Dernières fusions.Figure 5.10 � Cl�ture 
omplète des arbres ternaires bourgeonnants.5.3.3 Un théorème général : les 
onstellations planairesLes deux exemples développés 
i-dessus sont en fait des 
as parti
uliers d'une 
onstru
tionplus générale, due à M. Bousquet-Mélou et G. S
hae�er [21℄, qui traite le 
as des m-
onstellationsplanaires selon la distribution des degrés de leurs sommets. Nous allons i
i énon
er le théorèmequ'ils obtiennent.Définition 5.7 Un arbre m-eulérien est un arbre dont les sommets sont soit noirs, soit blan
s,planté sur une feuille noire, et tel que :� deux sommets adja
ents quel
onques sont de 
ouleur di�érente,� les n÷uds noirs ont pour degré m et pour degré interne5 1 ou 2,� les n÷uds blan
s ont un degré multiple de m et, si un n÷ud blan
 a pour degré mi (i > 1),alors il a exa
tement i� 1 voisins de degré interne 1.Les feuilles blan
hes des arbres m-eulériens 
orrespondent aux bourgeons des arbres bourgeon-nants, et les feuilles noires aux feuilles. Les arbres bourgeonnants 
onsidérés à la se
tion pré
édentesont don
 les arbres 4-eulériens dont tous les n÷uds blan
s ont exa
tement degré m = 4, et 
euxde la se
tion 5.3.1 sont les arbres 2-eulériens dont tous les n÷uds blan
s ont pour degré 2m = 4 :les n÷uds noirs, de degré 2, sont en fait les arêtes de l'arbre bourgeonnant � arêtes internes pourles n÷uds de degré interne 2, tiges de bourgeons pour les n÷uds de degré interne 1.En raisonnant 
omme pour les arbres bourgeonnants des deux se
tions pré
édentes, on peutfa
ilement énumérer les arbres m-eulériens selon les degrés des n÷uds blan
s, en se basant sur laformule de F. Harary, G. Prins et W. T. Tutte (
orollaire 5.6 page 80) ; on obtient :Proposition 5.11 Soit m > 2. Le nombre d'arbres m-eulériens ayant, pour tout i 2 [[1; k℄℄, di5le degré interne d'un n÷ud dans un arbre est le nombre de n÷uds qui lui sont adja
ents.
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s de degré mi, est donné par la formule :em(d1; : : : ; dk) = (m� 1)b�1 � [(m� 1)n℄![(m� 1)n� b+ 1℄! � kYi=1 1di!�mi� 1i� 1 �di ;où b = P di et n = P idi. Ces arbres ont b n÷uds blan
s, n � 1 n÷uds noirs, (m � 1)n � b + 2feuilles (noires), et (m� 1)n� b�m+ 2 feuilles blan
hes (bourgeons).La 
l�ture partielle et les arbres 
onjugués sont dé�nis 
omme pour les 
as parti
uliers pré
é-dents. Le nombre Em(d1; : : : ; dk) d'arbres m-eulériens équilibrés ayant di n÷uds blan
s de degrémi est alors relié à em(d1; : : : ; dk) de la façon suivante :Em(d1; : : : ; dk) = m(m� 1)n� b+ 2 � em(d1; : : : ; dk):La 
l�ture 
omplète d'un arbrem-eulérien équilibré est alors dé�nie, 
omme à la se
tion pré
édente,en remplaçant la feuille ra
ine par un n÷ud noir portant m � 1 bourgeons (feuilles blan
hes),puis en fusionnant les 
ouples de feuilles blan
hes et noires appariées. Le résultat démontré parM. Bousquet-Mélou et G. S
hae�er dans [21℄ s'énon
e alors :Théorème 5.2 La 
l�ture 
omplète réalise une bije
tion de l'ensemble des arbres m-eulériensayant, pour tout i 2 [[1; k℄℄, di n÷uds blan
s de degré mi, sur l'ensemble des 
artes m-eulériennesdont les sommets blan
s suivent la même distribution. Celles-
i, ainsi que leurs duales les m-
onstellations planaires, sont don
 énumérées par :m(m� 1)b�1 [(m� 1)n℄![(m� 1)n� b+ 2℄! kYi=1 1di!�mi� 1i� 1 �di :
5.4 Que montre réellement 
e théorème,ou 
omment jongler ave
 les 
artesLe but de 
ette se
tion est de 
onvain
re le le
teur de la portée du théorème 5.2 : s'il ne résoutnaturellement pas tous les problèmes d'énumération de 
artes imaginables, il peut 
ependants'appliquer à un très large éventail de familles de 
artes, en le 
ouplant par exemple ave
 lesmanipulations 
lassiques sur les 
artes. Nous allons illustrer 
e propos en 
itant quelques avatarsdes deux familles 
hoisies 
omme exemples dans 
e 
hapitre.5.4.1 La dualitéIl s'agit 
ertainement de l'opération la plus simple et la plus naturelle qui puisse être e�e
tuéesur une 
arte :
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Il existe 1n+ 1�2nn �arbres binaires plantés à n n÷uds et n+2 feuilles. �����
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�����
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�����
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���
���
���
���

En ajoutant un bourgeon par n÷ud, on 
onstruit3n � 1n+ 1�2nn �arbres bourgeonnants, qui possèdent n+2 feuilleset n bourgeons. �����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

���
���
���
���

La 
l�ture de 
es arbres, en 
ouplant bourgeonset feuilles, laisse don
 deux feuilles libres.Est équilibré un arbre bourgeonnant dont la ra-
ine reste libre. �����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

Seuls 2n+ 2 � 3n � 1n+ 1�2nn �arbres binaires bourgeonnants sont don
 équili-brés. �����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

Et 
es arbres équilibrés 
orrespondent bije
tive-ment aux 2n+ 2 � 3n � 1n+ 1�2nn �
artes 4-régulières. �����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

Figure 5.11 � Énumération 
onstru
tive des 
artes 4-régulières.
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s et2n+ 2 feuilles. ���
���
���
���
���
���
���
���

En ajoutant un n÷ud noir au milieu de
haque arête interne, et deux bourgeons parn÷ud noir, on 
onstruit3n�1 � 12n+ 1�3nn �arbres bourgeonnants.
���
���
���
���

Les arbres ternaires bourgeonnants possè-dent 2n+ 2 feuilles et 2n� 2 bourgeons.La 
l�ture de 
es arbres laisse don
 quatrefeuilles libres.
���
���
���
���

Seuls 42n+ 2 � 3n�1 � 12n+ 1�3nn �arbres ternaires bourgeonnants à n n÷udsblan
s et n� 1 n÷uds noirs sont don
 équi-librés. ����
����
����

����
����
����

Ils 
orrespondent bije
tivement aux42n+ 2 � 3n�1 � 12n+ 1�3nn �
artes 4-régulières biparties à n sommetsblan
s et n sommets noirs.
���
���
���
���

Figure 5.12 � Énumération 
onstru
tive des 
artes 4-régulières biparties.
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Figure 5.13 � Une 
arte planaire (noire) et sa duale (grise).

Figure 5.14 � D'une 
arte bipartie 4-régulière à une quadrangulation bi
olore.Définition 5.8 La 
arte duale C� d'une 
arte non enra
inée C est la 
arte obtenue à partir de Cen plaçant un sommet dans 
haque fa
e de C, et une arête en travers de 
haque arête de C, pourrelier entre eux les sommets de C� 
orrespondant à des fa
es adja
entes de C. Si C est enra
inée,C� est 
anoniquement enra
inée sur la duale de l'arête ra
ine de C, orientée de telle manière quele sommet ra
ine de C� soit le dual de la fa
e ra
ine de C.La �gure 5.13 illustre 
ette 
onstru
tion sur un exemple de 
arte planaire. Remarquons qu'ils'agit bien d'un 
on
ept lié aux 
artes et non aux graphes sous-ja
ents puisqu'il repose sur la notionde fa
e, qui n'a pas de sens en termes de graphes. D'autre part, la des
ription � topologique � de ladualité qui a été donnée ne doit pas faire 
roire que 
ette notion est propre aux 
artes topologiques :la dualité s'exprime également très simplement en termes de permutations sur l'ensemble des brins,puisqu'elle 
onsiste simplement à intervertir les permutations dé
rivant sommets et fa
es, tandisque l'involution dé
rivant les arêtes reste identique. Remarquons en�n que la dualité est uneappli
ation involutive sur l'ensemble des 
artes non enra
inées de genre donné, et qu'elle est don
en parti
ulier bije
tive.Les quadrangulations La dualité étant une appli
ation bije
tive, les quadrangulations à nfa
es et les quadrangulations bi
olores à n fa
es blan
hes sont respe
tivement énumérées par lesformules 5.3 et 5.4. Les duales des 
artes étudiées à la se
tion 5.3.1 sont appelées 
ourammentquadrangulations : 
e sont les 
artes planaires dont toutes les fa
es ont pour degré 4. Quant aux
artes étudiées à la se
tion 5.3.2, leurs duales sont les quadrangulations bi
olores, 
'est-à-dire les
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Figure 5.15 � Une 
arte planaire (noire) et sa radiale (grise).quadrangulations dont les fa
es peuvent être 
oloriées en noir et blan
 à la manière d'un damier.La �gure 5.14 représente la quadrangulation bi
olore duale de la 
arte bipartie 4-régulière de la�gure 5.12.5.4.2 La 
onstru
tion radialeUne se
onde 
onstru
tion 
lassique sur les 
artes (planaires) est la suivante :Définition 5.9 La 
arte radiale C� d'une 
arte C non enra
inée est la 
arte dont les sommetssont les arêtes de C, et dont les arêtes sont les 
oins6 de C. Les fa
es de C� 
orrespondent don
 auxfa
es et aux sommets de C, et peuvent être bi
olorées. Si C est enra
inée, C� est 
anoniquementenra
inée par le 
hoix de l'arête ra
ine de C 
omme sommet ra
ine de C�, et de la fa
e ra
ine deC 
omme fa
e ra
ine de C�.La �gure 5.15 illustre 
ette 
onstru
tion sur un exemple de 
arte planaire. Remarquons que,
haque arête étant in
idente à quatre 
oins, la 
arte radiale d'une 
arte quel
onque est une 
arte4-régulière. La 
onstru
tion � duale � de 
elle-
i est également 
ouramment utilisée :Définition 5.10 La quadrangulation C� d'une 
arte C non enra
inée est la 
arte (bipartie) dontles sommets sont les sommets et les fa
es de C, et dont les arêtes sont les 
oins de C. Les fa
es deC� 
orrespondent don
 aux arêtes de C.La 
arte obtenue est alors manifestement une quadrangulation au sens pré
édent, 
'est-à-direune 
arte dont toutes les fa
es ont pour degré 4. De plus, la 
arte radiale et la quadrangulationd'une 
arte C quel
onque sont duales l'une de l'autre.Les 
artes planaires enra
inées quel
onquesLemme 5.12 Les 
artes planaires enra
inées à n arêtes sont en bije
tion ave
 les 
artes planaires4-régulières à n sommets.6Voir la dé�nition page 9.
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ation qui à une 
arte planaire C asso
ie sa 
arteradiale C� est bije
tive ; pour 
ela, 
onsidérons une 
arte 4-régulière enra
inée R. Les fa
es de Rpeuvent être bi
olorées en blan
 et noir de telle manière que deux fa
es adja
entes quel
onquessoient de 
ouleurs di�érentes, ave
 par exemple la fa
e ra
ine blan
he, 
omme l'illustre la �-gure 5.16(a). On pla
e alors un sommet dans 
haque fa
e noire, puis on 
rée, à travers 
haquesommet s de R, une arête reliant les deux sommets noirs voisins (voir �gure 5.16(b)). On obtientainsi une 
arte C qui, enra
inée sur l'arête 
orrespondant au sommet ra
ine de R orientée de tellesorte que la fa
e ra
ine de C soit la fa
e ra
ine de R, a manifestement R pour 
arte radiale. �
(a) Bi
oloration des fa
es... (b) et obtention de la 
arte planaire 
orrespondante.Figure 5.16 � Inverse de la 
onstru
tion radiale pour la 
arte de la �gure 5.7.On obtient don
 en 
orollaire de la démonstration de la se
tion 5.3.1 une démonstration bije
-tive de la formule 
lassique 5.1 (page 76) :Corollaire 5.13 Les 
artes planaires enra
inées à n arêtes sont énumérées par 2 � 3n (2n)!n! (n+ 2)! :

Les 
artes bieulériennes Intéressons-nous maintenant à la restri
tion de la 
onstru
tion radialeà la famille des 
artes biparties eulériennes, 
'est-à-dire biparties et telles que tous les sommetssont de degré pair. Remarquons au passage que les duales des 
artes biparties sont les 
arteseulériennes, et que l'ensemble des 
artes biparties eulériennes est don
 autodual. Ces 
artes peuventdon
 également être dé
rites 
omme les 
artes biparties bi
olores, ou en
ore les 
artes eulériennesdualement eulériennes. Nous utiliserons désormais la terminologie de 
artes bieulériennes.Lemme 5.14 Les 
artes planaires enra
inées bieulériennes à 2n arêtes sont en bije
tion ave
 les
artes 4-régulières biparties à n sommets blan
s et n sommets noirs.Démonstration. Considérons une 
arte bieulérienne C à 2n arêtes. Adoptons la 
onvention quele sommet et la fa
e ra
ines de C sont blan
s. En par
ourant les fa
es noires de C en sens dire
t,on traverse une arête sur deux de son extrémité blan
he vers son extrémité noire, et la suivantede son extrémité noire vers son extrémité blan
he, 
e qui permet de partitionner l'ensemble desarêtes de C en deux sous-ensembles ; la 
arte radiale de C est don
 bipartie.
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iproquement, soit R une 
arte bipartie 4-régulière ; étant bipartie, R a des fa
es de degrépair. Or le degré des sommets et des fa
es de C est exa
tement donné par le degré des fa
es 
or-respondantes de R : C est don
 né
essairement bieulérienne. La �gure 5.17 illustre la 
onstru
tionré
iproque sur l'exemple de la 
arte bipartie 4-régulière de la �gure 5.12. �

(a) Coloration des fa
es... (b) et obtention de la 
arte bieulérienne 
orrespondante.Figure 5.17 � Inverse de la 
onstru
tion radiale pour la 
arte de la �gure 5.12.Remarquons que la 
oloration des fa
es d'une 
arte bipartie 4-régulière n'est jamais que latransposition de l'étiquetage 
anonique de la 4-
onstellation duale, ave
 la 
onvention1$ 
arré blan
, 2$ rond blan
, 3$ 
arré noir, 4$ rond noir.On obtient ainsi 
omme 
orollaire à la 
onstru
tion de la se
tion 5.3.2 une démonstrationalternative du résultat suivant, démontré ré
emment par V. A. Liskovets et T. R. S. Walsh pardes méthodes analytiques [95℄.Corollaire 5.15 Le nombre de 
artes planaires bieulériennes enra
inées à 2n arêtes est donnépar la formule : 4 � 3n�1 (3n)!n! (2n+ 2)! :
5.4.3 Les m-
onstellations quel
onquesOn peut dé�nir une transformation lo
ale mettant en bije
tion l'ensemble des m-
onstellationsplanaires et les m + 1-
onstellations planaires dont les fa
es blan
hes sont de degré exa
tementm+1. En parti
ulier, 
ette transformation permet de 
ompter les 3-
onstellations quel
onques viales 
artes 4-régulières biparties.Pour dé
rire 
ette bije
tion, 
ommençons par étiqueter 
anoniquement les sommets d'une m-
onstellation. On 
onstruit alors une m + 1-
onstellation en ajoutant dans 
haque fa
e blan
heun sommet étiqueté m+ 1, puis en remplaçant 
haque arête (m; 1) bordant la fa
e par une arête(m;m+1) suivie d'une arête (m+1; 1). La 
arte ainsi 
onstruite est une m+1-
onstellation dontles fa
es blan
hes sont de degré exa
tement m+1, et 
ette 
onstru
tion est visiblement inversible.On obtient don
 le résultat suivant :
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Figure 5.18 � Des 
artes 4-régulières biparties aux 
artes 3-eulériennes quel
onques.Corollaire 5.16 Soit n > 1 et m > 2. Le nombre de m-
onstellations à n polygones est :m+ 1(m� 1)n+ 2 �mn�1 � 1(m� 1)n+ 1�mnn �:La �gure 5.18 illustre la 
onstru
tion duale de 
ette bije
tion, dans le 
as m = 3 
orrespondantaux 
artes biparties 4-régulières : 
omme 
ela a été mentionné pré
édemment, la 
oloration desfa
es proposée �gure 5.17(a) 
orrespond à l'étiquetage 
anonique des sommets de la 4-
onstellationduale. La suppression des sommets étiquetés 4 se traduit, pour la 
arte 4-eulérienne, par le re-pliement deux par deux des arêtes in
identes aux fa
es étiquetées 4 (rond noir sur la �gure) de lafaçon suivante :

5.4.4 Une famille de 
artes 
oloréesLa 
onstru
tion qui va être dé
rite i
i est 
ertainement plus ane
dotique que les pré
édentes ;elle illustre 
ependant bien le fait que des familles à première vue très di�érentes peuvent n'êtreen réalité que des avatars � déguisés � d'une même famille. Cette famille est en fait 
elle à laquellenous nous étions initialement intéressés, avant de 
onstater que la formule énumérative que nousavions obtenue était 
elle des 3-
onstellations. La démonstration bije
tive est venue a posteriori .Remarquons tout d'abord que la bi
oloration des sommets d'une 
arte bipartie 4-régulière peutêtre � dépla
ée � sur ses arêtes de telle manière que les arêtes des deux 
ouleurs alternent autourde 
haque sommet et de 
haque fa
e, puisque sommets et fa
es sont de degré pair. La �gure 5.19(a)montre la 
oloration des arêtes de la 
arte de la �gure 5.12. Notons que la bi
oloration des arêtespeut également être vue 
omme une partition de l'ensemble des arêtes en 
y
les, de telle manièreque tous les 
roisements entre 
y
les soient propres, et que deux 
y
les qui se 
roisent soient de
ouleur di�érente. Ainsi, la 
arte de la �gure 5.19(a) est formée d'un la
et gris et deux la
ets noirs.
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iproquement, toute 
arte 4-régulière peut être vue 
omme une réunion de 
y
les se 
roisantproprement, et s'il est possible de 
olorer 
es 
y
les en deux 
ouleurs de telle manière que deux
y
les de même 
ouleur ne s'interse
tent pas7, alors la 
arte est bipartie.Dé�nissons maintenant la transformation suivante sur les 
artes 4-régulières biparties :
Elle transforme toute 
arte 4-régulière bipartie à 2n sommets en une 
arte 3-régulière (i.e. 
ubique)à 4n sommets, dont les arêtes sont 
olorées en trois 
ouleurs, 
haque sommet étant adja
ent à unearête de 
haque 
ouleur, et telle que l'ordre 
y
lique des 
ouleurs autour de 
haque sommet soitle même. Cette 
onstru
tion étant manifestement bije
tive, 
es 
artes � 
ubiques 
y
liquement
olorées � à 4n sommets, 6n arêtes et 2n� 2 fa
es (de degré multiple de 3) sont énumérées par laformule 5.4. La �gure 5.19(b) représente la 
arte 
ubique 
y
liquement 
olorée 
orrespondant à la
arte 4-régulière de la �gure 5.19(a).

(a) (b)Figure 5.19 � Des 
artes 4-régulières biparties aux 
artes 
ubiques 
y
liquement 
olorées.Les quelques 
onstru
tions présentées i
i illustrent bien le 
ara
tère protéiforme des 
artes :ainsi, les 
artes présentées aux �gures 5.12, 5.14, 5.17, 5.18 et 5.19 sont autant de fa
ettes d'un seulet même objet. Le théorème 5.2 peut don
 permettre d'énumérer de nombreuses familles de 
artes.Cependant, parmi les exemples 
ités 
i-dessus, au
une famille n'est dé�nie par d'autres 
onditionsque des 
onditions lo
ales d'adja
en
e � degré ou bipartition. Ce théorème ne permet absolumentpas de s'attaquer à d'autres 
ritères tels le degré de 
onnexité. C'est à 
e type de 
onditions quenous allons nous intéresser dans les deux 
hapitres qui suivent, d'abord en étudiant une famille de
artes non séparables, puis une famille de 
artes 3-
onnexes.7en parti
ulier, un 
y
le ne doit pas s'autointerse
ter
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ations à la génération aléatoire et au 
odageIl est intéressant de remarquer que les bije
tions pré
édentes fournissent des algorithmes e�-
a
es de génération aléatoire uniforme pour 
ha
une des familles de 
artes. Ces algorithmes onttous la même stru
ture :1. génération aléatoire uniforme d'un (produit de) mot(s) de �ukasiewi
z de longueur adéquate ;2. 
onstru
tion de l'arbre 
orrespondant ;3. tirage aléatoire (et indépendant) de la position des bourgeons sur 
haque n÷ud ;4. 
l�ture de l'arbre ;5. tirage aléatoire d'un des 
onjugués équilibrés ;6. transformation lo
ale éventuelle (du type de 
elles dé
rites à la se
tion pré
édente).Cha
une de 
es étapes peut se faire en un nombre linéaire d'opérations sur des entiers de l'ordrede n, paramètre réglant la taille des 
artes 
onstruites. On pourra se référer à [111℄ pour plus depré
isions.Ces bije
tions fournissent également des 
odages 
ompa
ts des 
artes, sous forme d'un mot de�ukasiewi
z et d'un mot 
odant l'empla
ement des bourgeons sur l'arbre plan 
orrespondant aumot de �ukasiewi
z.



Chapitre 6
Énumération bije
tivedes triangulations sans bou
led'un polygoneLe but de 
e 
hapitre est de dé�nir des arbres bourgeonnants et une méthode de 
l�ture de 
esarbres permettant d'énumérer de manière bije
tive une famille de 
artes dé�nies par un autre typede 
ondition que les 
artes étudiées au 
hapitre pré
édent. Nous allons i
i 
onsidérer la 
onditionde non séparabilité, 
'est-à-dire une 
ontrainte de 
onnexité plus forte que pré
édemment. Peude résultats bije
tifs sont 
onnus dans 
e 
as ; B. Ja
quard et G. S
hae�er [77℄, ainsi que A. DelLungo, F. Del Ristoro et J. -G. Penaud [40℄, ont proposé des méthodes d'énumération basées surdes 
onstru
tions ré
ursives pour la famille de toutes les 
artes non séparables, à laquelle G. S
haef-fer [110℄ a ensuite adapté la méthode de 
onjugaison d'arbres. Le 
as traité dans 
e 
hapitre est
elui des triangulations de polygones, i.e. les 
artes dont toutes les fa
es sauf éventuellement unesont de degré 3.Les résultats de 
e 
hapitre ont été obtenus en 
ollaboration ave
 G. S
hae�er [104℄.
6.1 Préliminaires6.1.1 Rappels sur la 
onnexité et la dualitéNous allons i
i donner quelques dé�nitions et propriétés liées à la notion de 
onnexité dansles 
artes planaires. Rappelons qu'une 
arte est par dé�nition 
onnexe, puisque ses fa
es sonthoméomorphes à des disques. Nous nous intéressons i
i à des 
ontraintes de 
onnexité plus fortes.Définition 6.1 Une arête est une bou
le si elle est in
idente deux fois au même sommet. Unearête est un pont, ou en
ore une arête séparatri
e1, si elle possède la propriété duale, i.e. si elle est1Attention, en genre supérieur 
es deux notions di�èrent : un pont est dé�ni 
omme dans le 
as planaire, mais
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(a) Une arête triple, (b) une bou
le, (
) un pont.Figure 6.1 � Arêtes singulières dans les 
artes.in
idente deux fois à la même fa
e. Plusieurs arêtes forment une arête multiple si leurs extrémitéssont les mêmes. La �gure 6.1 illustre 
es dé�nitions.Un sommet est dit séparateur s'il est in
ident deux fois à une même fa
e (qui possède alorsla propriété duale). Remarquons que les extrémités d'une arête séparatri
e sont des sommetsséparateurs, ainsi que � de façon duale � la double extrémité d'une bou
le. Une 
arte est diteséparable si elle possède un sommet séparateur.Remarquons que la terminologie de � séparabilité � est pleinement justi�ée. Pour nous en
onvain
re, dé�nissons une opération de s
ission d'un sommet. Cette opération, illustrée par la�gure 6.2, est parti
ulièrement simple à dé
rire pour les 
artes 
ombinatoires : e�e
tuer la s
issiond'un des sommets d'une 
arte (�; �; ') 
onsiste à rempla
er le 
y
le 
orrespondant de � par unproduit de 
y
les de longueur 1, et à modi�er ' en 
onséquen
e. Un sommet séparateur d'une
arte C est exa
tement un sommet dont la s
ission produit un triplet (�; �0; '0) non transitif, i.e.sépare C en plusieurs 
omposantes 
onnexes.De même, une arête séparatri
e d'une 
arte C est une arête dont la suppression (ou la 
oupureen deux arêtes) dé
onne
te C.

Figure 6.2 � S
ission d'un sommet.Definition 6.1 Un k-
o
y
le d'une 
arte C est un ensemble de k arêtes dont la suppressiondé
onne
te C. Un k-séparateur d'une 
arte C est un ensemble de k sommets de C dont la s
issiondé
onne
te C.En d'autres termes, un k-
o
y
le de C est un ensemble d'arêtes dont le dual forme un 
y
ledans la 
arte duale de C. Quant aux k-séparateurs, ils 
orrespondent à des 
y
les de longueur 2kdans la quadrangulation de C. La �gure 6.3 illustre 
es 
ara
térisations.n'est pas né
essairement une arête séparatri
e dans le sens qui va être pré
isé dans la suite de 
e paragraphe
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(a) Un 3-
o
y
le, (b) un 3-séparateur.Figure 6.3 � Co
y
les, séparateurs et dualité.Definition 6.2 Une 
arte est dite k-arête-
onnexe si elle ne possède pas de k-
o
y
le, et k-
onnexe si elle ne possède pas de k-séparateur. On appelle degré de 
onnexité d'une 
arte C le plusgrand entier k tel que C est k-
onnexe.D'après la 
ara
térisation des k-séparateurs en termes de quadrangulation,Proposition 6.1 Le degré de 
onnexité d'une 
arte est le même que 
elui de sa duale.Rappelons en�n que le degré d'une fa
e n'est pas né
essairement le nombre de sommets (oud'arêtes) qui lui sont in
ident(e)s, puisqu'une fa
e peut être in
idente plusieurs fois à un mêmesommet ou une même arête. Nous appellerons polygone une fa
e dont toutes les in
iden
es sontsimples, i.e. dont le degré est égal au nombre de sommets (ou d'arêtes) qui lui sont in
ident(e)s.6.1.2 Triangulations d'un polygone sans point intérieurOn appelle triangulation d'un polygone sans point intérieur une 
arte enra
inée non séparable àk sommets dont la fa
e ra
ine est de degré k et les autres de degré 3. Les triangulations de polygonesde degré inférieur à 5 sont représentées �gure 6.4. Il s'agit d'une famille à un paramètre : 
es 
artespossèdent k sommets, k � 1 fa
es (dont le k-gone), et 2k � 3 arêtes.Le nombre de triangulations distin
tes d'un k-gone est1k � 1�2k � 4k � 2 �;qui est le nombre de Catalan d'ordre k � 2 : 
es triangulations peuvent en e�et être mises enbije
tion ave
 les arbres binaires 
omplets à k � 2 n÷uds, 
omme l'illustre la �gure 6.5.

Figure 6.4 � Les triangulations des premiers petits polygones.
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Figure 6.5 � Bije
tion entre triangulations d'un k-gone et arbres binaires à k � 2 n÷uds.6.1.3 Triangulations non séparablesD'une façon plus générale, on peut s'intéresser aux 
artes ins
rites dans un polygone et donttoutes les fa
es internes sont de degré 3, mais possédant des sommets autres que 
eux du polygone.De telles 
artes ne sont 
ependant pas né
essairement des triangulations � géométriques �,au sens où les arêtes ne sont pas toujours représentables par des segments de droites du fait del'existen
e possible d'arêtes multiples ou de bou
les. Le terme de triangulation peut même êtrerelativement impropre en 
as d'existen
e de bou
les : les fa
es, bien que de degré 3 au sens des
artes, ne sont alors pas des triangles puisqu'elles peuvent n'avoir que deux sommets distin
ts etnon trois. Les triangulations � topologiques � sont don
 les triangulations sans bou
le, autrementdit les triangulations non séparables.Di�érentes familles de triangulations peuvent don
 être dé�nies en fon
tion de motifs interdits,
orrespondant en fait à des 
ontraintes de 
onne
tivité plus ou moins fortes : sans bou
le, sansarête multiple, sans triangle séparateur... La �gure 6.6 montre des exemples des di�érents typesde triangulations obtenus en imposant 
es restri
tions, et le tableau 6.7 ré
apitule les formulesénumératives 
onnues.Remarquons que, quelles que soient les 
onditions de 
onnexité imposées, les dépendan
esmutuelles entre les nombres de sommets, arêtes et fa
es ne sont pas a�e
tées : si k désigne le degrédu polygone triangulé, et t le nombre de triangles, alors le nombre de fa
es est f = t + 1 et le

(a) Sans bou
le. (b) Sans arête multiple. (
) Sans triangle séparateur.Figure 6.6 � Di�érents types de triangulations d'un hexagone.



6.1 Préliminaires 103triangulations planesà 2n fa
es triangulations d'un k-goneen k + 2n trianglessans bou
le(2-
onnexes) 22n+ 2 � 2n2n+ 1 � 3nn ! 2n+2 � (2k + 3n� 1)! (2k � 3)!(n+ 1)! (2k + 2n)! (k � 2)!2sans arête multiple(3-
onnexes) 2 � (4n� 3)!n! (3n� 1)! 2 � (2k � 3)! (2k + 4n� 1)!(k � 1)! (k � 3)! (n+ 1)! (2k + 3n)!sans triangle séparateur(4-
onnexes) 1n nXi=1(�1)i 3n� i� 1n� i ! 2i2! (2k � 4)! (k + 3n� 1)!(n+ 1)! (k � 1)! (k � 4)! (k + 2n)!Tableau 6.7 � Formules énumératives pour diverses familles de triangulations.nombre a d'arêtes véri�e 2a = k + 3t, puisque 
haque arête est in
idente à deux fa
es, et 
haquefa
e � sauf le polygone � est in
idente à trois arêtes. Cela montre que la parité de t est 
elle de k,et donne le nombre s de sommets grâ
e à l'équation d'Euler. En posant t = k + 2n, ave
 n > �1,on obtient �nalement :f = k + 2n+ 1; a = 2k + 3n; et s = k + n+ 1:Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons désormais nous intéresser ex
lusivement aux triangu-lations non séparables. On notera ~Tk;n l'ensemble des triangulations non séparables d'un k-goneen k + 2n triangles, et ~Tk;n son 
ardinal2.
6.1.4 La formule de MullinLa formule énumérative des triangulations non séparables d'un polygone en fon
tion du nombrede points intérieurs a été énon
ée en 1965 par R. C. Mullin dans [100℄. Cet arti
le s'ins
rit dansla lignée des � 
ensus arti
les � de W. T. Tutte évoqués au 
hapitre 5 ([121, 122, 123℄), danslesquels l'auteur dénombre plusieurs familles de 
artes, en parti
ulier les triangulations planes nonséparables : Tn = ~T3;n�2 = 2n+1(3n)!n!(2n+ 2)! :Les preuves reposent sur la méthode esquissée page 75, qui 
onsiste à déterminer une dé-
omposition ré
ursive des 
artes de la famille 
on
ernée pour en déduire une équation sur sasérie génératri
e qui peut être résolue par la méthode quadratique. Nous allons i
i illustrer 
etteméthode en présentant de façon plus pré
ise la démonstration de R. C. Mullin.2Le le
teur voudra bien pardonner l'emploi de 
es notations parti
ulièrement � et apparemment inutilement �inesthétiques, dont le but est de préserver les notations Tk;n et Tk;n pour un usage ultérieur.
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(a) Cas dé
onne
tant. (b) Cas non dé
onne
tant.Figure 6.8 � Dé
omposition ré
ursive des triangulations non séparables.Détermination d'une équation fon
tionnelle Soit Æ la 
arte formée de deux sommets etd'une seule arête : Æ = b bOn note ~T l'ensemble formé des 
artes planaires non séparables dont toutes les fa
es autres quela fa
e ra
ine sont de degré 3 : il s'agit don
 de l'ensemble formé de Æ et des triangulations depolygones. En�n, soit S le sous-ensemble de ~T formé des 
artes dont la fa
e ra
ine est de degré 2(y 
ompris Æ, don
).Considérons un élément T de ~T nfÆg, 
'est-à-dire une triangulation non séparable d'un k-gone.Son arête ra
ine r = (s1; s2) appartient à deux fa
es, la fa
e ra
ine et un triangle t. Soit s lesommet de 
e triangle opposé à l'arête r. La suppression de r donne une nouvelle triangulation T ',
anoniquement enra
inée sur l'arête (s1; s), dont la fa
e ra
ine est in
idente à une arête de plusque 
elle de T . Deux 
as distin
ts se présentent, 
omme le montre la �gure 6.8 :� si s appartient à la fa
e ra
ine de T , il sépare T ' en deux triangulations non séparables depolygones, la première 
anoniquement enra
inée sur (s1; s) et la se
onde sur (s; s2).� sinon, T ' est une triangulation non séparable d'un (k + 1)-gone.De 
ette dé
omposition dé
oule l'isomorphisme suivant :~T �= fÆg [ fÆg � ~T 2 [ fÆg � ( ~T n S): (6.1)On peut en déduire une équation fon
tionnelle pour la série génératri
e bivariée ~T (x; y) de ~Tdé�nie par ~T (x; y) = 1Xk=2 1Xn=0 tk;nxkynoù tk;n désigne le nombre d'éléments de ~T ayant une fa
e ra
ine de degré k et n fa
es internes dedegré 3. Cette équation fait également intervenir la série génératri
e de SS(y) = �x2� ~T (x; y):
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tion littérale de la dé
omposition 6.1 en termes de séries génératri
es donne l'équationsuivante : ~T (x; y) = x2 + yx ~T (x; y)2 + yx [ ~T (x; y) � x2S(y)℄; (6.2)soit, en multipliant par xy :y2 ~T (x; y)2 + (y � x)y ~T (x; y) + x3y � x2y2S(y) = 0:
Résolution par la méthode quadratique Il s'agit d'une équation du se
ond degré en ~T donton peut 
al
uler le dis
riminant :�(x; y) = [2y ~T (x; y) + y � x℄2 = 4x2y2S(y)� 4x3y + (y � x)2:La méthode quadratique 
onsiste à introduire une appli
ation � telle que�(�(y); y) = 0:Alors l'égalité suivante est né
essairement également véri�ée :���x ����x=�(y) = 0:On obtient don
 le système d'équations suivant :( 4�2y2S + (y � �)2 � 4�3y = 08�y2S + 2(�� y) � 12�2y = 0En 
ombinant 
es deux équations de manière à éliminer S, on obtienty = �(1� 2�2); ou en
ore � = y � 11� 2�2 :En réinje
tant 
ette égalité dans la première équation du système pré
édent, on obtient l'expressionsuivante de S en fon
tion de � : S = 1� 3�2(1� 2�2)2 :Cela permet, au passage, de déterminer S par inversion de Lagrange, puisque � = y � (1�2�2)�1 :[yn℄S = 1n �un�1� 1(1� 2u2)n � ��u � 1� 3u2(1� 2u2)2� ;Ce qui donne �nalement le nombre de triangulations d'un bigone en 2n triangles :~T2;n�1 = �y2n�S = 2n+1(3n)!n!(2n+ 2)! :Mais surtout, 
ela permet d'éliminer S dans l'expression de �, 
e qui donne, en fon
tion de xet de � : � = (1� 2�2)(1� 2�2 � 4�x)(� � x)2:
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 l'une des ra
ines de � est donnée par l'égalité :� 12 = (x� �)(1� 2�2)�1� 4�x1� 2�2� 12 ;et don
 ~T = x� y �� 122y = x� �(1� 2�2)2�(1� 2�2) � x� �2� �1� 4�x1� 2�2� 12= x�1� 2�2 + x� �2� "1 � �1� 4�x1� 2�2� 12 # :En utilisant le développement en série entière de (1 + 4z) 12 :(1 + 4z) 12 = 1 + +1Xk=0 2 � (2k)!(k + 1)! k!zk+1 = 1 + 2 +1Xk=0�k zk+1(où �k désigne le k-ième nombre de Catalan), on obtient :~T = x�1� 2�2 + x� �2� "1 � 1 � 2+1Xk=0�k �k+1 xk+1(1� 2�2)k+1!#= x�1� 2�2 + x� �� +1Xk=0�k �k+1 xk+1(1� 2�2)k+1 ;où la ra
ine � négative � de � a été 
hoisie pour satisfaire les 
onditions �x0� ~T = �x1� ~T = 0. En
onséquen
e, pour tout k > 2,�xk� ~T = �k�2 �k�2(1� 2�2)k�1 � �k�1 �k(1� 2�2)k= �k�2 yk�2(1� 2�2)2k�3 � �k�1 yk(1� 2�2)2kdon
 pour tout k > 2 et tout n > k � 2,�xkyn� = �k�2 �yn�k+2� 1(1� 2�2)2k�3 � �k�1 �yn�k� 1(1� 2�2)2k :Le théorème d'inversion de Lagrange permet de déterminer les 
oe�
ients du développement ensérie entière de l'appli
ation y 7! �1� 2�(y)2��k, pour tout k > 0 :[ym℄ 1(1� 2�2)k = 1m �um�1� 4ku(1� 2u2)m+k+1 = 8><>: 0 si m est impair,k(k + 3p� 1)!2pp!(k + 2p)! si m = 2p:Ce
i 
on�rme que les seuls 
oe�
ients non nuls de ~T 
orrespondent aux mon�mes de la formexkyk+2n, ave
 k > 2 et n > �1, et on obtient don
 �nalement le théorème suivant [100℄ :Théorème 6.1 (Mullin) Soit k > 2 et n > �1 deux entiers. Le nombre de triangulations nonséparables d'un k-gone enra
iné en k + 2n triangles est donné par la formule :~Tk;n = j ~Tk;nj = 2n+2 (2k + 3n� 1)! (2k � 3)!(n+ 1)! (2k + 2n)! (k � 2)!2 : (6.3)



6.1 Préliminaires 107Cette formule, si elle est loin d'être aussi simple que les quatre formules présentées page 76, a
ependant des 
ara
téristiques 
ommunes. La suite de 
e 
hapitre sera 
onsa
rée à sa démonstra-tion 
onstru
tive en suivant le même prin
ipe qu'au 
hapitre 5, adapté pour tenir 
ompte de la
ontrainte supplémentaire de non séparabilité que nous avons i
i imposée.6.1.5 Triangulations enra
inéesLa formule énumérative que nous allons montrer bije
tivement 
on
erne une famille légèrementdi�érente, plus adaptée à une démonstration reposant sur la 
onjugaison d'arbres.Définition 6.2 On appelle triangulation enra
inée d'un k-gone une 
arte planaire enra
inée pos-sédant une fa
e spé
iale de degré k et des fa
es de degré 3, la fa
e ra
ine n'étant pas né
essairementla fa
e de degré k. La �gure 6.9 montre quelques exemples de telles 
artes3.
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(b) les deux autres qui ne le sont pas.Figure 6.9 � Trois triangulations enra
inées d'un hexagone.Pour tout 
ouple (k; n) d'entiers tels que k > 2 et n > �1, on note Tk;n l'ensemble destriangulations enra
inées non séparables d'un k-gone en k + 2n triangles. Le 
ardinal de Tk;n estnaturellement relié à 
elui de ~Tk;n selon la formule suivante :k Tk;n = 2(2k + 3n) ~Tk;n:En e�et, toute triangulation d'un k-gone doublement enra
inée ave
 l'une de ses deux arêtesra
ines sur le polygone et l'autre pla
ée de façon quel
onque peut au 
hoix être 
onsidérée 
ommeune triangulation enra
inée dont une des k arêtes du polygone est distinguée, ou 
omme unetriangulation d'un k-gone enra
iné dont un quel
onque des 2(2k + 3n) brins est distingué.En termes de triangulations enra
inées, la formule de Mullin s'exprime don
 :Tk;n = 2n+3 (2k + 3n)!(2k � 3)!k (n+ 1)!(2k + 2n)!(k � 2)!2 ;3Leurs fa
es ra
ines respe
tives sont représentées grisées.
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ore : Tk;n = 2n+22k + 2n�2k � 2k ��2k + 3nn+ 1 �: (6.4)
Cartes quasi-
ubiques Par dualité, la formule pré
édente énumère également les duales destriangulations enra
inées, à savoir les 
artes quasi-
ubiques non séparables :Définition 6.3 Une 
arte quasi-
ubique est une 
arte (enra
inée) dont l'un des sommets, appelésommet spé
ial, a un degré quel
onque, et dont tous les autres sommets sont de degré 3. On noteCk;n l'ensemble des 
artes enra
inées non séparables possédant un sommet spé
ial de degré k etk + 2n de degré 3.Les 
onditions de degré sur les sommets des 
artes duales des triangulations de polygonessont évidentes ; quant à la non séparabilité, le lien entre dualité et séparabilité a été évoqué à lase
tion 6.1.1. La �gure 6.10 montre une triangulation d'hexagone (non enra
inée) et sa duale.

Figure 6.10 � La 
arte quasi-
ubique duale de la triangulation de la �gure 6.9.
6.2 Constru
tion de la formuleLe but de 
ette se
tion est de 
onstruire une famille d'objets naturellement énumérée par laformule 6.4, en vue d'exhiber une bije
tion entre 
ette famille et 
elle des 
artes quasi-
ubiques.Nous allons, 
omme au 
hapitre 5, 
her
her à appliquer le prin
ipe de 
onjugaison à une familled'arbres bourgeonnants 
onvenablement 
hoisie.Cas des triangulations planes Comme la famille d'arbres (non bourgeonnants) sur laquellenous pourrons nous appuyer ne saute pas aux yeux, nous nous intéressons d'abord au 
as parti
ulierk = 3, pour lequel la formule, sensiblement plus simple, est aussi plus é
lairante. Rappelons toutd'abord la dé�nition suivante :



6.2 Constru
tion de la formule 109Définition 6.4 On appelle triangulation plane une 
arte planaire enra
inée dont toutes les fa
essont de degré 3. Soit m un entier. On note ~Tm l'ensemble des triangulations planes non séparables,
'est-à-dire sans bou
le, à 2m fa
es.Comme 
ela a déjà été mentionné, les triangulations planes non séparables ont été énuméréespar W. T. Tutte [121℄ : Tm = j ~Tmj = 2m+1 (3m)!m! (2m+ 2)! : (6.5)Naturellement, Tm = ~T3;m�2, et T3;m�2 = 2m Tm, 
e qui traduit le fait qu'un élément de T3;m�2peut être 
onsidéré 
omme un élément de Tm dont l'une � quel
onque � des fa
es est distinguée �le 3-gone.La formule 6.5 peut être réé
rite sous la forme :Tm = 2m+12m+ 2 � 12m+ 1�3mm � (6.6)où apparaît le nombre d'arbres ternaires 
omplets à m noeuds et 2m+2 feuilles (ra
ine 
omprise).On notera Cm l'ensemble des 
artes duales des triangulations planes en 2m triangles, qui sontles 
artes 
ubiques non séparables.Arbres quasi-ternaires Ce qui pré
ède suggère de 
her
her à identi�er, dans la formule 6.4, unfa
teur interprétable 
omme la formule énumérative d'une famille d'arbres dont les arbres ternairesseraient un 
as parti
ulier, par exemple une famille d'arbres dont presque tous les n÷uds seraientde degré 4, par analogie ave
 les arbres ternaires, sauf un, spé
ial, dont le degré dépendrait duparamètre k. Au vu du 
orollaire 5.6, le fa
teur apparaissant dans la formule 6.4 et 
andidat àl'énumération d'une telle famille est naturellementAk;n = �2k + 3nn+ 1 � = 12k + 3n+ 1� 2k + 3n+ 12k + 2n� 1; n+ 1; 1�:Les arbres auraient alors n+ 1 n÷uds de degré 4 et 2k + 2n feuilles (ra
ine 
omprise), 
e qui est
ohérent à 
ondition que le sommet spé
ial ait un degré d véri�ant l'égalité suivante :(d� 2) + 2(n+ 1) = (2k + 2n) � 2;autrement dit d = 2k � 2.Définition 6.5 Un arbre quasi-ternaire est un arbre plan planté dont l'un des n÷uds, dit n÷udspé
ial, est de degré pair, et les autres, dits n÷uds génériques, sont de degré 4.On note Ak;n l'ensemble des arbres quasi-ternaires dont le n÷ud spé
ial est de degré 2k� 2 etpossédant n+1 n÷uds génériques. Les arbres de 
ette famille ont 2k+2n feuilles, et sont énuméréspar : Ak;n = �2k + 3nn+ 1 �:



110 Chapitre 6. Triangulations non séparablesLa �gure 6.13(a) représente un des �236 � = 100947 arbres appartenant à l'ensemble A4;5. Le n÷udspé
ial y est symbolisé par un 
arré, tandis que les autres n÷uds sont ronds.
Arbres bourgeonnants Reste à interpréter les autres fa
teurs de la formule 6.4. Pour 
ela,nous allons enri
hir à nouveau la terminologie pour les arbres introduite page 82.Définition 6.6 En plus des deux types de sommets de degré 1, les feuilles et les bourgeons, etdes deux types d'arêtes, les arêtes internes et les tiges, nous distinguerons trois types de sommetsde degré supérieur, les n÷uds génériques, pathologiques et spé
iaux, et un troisième type d'arêtes,les liens. Les feuilles et les bourgeons sont toujours in
idents à (portés par) des tiges. Le degrétotal d'un sommet est égal au nombre d'arêtes de type quel
onque qui lui sont in
identes, et sondegré stri
t se restreint aux arêtes internes et aux tiges.Le fa
teur 2n+1 de la formule 6.4 est le plus simple à interpréter : les arbres de la familleAk;n possèdent n + 1 n÷uds génériques de degré 4, et 
ha
un de 
es n÷uds peut être 
oupé endeux de deux façons di�érentes de telle sorte que 
haque � 
lone � emporte ave
 lui la moitié dessous-arbres que portait le n÷ud initial. Au terme de 
ette � méiose �, illustrée4 par la �gure 6.11,ils donnent naissan
e à 2n+ 2 n÷uds génériques portant 
ha
un un bourgeon et reliés entre euxpar un lien.

Figure 6.11 � Dédoublement des n÷uds génériques.4Les sous-arbres sont représentés par des ellipses, les bourgeons sont représentés 
omme au 
hapitre 5, et les lienssont représentés par des pointillés. Le noir est utilisé pour les parties de l'arbre a�e
tées par le bourgeonnement, etle gris pour les autres.
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tion de la formule 111Le fa
teur �2k � 2k �, quant à lui, s'interprète naturellement 
omme le nombre de façons derépartir les 2k� 2 arêtes in
identes au n÷ud spé
ial en deux sous-ensembles de 
ardinal respe
tifk et k � 2. Dans l'optique de produire un n÷ud de degré k, plaçons un n÷ud pathologique sur
ha
une des k�2 arêtes du se
ond sous-ensemble, et transformons en liens les arêtes reliant le n÷udspé
ial aux n÷uds 
réés. On obtient ainsi un n÷ud spé
ial de degré stri
t k. En�n, pour obtenirdes n÷uds pathologiques de mêmes degrés (total et stri
t) que les n÷uds génériques, ajoutonsdeux bourgeons avant le lien autour des nouveaux sommets. Ce mode de reprodu
tion 
omplexeest illustré par la �gure 6.12.
Figure 6.12 � É
latement du n÷ud spé
ial.L'ensemble Bk;n des arbres bourgeonnants ainsi 
onstruits a alors pour 
ardinalBk;n = 2n+1 � �2k � 2k � � �2k + 3nn+ 1 �et est 
onstitué d'arbres plans plantés possédant :� un n÷ud spé
ial de degré total 2k � 2 et de degré stri
t k,� k+2n sommets de degré total 4 et de degré stri
t 3, de deux types di�érents : 2n+2 n÷udsgénériques et k � 2 n÷uds pathologiques,� 2k + 2n feuilles, 2k + 2n� 2 bourgeons, et leurs 4k + 4n� 2 tiges,� k + n� 1 liens, parmi lesquels on distingue n+ 1 liens génériques réalisant un 
ouplage desn÷uds génériques, et k � 2 liens spé
iaux reliant le n÷ud spé
ial aux n÷uds pathologiques,� n+ 1 arêtes internes.La �gure 6.13(b) représente5 l'un des arbres bourgeonnants obtenus à partir de l'arbre quasi-ternaire de la �gure 6.13(a). Il appartient à B4;5 et, 
omme tel, possède un n÷ud spé
ial de degréstri
t 4 et de degré total 6, deux n÷uds pathologiques, douze n÷uds génériques, dix-huit feuilleset seize bourgeons.La formule 6.4 se réé
rit don
 de la manière suivante :Tk;n = 22k + 2nBk;n:5Sont représentées en gris les parties non modi�ées de l'arbre quasi-ternaire initial, à savoir les arêtes internes,les feuilles et leurs tiges, et en noir les bourgeonnements � n÷uds 
lonés, liens, bourgeons et leurs tiges.



112 Chapitre 6. Triangulations non séparables

(a) Un élément de A4;5. (b) Un des arbres bourgeonnants 
orrespondants.Figure 6.13 � Bourgeonnement d'un arbre quasi-ternaire.Cl�ture partielle d'un arbre bourgeonnant La 
l�ture partielle d'un arbre B appartenantà Bk;n est dé�nie, 
omme dans les exemples du 
hapitre 5, par l'appariement des bourgeons etdes feuilles qui se 
orrespondent dans le mot de bord de B, puis par la fusion de 
haque 
oupleet de ses tiges en une nouvelle arête, dite arête de 
l�ture. Lors de 
ette opération, les liens sonttraités 
omme des arêtes de l'arbre à part entière : ils en assurent la 
onnexité, et, par là-même,permettent à l'opération de 
l�ture d'être bien dé�nie. La �gure 6.14 illustre tout 
e
i sur un petitexemple.Les éléments de Bk;n ayant deux bourgeons de moins que de feuilles, deux des 2k+ 2n feuillesrestent libres une fois les appariements e�e
tués. Les arbres bourgeonnants dont la feuille ra
inereste libre sont dits équilibrés, et le sous-ensemble de Bk;n formé des arbres équilibrés est notéEk;n. Considérons un arbre bourgeonnant B de ra
ine r, et l'une de ses deux feuilles libres `. Le
onjugué de B enra
iné en ` est équilibré, et r est l'une quel
onque de ses 2k + 2n feuilles. D'oùl'égalité reliant les 
ardinaux de Bk;n et Ek;n :2 � Bk;n = (2k + 2n) � Ek;n:Ce qui a
hève la démonstration de la proposition suivante :Proposition 6.2 L'ensemble Ek;n des arbres quasi-ternaires bourgeonnants équilibrés à 2n + 2n÷uds génériques et dont le n÷ud spé
ial a degré stri
t k a pour 
ardinal :Ek;n = 22k + 2n � 2n+1 � �2k � 2k � � �2k + 3nn+ 1 �:Nous avons don
 
onstruit une famille d'arbres bourgeonnants ayant la même formule énumé-rative que les triangulations non séparables de polygone. Reste à dé
rire une bije
tion entre 
esdeux ensembles.
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(a) Un élément de B3;2.
Æ
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(
) Un appariement. (d) Quelques fusions. (e) La 
l�ture partielle.Figure 6.14 � Un exemple de 
l�ture partielle d'un arbre bourgeonnant non équilibré.Cl�ture 
omplète d'un arbre bourgeonnant équilibré La dernière étape de la 
l�ture estlégèrement di�érente de 
elles qui ont été dé
rites au 
hapitre 5, à 
ause du r�le parti
ulier quejouent les liens :Définition 6.7 La 
l�ture 
omplète d'un arbre bourgeonnant équilibré est obtenue à partir desa 
l�ture partielle en supprimant les liens, puis en fusionnant les deux feuilles libres et leur tigepour former une arête sur laquelle la 
arte obtenue est 
anoniquement enra
inée.La �gure 6.15 illustre 
ette 
onstru
tion sur l'arbre bourgeonnant � équilibré � représenté àla �gure 6.13(b). Remarquons que la 
arte obtenue dans 
e 
as est bien une 
arte quasi-
ubiquenon séparable. Cependant, s'il est 
lair que les sommets de l'objet 
onstruit à partir d'un élémentde Ek;n ont bien les 
ara
téristiques que l'on attend, à savoir qu'il existe un sommet spé
ial dedegré k et k + 2n sommets de degré 3, il n'est au 
ontraire absolument pas évident que 
et objetsoit non séparable, ni même 
onnexe.Nous allons 
onsa
rer les deux se
tions suivantes à la démonstration des résultats 
i-dessous :Proposition 6.3 Soit k > 2 et n > �1 deux entiers. La 
l�ture 
omplète d'un élément quel
onquede l'ensemble Ek;n appartient à Ck;n.



114 Chapitre 6. Triangulations non séparables

(a) Cl�ture partielle... (b) et 
l�ture 
omplète.Figure 6.15 � Cl�ture de l'arbre bourgeonnant équilibré de la �gure 6.13(b).Théorème 6.2 Soit k > 2 et n > �1 deux entiers. L'opération de 
l�ture 
omplète réalise unebije
tion entre l'ensemble Ek;n des arbres quasi-ternaires bourgeonnants équilibrés et l'ensembleCk;n des 
artes quasi-
ubiques non séparables. En 
onséquen
e, 
e dernier a pour 
ardinal :Ck;n = 2n+22k + 2n � �2k � 2k � � �2k + 3nn+ 1 �:Retour au 
as des triangulations planes La 
onstru
tion pré
édente, appliquée à un arbre(stri
tement) ternaire à m n÷uds (génériques), produit dans un premier temps des arbres bour-geonnants à 2m n÷uds génériques, 2m + 2 feuilles et 2m bourgeons ; on note Bm l'ensemble de
es arbres bourgeonnants. La 
l�ture partielle d'un élément de Bm laisse deux feuilles libres, etla proportion d'arbres équilibrés dans Bm est don
 22m+2 . Le sous-ensemble Em formé des arbreséquilibrés a don
 pour 
ardinal :Em = 22m+ 2 � 2m � 12m+ 1�3mm �;qui est le nombre de triangulations planes sans bou
le formées de 2m triangles (voir la formule 6.5page 109), ou, par dualité, de 
artes 
ubiques non séparables à 2m sommets.Proposition 6.4 Soit m un entier. La 
l�ture 
omplète d'un élément quel
onque de l'ensembleEm appartient à Cm.Théorème 6.3 La 
l�ture 
omplète réalise une bije
tion entre l'ensemble Em des arbres ternairesbourgeonnants équilibrés et l'ensemble Cm des 
artes 
ubiques non séparables à 2m sommets.



6.3 La 
l�ture 
omplète produit des 
artes non séparables 115notation 6.8 On note E l'ensemble formé des arbres (quasi)-ternaires bourgeonnants équilibrés(
'est-à-dire ave
 ou sans sommet spé
ial) :E = [k>2 [n>�1En;k [ [m>1 Em:On note N l'ensemble des arbres bourgeonnants non enra
inés. Chaque élément de N 
orresponddon
 à un ou deux éléments de E , selon son groupe d'automorphismes.N = [k>2 [n>�1Nn;k [ [m>1Nm:En�n, on note C l'ensemble des 
artes 
ubiques ou quasi-
ubiques non séparables.C = [k>2 [n>�1 Cn;k [ [m>1 Cm:
6.3 La 
l�ture 
omplète produit des 
artes non séparablesSoit B est un arbre bourgeonnant équilibré appartenant à E . Le but de 
ette se
tion est dedémontrer les propositions 6.3 et 6.4, autrement dit de montrer que la 
l�ture 
omplète de B estune 
arte 
ubique ou quasi-
ubique non séparable, appartenant à Cm (resp. Ck;n) si B appartientà Em (resp. Ek;n).Notons tout d'abord que tout élément de Ek;n possède un n÷ud spé
ial de degré total 2k � 2,et de degré stri
t k, et k + 2n n÷uds de degré total 4, et de degré stri
t 3. Quant aux élémentsde Em, leurs 2m n÷uds ont pour degré total 4 et pour degré stri
t 3. Or le passage de la 
l�turepartielle à la 
l�ture 
omplète, en supprimant les liens, transforme tout sommet de degré stri
td en sommet de degré d. La 
arte obtenue par 
l�ture 
omplète d'un élément de Ek;n (resp. Em)a don
 exa
tement un sommet de degré k et k + 2n sommets de 
ubiques (resp. 2m sommets
ubiques). Elle appartient don
 à C si et seulement si elle est non séparable.Observons que, puisque l'appariement des bourgeons et des feuilles ne dépend que de la 
lassede 
onjugaison de l'arbre bourgeonnant 
onsidéré, la non séparabilité de sa 
l�ture 
omplète esten fait une propriété de l'arbre non planté sous-ja
ent, indépendamment de l'enra
inement. Par
ommodité, nous nous autorisons don
 à 
onsidérer désormais un élément N quel
onque de N . Ladé�nition des 
l�tures partielle et 
omplète des éléments de N ne pose au
une di�
ulté, puisqu'ellene di�ère des dé�nitions pré
édentes que par le fait que les 
artes 
onsidérées ne sont pas enra
inées.Nous allons don
 nous atta
her à la démonstration du fait que la 
l�ture 
omplète de N est nonséparable, 
e qui a
hèvera la démonstration des propositions 6.3 et 6.4.Remarquons tout d'abord que, dans une 
arte quel
onque, un sommet 
ubique séparateur estné
essairement in
ident à une arête séparatri
e. Les notions de 2-
onnexité et de 2-arête-
onnexitése rejoignent don
 dans le 
as des 
artes 
ubiques. Il est don
 su�sant, pour montrer que la
l�ture de N est non séparables, de montrer d'une part qu'elle ne possède pas d'arête séparatri
e,et d'autre part que son éventuel sommet spé
ial n'est pas séparateur.



116 Chapitre 6. Triangulations non séparablesIl existe �2k + 3nn+ 1 �arbres quasi-ternaires plantés à un n÷udspé
ial de degré 2k � 2, n + 1 n÷uds gé-nériques, et 2k + 2n feuilles.
En appliquant les transformations présen-tées aux �gures 6.11 et 6.12, on 
onstruit2n+1 ��2k � 22 � � �2k + 3nn+ 1 �arbres quasi-ternaires bourgeonnants.Ces arbres bourgeonnants possèdent 2k+2nfeuilles et 2k + 2n� 2 bourgeons.
La 
l�ture partielle de 
es arbres laisse don
deux feuilles libres. Seuls22k + 2n � 2n+1 ��2k � 22 � � �2k + 3nn+ 1 �arbres quasi-ternaires bourgeonnants à unn÷ud spé
ial de degré 2k � 2, k � 2 n÷udspathologiques, et 2n + 2 n÷uds génériquessont don
 équilibrés.
Ils 
orrespondent bije
tivement aux22k + 2n � 2n+1 ��2k � 22 � � �2k + 3nn+ 1 �
artes quasi-
ubiques non séparables à unsommet spé
ial de degré k et 2k + 2n som-mets de degré 3.Figure 6.16 � Énumération 
onstru
tive des 
artes quasi-
ubiques non séparables



6.3 La 
l�ture 
omplète produit des 
artes non séparables 1176.3.1 Lemmes préliminaires sur la stru
ture des arbres bourgeonnantsLe but de 
ette se
tion est de 
lari�er 
ertaines propriétés des arbres bourgeonnants, quipermettent de mieux appréhender leur stru
ture et, par là-même, 
elle de leur 
l�ture 
omplète.Définition 6.9 Soit N un élément de N , et e = (s1; s2) une de ses arêtes. On appelle dé
omposi-tion de N en e l'opération 
onsistant à s
inder e en deux, pour former deux tiges e1 et e2 in
identesrespe
tivement à s1 et s2 et à deux feuilles f1 et f2. On obtient ainsi deux sous-arbres de N notésrespe
tivement N1(e) et N2(e), 
anoniquement enra
inés sur f1 et f2, et appelés sous-arbres de Nen e (voir la �gure 6.17).N1(e) et N2(e) sont don
 les deux sous-arbres de N dont la réunion 
ouvre N et dont l'inter-se
tion est formée de e et de ses extrémités.N : es1 s2
N1(e) e1s1 f1 N2(e)e2 s2f2Figure 6.17 � Dé
omposition d'un arbre bourgeonnant N en l'une de ses arêtes e.Définition 6.10 Une feuille f de N est dite entrante relativement à e si la 
l�ture partielle deN la laisse libre ou si elle est appariée à un bourgeon b n'appartenant pas au même sous-arbre deN en e. L'arête de 
l�ture 
orrespondant au 
ouple (b; f) est alors également quali�ée d'entrante.Exemple 6.1 La �gure 6.18 s
hématise la dé
omposition d'un arbre bourgeonnant en l'une deses arêtes, e, et les appariements internes aux deux sous-arbres en e. Dans 
ha
un d'eux, 
ertainesfeuilles (et éventuellement 
ertains bourgeons) restent libres ; 
es feuilles sont les entrantes relativesà e, et les arêtes de 
l�ture 
orrespondant aux bourgeons sont les arêtes de 
l�ture entrantesrelatives à e. eFigure 6.18 � Entrantes relatives à l'arête e.Les lemmes suivants sont obtenus immédiatement par 
omptage des feuilles et des bourgeonsdans 
haque sous-arbre :
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(a) Cas d'un lien générique. (b) Cas d'un lien spé
ial.Figure 6.19 � Cl�ture de deux bourgeons jumeaux.Lemme 6.5 Soit N un arbre bourgeonnant appartenant à N , et e = (s1; s2) une de ses arêtesinternes. Alors N1(e) et N2(e) sont des arbres bourgeonnants bien formés et, 
omme tels, possèdentdeux feuilles de plus que de bourgeons � y 
ompris f1 et f2. Cha
un d'eux 
ontient don
 au moinsune feuille entrante de N relative à e.Lemme 6.6 Soit N un arbre bourgeonnant appartenant à N , et e = (s1; s2) un de ses liens géné-riques. Alors N1(e) et N2(e), bien que n'étant pas des arbres bourgeonnants bien formés, possèdentdeux feuilles de plus que de bourgeons � y 
ompris f1 et f2. De plus, dans la 
l�ture partielle de N ,le bourgeon adja
ent à s1 est apparié à une feuille entrante appartenant à N2(e), et ré
iproquement.Lemme 6.7 Soit N un arbre bourgeonnant quasi-ternaire, et e = (s1; s2) un de ses liens spé
iaux,ave
 par exemple s1 spé
ial et s2 pathologique. Alors N1(e) possède quatre feuilles de plus que debourgeons, tandis que N2(e) possède autant des unes que des autres � toujours y 
ompris f1 et f2.En 
onséquen
e, les deux bourgeons adja
ents à s2 sont appariés, dans la 
l�ture de N , à deuxfeuilles entrantes de N1(e), et N2(e) 
ontient don
 au moins une entrante.La �gure 6.19 illustre les lemmes 6.6 et 6.7. Les sous-arbres 
ontenant au minimum une feuilleentrante (relativement au lien 
onsidéré) libre a priori y sont représentés ave
 une feuille.Au vu des lemmes 6.6 et 6.7, qui expriment le rapport stru
turel étroit existant entre les deuxbourgeons portés par l'une ou les extrémité(s) d'un même lien `, on se référera désormais à eux
omme au (
ouple de) bourgeons (jumeaux) 
orrespondant au lien `, voire 
omme au (
ouple de)bourgeons du lien ` ou 
omme à un 
ouple de bourgeons (jumeaux). Cette terminologie sera étendueaux arêtes de 
l�ture 
orrespondantes.

6.3.2 Étude des arêtes séparatri
esUne des
ription alternative de la 
l�ture La 
l�ture partielle d'un arbre bourgeonnant N aété dé
rite pré
édemment à l'aide du mot de bord (
y
lique, dans le 
as d'un arbre non enra
iné)de N . Elle peut 
ependant être également dé
rite de façon in
rémentale de la façon suivante :
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l�ture partielle ...N .1. faire ...N0  � N et i � 0 ;2. tant que ...Ni 
ontient un bourgeon, e�e
tuer les opérations suivantes en in
rémentant i avant
haque nouvelle itération :(a) déterminer un bourgeon bi et une feuille fi tels que, en suivant la fa
e in�nie de ...Ni�1à partir de bi en sens dire
t, fi soit le premier sommet de degré 1 ren
ontré ;(b) pour 
onstruire ...Ni, fusionner bi, fi et leurs tiges en une nouvelle arête ; 
ela 
rée unenouvelle fa
e bornée qui n'est in
idente à au
un sommet de degré 1 ;3. retourner ...Ni.On note ...N la 
arte obtenue ; il est 
lair qu'il s'agit bien de la 
l�ture partielle de N . Considé-rons maintenant, pour 
haque indi
e i, la 
arte Ni obtenue en supprimant dans ...Ni tous les liensgénériques dont les deux bourgeons ont été appariés. En d'autres termes, Ni est obtenue à partirde Ni�1 en fusionnant bi, fi et leurs tiges puis en supprimant le lien 
orrespondant si son autrebourgeon a déjà été apparié. Cette 
ondition assure que les liens ne sont supprimés que lorsqu'ilsne bordent plus la fa
e in�nie de la 
arte en 
onstru
tion : leur suppression ne modi�e don
 pas
ette fa
e, qui est 
elle dans laquelle les appariements se font. On note N la 
arte obtenue.En�n, on note N la 
arte obtenue à partir de la 
l�ture partielle ...N de N en supprimant tousles liens (ou à partir de N en supprimant les liens spé
iaux) ; la 
l�ture 
omplète de N est don
la 
arte obtenue à partir de N en fusionnant les deux feuilles libres et leurs tiges pour former unenouvelle arête. Les paragraphes qui suivent étudient les e�ets de la suppression des liens de ...N surla 
onnexité.Connexité de N Un premier pas 
onsiste à démontrer que la suppression des liens génériquesde ...N ne dé
onne
te pas la 
arte, 
omme le suggère la �gure 6.19(a).Lemme 6.8 Pour tout indi
e i, la 
arte Ni est 
onnexe. De plus, pour toute arête e de N , lessous-
artes6 de Ni induites respe
tivement par les sommets de N1(e) et N2(e) sont 
onnexes.notation 6.11 Pour tout indi
e i et tout sous-arbre A de N , on note A(i) la sous-
arte de Niinduite par les sommets de A.Démonstration. Démontrons 
e lemme par ré
urren
e sur i. Pour i = 0, la 
arte Ni est l'arbreN lui-même, qui est 
onnexe, ainsi que tous ses sous-arbres. Soit maintenant i > 1, et supposonsle lemme véri�é pour tout j < i. Soit 
 l'arête de 
l�ture ainsi formée, ` le lien 
orrespondant et
0 l'arête de 
l�ture jumelle de 
.6En toute rigueur, le terme de sous-
arte ne peut pas être employé i
i a priori, puisqu'une 
arte est, par dé�nition,
onnexe. Nous nous autorisons 
ependant 
ette li
en
e justi�ée a posteriori par la 
onnexité des objets en question.



120 Chapitre 6. Triangulations non séparables` eN` N`e NeFigure 6.20 � Dé
omposition de N selon deux arêtes.Quelle que soit la nature exa
te de `, d'après les lemmes 6.6 et 6.7, 
 est alors in
idente à unsommet de N1(`) et un sommet de N2(`) ; les 
artes N1(`)(i�1) et N2(`)(i�1) étant 
onnexes parhypothèse de ré
urren
e, Ni est également 
onnexe, même dans le 
as où ` est supprimée.Considérons maintenant une arête interne ou un lien e de N , distin
t de `. Les arêtes e et `dé�nissent trois sous-arbres de N , notés respe
tivement Ne, N`e et N` (voir la �gure 6.20). Mon-trons que les 
artes N (i)e et (N` [N`e)(i) sont 
onnexes. C'est immédiat dans le 
as de N (i)e , qui estidentique à N (i�1)e , 
onnexe par hypothèse de ré
urren
e. Quant à (N` [N`e)(i), elle est obtenue àpartir de (N` [N`e)(i�1) en ajoutant l'arête de 
l�ture 
, puis en supprimant le lien ` à 
onditionque l'arête 
0 jumelle de 
 appartienne à (N` [N`e)(i�1). Si tel est le 
as, la suppression de ` 
réeau plus deux 
omposantes 
onnexes, 
ha
une 
ontenant une extrémité de `. Or l'une des arêtesjumelles 
 et 
0 relie l'extrémité de ` appartenant à N`e à un sommet de N`, et N (i�1)` est 
onnexepar hypothèse de ré
urren
e ; (N` [N`e)(i) est don
 
onnexe. �
Arêtes séparatri
es de N Le lemme pré
édent montre non seulement que la 
arte N est
onnexe, mais également qu'elle est � lo
alement 
onnexe � : entendre par là que les sous-
artesinduites par des ensembles � raisonnables � de sommets sont également 
onnexes. Cela permet dedonner une des
ription pré
ise des arêtes séparatri
es de N .Lemme 6.9 Les seules arêtes séparatri
es de N sont des arêtes internes de N qui séparent sesdeux feuilles libres.Démonstration. Considérons un 
ouple d'arêtes de 
l�ture jumelles, 
 et 
0, et soit ` le lien
orrespondant. D'après les lemmes 6.6 et 6.7, 
 et 
0 sous toutes deux entrantes relativement à `.Soit 
1 et 
2 (resp. 
01 et 
02) les extrémités de 
 (resp. 
0) appartenant respe
tivement à N1(`) etN2(`). Le lemme 6.8 assure l'existen
e d'un 
hemin entre 
1 et 
01 (resp. 
2 et 
02) dans la sous-
artede N induite par N1(`) (resp. N2(`)). Les arêtes 
 et 
0 appartiennent don
 à un même 
y
le de N .Si ` est un lien spé
ial, le même argument assure l'existen
e dans N d'un 
y
le 
ontenant 
 et `.Les liens et les arêtes de 
l�ture ne sont don
 pas des arêtes séparatri
es de N .Soit maintenant e une arête interne de N séparatri
e dans N . D'après le lemme 6.8, les sous-
artes de N induites par N1(e) et N2(e) sont 
onnexes, don
 au
une arête de 
l�ture ne relieun sommet de N1(e) à un sommet de N2(e). D'après le lemme 6.5, 
ha
un des deux sous-arbres
ontient don
 une feuille libre. �



6.3 La 
l�ture 
omplète produit des 
artes non séparables 121

Figure 6.21 � Dé
omposition d'un arbre bourgeonnant au niveau de son n÷ud spé
ial.Arêtes séparatri
es de N Intéressons-nous maintenant aux 
onséquen
es de la suppressiondes liens spé
iaux sur la 
onnexité et la séparabilité de N .Lemme 6.10 Les seules arêtes séparatri
es de N sont des arêtes internes de N qui séparent sesdeux feuilles libres.Démonstration. Si N ne possède pas de lien spé
ial, N = N , et le résultat est équivalent aulemme 6.9.Supposons don
 que N possède un sommet spé
ial de degré 2k � 2, ave
 k > 3. Rappelonsqu'une arête séparatri
e est une arête in
idente deux fois à une même fa
e. Pour montrer que lasuppression des liens spé
iaux ne rend au
une arête interne ou de 
l�ture séparatri
e, il su�t don
de montrer que deux fa
es quel
onques de N fusionnées par la suppression des liens spé
iaux nepeuvent partager une telle arête.Considérons les 2k � 2 sous-arbres obtenus en dé
omposant N au niveau de son sommet spé-
ial s, 
omme illustré par la �gure 6.21. Cha
un de 
es sous-arbres est dit générique ou pathologiqueselon la nature de l'arête qui le relie à s. D'après les lemmes 6.5 et 6.7, tous 
ontiennent une feuilleentrante. D'autre part, pour 
haque étape i de la 
onstru
tion de N , le lemme 6.8 assure que 
essous-arbres induisent des sous-
artes 
onnexes de Ni.Considérons une appli
ation parti
ulière de la 
onstru
tion in
rémentale de la 
l�ture de N ,telle qu'il existe une étape i véri�ant :� pour tout j 6 i, bj et fj appartiennent au même sous-arbre de N en s,� pour tout j > i, bj et fj appartiennent à deux sous-arbres de N en s distin
ts.À l'issue de l'étape i, tous les appariements internes à un sous-arbre donné de N en s ont don
 étée�e
tués, tandis qu'au
une arête de 
l�ture n'a été 
réée entre deux sous-arbres distin
ts. La 
arteNi est don
 formée d'un bouquet de 2k�2 sous-
artes 
onne
tées entre elles par le seul sommet s,parmi lesquelles k sont génériques et possèdent p+1 feuilles et p bourgeons, pour un 
ertain p > 0,tandis que les k � 2 restantes sont pathologiques, et possèdent p + 1 feuilles et p + 2 bourgeons,toujours pour un p > 0. Pour 
ha
un des k � 2 sous-arbres pathologiques, le bourgeon pré
édantle lien (en sens dire
t autour du sommet pathologique) peut alors être apparié à la première feuilleentrante de la sous-
arte suivante (en tournant en sens dire
t autour de s).
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arte N possède une arête séparatri
e (t; u) qui n'est pas sépara-tri
e dans N . Il existe alors un 
y
le 
 dans la 
arte duale de N formé de (l'arête duale de) (t; u)et de p (arêtes duales de) liens pathologiques, ave
 1 6 p 6 k � 2. Ce 
y
le partitionne N en unintérieur et un extérieur.Une étude de 
as (selon que s se trouve à l'intérieur ou à l'extérieur de 
, et selon la naturede l'arête (t; u)) permet alors de 
on
lure. �Con
lusion sur la stru
ture de N La 
arte N est don
 formée d'un 
hapelet de sous-
artessans arête séparatri
e, reliées entre elles par des arêtes internes de N , et telles que 
ha
une dessous-
artes formant les extrémités du 
hapelet porte l'une des deux feuilles libres. La fusion de 
esdeux feuilles 
rée don
 une 
arte sans arête séparatri
e.6.3.3 Cas du sommet spé
ialSupposons que N possède un sommet spé
ial s. Pour montrer qu'au
un sommet de N n'estséparateur, il reste à traiter le 
as de s.Lemme 6.11 Le sommet spé
ial de N n'est pas un sommet séparateur de la 
l�ture 
omplète de N .Démonstration. Considérons une dé
omposition de N en p 
omposantes non séparables, notées(N 1; : : : ; Np), 
onne
tées uniquement par s. Cette dé
omposition induit une dé
omposition de ...N :
haque lien spé
ial relie un sommet pathologique de l'un des N i à s, et 
es liens n'interfèrent pas.Une fois 
es liens repla
és, 
haque lien générique peut être repla
é dans une fa
e bornée, don
 dansl'une des 
omposantes.À son tour, 
ette dé
omposition de ...N induit une partition de l'ensemble des sous-arbres de Nen s telle qu'au
une arête de 
l�ture ne relie deux parts distin
tes. Or les lemmes de la se
tion 6.3.1montrent en parti
ulier que le premier sous-arbre de 
haque sous-ensemble possède une entrante,qui reste né
essairement libre dans N . Chaque 
omposante 
ontient don
 une des deux feuilleslibres, 
e qui entraîne en parti
ulier que la partition a au plus deux parts. Le sommet s n'est don
pas séparateur dans la 
l�ture 
omplète de N , obtenue après fusion des deux feuilles de N . �
6.4 La 
onstru
tion inverseNous allons maintenant dé
rire la 
onstru
tion inverse, en pro
édant par ré
urren
e sur lenombre d'arêtes de la 
arte 
onsidérée.Considérons tout d'abord les plus petits éléments de C, à savoir les 
artes (quasi-)
ubiquesayant au plus deux sommets. C2;�1 ne 
ontient que la 
arte dégénérée formée d'une bou
le surun sommet spé
ial ; elle 
orrespond à l'unique élément de E2;�1, l'arbre à un n÷ud spé
ial de
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tion inverse 123degré 2 et deux feuilles. C1 est également un singleton, 
ontenant l'unique 
arte planaire 
ubiqueformée d'une arête triple entre deux sommets ; elle 
orrespond à l'unique arbre bourgeonnantéquilibré à deux n÷uds génériques, quatre feuilles et deux bourgeons. En�n, C3;�1 
ontient lesdeux enra
inements di�érents de la 
arte formée d'une arête triple entre deux sommets, l'un étantspé
ial. ; ils 
orrespondent aux deux enra
inements équilibrés de l'unique arbre bourgeonnant forméd'un n÷ud spé
ial de degré 3, d'un n÷ud pathologique, de quatre feuilles et deux bourgeons.Supposons maintenant que C est un élément quel
onque de C possédant au moins trois som-mets, dont éventuellement un sommet spé
ial de degré quel
onque, les autres sommets étant dedegré 3. Soit s1 son sommet ra
ine, et s2 la se
onde extrémité de son arête ra
ine. Soit ~C la 
arteobtenue en 
oupant l'arête ra
ine de C pour en faire deux tiges portant des feuilles `1 et `2. S'ilexiste un élément B de E dont la 
l�ture 
omplète est C, B est né
essairement planté sur `1, et `2est sa se
onde feuille libre. Re
onstruire B équivaut à retrouver les liens entre ses n÷uds : 
eux-
idéterminent quels n÷uds sont pathologiques ou génériques, et quelles tiges portent des bourgeonsou des feuilles.Notre stratégie 
onsiste à dé
omposer ~C en sous-
artes stri
tes dont nous montrons qu'ellessont né
essairement obtenues par 
l�ture de sous-arbres de tout arbre N de N qui véri�eraitN = ~C . Cette dé
omposition ré
ursive nous permet de montrer qu'un tel arbre est unique, et qu'ilexiste : la 
l�ture 
omplète est don
 une appli
ation bije
tive de E vers C.La dé
omposition dépend de la séparabilité de ~C. ~C possède naturellement au moins deuxsommets séparateurs, à savoir les sommets s1 et s2 portant les feuilles `1 et `2. Dans la suite,� sommet séparateur � signi�era � sommet séparateur autre que s1 ou s2 �. C étant non séparable,~C est né
essairement formée d'une 
haîne (éventuellement réduite à un élément) de sous-
artesnon séparables reliées entre elles par des sommets séparateurs, 
haîne dont 
haque extrémité portel'une des feuilles. Comme on l'a vu pré
édemment, tout sommet de degré 3 séparateur est in
identà une arête séparatri
e7. ~C est don
 formée d'une 
haîne de sous-
artes sans arêtes séparatri
esreliées entre elles par des arêtes, et dont l'une peut éventuellement 
ontenir un sommet séparateur :le sommet spé
ial.
Cas où ~C possède une arête séparatri
e e Au vu de la se
tion pré
édente, s'il existe unélément N de N véri�ant N = ~C, alors e est une de ses arêtes internes. De plus, les deux sous-arbres N1(e) et N2(e) 
réés par la dé
omposition de N en e ont pour feuilles libres respe
tives`1 et f1 d'une part, et `2 et f2 d'autre part, si bien que N s'obtient par re
ollement de N1(e) etN2(e) en fusionnant f1 et f2.Coupons don
 e pour former deux tiges e1 et e2 portant des feuilles f1 et f2. Soit ~C1 et ~C2les sous-
artes de ~C obtenues. Par hypothèse de ré
urren
e, il existe un unique élément N1 et ununique élément N2 de N tels que N1 = ~C1 et N2 = ~C2. L'arbre N obtenu en fusionnant les tigese1 et e2 de N1 et N2 est don
 l'unique élément de N tel que N = ~C.7et don
 adja
ent à un autre sommet séparateur : le seul 
as où ~C possède un unique sommet séparateur est
elui où 
et unique sommet est s.
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`1 s1 `2s2e~C :

`1 s1 `2s2e1 e2f1 f2~C1 ~C2Figure 6.22 � Ré
urren
e dans le 
as d'une arête séparatri
e.Cas où ~C possède un unique sommet séparateur Il s'agit né
essairement du sommetspé
ial s. C n'étant pas séparable, s ne peut séparer ~C qu'en deux 
omposantes, portant 
ha
uneune des deux feuilles. Soit ~C1 et ~C2 
es deux sous-
artes de ~C. Comme 
ela a été analysé à lase
tion 6.3.3, s'il existe un arbre N tel que N = ~C , alors les liens et arêtes internes de N in
identsà s sont ordonnés (en sens dire
t autour de s) en deux suites d'arêtes e1; : : : ; ep et e01; : : : ; e0q dontles extrémités appartiennent respe
tivement à ~C1 et ~C2 ; ~C ne possédant pas d'arête séparatri
e,p et q sont né
essairement au moins égaux à 2.Montrons qu'alors le sous-arbre A de N atta
hé à e1 est né
essairement réduit à un sommetpathologique. Par 
onstru
tion, les entrantes de A1 sont libres ; A1 n'en possède don
 au plusqu'une, et don
 exa
tement une au vu des lemmes de la se
tion 6.3.1. Si e1 était une arête interne,A n'aurait don
 pas de bourgeon sortant, et e1 serait don
 séparatri
e. Il s'agit don
 d'un lien,pathologique naturellement. Si le n÷ud pathologique 
orrespondant était in
ident à une arêteinterne, 
elle-
i serait séparatri
e dans N . A (et de même A0, porté par e01) est don
 réduit à unn÷ud pathologique, ses bourgeons et une feuille, libre dans N .Un arbre N tel que N = ~C se dé
ompose don
 au niveau de son n÷ud spé
ial en :� un lien pathologique e1, le n÷ud pathologique p 
orrespondant portant une feuille libre ;� un arbre N1 formé du sommet s, des arêtes e2; : : : ; ep, et des sous-arbres qu'elles portent ;� un lien pathologique e01, le n÷ud pathologique p0 
orrespondant portant une feuille libre ;� un arbre N1 formé du sommet s, des arêtes e02; : : : ; e0q, et des sous-arbres qu'elles portent.De plus, les arbres N1 et N2 sont des éléments de N bien formés, dont les feuilles libres sontappariées dans N aux bourgeons des n÷uds pathologiques p et p0.Dans ~C, les sommets s1 et s2 portant les feuilles libres `1 et `2 sont don
 identi�és 
ommepathologiques. Supprimons alors 
es deux sommets de leur 
omposante non séparable respe
tive,et soit ~C1 et ~C2 les deux sous-
artes de ~C obtenues. Par hypothèse de ré
urren
e, il existe ununique N1 et un unique N2 dans N tels que N1 = ~C1 et N2 = ~C2. On obtient alors l'unique arbreN de N tel que N = ~C en re
ollant N1 et N2 au niveau de leur sommet spé
ial, et en inter
alantdeux n÷uds pathologiques.
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`1 s1 `2s2s~C :

~C1 ~C2Figure 6.23 � Ré
urren
e dans le 
as d'un unique sommet séparateur.On suppose maintenant que ~C ne possède pas de sommet séparateur (sous-entendu : autre ques1 et s2).Cas où le sommet spé
ial s porte l'une des feuilles de ~C Il s'agit en fait d'un 
as parti
ulierdu pré
édent, puisque l'ensemble des liens et arêtes internes in
idents à s peut à nouveau êtrepartitionné en deux suites sans arête de 
l�ture entre elles, l'une de 
es suites étant réduite à latige reliant s à l'une des feuilles. Si s = s1, alors s2 est né
essairement un n÷ud pathologique.Soit ~C 0 la 
arte obtenue à partir de ~C en supprimant `1 et sa tige, ainsi que s2. Par hypothèse deré
urren
e, il existe un unique arbre N 0 de N tel que N 0 = ~C 0, et l'arbre N obtenu en ajoutant àN 0 une tige portant une feuille suivie d'un lien portant un n÷ud pathologique est don
 l'uniquearbre de N de N tel que N = ~C.Cas générique Lorsqu'au
une des 
onditions parti
ulières pré
édentes n'est réalisée, on peutsupposer, sans perte de généralité, que le sommet spé
ial s ne se trouve pas sur le 
hemin menantde s2 à s1 en par
ourant la fa
e in�nie en sens dire
t : même si s se trouve sur la fa
e in�nie, ilne peut apparaître à la fois dans le 
hemin de s1 à s2 et dans le 
hemin de s2 à s1 puisqu'il n'estpas séparateur. Supposons qu'il existe un arbre N de N tel que N = ~C, et étudions les propriétésqu'un tel arbre doit né
essairement véri�er.Observons tout d'abord que s1 ne peut être un sommet pathologique : 
omme l'illustre la�gure 6.24, même si s se trouve sur la fa
e in�nie de ~C , au
un lien ne peut relier s et s1 sansvioler la 
ondition de planarité. Le sommet s1 est don
 un n÷ud générique de N . Soit F la8 fa
ebornée voisine de s1. Un lien générique e relie s1 à un autre sommet de la fa
e F , s3. Considéronsles sous-arbres atta
hés à s1 et s3 dans N (�gure 6.25).Puisque s1 est adja
ent à une feuille libre `1, ainsi qu'à un bourgeon, il porte un unique sous-8unique puisque s1 est de degré 3.
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s~Cs1 s2

Figure 6.24 � Unique 
on�guration ave
 un sommet pathologique sur la fa
e in�nie.
eF s1s3s2 eF s1s3 = s2
Figure 6.25 � Analyse du 
as générique.arbre (éventuellement réduit à une feuille) qui pré
ède `1 en tournant en sens dire
t autour de s1.Soit A1 
e sous-arbre. D'après le lemme 6.5, et vu l'existen
e de `1, A1 a exa
tement une entrante.Celle-
i est appariée au bourgeon de s3, et 
ette arête de 
l�ture est in
idente à la fois à F età la fa
e in�nie. Quant à s3, il porte deux sous-arbres, A2 et A3, dont l'un est éventuellementréduit à une feuille si s2 = s3. Si tel n'est pas le 
as, soit A2 le sous-arbre dans lequel se refermele bourgeon de s1, et A3 le se
ond sous-arbre en s3. A3 ne possède pas de bourgeon sortant, etpossède don
 une entrante exa
tement ; il ne peut s'agir de `2, sinon l'arête interne joignant A3à s3 serait séparatri
e. Elle est don
 appariée à un bourgeon issu de A2, qui possède don
 unese
onde entrante � `2. Remarquons qu'au
une arête située sur le 
hemin de s2 à s3 le long de lafa
e in�nie n'est in
idente à F : l'arête de 
l�ture issue de s3 est don
 la première possédant 
ettepropriété sur le 
hemin de s2 à s1.Considérons la dé
omposition de N selon le lien e, ave
 N1(e) 
ontenant s1. L'arbre A1 esten fait obtenu à partir de N1(e) en supprimant s1, et il s'agit d'un arbre bourgeonnant équilibré.Dé�nissons un arbre A23 à partir de N2(e) de la façon suivante. Supprimons tout d'abord lebourgeon et sa tige in
idente à s3 hérités de e ; s3 a alors degré 2, et n'est don
 en quelque sortequ'un sommet au milieu d'une arête. � Lissons � alors 
e sommet pour fusionner les deux arêtesqui lui sont in
identes en une seule, e0, qui peut éventuellement être une tige si s3 = s2. On obtientainsi un arbre dont la 
l�ture laisse e0 sur la fa
e in�nie, et dont les feuilles libres sont `2 d'unepart, et la feuille f1 appariée au bourgeon de s1 dans N = ~C d'autre part.Or il existe une unique manière de 
onstruire 
es arbresA1 et A23 à partir de ~C , 
omme l'illustrela �gure 6.26. Soit tout d'abord F la fa
e bornée in
idente à s1 ; le sommet s3 est 
ara
térisé parle fait qu'il est le premier sommet in
ident à F apparaissant sur le 
hemin de s2 à s1 le long de lafa
e in�nie. En parti
ulier, s3 = s2 si et seulement si s2 est in
ident à F . On peut alors dé
omposer~C en deux 
artes ~C1 et ~C2 de la façon suivante : supprimer s1 et sa feuille `1, pour 
réer deux
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Figure 6.26 � Ré
urren
e dans le 
as générique.nouvelles feuilles, f1, appariée au bourgeon de s1, et f2. Couper ensuite l'arête qui suit s3 le longde la fa
e in�nie - 
e qui revient à 
ouper le bourgeon de s3. Cette arête étant in
idente à F , 
etteopération 
oupe la 
arte en deux sous-
artes. On 
rée également ainsi une feuille f3, dans la même
omposante que f2, que l'on note ~C1. Le sommet s3 est alors de degré 2 et peut être lissé. Onobtient ainsi ~C2, qui 
ontient les feuilles f1 et `2. Par hypothèse de ré
urren
e, il existe un uniqueN1 et un unique N2 dans N tels que N1 = ~C1 et N2 = ~C2, à partir desquels on 
onstruit aisémentl'unique élément N de N tel que N = ~C .Ce qui a
hève la démonstration simultanée des théorèmes 6.2 et 6.3. �
6.5 Génération aléatoireComme 
ela a été évoqué au 
hapitre pré
édent, les preuves par 
onjugaison permettent d'obte-nir des algorithmes de génération aléatoire uniforme parti
ulièrement e�
a
es. Nous allons pré
iserla des
ription générale que nous avons donnée à la se
tion 5.5 dans le 
as des triangulations nonséparables. Soit don
 k > 2, et n > �1 ; les di�érentes étapes dé
rites 
i-dessous permettent de
onstruire une triangulation d'un k-gone enra
iné en k + 2n triangles9, tirée aléatoirement parmiles éléments ~Tk;n selon la loi uniforme.Génération aléatoire d'un arbre bourgeonnant Cette étape 
ommen
e naturellement parle tirage d'un mot de �ukasiewi
z de longueur 2k+3n+1, formé d'une lettre a2k�2, n+1 lettres a4,et 2k� 2n� 1 lettres a0. Pour 
ela, il su�t de partir d'un mot w quel
onque formé de 
es lettres,9L'algorithme permettant de tirer aléatoirement une triangulation plane est naturellement très similaire, etlégèrement plus simple.



128 Chapitre 6. Triangulations non séparablespuis de lui appliquer une permutation aléatoire, par exemple en tirant aléatoirement une suited'éléments (bi)16i62k+3n ave
 bi > i et en appliquant su

essivement les transpositions (i; bi) aumot w. Le mot obtenu possède alors un unique 
onjugué ~w possédant la propriété de �ukasiewi
z.Vient ensuite la 
onstru
tion de l'arbre plan 
orrespondant, qui se fait également en tempslinéaire, puis le tirage aléatoire uniforme des bourgeonnements dé
rits par les �gures 6.11 et 6.12.Cl�ture de l'arbre Elle peut être e�e
tuée par un par
ours en profondeur à main gau
he àpartir de la ra
ine, en utilisant une pile annexe et deux variables f1 et f2, initialement vides.Lorsqu'on ren
ontre un bourgeon, on l'empile, et lorsqu'on ren
ontre une feuille f , on tente dedépiler un bourgeon. En 
as de su

ès, on apparie la feuille et le bourgeon dépilé. En 
as d'é
he
,on a ren
ontré une feuille libre potentielle ; on fait alors f1  f2 puis f2  f , 
e qui permet degarder tra
e des deux dernières feuilles potentiellement libres. On peut éventuellement 
ompter lesappariements e�e
tués, 
e qui permet de s'arrêter dès qu'ils sont a
hevés. On peut aussi dé
iderde faire deux tours 
omplets de l'arbre, 
e qui assure également que tous les appariements sonte�e
tués. Dans les deux 
as, les variables f1 et f2 
ontiennent alors les deux feuilles libres, et untirage à pile ou fa
e permet d'a
hever le tirage uniforme d'un arbre bourgeonnant équilibré.� Nettoyage � de la 
arte obtenue Reste à supprimer les liens, 
e qui se fait par un par
ourssupplémentaire. Puis à joindre les deux feuilles libres. On a ainsi obtenu un élément de Ck;n tiréuniformément. On peut en 
onstruire la duale, toujours en temps linéaire, pour obtenir un élémentde Tk;n. Si l'on désire un élément de ~Tk;n, il su�t de tirer aléatoirement une arête du polygone. Ilétait alors inutile de tirer aléatoirement un enra
inement de la 
arte obtenue par 
l�ture.



Chapitre 7
Triangulations sans arêtes multiples

Dans 
e 
hapitre, nous allons pousser d'un 
ran supplémentaire la 
ontrainte de 
onnexité, pournous intéresser à une famille de 
artes 3-
onnexes, 
'est-à-dire dont la 
onnexité est préservée lors-qu'on supprime deux sommets quel
onques (ainsi que les arêtes qui leur sont in
identes). L'étudedes 
artes planaires rejoint i
i 
elle des graphes planaires, en vertu du théorème suivant [129℄ :Théorème 7.1 (H. Whitney 1933) Un graphe planaire 3-
onnexe admet un unique plongementplanaire à homéomorphisme et inversion de la sphère près.Ces 
artes sont don
 parti
ulièrement étudiées en théorie des graphes. En parti
ulier, les trian-gulations planes 3-
onnexes, qui ont la parti
ularité d'être les graphes maximaux planaires, sontdes objets privilégiés de la géométrie algorithmique. C'est à 
ette famille de 
artes 3-
onnexes quenous allons appliquer une méthode d'énumération par 
onjugaison.Les résultats de 
e 
hapitre ont été obtenus en 
ollaboration ave
 G. S
hae�er.
7.1 PréliminairesDes
ription des triangulations 3-
onnexes Les 
artes 3-
onnexes sont, 
omme on l'a déjàvu, les 
artes dans lesquelles il n'existe pas de 2-séparateur, 
'est-à-dire de paire de sommets s et s0adja
ents l'un et l'autre à deux fa
es f et f 0. Or, dans le 
as des triangulations, deux sommets sontadja
ents à une même fa
e si et seulement s'ils sont adja
ents entre eux. La 3-
onnexité est don
une 
ondition équivalente, pour les triangulations, à l'absen
e d'arêtes multiples. Cela se traduitégalement par le fait que 
es triangulations peuvent être dessinées dans le plan en représentant lesarêtes par des segments.



130 Chapitre 7. Triangulations 3-
onnexesRésultats énumératifs Les triangulations planes 3-
onnexes à 2n triangles, 3n arêtes, et n+2sommets (trois appelés externes et n� 1 internes), sont énumérées par la formule suivante [57℄ :Tn = 2 (4n� 3)!n! (3n� 1)! : (7.1)Cette formule parti
ulièrement simple ne possède à 
e jour au
une démonstration bije
tive. C'est
ette la
une que nous allons tenter de 
ombler dans 
e 
hapitre, en utilisant une 
onstru
tionapparentée aux 
onstru
tions des deux 
hapitres pré
édents, bien que très di�érente par plusieurspoints, pour établir une bije
tion entre l'ensemble des triangulations planes 3-
onnexes et unefamille d'arbres bourgeonnants équilibrés.On trouvera représentées �gure 7.1 les triangulations 3-
onnexes à au plus huit triangles.
b b

b

b T1 = 1 b b

b

b

b

b

b

b

b T2 = 1 b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

T3 = 3 b b

b

b

b

bb

b

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

bbbb

b

b

b

b

b b

b

b

b

bb

b

bb

b

b

b

b b

b| {z }T4 = 13Figure 7.1 � Les plus petites triangulations 3-
onnexes.
Cara
térisation des triangulations 3-
onnexes Nous allons faire appel à la notion suivante,introduite par W. S
hnyder [113℄.Définition 7.1 Soit T une triangulation plane, enra
inée sur l'arête (s1; s2), et s0 son troisièmesommet externe. Un réalisateur de T est un 
oloriage de ses arêtes internes en trois 
ouleurs 
0,
1 et 
2 véri�ant les hypothèses suivantes :� pour 
haque i 2 f0; 1; 2g, les arêtes de 
ouleur 
i forment un arbre 
ouvrant de T enra
inéen si ; 
e
i induit une orientation des arêtes de 
ouleur 
i telle que de 
haque sommet internesort exa
tement une arête de 
ouleur 
i ;� autour de 
haque sommet interne, les arêtes sortantes de 
haque 
ouleur apparaissent tou-jours dans l'ordre 
y
lique dé
rit par la �gure 7.2, et les arêtes entrantes de 
ouleur 
iapparaissent entre les sortantes des deux autres 
ouleurs.Cette se
onde 
ondition sera désignée dans la suite sous le nom de 
ondition de S
hnyder.
0
1
2

Figure 7.2 � Propriété lo
ale d'un réalisateur.
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hnyder a montré que les réalisateurs de triangulations 3-
onnexes véri�ent un 
ertainnombre de propriétés, parmi lesquelles les suivantes nous seront parti
ulièrement utiles :Proposition 7.1 � Toute triangulation 3-
onnexe possède un réalisateur.� L'ensemble des réalisateurs d'une triangulation 3-
onnexe peut être muni d'un ordre pourlequel il existe un unique élément minimal (resp. maximal).� Le réalisateur minimal d'une triangulation 3-
onnexe T est l'unique réalisateur de T nepossédant pas de 
y
le orienté en sens dire
t.
7.2 Des arbres aux triangulations :
omment fabriquer un réalisateur minimal7.2.1 La 
onstru
tionLa formule 7.1 évoque le nombre d'arbres plans quaternaires : le nombre de tels arbres à nn÷uds est en e�et égal à (4n)!n!(3n+1)! , 
e qui pousse à re
her
her une éventuelle famille d'arbresénumérée par 7.1 parmi les avatars des arbres quaternaires à n� 1 n÷uds.
Une nouvelle famille d'arbres Considérons la famille suivante d'arbres bourgeonnants :notation 7.2 On note Bn l'ensemble des arbres plans à n n÷uds portant 
ha
un deux bourgeons,et enra
inés sur l'un de 
es bourgeons. On adoptera 
omme paramètre déterminant la taille d'unarbre son nombre de n÷uds. La réunion des ensembles Bn, pour n > 0, est notée B.La �gure 7.3 représente les 9 éléments de la famille B3, qui se répartissent en deux 
lasses de
onjugaison, l'une d'ordre 6 et la se
onde d'ordre 3.Proposition 7.2 L'ensemble Bn a pour 
ardinal 2 (4n� 3)!(n� 1)! (3n� 1)! = 24n� 2 ��4n� 2n� 1 � .

Figure 7.3 � Les 9 arbres de l'ensemble B3.



132 Chapitre 7. Triangulations 3-
onnexesDémonstration. Comme l'illustre la �gure 7.4, tout arbre non vide appartenant à B se dé
om-pose, par suppression de son n÷ud ra
ine, en deux forêts ordonnées (éventuellement vides) d'arbresplans non vides, plantés sur leur unique feuille, et portant deux bourgeons par n÷ud ; on note Fl'ensemble formé par 
es forêts. Le 
ardinal de Bn est don
 égal au nombre de 
ouples d'élémentsde F dont la taille 
umulée est n�1. Or les éléments de F de taille k peuvent être mis en bije
tionr z }| {F1 z }| {F2r
Figure 7.4 � Dé
omposition à la ra
ine d'un élément de B en deux éléments de F .ave
 les arbres quaternaires 
omplets à k n÷uds de la manière suivante : l'image de la forêt videest l'arbre réduit à une feuille, et pour tout élément non vide F de F , formé de ` arbres, on note� Ai(F ) le i-ème arbre de F ,� r le n÷ud ra
ine de A1(F ),� F1, F2 et F3 les trois forêts obtenues à partir de A1(F ) en supprimant r,� F4 la forêt (A2(F ); : : : ; A`(F ))et on asso
ie à F l'arbre quaternaire enra
iné sur r, et dont les quatre sous-arbres sont les arbresquaternaires 
orrespondant aux forêts F1, F2, F3 et F4. Cette 
onstru
tion, illustrée à la �gure 7.5,est manifestement bije
tive.

| {z }F1 |{z}F2 | {z }F3
rr1 r2 r3 r4

| {z }F4| {z }F A(F1) A(F2) A(F3) A(F4)
rr1 r2 r4r3

| {z }A(F )Figure 7.5 � Bije
tion entre F et l'ensemble des arbres quaternaires.Il en résulte que les éléments de taille k de F peuvent être 
odés par des mots de �ukasiewi
z1de longueur 4k + 1 sur l'alphabet fa4; a0g. Le 
ardinal de Bn est don
 égal au nombre de motsformés de n � 1 lettres a4 et 3(n � 1) + 2 lettres a0 fa
torisables en produit de deux mots de�ukasiewi
z. Bn a don
 pour 
ardinal : 24n� 2 � �4n� 2n� 1 �: �1Voir page 79.
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Figure 7.6 � Premières étapes de la 
l�ture partielle d'un élément de B.Une nouvelle forme de 
l�ture L'opération de 
l�ture que nous allons introduire i
i est d'untype di�érent des pré
édentes ; alors que les 
l�tures e�e
tuées aux 
hapitres 5 et 6 préservaientles degrés des sommets de l'arbre de base, tout en formant des fa
es de degré quel
onque, nousallons i
i dé�nir une 
l�ture qui 
ontraint les fa
es à être triangulaires, en nous autorisant à faire
roître les degrés des sommets.Définition 7.3 Soit B un élément de Bn ; B possède 2n bourgeons et n�1 arêtes, ayant 
ha
unedeux 
�tés. Le mot de bord de B est le mot w(B) é
rit sur l'alphabet fb; 
g dé
rivant la su

essiondes bourgeons et des 
�tés d'arêtes autour de la fa
e (in�nie) de B, en 
ommençant par la ra
ine.Ce mot de bord est don
 de longueur 4n�2, ave
 un ex
édent de deux lettres b par rapport aux 
.E�e
tuer la 
l�ture partielle de B 
onsiste à refermer 
haque bourgeon � si possible � dansl'un des 
oins de la fa
e in�nie de telle manière que la fa
e bornée 
réée soit triangulaire, 
ommel'illustre la �gure 7.6 : pour 
haque o

urren
e du motif 

b dans le mot de bord de B 
onsidéré
omme mot 
y
lique, le bourgeon 
orrespondant est refermé dans le 
oin pré
édant le premier
 du motif. Chaque opération de 
e type aboutit don
 à la 
réation d'une fa
e de degré 3, et àla réé
riture d'un motif 

b en 
 dans le mot de bord 
y
lique ; la di�éren
e entre les nombresd'o

urren
es des lettres b et 
 est don
 
onservée.La 
l�ture partielle de B est a
hevée lorsque le mot de bord (
y
lique) de la 
arte ...B obtenuene 
ontient plus d'o

urren
e du motif 

b. Or 
e mot 
ontient deux b de plus que de 
 ; il peutdon
 être s
hématisé 
omme le montre la �gure 7.7. Chaque 
 peut alors être 
ouplé au b qu'ilbbbb 


 b b bb
 
 

bb

b b




Figure 7.7 � Mot de bord 
y
lique de la 
l�ture partielle d'un élément de B.



134 Chapitre 7. Triangulations 3-
onnexespré
ède, et deux lettres b restent seules : B est dit équilibré si l'un de 
es bourgeons est sa ra
ine.Les arbres équilibrés sont don
 les arbres dont le mot de bord (linéaire 
ette fois, et non 
y
lique)se réé
rit w1w2 ave
 w1 = b (
b)k1 et w2 = b (
b)k2en appliquant la règle 

b! 
. Remarquons que le se
ond bourgeon du sommet ra
ine s0 pré
èdeimmédiatement le bourgeon ra
ine (en tournant en sens dire
t autour de s0). D'autre part, le mêmeraisonnement que dans les deux 
hapitres pré
édents permet d'énumérer les éléments équilibrésde Bn :Proposition 7.3 Le nombre d'arbres équilibrés dans Bn est :22n � 24n� 2 ��4n� 2n� 1 � = 2 (4n� 3)!n! (3n� 1)! :Remarque 7.4 Chaque bourgeon d'un arbre équilibré a�e
té par la 
l�ture 
omplète est refermédans un 
oin de l'arbre situé � à sa gau
he �, 
'est-à-dire qui le pré
ède dans le par
ours enprofondeur de l'arbre à main gau
he.
Cl�ture 
omplète des arbres équilibrés Soit B un tel arbre équilibré, et s0 le n÷ud de Bportant le bourgeon ra
ine ; on obtient la 
l�ture 
omplète de B à partir de sa 
l�ture partielle dela manière suivante :1. fa
toriser le mot de bord de ...B en deux mots w1 et w2 
omme dé
rit pré
édemment ;2. refermer (de façon planaire) les bourgeons 
orrespondant aux o

urren
es de b dans le motw1 (resp. w2) sur un sommet supplémentaire s1 (resp. s2) ;3. ajouter une arête entre s1 et s2 ;4. enra
iner la 
arte obtenue sur la nouvelle arête (s1; s2).Cette 
onstru
tion est s
hématisée par la �gure 7.8. On note B la 
arte ainsi dé�nie.s0

s1 s2
Figure 7.8 � S
héma de la 
l�ture 
omplète d'un arbre équilibré.
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Il existe 24n� 2 � �4n� 2n� 1 �arbres à n n÷uds et 2 bourgeons par n÷ud,enra
inés sur un bourgeon.
La 
l�ture partielle de 
es arbres parti
ula-rise deux bourgeons parmi les 2n.Est équilibré un arbre dont la ra
ine est l'unde 
es deux bourgeons.
Seuls 22n � 24n� 2 � �4n� 2n� 1 �éléments de Bn sont don
 équilibrés.
Ils 
orrespondent bije
tivement aux22n � 24n� 2 � �4n� 2n� 1 �triangulations 3-
onnexes.

Figure 7.9 � Énumération 
onstru
tive des triangulations 3-
onnexes.
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onnexes7.2.2 Qu'a-t-on 
onstruit ?La 
onstru
tion pré
édente se 
ontentant d'ajouter dans le plan des arêtes à une 
arte planaire(
onnexe et enra
inée), et ne 
réant que des fa
es triangulaires, il est 
lair que la 
arte obtenue par
l�ture d'un arbre équilibré B est une triangulation plane (
onnexe), enra
inée, dont les sommetsexternes sont les sommets s0, s1 et s2, et dont les sommets internes 
orrespondent aux n÷uds deB autres que le n÷ud ra
ine s0. La triangulation plane B a don
 exa
tement deux sommets deplus que B n'a de n÷uds. Les paragraphes suivants ont pour but d'étudier plus pré
isément ledegré de 
onnexité de 
ette triangulation.
Coloriage des arbres équilibrés Soit B un arbre équilibré appartenant à B. Attribuons au(plus exa
tement, à la tige du) bourgeon ra
ine la 
ouleur 
1, au se
ond bourgeon porté par s0la 
ouleur 
2, et aux arêtes internes qui lui sont in
identes la 
ouleur 
0. Rappelons que les deuxbourgeons portés par s0 sont 
onsé
utifs autour de s0. Ajoutons en�n un troisième bourgeon �
tifde 
ouleur 
0 entre les bourgeons de 
ouleur respe
tive 
2 et 
1, et don
 à l'opposé des arêtesinternes de même 
ouleur.L'enra
inement de B permet d'orienter 
anoniquement ses arêtes internes en dire
tion de lara
ine ; en orientant les tiges des bourgeons en dire
tion de 
eux-
i, on obtient une orientation desarêtes de B telle que 
haque n÷ud interne possède exa
tement trois arêtes sortantes. De plus, 
etteorientation rend la 
oloration des arêtes in
identes au n÷ud ra
ine 
ohérente ave
 la 
ondition deS
hnyder (voir la �gure 7.2).B étant a
y
lique, la 
oloration peut être propagée de manière unique à l'ensemble de ses arêtesde telle sorte que la 
ondition de S
hnyder soit véri�ée en 
haque n÷ud. En parti
ulier 
haquen÷ud de B possède exa
tement une arête sortante de 
haque 
ouleur. Ce 
oloriage est illustré parla �gure 7.10(a).

(a) Coloration de l'arbre B. (b) Coloration induite sur :::B.Figure 7.10 � Illustration de la règle de 
oloration sur l'arbre B de la �gure 7.6.



7.2 Des arbres aux triangulations 137La règle de 
oloriage reste 
ohérente sur ...B Il s'agit i
i de montrer que la 
l�ture d'unbourgeon de 
ouleur 
i ne 
ontredit pas la 
ondition de S
hnyder au niveau du sommet 
ible, 
'est-à-dire que le bourgeon se referme en un 
oin pouvant a

epter les arêtes entrantes de 
ouleur 
i.Pour 
ela, supposons 
ette hypothèse véri�ée après i fermetures de bourgeons, et 
onsidéronsl'étape suivante. On peut supposer sans perte de généralité que le bourgeon 
onsidéré b est de
ouleur 
0. Soit s le sommet adja
ent à b, a l'arête pré
édant b autour de s, s0 sa se
onde extrémité,a0 l'arête pré
édant a autour de s0, et en�n s00 sa se
onde extrémité.L'hypothèse de ré
urren
e a�rme que, relativement à s, a est soit une sortante de 
ouleur 
2,soit une entrante de 
ouleur 
1 ; quant à a0, il s'agit � vis-à-vis de s0 � soit d'une entrante de
ouleur 
2, soit d'une sortante de 
ouleur 
0. Ce
i permet de distinguer quatre 
as, illustrés par la�gure 7.11. Ces quatre 
as donnent une 
oloration 
ohérente au niveau de s00.La 
arte ...B est don
 
orre
tement orientée et 
oloriée.

ss0s00 ss0s00

ss0s00
ss0s00
ss0s00
ss0s00
ss0s00

Figure 7.11 � Étude des di�érents 
as de 
l�ture d'un bourgeon.Remarque 7.5 Si une fa
e (triangulaire) de ...B est orientée de telle sorte que ses 
�tés formentun 
ir
uit, alors 
e 
ir
uit est né
essairement orienté en sens horaire. Plus généralement, tout
ir
uit dans ...B est 
réé par la fermeture d'un (dernier) bourgeon, dont l'orientation impose au
ir
uit d'être orienté en sens horaire.
La règle de 
oloriage peut être étendue à B La 
l�ture partielle d'un arbre équilibré possèdeun bord gau
he et un bord droit formés l'un et l'autre d'une alternan
e d'arêtes et de sommetsportant 
ha
un un bourgeon. La 
ondition de S
hnyder a�rme que 
es arêtes sont soit des arêtesdirigées vers s0 et de 
ouleur 
0, soit des arêtes d'orientation opposée de 
ouleur 
2 pour le bordgau
he et 
1 pour le bord droit tandis que les bourgeons sont de 
ouleur 
1 pour le bord gau
he
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onnexeset 
2 pour le bord droit : la 
l�ture 
omplète 
onsiste don
 à fermer les bourgeons de 
ouleur 
1sur le sommet s1, et les bourgeons de 
ouleur 
2 sur le sommet s2.s0
Figure 7.12 � Orientation et 
oloration des bords de la 
l�ture partielle.Remarque 7.6 Par 
onvention, les arêtes externes de la triangulation B sont non orientées etnon 
olorées. La 
ondition de S
hnyder est don
 véri�ée pour tous les sommets internes de latriangulation B , tandis que 
ha
un des sommets externes s0, s1, s2 est in
ident à deux arêtesexternes non orientées et non 
oloriées, et à des arêtes internes entrantes et de 
ouleur 
0, 
1, 
2respe
tivement.Nous allons maintenant étudier les propriétés de 
e 
oloriage et les 
onséquen
es qui peuventen être tirées quant à la stru
ture de B .Chaque 
ouleur dé�nit un arbre Une première remarque à faire est que, de 
haque sommetinterne de B , part un 
hemin de 
haque 
ouleur 
i et un seul. Deux quel
onques 
hemins de même
ouleur passant par un même sommet interne s 
on�uent don
 né
essairement au niveau de s. Enparti
ulier, il n'existe pas de paire d'arêtes de mêmes extrémités, de même 
ouleur et de mêmeorientation. En�n tout 
hemin maximal de 
ouleur 
i dans B , s'il ne bou
le pas, aboutit en sipuisque 
e sommet est le seul à posséder une arête entrante de 
ouleur 
i, mais pas de sortantede 
ette 
ouleur. Montrer qu'il n'existe pas de 
ir
uit (orienté) mono
hrome dans B su�t don
à montrer que les arêtes de 
ouleur 
i forment un arbre (orienté) de ra
ine si et 
ouvrant lessommets internes de B .Considérons maintenant deux 
hemins de 
ouleurs distin
tes, par exemple 
0 et 
1. Tout 
roi-sement entre 
es deux 
hemins est né
essairement du type :

Deux tels 
hemins ne peuvent don
 se 
roiser qu'une fois. Croiser doit être pris i
i dans le sensfaible d'avoir un sommet en 
ommun, fût-il origine de l'un des 
hemins.Supposons maintenant qu'il existe un 
ir
uit mono
hrome, par exemple de 
ouleur 
0. Lesremarques pré
édentes impliquent que de tels 
ir
uits sont disjoints, tant au niveau des arêtes



7.2 Des arbres aux triangulations 139que des sommets. Considérons un tel 
ir
uit, C, minimal pour l'in
lusion2, et supposons-le de
ouleur 
0.Si C est orienté en sens dire
t, de tout sommet s du 
ir
uit sort une arête de 
ouleur 
1 orientéevers l'intérieur. Cette arête peut être prolongée soit en un 
ir
uit in
lus dans C, 
e qui 
ontreditla minimalité de C, soit en un 
hemin aboutissant en s1, qui se trouve à l'extérieur de C ; or ilfaudrait pour 
ela que 
e 
hemin 
roise une se
onde fois le 
ir
uit C, 
e qui est impossible.Si C est orienté en sens indire
t, il existe en 
haque sommet de C une arête sortante de 
ouleur
2 orientée vers l'intérieur de C, pour laquelle on peut tenir le même raisonnement. On obtientdon
 la propriété suivante :Proposition 7.7 Pour tout arbre équilibré B, les arêtes de 
ouleur 
i de B forment un arbre(orienté) de ra
ine si et 
ouvrant les sommets internes de B .
Figure 7.13 � In
ohéren
e entre présen
e d'un 
y
le mono
hrome et règle de 
oloration.

La 
arte obtenue est une triangulation 3-
onnexe munie de son réalisateur minimalLa propriété suivante résulte des remarques formulées au paragraphe pré
édent :Proposition 7.8 Pour tout arbre équilibré B, il n'existe pas dans B de paire de 
hemins orientésmono
hromes � indi�éremment de même 
ouleur ou de 
ouleurs distin
tes � ayant mêmes extré-mités.En parti
ulier, il n'existe pas d'arêtes multiples dans B . La 
arte B est don
 une triangulationplane 3-
onnexe. De plus, la 
oloration des arêtes de B dé
rite 
i-dessus répond à la dé�nition 7.1d'un réalisateur. Plus pré
isément, la remarque 7.5, qui a�rme que les 
y
les de ...B ne peuventêtre orientés en sens dire
t, montre que 
e réalisateur est le réalisateur minimal de B ; en e�et,au
une arête 
réée ultérieurement ne peut former un 
ir
uit, puisque les sommets externes de Bne possèdent pas d'arête sortante. Nous avons don
 montré le résultat suivant :Proposition 7.9 La 
l�ture partielle asso
ie à 
haque élément équilibré B de Bn une triangula-tion plane 3-
onnexe enra
inée à n+ 2 sommets, dont le réalisateur minimal peut être obtenu enétendant 
anoniquement à B l'unique 
oloration de B véri�ant la 
ondition de S
hnyder.2Au sens suivant : tout 
ir
uit partitionne le plan en une zone intérieure et une zone extérieure, qui 
ontient lessommets externes de la triangulation. Les 
ir
uits étant disjoints, on peut dé�nir la relation � C 
ontient C0 � siles sommets de C0 sont tous à l'intérieur de C.
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7.3 Appli
ation ré
iproque :
odage des triangulations 3-
onnexes7.3.1 Par
ours en profondeurSoit T une triangulation plane 3-
onnexe, munie de son réalisateur minimal. On note s1 ets2 les extrémités de sa ra
ine, et s0 le troisième sommet externe. On 
onstruit un de ses arbres
ouvrants en se basant sur un par
ours en profondeur de T à main droite � destru
tif �, en 
e sensque 
ertaines arêtes sont 
oupées et non empruntées lorsqu'elles sont ren
ontrées. L'absen
e de
y
les dire
ts dans l'orientation sous-ja
ente au réalisateur minimal permet de dé
rire 
e par
oursde la manière suivante :1. supprimer l'une des arêtes externes, par exemple (s1; s2) ;2. orienter (s0; s2) et (s0; s1) de telle sorte que s0 en soit l'origine ;3. marquer (s0; s2), s0 et s2, puis faire s s0 et a (s0; s2) ;4. tant qu'il reste une arête non marquée, faire :(a) b (s; t), où (s; t) est l'arête qui suit a autour de s en sens indire
t ;(b) si b est non marquée et d'origine s, 
ouper b pour en faire un bourgeon issu de s ;(
) sinon, marquer b si né
essaire puis faire a b et s t.Notons A(T ) la 
arte obtenue. Nous allons montrer la proposition suivante :Proposition 7.10 Pour toute triangulation T 3-
onnexe, la 
arte A(T ) est un arbre 
ouvrantde T , dans lequel les sommets s1 et s2 sont de degré 1. En 
oupant les arêtes (s0; s1) et (s0; s2)pour en faire des bourgeons issus de s0, on obtient l'unique arbre bourgeonnant dont T est la 
l�ture
omplète.
7.3.2 DémonstrationL'algorithme termine Le fait que 
et algorithme termine � et produise une 
arte 
ouvrante �repose pré
isément sur l'absen
e de 
y
les dire
ts : supposons qu'un sommet s ne soit pas atteint.Au
une de ses sortantes n'a don
 été atteinte. Considérons la plus longue 
haîne d'arêtes de 
ouleur
0 issue de s joignant des sommets non visités par l'algorithme. La dernière de 
es arêtes, (t; u), esttelle que le sommet �nal u appartient à A(T ), ainsi que l'une de ses sortantes a. Or le déroulementde l'algorithme après par
ours de a 
onsiste à par
ourir la première arête entrante de u suivant aen sens indire
t autour de u. Puisque (t; u) n'a pas été par
ourue, il existe né
essairement d'autresentrantes entre a et (t; u). Considérons la première arête (v; u) suivant (t; u) en sens dire
t autourde u et qui appartient à A(T ). Puisque (t; u) n'appartient pas à A(T ), (v; u) n'est pas par
ourue dev vers u ultérieurement. Il existe don
 une 
haîne d'arêtes par
ourues à 
ontresens et qui aboutit



7.3 Appli
ation ré
iproque 141en un sommet w de la 
haîne joignant u à s0 dans A(T ) en 
ontournant le sommet t. Il existe don
un 
ir
uit dire
t dans T , 
e qui 
ontredit l'hypothèse de minimalité du réalisateur.A(T ) est un arbre 
ouvrant de T appartenant à B dont la 
l�ture 
omplète est TLe point pré
édent montre la 
onnexité de A(T ). D'autre part, les éventuels 
ir
uits orientés (ensens indire
t né
essairement) sont détruits par l'algorithme : soit 
 un tel 
ir
uit, s le premiersommet de 
 ren
ontré lors du par
ours, et a la sortante de s par
ourue pour y parvenir. Alorsles deux autres sortantes de s sont détruites par l'étape 4b. Or a n'appartient pas à 
 puisque sest le premier sommet de 
 atteint, et 
 
ontient né
essairement une sortante de 
. Le 
ir
uit 
 estdon
 
oupé. En�n, l'absen
e de 
y
les non orientés dé
oule du fait que deux des trois sortantes de
haque n÷ud sont détruites par l'étape 4b, et que 
haque n÷ud n'a don
 qu'une sortante. A(T )est don
 un arbre 
ouvrant de T .Moyennant la suppression des arêtes (s0; s1) et (s0; s2) et leur rempla
ement par deux bour-geons issus de s0, A(T ) est un arbre possédant deux bourgeons par n÷ud. Pour montrer que sa
l�ture 
omplète est T , il su�t de 
onstater qu'à 
haque ouverture de bourgeon, l'arête détruiteest pré
isément 
elle qui serait reformée si on inversait momentanément la 
onstru
tion : en e�et,le par
ours à main droite assure que le bourgeon formé est le premier bourgeon libre ren
ontréen par
ourant (à main gau
he) la fa
e in�nie de la 
arte à partir de l'arête (s0; s1), et la 
ondi-tion imposant de 
réer des fa
es triangulaires détermine le 
oin dans lequel le bourgeon doit êtrerefermé.En d'autres termes, A(T ) véri�e la propriété énon
ée à la remarque 7.4.Il s'agit du seul arbre 
ouvrant de T possédant la propriété 7.4 Supposons qu'il existedeux tels arbres A et A0 distin
ts. Considérons un par
ours en profondeur à main gau
he et enparallèle de 
es deux arbres. Soit a = (s; t) la première arête ren
ontrée appartenant à l'un d'eux� disons A � et non à l'autre. A0 étant également 
ouvrant, il existe dans A0 un 
hemin de t às0, dont la première arête (t; u) est orientée de t vers u. Cette orientation interdit à 
ette arêted'appartenir à l'arbre A ; elle 
orrespond don
 dans 
et arbre à la 
l�ture d'un bourgeon issu det. Or l'arête (s; t) ayant été ren
ontrée avant l'arête (t; u) dans le par
ours en profondeur, 
ela
ontredit la propriété 7.4 ; il n'existe don
 qu'un arbre 
ouvrant de T satisfaisant 
ette propriété.Ce
i a
hève la démonstration du théorème suivant :Théorème 7.2 La 
l�ture 
omplète réalise une bije
tion entre l'ensemble des arbres à n n÷udset deux bourgeons par n÷ud équilibrés, et l'ensemble des triangulations planes 3-
onnexes à 2ntriangles, 3n arêtes et n+ 2 sommets. Celles-
i sont don
 énumérées par la formule :22n � 24n� 2 � �4n� 2n� 1 �; soit en
ore 2 (4n� 3)!n! (3n� 1)! :
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onnexes7.4 Génération aléatoireOn peut à nouveau tirer de 
ette bije
tion un algorithme de génération aléatoire uniforme entemps linéaire. Il est 
ependant légèrement di�érent des pré
édents, 
e qui n'est guère que le re�etdes variations apportées à l'algorithme de 
l�ture. Voi
i une des
ription de 
et algorithme, permet-tant de 
onstruire une triangulation 3-
onnexe aléatoire tirée uniformément parmi les 2 (4n�3)!n! (3n�1)!triangulations 3-
onnexes à 2n triangles.Tirage aléatoire et 
onstru
tion d'un arbre bourgeonnant Il faut tout d'abord tireraléatoirement un mot de longueur 4n� 2 formé de n� 1 lettres a4 et 3n� 1 lettres a0. Puis tirerà pile ou fa
e l'un de ses deux 
onjugués s'é
rivant 
omme produit de deux mots de �ukasiewi
z.On 
onstruit ensuite un arbre possédant n n÷uds, ave
 deux bourgeons par n÷ud, en appliquantla bije
tion dé
rite dans la démonstration de la proposition 7.2.Cl�ture partielle de l'arbre Nous utilisons à nouveau un par
ours en profondeur à maingau
he, une pile annexe et deux variables b1 et b2. Lors du par
ours, on empile les arêtes del'arbre. Lorsqu'on ren
ontre un bourgeon b, on tente de dépiler deux arêtes. Si la pile est vide, onfait b1  b2 et b2  b ; si la pile ne 
ontient qu'une arête, on dépile ; si la pile 
ontient deux arêtes,après les avoir dépilées, on 
rée une nouvelle arête 
orrespondant à la fermeture du bourgeon, puison l'empile. On s'arrête lorsqu'on retombe sur b1, 
e qui fait au plus deux tours. La 
arte obtenueest alors la 
l�ture partielle de l'arbre de départ, et les variables b1 et b2 
ontiennent les deuxbourgeons sur lesquels l'arbre peut être réenra
iné pour obtenir un arbre équilibré.Fin de la génération Il reste alors seulement à tirer à pile ou fa
e l'un des enra
inements,à 
réer deux nouveaux sommets, et à fermer les bourgeons sur le sommet adéquat. Tout 
elapeut naturellement être exé
uté en temps linéaire, et on obtient une triangulation 3-
onnexe à 2ntriangles 
hoisie uniformément.
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Chapitre 8
Digression autour de nn�2

On a vu au 
hapitre 1 que les fa
torisations minimales d'un grand 
y
le de Sn en produit detranspositions sont 
omptées par nn�2. Cette formule est omniprésente dans l'énumération desstru
tures étiquetées, à la manière des nombres de Catalan pour les stru
tures non étiquetées :mots de longueur n�2 sur [[1; n℄℄, bien sûr, ainsi que fa
torisations de grands 
y
les, mais égalementarbres de Cayley, 
haînes dans le treillis des partitions non 
roisées, 
ellules dans l'arrangementd'hyperplans de Shi (ou arrangement sandwi
h), 
on�gurations ré
urrentes du modèle du tas desable sur le graphe 
omplet... Les stru
tures énumérées par 
es nombres se retrouvent dans des
adres extrêmement variés. L'une de 
es familles semble faire une 
andidate naturelle pour le r�lede � représentant ar
hétypal � de nn�2 : il s'agit des suites de parking. Elles semblent 
onstituer unbon 
ompromis entre l'absen
e de stru
ture des mots et la trop grande spé
i�
ité de la plupart desautres familles 
itées, à l'ex
eption peut-être des arbres de Cayley. Pour appuyer 
ette a�rmation,nous présentons i
i, après avoir dé�ni et 
ompté les suites de parking, une bije
tion d'une extrêmesimpli
ité entre fa
torisations de grand 
y
le et suites de parking. La troisième se
tion de 
e
hapitre est 
onsa
rée à la des
ription d'une autre bije
tion mettant en jeu les suites de parking.Cette bije
tion, que j'ai exposée [103℄, avait en fait déjà été mise en éviden
e indépendammentpar L. H. Kalikow [82, 54℄.
8.1 Suites de parkingDéfinition 8.1 Soit E un ensemble totalement ordonné, possédant un plus petit élément. Pourtout entier i > 1 inférieur au 
ardinal de E, on note ei le i-ème élément de E, et Ei le sous-ensemblede E formé des i plus petits éléments de E.Soit n un entier. Une suite de parking de longueur n sur l'ensemble E est un mot �1 �2 : : : �nsur l'alphabet E tel que, pour tout i 2 [[1; n℄℄,jfj 2 [[1; n℄℄ j �j 2 Eigj > i:En l'absen
e de pré
ision 
ontraire, on supposera que E = N� , et don
, pour tout i > 1, ei = i etEi = [[1; i℄℄.



146 Chapitre 8. Digression autour de nn�2Cette terminologie s'explique par le fait que les suites de parking sont exa
tement les motspour lesquels un algorithme de ha
hage parti
ulier, 
ouramment appelé algorithme de parking,aboutit.Définition 8.2 On 
onsidère tout mot �1 : : : �n sur [[1; n℄℄ 
omme la liste des numéros des pla
esde parking désirées par les 
ondu
teurs de n voitures numérotées de 1 à n, et arrivant dans 
etordre dans un parking linéaire à n pla
es, également numérotées de 1 à n. L'algorithme de parking
onsiste à faire entrer les voitures dans l'ordre, et à garer la i-ème voiture en �i si la pla
e estino

upée, et dans la première pla
e libre au-delà sinon.L'algorithme réussit si toutes les voitures parviennent à se garer. On a immédiatement :Lemme 8.1 Soit �1 : : : �n un mot de [[1; n℄℄n ; l'algorithme de parking réussit sur �1 : : : �n si etseulement s'il s'agit d'une suite de parking.Exemple 8.1 La �gure 8.1 illustre 
et algorithme sur un parking à six pla
es, pour la suite derequêtes 3 1 3 5 4 1, qui est une suite de parking.1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6Figure 8.1 � Exemple d'exé
ution de l'algorithme de parking.Proposition 8.2 Soit n > 1. Le nombre de suites de parking de longueur n est (n+ 1)n�1.Démonstration. Il existe de nombreuses preuves de 
e résultat, mais la plus élégante est pro-bablement la suivante, attribuée à Polla
k [52℄, qui repose sur un argument de 
onjugaison. Consi-dérons non plus un parking linéaire à n pla
es, mais un parking 
ir
ulaire ave
 une pla
e supplé-mentaire numérotée n+ 1, ave
 un algorithme de parking adapté 
onsistant à tourner autour duparking à partir de la pla
e souhaitée jusqu'à la première pla
e libre, 
omme l'illustre la �gure 8.2.Toute suite de requêtes appartenant à [[1; n + 1℄℄n peut alors être satisfaite, et laisse exa
tementune pla
e libre. Le nombre de telles suites laissant une pla
e donnée libre ne dépend naturellementpas de la pla
e, et les suites de parking sont exa
tement 
elles qui laissent la pla
e supplémentairen+ 1 libre. Le nombre de suites de parking de longueur n est don
 :1n+ 1(n+ 1)n:



8.2 Bije
tion ave
 les fa
torisations minimales de (1 2 : : : n) 147En d'autres termes, 
haque 
lasse de �Z=(n+ 1)Z�n modulo (1; 1; : : : ; 1) 
ontient exa
tement unesuite de parking. �
Figure 8.2 � Exemple de parking 
ir
ulaire.

8.2 Bije
tion ave
 les fa
torisations minimales de (1 2 : : : n)Dans 
ette se
tion, pour toute fa
torisation en transpositions (�1; : : : ; �m) du grand 
y
le 
 =(1 2 : : : n) de Sn, on notera ai et bi les éléments permutés par la transposition �i, ave
 ai < bi.Nous proposons i
i une se
onde preuve bije
tive du théorème 1.3, reposant sur le théorème suivant :Théorème 8.1 Soit n > 1. Alors l'appli
ation qui à toute fa
torisation (�1; : : : ; �m) de (1 2 : : : n)en transpositions asso
ie le mot a1 a2 : : : am réalise une bije
tion entre l'ensemble des fa
torisa-tions minimales et 
elui des suites de parking de longueur n� 1.Démonstration. Nous allons raisonner par ré
urren
e ; le théorème est naturellement vrai pourn = 2, ou même n = 1. Considérons don
 n > 2, et supposons le théorème véri�é pour tout k < n.Montrons dans un premier temps que si (�1; : : : ; �n�1) est une fa
torisation minimale de(1 2 : : : n), alors a1 a2 : : : an�1 est une suite de parking. Il existe un élément k de [[1; n℄℄ qui n'esta�e
té que par l'une des transpositions, disons �j . Le (n�2)-uplet (�1; : : : ; �j�1; �j+1; : : : ; �n�1)est alors une fa
torisation minimale du 
y
le (1 2 : : : k�1 k+1 : : : n), qui est de longueur n� 1 ;par hypothèse de ré
urren
e, la suite a1 a2 : : : aj�1 aj+1 : : : an�1 est don
 une suite de parking delongueur n� 2 sur l'ensemble [[1; k � 1℄℄ [ [[k + 1; n℄℄. Or aj 6 k, don
 a1 a2 : : : an�1 est une suitede parking de longueur n� 1.La démonstration de la ré
iproque s'appuie sur le lemme suivant :Lemme 8.3 Soit E un ensemble totalement ordonné, et w1 : : : wn un mot sur l'alphabet E.Il existe un unique entier i tel que la restri
tion de w1 : : : wn à Ei soit une suite de parkingsur E de longueur i� 1.Démonstration. Il s'agit du plus petit indi
e i tel que la longueur de la restri
tion ~wide w1 : : : wn à Ei soit i � 1. En e�et, par minimalité de i, au
un entier j < i ne satisfaitla 
ondition de longueur ; d'autre part, puisque j ~wij < i, au
un entier j > i ne satisfait la
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ondition de parking ; en�n, si j < i, alors par minimalité de i et 
roissan
e de la fon
tionk 7! j ~wkj, j ~wj j > j, 
e qui assure que ~wi est une suite de parking. �Étant donné une suite de parking a1 a2 : : : an�1, il existe d'après le lemme un unique b1 telque la restri
tion de a2 : : : an�1 à [[a1 + 1; b1℄℄ soit une suite de parking de longueur b1 � a1 � 1.La restri
tion de a2 : : : an�1 à [[1; a1℄℄[ [[b1+1; n℄℄ est alors également une suite de parking sur 
etensemble, de longueur n�b1+a1�1. Par hypothèse de ré
urren
e, 
ha
une de 
es suites 
orrespondà une unique fa
torisation minimale de (a1+1 : : : b1) et de (1 : : : a1 b1+1 : : : n) respe
tivement. Onpeut don
 
onstruire par ré
urren
e l'unique fa
torisation minimale (�1; : : : ; �n�1) de (1 2 : : : n)telle que, pour tout i, �i = (ai; bi) ave
 ai < bi. �Exemple 8.2 Considérons la suite de parking a = 31 4 1 3 2 6 4, de longueur 8 ; a1 = 3, et lelemme donne �1 = (3 7), d'où la dé
omposition suivante :1. d'une part, la suite de parking 4 6 4 sur l'ensemble f4; 5; 6; 7g ; en itérant le pro
édé, onobtient �3 = (4 5), puis �7 = (6 7) et en�n �8 = (4 6) ;2. d'autre part, la suite de parking 1 1 3 2 sur l'ensemble f1; 2; 3; 8; 9g ; d'où �2 = (1 8), puis,d'une part, �4 = (1 9), et d'autre part �5 = (3 8) puis �6 = (2 3).On obtient don
 �nalement :�8 �7 : : : �2 �1 = (4 6) (6 7) (2 3) (3 8) (1 9) (4 5) (1 8) (3 7)dont on véri�e qu'il s'agit e�e
tivement d'une fa
torisation du 
y
le (1 2 3 4 5 6 7 8 9). Ontrouvera �gure 8.3 l'arbre plan 
orrespondant.9 1 8 3 27 6 4 54 2 5 61 7 8 3
Figure 8.3 � Arbre de la fa
torisation obtenue à l'exemple 8.2.

8.3 Bije
tion ave
 les 
ouples admissibles de permutationsQueues de priorité et 
ouples admissibles Nous dé�nissons i
i une nouvelle famille énu-mérée par les nombres de Cayley, 
elle des 
ouples admissibles de permutations. Pour 
ela, nousintroduisons une méthode de tri reposant sur l'utilisation d'une stru
ture de données parti
ulière :Définition 8.3 Une queue de priorité est une stru
ture de données supportant les opérationsd'insertion (i) et de suppression du minimum (s).Un tri par queue de priorité est un mot de parenthèses sur l'alphabet fi; sg de longueur 2n,qui transforme un mot entrée � de longueur n sur un alphabet ordonné en un mot sortie � demême longueur et de même valuation en 
haque lettre.



8.3 Bije
tion ave
 les 
ouples admissibles de permutations 149Un 
ouple de mots (�; �) sur un alphabet ordonné est dit admissible s'il existe un tri par queuede priorité transformant � en � .Exemple 8.3 � = 63 1 5 8 4 9 7 2 i i s i s i i s i s s s i i s i s s � = 31 5 4 6 8 7 2 9.On pourra se reporter à [5, 6, 7, 55℄ pour plus de détails sur les 
ouples admissibles, notammentles 
ouples admissibles de permutations. En parti
ulier, un résultat 
lassique est que la 
l�turetransitive de la relation d'admissibilité pour les permutations est l'ordre faible de Bruhat1. Lerésultat qui nous intéresse i
i est énumératif : l'ensemble des 
ouples admissibles d'éléments de Sna pour 
ardinal nn�2. On 
onnaît en parti
ulier des bije
tions entre paires admissibles et arbresde Cayley. Nous allons i
i montrer 
e résultat en établissant une bije
tion entre paires admissibleset suites de parking.Un se
ond algorithme de parking L'algorithme de parking dé
rit pré
édemment dé�nit pour
haque suite de parking � de longueur n une permutation appartenant à Sn, en asso
iant à 
haquenuméro de pla
e le numéro de la voiture qui s'y gare. Nous allons maintenant dé�nir un se
ondalgorithme, menant à un agen
ement en général di�érent des voitures dans le parking.Définition 8.4 L'algorithme de parking sauvage 
onsiste à faire entrer les voitures dans l'ordre,et à garer la i-ème voiture en ai, en dé
alant d'une pla
e les voitures garées en ai; : : : ; ai + k � 1,où k est le plus petit entier tel que ai + k soit libre.1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6Figure 8.4 � Exemple d'exé
ution de l'algorithme de parking sauvage.La �gure 8.4 illustre 
et algorithme sur la même entrée que la �gure 8.1. Pour lever touteambiguïté, on se référera dorénavant au premier algorithme 
omme à l'algorithme de parking
ivilisé. Le lemme suivant est immédiat :Lemme 8.4 Lors de l'exé
ution en parallèle des deux algorithmes de parking sur une même entrée,à 
haque étape, l'ensemble des pla
es va
antes est le même pour les deux algorithmes.En 
onséquen
e :1
'est-à-dire l'ordre (partiel) dé�ni par la relation d'in
lusion des ensembles d'inversions



150 Chapitre 8. Digression autour de nn�2Lemme 8.5 Soit �1 : : : �n un mot de [[1; n℄℄n ; l'algorithme de parking sauvage réussit sur �1 : : : �nsi et seulement s'il s'agit d'une suite de parking.
La bije
tionnotation 8.5 Pour toute suite de parking � de longueur n, on note �� (resp. ��) la permutationde Sn représentant l'agen
ement des voitures dans le parking après l'exé
ution de l'algorithmede parking sauvage (resp. 
ivilisé) ave
 l'entrée �. On note ' l'appli
ation qui à toute suite deparking � asso
ie le 
ouple de permutations (�� ; ��).Exemple 8.4 Si n = 6 et � = 3 1 3 5 4 1 (exemple 
orrespondant aux �gures 8.1 et 8.4), alors :�� = 6 2 3 5 1 4 et �� = 2 6 1 3 4 5:Nous allons montrer la propriété suivante, qui fournit une démonstration bije
tive de la formuled'énumération des 
ouples de permutations admissibles :Proposition 8.6 L'appli
ation ' réalise une bije
tion de l'ensemble de suites de parking de lon-gueur n sur l'ensemble des 
ouples admissibles de permutations de Sn.La démonstration de 
ette proposition repose sur les quelques lemmes suivants :Lemme 8.7 L'appli
ation ' est inje
tive.Démonstration. C'est une 
onséquen
e immédiate du lemme 8.4 : en e�et, 
onnaissant l'étatdes deux parkings à l'issue d'une étape i, l'empla
ement de i dans le parking sauvage déterminela requête �i, tandis que son empla
ement dans le parking 
ivilisé détermine l'empla
ement passéde l'état va
ant à l'état o

upé au 
ours de l'étape i. L'état des parkings à l'étape i� 1 peut don
être re
onstitué. �Lemme 8.8 Pour toute suite de parking �, '(�) est un 
ouple admissible.Démonstration. Remarquons tout d'abord que, pour tout i, �p(i) est le plus petit élément del'ensemble ��1([[1; i℄℄) n f�1; : : : ; �i�1g:Considérons maintenant, pour tout entier i > 1, le plus 
ourt pré�xe wi de �� 
ontenant l'en-semble ��1([[1; i℄℄), et xi la plus petite lettre autre que x1; : : : xi�1 apparaissant dans wi. Alorsné
essairement xi appartient à l'image ré
iproque de [[1; i℄℄ par �.On peut don
 trier �� en �� à l'aide d'une queue de propriété en appliquant le pro
essus
onsistant, avant la i-ème opération s, à e�e
tuer su�samment d'opérations i pour insérer dans



8.3 Bije
tion ave
 les 
ouples admissibles de permutations 151la queue les éléments de ��1([[1; i℄℄) qui ne s'y trouvent pas en
ore. �La preuve de l'inje
tivité de ' (lemme 8.7) dé
rit l'appli
ation ré
iproque : elle 
onsiste, étantdonné un 
ouple de permutations (�; �) appartenant à Sn, à é
rire � = �n�
 et � = Æn", ave
j
j = j"j, et à itérer sur les 
ouples (��; Æ) et (
; "). Cette 
onstru
tion est dé�nie dès que �� etÆ, d'une part, et 
 et ", d'autre part, ont le même support. Ce qui est le 
as si (�; �) est une paireadmissible. �





Chapitre 9
Une généralisation : les multisuitesde parkingLe texte de 
e 
hapitre reprend 
elui de [36℄, dans lequel nous proposons une généralisation dessuites de parking. De manière assez amusante, nous faisons i
i également appel à un argument de
onjugaison sur des langages de �ukasiewi
z pour leur énumération. Nous étendons la 
orrespon-dan
e entre suites de parking et arbres de Cayley, via le modèle du tas de sable. En revan
he, nousn'avons malheureusement pas trouvé d'interprétation de 
es suites en termes de fa
torisations depermutations.
9.1 Introdu
tionSin
e parking fun
tions were introdu
ed more than thirty years ago in the 
ontext of hashingalgorithm analysis [91, 92℄, they gained a preponderant pla
e in 
ombinatori
s of labelled obje
ts.As shown by the elegant proof due to Polla
k (see [52℄), they are enumerated by Cayley numbersnn�2, that play towards labelled obje
ts the same role as Catalan numbers 1n+1�2nn � towardsunlabelled ones : parking fun
tions 
an a
tually be 
onsidered as a labelled version of Dy
k paths.Many bije
tions are now known between parking fun
tions and 
ombinatorial obje
ts su
h asCayley trees, fa
torizations of a 
ir
ular permutation as a minimal produ
t of transpositions inSn, maximal 
hains in the latti
e of non
rossing partitions [47, 54℄, or 
ells in the Shi hyperplanearrangement [117, 118℄. More re
ently, parking fun
tions were found to be also useful in algebrai

ombinatori
s [67℄.Among the many de�nitions of parking fun
tions, we use the following one : a parking fun
tionof length n is a sequen
e u = u1 u2 : : : un of n non-negative integers su
h that there existsa permutation � = �1 �2 : : : �n in Sn(stri
tly) larger than u (whi
h we denote � > u), i.e.satisfying, for any index i, �i > ui. This permutation � will be said to be a 
erti�
ate for u. Forinstan
e, 3 0 1 3 1 is a parking fun
tion sin
e the permutation 4 1 2 5 3 is a 
erti�
ate for it ; onthe other hand, 0 3 2 3 2 is not a parking fun
tion.



154 Chapitre 9. Une généralisation : les multisuites de parkingThis terminology is motivated by the following greedy parking algorithm, whi
h helps to explainin everyday words the notion of open adressing. Consider a one-way road with n parking slotsnumbered 0 through n� 1 ; n 
ars arrive one at a time at the head of the road, that plan to parkalong this road. Ea
h driver has a preferred parking pla
e in mind, to whi
h he pro
eeds. He parksthere if it is free, but otherwise he has to drive ahead and park in the next empty slot.Example 9.1 Let n = 8. Consider a situation in whi
h the 4 �rst 
ars are parked in pla
es 0, 2,3 and 6, and suppose that 
ar number 5 tries to park in pla
e 2 ; unfortunately, pla
es 2 and 3 areo

upied, so it has to drive ahead up to pla
e 4.
The algorithm su

eeds if ea
h driver �nds a parking pla
e, and fails otherwise. Parking fun
-tions are exa
tly the preferen
e fun
tions for whi
h the parking algorithm su

eeds.It was observed in [37℄ that there is a very simple bije
tion between parking fun
tions of lengthn and some assignments of values to the verti
es of the 
omplete graph Kn+1 
alled re
urrent
on�gurations in the sandpile model [44℄ introdu
ed in statisti
al physi
s and 
onsidered by some
ombinatorialists as the 
hip �ring game [16℄. Sin
e re
urrent 
on�gurations may be de�ned forany graph in whi
h a vertex is distinguished as the sink, it seems reasonable to examine re
urrent
on�gurations of other families of graphs. The �rst one whi
h 
omes in mind is that of the 
ompletek � partite graphs, but 
hoosing a sink breaks symmetry ; hen
e we 
onsider the family of 
omplete(k + 1) � partite graphs of type Kp1;p2;:::;pk;1, the lonely vertex being the sink.It turns out that 
orresponding 
on�gurations have many similarities with parking fun
tions,and 
an a
tually be 
onsidered as a generalization of them. These (p1; : : : ; pk) � parking fun
-tions are k-tuples (u1; : : : ; uk) of sequen
es of non-negative integers satisfying some 
ombinatorial
onditions whi
h are detailed below.Sin
e general 
ase is not substantially di�erent, we 
on
entrate on the parti
ular 
ase k = 2for the sake of readability. We prove that the number of (p; q) � parking fun
tions is(p+ q + 1)(p+ 1)q�1(q + 1)p�1;and that the number of in
reasing ones is the Narayana number1n+ 1 �n+ 1p � �n+ 1q �where n = p+ q.The paper is organized as follows : we �rst de�ne (p; q) � parking fun
tions in an elementaryway without any referen
e to the sandpile model and give some 
hara
terizations of them. Were
all some simple fa
ts about the physi
al model and indi
ate the s
heme of a possible proof forthe enumerative result. Then, we use 
onjuga
y on 
ertain words to obtain dire
tly this result.



9.2 Definition 155Finally, we extend it to the 
ase of in
reasing (p; q) � parking fun
tions. Afterwards, we state the
orresponding results in the general 
ase of k � partite parking fun
tions. Some perspe
tives forfuture investigations are suggested at the end of the paper.9.2 De�nitionWe �rst give some notations and 
onventions whi
h we adopt throughout the paper. Let p andq be two positive integers, and n = p+ q ; for any 
ouple (a; b) of integers su
h that a 6 b, [[a; b℄℄denotes the set of integers between a and b :[[a; b℄℄ = fxja 6 x 6 bg:A (p; q) � sequen
e is a pair (u; v) of sequen
es of non-negative integers with respe
tive lengthsp and q su
h that 8i 2 [[1; p℄℄; ui 2 [[0; q℄℄ and 8j 2 [[1; q℄℄; vj 2 [[0; p℄℄:Their set is denoted Sp;q .We de�ne a partial order 4 on pairs of sequen
es of respe
tive lengths p and q : for any twosu
h pairs (u; v) and (u0; v0), (u; v) 4 (u0; v0) if for all indi
es i and j, ui 6 u0i and vj 6 v0j .As the set Pn of parking fun
tions, we de�ne the set Pp;q of (p; q) � parking fun
tions as anideal for some order (here 4), determined by its maximal elements. These 
an be des
ribed thanksto permutations in Sp+q . Let us asso
iate to any permutation � = �1 �2 : : : �n in Sn a (p; q) �sequen
e (x� ; y�) (somewhat similar to its inversion table) : for any index i 6 p, let xi denote thei-th letter of x� ; then xi is the number of letters less than �i among the q last ones of �, and forany index j 6 q, the j-th letter yj of y� is the number of letters less than �p+j among the p �rstones of �. More formally, 8i 6 p; xi = ��f1 6 j 6 q j �p+j < �ig��and 8j 6 q; yj = ��f1 6 i 6 p j �i < �p+jg��:Example 9.2 Let p = 5, q = 4, and � = 3 6 5 2 8| {z }p 4 1 9 7| {z }q :For any i 6 5, xi is the number of elements less than �i in f4; 1; 9; 7g, and symmetri
ally for theyj 's. Hen
e (x� ; y�) = (1 2 2 1 3; 2 0 5 4). Remark that � is not uniquely determined by (x� ; y�),sin
e, for instan
e, if � = 2 5 6 3 8 4 1 9 7, then (x� ; y� ) = (x� ; y�).Definition 9.1 A (p; q) � sequen
e (u; v) is a (p; q) � parking fun
tion if there exists a permutation� in Sp+q su
h that (u; v) 4 (x� ; y�). We say that the permutation � is a 
erti�
ate for (u; v).There is a more intuitive way to introdu
e (p; q) � parking fun
tions, translating the de�nitioninto a parking quiz. Suppose that p blue 
ars and q red ones have to park in a one-way street



156 Chapitre 9. Une généralisation : les multisuites de parkingwith n parking slots. Ea
h driver i of a blue 
ar asks to have at least ui red ones parked beforehim and ea
h driver j of a red 
ar asks to have at least vj blue ones parked before him. The(p; q) � sequen
e (u; v) is a (p; q) � parking fun
tion if there exists a parking that satis�es all thewishes of the drivers.Example 9.3 (0 0 1 2 2; 0 2 3 5) is a (5; 4) � parking fun
tion, sin
e the following parking suits.
The following remark is elaborated on in Se
tion 9.6 :Remark 9.1 Pp;q is invariant under the a
tion of Sp�Sq on (p; q) � sequen
es. This means that
orresponding unlabelled obje
ts exist, whose set is isomorphi
 to that of in
reasing (p; q) � parkingfun
tions.

9.3 Chara
terization9.3.1 In terms of parking fun
tionsWe show in what way (p; q) � parking fun
tions themselves 
an be 
onsidered as a generalizationof usual parking fun
tions. We �rst give a straightforward 
riterion for 
he
king whether (u; v) isa (p; q) � parking fun
tion.Let u = u1 u2 : : : up be an integer sequen
e. The rank fun
tion of u is the mapping�u : ( [[1; p℄℄ �! Ni 7�! ��f1 6 j 6 p j uj < uig��+ ��f1 6 j < i j uj = uig��i.e. for any index i, �u(i) is the number of indi
es j su
h that either ui > uj or j < i and uj = ui.Hen
e �u is su
h that the numbers ui + �u(i) are all distin
t and satisfy8i; j 6 p; ui < uj =) ui + �u(i) < uj + �u(j):Let ~u be the sequen
e of length p whose i-th element is ui + �u(i). Then, on the one hand,�~u(i) = ��f1 6 j 6 p j ~uj < ~uig�� for any index i, and on the other hand, �u = �~u.Example 9.4 If u = 4 0 3 4 2, then �u = 3 0 2 4 1 and ~u = 7 0 5 8 3.Proposition 9.2 A (p; q) � sequen
e (u; v) is a (p; q) � parking fun
tion if and only if the 
on
a-tenation of the sequen
es ~u and ~v is a parking fun
tion.Proof. Let w = ~u � ~v, i.e. w1 : : : wp = ~u and wp+1 : : : wp+q = ~v. Let � = �1 �2 : : : �n be a



9.3 Chara
terization 157permutation in Sn satisfying the following monotony 
ondition :8i; j 6 n; wi < wj =) �i < �j :We prove that � is a 
erti�
ate for w if and only if it is a 
erti�
ate for (u; v).Consider indeed its asso
iated (p; q) � sequen
e (x� ; y�), and let x� = x1 : : : xp. Then, for anyi 2 [[1; p℄℄, xi = ��f1 6 j 6 q j �p+j < �ig��. On the other hand,�u(i) = �~u(i) = ��f1 6 k 6 p j wk < wig�� = ��f1 6 k 6 p j �k < �ig��:Sin
e � is a permutation, it implies that xi + �u(i) = �i � 1; hen
e :8i 2 [[1; p℄℄; xi � ui = �i � 1� wi:Symmetri
ally, let y� = y1 : : : yq. For all j 2 [[1; q℄℄, yj � vj = �p+j � 1� wp+j . Hen
e w < � ifand only if (u; v) 6 (x� ; y�).To end the proof, just observe that any parking fun
tion or (p; q) � parking fun
tion has amonotonous 
erti�
ate, hen
e this 
ondition on � is not restri
tive. �A 
orollary of this Proposition is that the set of parking fun
tions may be 
onsidered as thediagonal of the set of bipartite parking fun
tions :Proposition 9.3 A sequen
e u = u1 u2 : : : un is a parking fun
tion if and only if (u; u) is an(n; n) � parking fun
tion.Proof. Clearly if u is a parking fun
tion, it is 
erti�ed by the bije
tion i 7! �u(i) + 1. Hen
e asequen
e u is a parking fun
tion if and only if, for any i 2 [[1; n℄℄, ui 6 �u(i), i.e. if and only if, forany i 2 [[1; n℄℄, ~ui 6 2�u(i).Let w be the square of ~u for 
on
atenation. Remark that ~u is a sequen
e of n distin
t elements,with rank fun
tion �u. So w has rank fun
tion �w given by :8i 2 [[1; n℄℄; �w(i) = 2�u(i) and �w(n+ i) = 2�u(i) + 1:A

ording to the above arguments, w is a parking fun
tion if and only if wn+i = wi 6 2�u(i) forany i 2 [[1; n℄℄, whi
h gives the result. �9.3.2 In terms of �ukasiewi
z languagesWe de�ne a mapping ' from the set of (p; q) � sequen
es Sp;q into the free monoid over thealphabet A = fa; bg � fa; bg, and give a ne
essary and su�
ient 
ondition on '(u; v) for (u; v) tobe a (p; q) � parking fun
tion.More pre
isely, let (u; v) be a (p; q)-sequen
e ; then '(u; v) = ('q(u); 'p(v)), where 'q(u) is aword on the alphabet fa; bg with p o

urren
es of a and q + 1 of b de�ned in the following way :
onsider the in
reasing rearrangement ~u of u, then 'q(u) is su
h that the i-th o

urren
e of theletter a in it is pre
eded by ~ui o

urren
es of b ; 'p(v) is de�ned symmetri
ally.



158 Chapitre 9. Une généralisation : les multisuites de parkingExample 9.5 '(1 5 0 2; 4 0 3 4 2) = (abababbbab; abbababaab).Observe that the positions of the o

urren
es of a in 'q(u) and 'p(v) are the elements of ~u and ~vrespe
tively.Both words 'q(u) and 'q(v) have length p+ q + 1. Hen
e we may 
onsider '(u; v) as a wordon the alphabet A = f(a; a); (b; a); (a; b); (b; b)g. For any word w in A� and any letter (x; y) 2 A,jwj and jwj(x;y) denote respe
tively the length of w and the number of o

urren
es of (x; y) in w.We de�ne :jwja = 2jwj(a;a) + jwj(a;b) + jwj(b;a) = jwj + jwj(a;a) � jwj(b;b)jwjb = 2jwj(b;b) + jwj(a;b) + jwj(b;a) = jwj + jwj(b;b) � jwj(a;a):Then j'(u; v)ja = p+ q and j'(u; v)jb = p+ q + 2.We de�ne a morphism � from A� to Z by setting :�(a; a) = 1�(a; b) = �(b; a) = 0�(b; b) = �1With this notation, �('(u; v)) = j'(u; v)j(a;a) � j'(u; v)j(b;b) = �1:Proposition 9.4 The pair (u; v) is a (p; q) � parking fun
tion if and only if '(u; v) satis�es thefollowing 
ondition :�(w) > 0 for any fa
torization '(u; v) = ww0 su
h that w0 6= ";i.e. if and only if '(u; v) belongs to the (�ukasiewi
z) language L de�ned by the equationL = (a; a) � L2 + (a; b) � L+ (b; a) � L+ (b; b);where + denotes union and � 
on
atenation.(For generalities about �ukasiewi
z languages, see [96℄).Observe that, for any word w in A�, �(w) > 0 if and only if jwja > jwjb, or equivalentlyjwja > jwj.Proof. By Proposition 9.2, (u; v) is a (p; q) � parking fun
tion if and only if ~u � ~v is a parkingfun
tion. Let i 6 p+ q, and w be the pre�x of length i of '(u; v). There are as many o

urren
esof a in w as elements less than or equal to i in ~u � ~v :jwja = jfj j ~uj 6 igj + jfj j ~vj 6 igj= jfj j (~u � ~v)j 6 igjBut ~u � ~v is a parking fun
tion if and only if jfj j (~u � ~v)j 6 igj > i, that is, if and only ifjwja > i = jwj:But this means exa
tly �(w) > 0. �



9.4 Sandpiles on Kp;q;1 1599.4 Sandpiles on Kp;q;1The sandpile model is de�ned as an evolution pro
ess on the 
on�gurations of a graph, i.e. onthe mappings from the set of verti
es of a graph into N. We 
onsider here the graph Kp;q;1 and weshow that (p; q) � parking fun
tions 
orrespond to the re
urrent 
on�gurations of this model. Thisgives a proof for their enumeration.The 
omplete tripartite graph Kp;q;1 has three subsets of verti
es of respe
tive sizes p, q and 1,X = fx1; x2; : : : ; xpg, Y = fy1; y2; : : : ; yqg, and fzg, and its set of edges is(X � Y ) [ (fzg � (X [ Y )) :Figure 9.1 represents the tripartite graph K5;4;1.x1 x2 x3 x4 x5
y1 y2 y3 y4z

Figure 9.1 � The tripartite graph K5;4;1.A 
on�guration of this graph is an assignment of non-negative integers to ea
h vertex in X[Y .Hen
e a 
on�guration is a pair (u; v) of sequen
es of respe
tive lengths p and q. The integer ui(resp. vj) may be 
onsidered as a number of grains of sand lying in vertex xi (resp. yj).A toppling of vertex xi 2 X o

urs if ui > q ; in that 
ase, the new 
on�guration (u0; v0) is su
hthat :- u0i = ui � q � 1;- 8k 6 p; k 6= i =) u0k = uk;- 8j 6 q; v0j = vj + 1:The missing grain of sand is supposed to have fallen in the sink z. A toppling of vertex yj 2 Y isde�ned similarly.Example 9.6 Figure 9.2 represents two su

essive topplings on K3;2;1 (for 
onvenien
e's sake, thesink z has been omitted).Definition 9.2 A 
on�guration (u; v) is stable if no vertex 
an topple, i.e. if (u; v) is a (p; q) �sequen
e. A stable 
on�guration (u; v) is re
urrent if it 
an be obtained by a sequen
e of topplingsfrom a 
on�guration (u0; v0) su
h that, for any i 6 p, u0i > q, and for any j 6 q, v0j > p.



160 Chapitre 9. Une généralisation : les multisuites de parking4 0 13 1 1 0 14 2 2 1 20 2Figure 9.2 � Two topplings on the tripartite graph K3;2;1.Proposition 9.5 A 
on�guration (u; v) is re
urrent if and only if the pair (u0; v0) de�ned by :8i 6 p; u0i = q � ui and 8j 6 q; v0j = p� vjis a (p; q) � parking fun
tion.Proof. We use a 
hara
terization due to D. Dhar [44℄ of re
urrent 
on�gurations. In the 
aseof Kp;q;1, the 
riterion 
laims that (u; v) is re
urrent if and only if the addition of 1 to ea
h uiand ea
h vj leads to a sequen
e of topplings in whi
h ea
h vertex topples exa
tly on
e. It is easyto verify that the order in whi
h the verti
es topple gives a permutation whi
h is a 
erti�
ate for(u0; v0) and vi
e versa. �Majumdar and Dhar [45℄ have also shown that re
urrent 
on�gurations on a graph are in one-to-one 
orresponden
e with its spanning trees. This supplies a proof of the enumeration formulaannoun
ed in Se
tion 9.1, either by using known results on the number of spanning trees ofmultipartite graphs or by reproving them by arguments along the lines of Joyal's method [81, 93℄for Cayley's formula. We do not detail this proof sin
e we give another one in the next Se
tion,that has the advantage of providing also a proof for the enumeration of in
reasing (p; q) � parkingfun
tions.9.5 Enumeration by 
onjuga
yIn order to enumerate (p; q) � parking fun
tions, we establish a relationship between 
onjuga
yon words and 
onjuga
y on integer sequen
es, then we use a generalization due to L. Chottin ofthe so-
alled 
y
li
 lemma [31℄.Re
all that two words w and w0 are 
onjugates if w = w1w2 and w0 = w2w1. Let " denote theempty word, then any word w has jwj fa
torizations w = w1w2 su
h that w1 6= ", whi
h we 
allproper fa
torizations in the sequel. Hen
e it has at most jwj 
onjugates (one of whi
h is equal tow, for w2 = "). The number of di�erent 
onjugates of w divides jwj and ea
h 
onjugate is due tothe same number of distin
t fa
torizations (see [96, p. 8℄).We de�ne a related notion of 
onjuga
y for integer sequen
es :Definition 9.3 Let u = u1 u2 : : : up be an integer sequen
e su
h that for any index i, 0 6 ui 6 q,and let k belong to [[0; q℄℄. The k-th q � 
onjugate of u is the sequen
e skq (u) de�ned by :8i 2 [[1; p℄℄; skq (u)i = ui + k mod q + 1:



9.5 Enumeration by 
onjuga
y 161We denote by ~skq (u) the in
reasing rearrangement of skq (u). Observe that the q+1 q � 
onjugatesof a sequen
e are all di�erent, but this is not the 
ase for the sequen
es ~skq (u). However, ea
hin
reasing q � 
onjugate 
orresponds to the same number of q � 
onjugates of u.Proposition 9.6 The mapping 'q indu
es a bije
tion between q � 
onjugates of u and properfa
torizations w1w2 of 'q(u) su
h that w1 ends with a letter b (and realizes a bije
tion betweenin
reasing q � 
onjugates of u and 
onjugates of 'q(u) ending with a letter b).Proof. Let w = 'q(u), then for any k in [[0; q℄℄, there is a unique fa
torization w = w1w2 su
hthat w1 ends with a b and jw2jb = k. Clearly 'q �skq (u)� = w2w1: �Definition 9.4 Let (u; v) be a (p; q) � sequen
e ; its 
onjugates are the pairs (siq(u); sjp(v)), for alli and j in [[0; q℄℄ and [[0; p℄℄ respe
tively.The following Proposition is a spe
ial 
ase of Theorem 4.2 of [31℄. We give its proof for thesake of 
ompleteness.Proposition 9.7 For any pair (w0; w00) of words in fa; bg� su
h that jw0ja = q, jw00ja = p andjw0j = jw00j = p+ q + 1, there exist exa
tly p+ q + 1 ways of properly fa
torizing w0 and w00 intow01w02 and w001w002 so that (w02w01; w002w001 ) belongs to L.Proof. There are (p + q + 1)2 pairs of proper fa
torizations of w0 and w00, whi
h we gather inp+ q + 1 
lasses with respe
t to the value of jw01j � jw001 jmod p+ q + 1. Ea
h 
lass is 
onstitutedof one pair of the type w = (w01"; w001w002 ) and its fa
torizations as a word of A�. The 
y
li
 lemmadue to A. Dvoretzky and Th. Motzkin [46℄, sometimes attributed to G. N. Raney) 
laims thatthere is only one proper fa
torization w1w2 of w su
h that w2w1 belongs to L. Sin
e ea
h 
lass
orresponds to a di�erent word w and sin
e there are p+ q + 1 
lasses, this ends the proof. �Note that only (p + 1)(q + 1) among the (p+ q + 1)2 ways of properly fa
torizing w0 and w00are su
h that both w01 and w001 end with a letter b. Moreover, any of the p+ q + 1 de
ompositionswhose existen
e is 
laimed by Proposition 9.7 satis�es this 
ondition.Theorem 9.1 Exa
tly (p + q + 1) among the (p + 1)(q + 1) 
onjugates of any (p; q) � sequen
e(u; v) are (p; q) � parking fun
tions.Proof. Ea
h 
onjugate of (u; v) 
orresponds to a di�erent way of properly fa
torizing 'q(u) and'p(v) into w01w02 and w001w002 so that w01 and w001 end with a b. By Proposition 9.7, exa
tly p+ q+1of them are su
h that (w02w01; w002w001 ) belongs to L, and by Proposition 9.4, this is the 
onditionfor (u; v) to be a (p; q) � parking fun
tion. �Corollary 9.8 The number of (p; q) � parking fun
tions is(p+ q + 1) (p+ 1)q�1 (q + 1)p�1:



162 Chapitre 9. Une généralisation : les multisuites de parkingProof. The ratio of (p; q) � parking fun
tions among the (p + 1)q(q + 1)p (p; q) � sequen
es isp+ q + 1(p+ 1)(q + 1) by Theorem 9.1. �
9.6 In
reasing (p; q) � parking fun
tionsA (p; q) � sequen
e (u; v) is in
reasing if, for all i < p and j < q, ui 6 ui+1 and vj 6 vj+1. Theset Ip;q of in
reasing (p; q) � parking fun
tions 
learly 
onstitutes a system of representatives ofthe orbits of the a
tion of Sp �Sq on Pp;q.In this se
tion we give two di�erent proofs of the following result :Proposition 9.9 The number of in
reasing (p; q) � parking fun
tions isp+ q + 1(p+ 1)(q + 1) �p+ qp � �p+ qq �:Note that these numbers are usually known as Narayana's numbers and have many interpretations.For instan
e, they enumerate plane trees with n + 2 verti
es and p + 1 leaves, or non
rossingpartitions of [[1; n+ 1℄℄ into p+ 1 blo
ks.The �rst proof is an adaptation of Polla
k's one for 
ounting parking fun
tions :Proof 1. Consider a 
ir
ular parking lot with p + q + 1 slots numbered 
lo
kwise 0 to p + q.The 
orresponding parking algorithm is similar to the usual one, ex
ept that preferen
e p + q isallowed and treated like any other : if slot p+ q is o

upied, the 
ar moves 
lo
kwise to the �rstempty slot.

The mapping (u; v) 7! ~u � ~v realizes a one-to-one 
orresponden
e between Ip;q and sequen
esw of length p+ q su
h that :- 8i 6 p+ q; 0 6 wi 6 p+ q,- 8i < p+ q; i 6= p =) wi < wi+1,- the parking pro
ess leaves slot number p+ q uno

upied.Clearly for any preferen
e fun
tion satisfying the two �rst 
onditions, one slot is left empty,and by symmetry there are exa
tly as many sequen
es with a given empty slot as with any other.



9.7 Generalization 163Hen
e the number of in
reasing (p; q) � parking fun
tions is1p+ q + 1 �p+ q + 1p � �p+ q + 1q �;whi
h is of 
ourse equal to the expe
ted result. �The se
ond proof shows that this result is also a straightforward 
onsequen
e of Theorem 9.1 :Proof 2. Consider 
lasses of Sp;q 
losed by 
onjuga
y and by the a
tion of Sp �Sq. Let C beone of these 
lasses ; C is a disjoint union of orbits under the a
tion of Sp �Sq . All these orbitshave the same 
ardinality, sin
e the a
tion of an element of Sp�Sq is the same on all 
onjugatesof a sequen
e, and ea
h one 
ontains exa
tly one in
reasing (p; q) � sequen
e. Moreover, either allelements of a given orbit are (p; q) � parking fun
tions or none of them is. Hen
e, in C, the ratio ofin
reasing (p; q) � parking fun
tions among the in
reasing (p; q) � sequen
es is equal to the ratio of(p; q) � parking fun
tions among (p; q) � sequen
es. Finally, sin
e C is a disjoint union of 
onjuga
y
lasses in whi
h the ratio of (p; q) � parking fun
tions is the same (by Theorem 9.1), the ratio ofin
reasing (p; q) � parking fun
tions among the in
reasing (p; q) � sequen
es in C, is equal top+ q + 1(p+ 1)(q + 1) :Sin
e this is true for any 
lass C, their ratio among the total number of in
reasing (p; q) � sequen
esis the same. But the number of in
reasing (p; q) � sequen
es is�p+ qp � �p+ qq �;thus ending the proof. �Remark that another generalization of parking fun
tions 
alled k � valet fun
tions is de�ned in[54℄, whose parti
ular 
ase k = 2 is isomorphi
 to in
reasing (p; q) � parking fun
tions.9.7 GeneralizationIt is natural to introdu
e the set Pp1;p2;:::;pk of (p1; p2; : : : ; pk) � parking fun
tions in a similarway as (p; q) � parking fun
tions by dividing the elements of a permutation into k intervals insteadof two.We adopt the following notations : let n and k be two positive integers, and (p1; : : : ; pk) be a
omposition of n into k parts, i.e. a k-tuple of positive integers su
h that p1 + � � �+ pk = n. Forany i 2 [[1; k℄℄, let qi = n� pi.A (p1; : : : ; pk) � sequen
e is a k-tuple (u(1); : : : ; u(k)) of integer sequen
es with respe
tive lengthsp1; : : : ; pk and su
h that 8i 2 [[1; k℄℄; 8j 2 [[1; pi℄℄; 0 6 u(i)j 6 qi:For any permutation � = �1 : : : �n 2 Sn, let x� = (x(1); : : : ; x(k)) be the (p1; : : : ; pk) � sequen
esu
h that, for any i 2 [[1; k℄℄ and any j 2 [[1; pi℄℄,x(i)j = ��f1 6 k 6 n j k 62 [[�i�1 + 1; �i℄℄ and �k < ��i�1+jg��;



164 Chapitre 9. Une généralisation : les multisuites de parkingwhere �0 = 0 and, for any i 2 [[1; k℄℄, �i = p1 + � � �+ pi.Example 9.7 Let k = 3, (p1; p2; p3) = (3; 2; 4), and � = 3 6 5| {z }p1 2 8|{z}p2 4 1 9 7| {z }p3 .Then x� = (2 3 3; 1 6; 2 0 5 4):Definition 9.5 A (p1; : : : ; pk) � sequen
e u is a (p1; : : : ; pk) � parking fun
tion if there exists apermutation � su
h that u 4 x� .Observe that the limit 
ase k = n 
orresponds to usual parking fun
tions, while the 
ase k = 1is degenerated : the only (n) � parking fun
tion is a sequen
e 
ontaining n letters 0.This de�nition gives rise to developments analogous to above. As proofs in the generi
 
ase areessentially the same as in the 
ase k = 2, we only state the results.For instan
e, (p1; : : : ; pk) � parking fun
tions 
orrespond bije
tively to re
urrent 
on�gurationson the 
omplete (k+1) � partite graph Kp1;:::;pk ;1, hen
e Pp1;:::;pk 
an be put in one-to-one 
orres-ponden
e with the set of its spanning trees.It 
an also be obtained that in
reasing (p1; : : : ; pk) � parking fun
tions are isomorphi
 to k �valet fun
tions on (p1; : : : ; pk) de�ned in [54℄ .The 
hara
terization in terms of �ukasiewi
z languages suits as well : for any (p1; : : : ; pk) �sequen
e u = (u(1); : : : ; u(k)), let'(u) = �'q1(u(1)); : : : ; 'qk (u(k))� :Then '(u) may be 
onsidered as a word over the alphabet Ak = fa; bgk. For any letter w in Ak,let jwja denote the number of o

urren
es of a in it, and �(w) = jwja�1: This de�nes a morphismfrom A�k to Z su
h that, for any (p1; : : : ; pk) � sequen
e u, �('(u)) = �1.Proposition 9.4 be
omes :Proposition 9.10 Let u = (u(1); : : : ; u(k)) be a (p1; : : : ; pk) � sequen
e. Then u is a (p1; : : : ; pk) �parking fun
tion if and only if '(u) belongs to the �ukasiewi
z language Lk de�ned by the equationLk = Xw2Ak w � Lkjwja= (a; : : : ; a; a) � Lkk + (a; : : : ; a; b) � Lkk�1 + � � �+ (b; : : : ; b; b) :This enables to enumerate (p1; : : : ; pk) � parking fun
tions and in
reasing ones thanks to anargument of 
onjuga
y :Definition 9.6 Let u be a (p1; : : : ; pk) � sequen
e ; then its 
onjugates are the k-tuples�si1q1(u(1)); : : : ; sikqk(u(k))� ;for all j 2 [[1; k℄℄ and ij 2 [[0; qj ℄℄.



9.7 Generalization 165Proposition 9.11 For any word (w(1); : : : ; w(k)) over Ak su
h that jw(i)ja = qi and jw(i)jb =pi + 1 for any i, exa
tly (n+ 1)k�1 k-tuples of proper fa
torizations w(i) = w(i)1 w(i)2 are su
h that(w(1)2 w(1)1 ; : : : ; w(k)2 w(k)1 ) belongs to Lk.As a 
onsequen
e,Proposition 9.12 The ratio of (in
reasing) (p1; : : : ; pk) � parking fun
tions in the set of (in
rea-sing) (p1; : : : ; pk) � sequen
es is (n+ 1)k�1(n� p1 + 1) � � � (n� pk + 1) :Hen
e the number of (p1; : : : ; pk) � parking fun
tions and in
reasing ones are respe
tively(n+ 1)k�1 kYi=1(n� pi + 1)pi�1and 1n+ 1 kYi=1�n+ 1pi �:
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