
M2 LMFI � Logique 09-10Cours fondamental 2 18 déembre 2009Feuille d'exeriesThéorème de Gödel.Notations : si n désigne un entier, n désigne le termeassoié sn0. Pour une formule F , pFq désigne le odede Gödel de la formule F . On utilise un ensemble réur-sif d'axiomes Σ0 R
−, dont on rappelle qu'il véri�e que,toutes les formules Σ vraies dans N sont prouvables dans

R−, et un ensemble réursif d'axiomes R qui ontient R−et le shéma d'axiomes :
∀x(x 6 n ∨ n 6 x) pour haque entier n .Une théorie T est dite Σ-ohérente si toutes les formules

Σ démontrables dans T sont vraies dans N.Exerie 1 (représentabilité). On rappelle qu'unensemble A ⊂ Np est faiblement représentable dans unethéorie T signi�e qu'il existe une formule F ayant au plus
p variables libres x1, . . . , xp telle que :

(n1, . . . , np) ∈ A ssi ⊢T F [n1/x1, . . . , np/xp]et qu'un ensemble A ⊂ Np est représentable dans unethéorie T signi�e qu'il existe une formule F ayant auplus p variables libres x1, . . . , xp telle que :si (n1, . . . , np) ∈ A alors ⊢T F [n1/x1, . . . , np/xp]si (n1, . . . , np) 6∈ A alors ⊢T ¬F [n1/x1, . . . , np/xp]1. Soit T une théorie réursive Σ1-ohérente qui étend
R−. Montrer que A ⊂ Np est réursivement énu-mérable si et seulement s'il est faiblement repré-sentable dans T , et que de plus la formule qui re-présente A peut être hoisie Σ1.2. Soit T une théorie réursive ohérente qui étend
R. Montrer que A ⊂ Np est réursif si et seule-ment s'il est représentable dans T , et que de plusla formule qui représente A peut être hoisie Σ1(Si A est dé�nie par la formule Σ1, ∃xF , et Acpar la formule Σ1, ∃xG, on utilisera la formule
∃x(F ∧ ∀y < x ¬G[y/x]).Exerie 2 (Théorème de Gödel). Soit T unethéorie réursivement axiomatisable qui étend R−.1. Montrer qu'il existe une fontion primitive réur-sive r telle que :

r(pFq, n) = pF [n/x1]q2. Soit A[x0] une formule à une seule variable libre
x0. Montrer que si S est une formule Σ1 à deux va-riables libres qui dé�nit la relation n0 = r(n1, n1)(justi�ez son existene), la formule DA[x1] dé�niepar :

DA := ∀x0(S[x0, x1] → A[x0])véri�e :
⊢T DA[n/x1] → A[r(n, n)/x0]3. Montrer qu'il existe PrT une formule Σ1 à une va-riable libre x0 telle que pour toute formule lose

F :
N |= PrT [pFq/x0] ssi ⊢T F

4. Théorème de Gödel. On suppose T que étend R−.On pose ∆ = DA (question 2) pour A = ¬PrT .La formule ∆[pFq/x1] peut se paraphraser par �la formule F appliquée à son propre ode n'estpas démontrable �. Montrer que la formule G :=
∆[p∆q/x1] est Π1 et que :a. Si T est ohérente, G est vraie dans N maisn'est pas démontrable dans T ;b. Si T est Σ-ohérente, ¬G n'est pas démon-trable dans T .Exerie 3 (Représentation des fontions réursives.).Soit f une fontion réursive totale. On suppose que

Gf , le graphe de la fontion totale f : N
p −→ N estreprésenté dans R par la formule ∃z A[x1, . . . , xp, y, z]où A est Σ0, on érira dans la suite A[~x, y, z]. Posons

A′[~x, y, z] ≡d ∃t 6 z(A[~x, y, t] ∧ y 6 z).1. Montrer que A′ est une formule Σ0 qui véri�e
∀~x, y, z (A′[~x, y, z] → y 6 z). Puis montrer que
∃z A′[~x, y, z] représente Gf dans R 'est à dire :a. si m 6= f(~n) alors ⊢R ¬∃z A′[~n,m, z] ;b. si m = f(~n) alors ⊢R ∃z A′[~n,m, z](utiliser ⊢R ∀y(y 6 m ∨m 6 y)).2. Montrer que la formule H [~x, y] := ∃zH0[~x, y, z]ave :
H0[~x, y, z] :=
A′[~x, y, z] ∧ ∀z′ 6 z ∀y′ 6 z′(A′[~x, y′, z′] → y′ = y)est Σ1 et représente la fontion f dans R au senssuivant :

⊢R ∀y
(

H [~n, y] ↔ y = f(~n)
)

(∗)Indiation. On pourra montrer suessivementpour tout p-uplet d'entiers ~n :a. ⊢R H [~n, f(n)] ;b. Il existe un entier d tel que ⊢R H0[~n, f(n), d] ;. ⊢R ∀y(H [~n, y] → y = f(~n)) (on utilisera le b,
⊢R ∀z(z 6 d ∨ d 6 z) et la question 1).Remarque : on montre plus failement l'existene d'uneformule H véri�ant (∗) si on ne demande pas que H soit

Σ1.Exerie 4 (Théorème de Gödel-Rosser). Soit Tune théorie réursivement axiomatisable qui étend R. Lafontion r est la fontion dé�nie à l'exerie 2.1. Montrer que pour toute formule A à une seule va-riable libre x1, il existe une formule à une variablelibre DA,qui peut être hoisie Π1 si A est Π1, telleque :
⊢T DA[n/x1] ↔ A[r(n, n)/x0](s'inspirer de la première question de l'exerie 2et utiliser le résultat de l'exerie 3).



M2 LMFI � Logique 18 déembre 2009 Feuille d'exeries 22. Théorème de Gödel-Rosser. On suppose que Test ohérente. Montrer l'existene d'une formule Gtelle que 6⊢T G et 6⊢T ¬G, et ¬G est Σ. India-tion : soit DemT [x2, x0] une formule de l'arithmé-tique Σ1 à deux variables qui représente dans T leprédiat réursif �n2 est le ode d'une preuve dela formule de ode n0�, et Dem⊥

T une formule del'arithmétique Σ1 à deux variables qui représente lanégation du préédent (justi�er leurs existenes).On utilisera pour la prouvabilité un prédiat quiappliqué au ode d'une formule F donne :
∃x2(DemT [x2, pFq] ∧ ∀x3 6 x2Dem

⊥

T [x3, p¬Fq])(� il existe un entier x2 qui ode une preuve de Fet auun x3 plus petit que x2 ne ode une preuvede ¬F �).Exerie 5 (ω-ohérene). On rappelle qu'une théo-rie T est dite ohérente s'il n'existe pas de formule lose
A telle que ⊢T A et ⊢T ¬A. Une théorie T dans le lan-gage de l'arithmétique est dite ω-ohérente s'il n'existepas de formule à une variable libre F telle que ⊢T ∃xFet pour tout entier n, ⊢T ¬F [n/x]. On suppose que Tétend R.1. Montrer que si T est ω-ohérente, alors T est o-hérente.2. Montrer que si T est ohérente et étend R−, toutesles formules Π1 prouvables dans T sont vraies dans

N.3. Montrer que si T est ω-ohérente et étend R−,toutes les formules Π2 (en partiulier les formules
Σ1) prouvables dans T sont vraies dans N, et donque T est Σ1-ohérente.L'énoné original du théorème de Gödel était sous hy-pothèse d'ω-ohérene de la théorie (voir ex 2 question4).Exerie 6 (ω-inomplétude). On reprend les nota-tions de l'exerie 5. En partiulier T est une théorie quia pour onséquene R− et qui est ω-ohérente.1. Montrer que l'énoné G dé�ni à l'exerie 2, estéquivalent dans R− à un énoné Π1.2. Montrer que G est vrai et non démontrable dans
T (voir exerie 5).3. Montrer qu'il existe une théorie ohérente, quin'est pas ω-ohérente.4. Une théorie dans le langage de l'arithmétique est
ω-inomplète s'il existe une formule F à une va-riable libre x telle que :

∀n ∈ N ⊢T F [n/x] mais 6⊢T ∀xFMontrer que T est ω-inomplète.5. Soit F une formule Σ0 telle que G = ∀x1F . Mon-trer que pour tout énoné E dont les variableslibres sont parmi x1, . . . , xn, l'énoné E′ = E ↔ Fvéri�e :
N |= ∀x1 . . . xn(E ↔ E′)mais 6⊢T ∀x1 . . . xn(E ↔ E′) .Exerie 7. On désigne par P l'arithmétique dePeano. On rappelle qu'il existe une formule lose Π1,soit ∀xA(x) où A est Σ0, qui est vraie dans N et nondémontrable dans P . On rappelle également que toutesles formules Σ1 vraies dans N sont démontrables dans P .

1. Montrer que pour tout entier n, A(n) est démon-trable dans P (où n désigne le terme orrespondantà n).2. Montrer que ∃x∀y (A(x) → A(y)) est démontrableen alul des prédiats.3. En déduire qu'il existe une formule lose Σ2 de laforme ∃xB(x) qui est démontrable dans P , maistelle que B(n) ne soit démontrable dans P pourauun entier n.Exerie 8. Le but de l'exerie est de fournir uneautre démonstration du théorème de Gödel-Rosser enutilisant l'existene de deux ensembles réursivement in-séparables. Deux ensembles disjoints E et F sont ditsréursivement inséparables si et seulement s'il n'existepas d'ensemble réursif X tel que E ⊂ X et F ⊂ X.1. Soient A et B deux ensembles réursivement énu-mérables. On va montrer qu'il existe deux en-sembles A′ et B′ tels que :� A′ et B′ sont réursivement énumérables ;�
A ∪B = A′ ∪B′ ; A′ ∩B′ = ∅ ;
A−B ⊂ A′ ; B −A ⊂ B′ .a. Donner une solution rapide quand A et B sonttous deux réursifs.b. Dans le as général, soient a un indie de A, bun indie de B. Montrer le résultat voulu enposant (T prédiat de terminaison) :

A′ = {x ∈ A / ∃d [T (a, x, d) ∧ ∀u < d ¬T (b, x, u)]}
B′ = {x ∈ B / ∃d [T (b, x, d) ∧ ∀u 6 d ¬T (a, x, u)]}Désormais A et B sont les deux ensembles suivants :

A = {x ∈ N / x ∈ Wπ1

2
(x)}

B = {x ∈ N / x ∈ Wπ2

2
(x)} .Les deux ensembles A′ et B′ assoiés à A et B sont dé-�nis omme à la question 1.2. a. Montrer que les deux ensembles A et B sontréursivement énumérables.b. Soient X un ensemble réursif, i son indieet j l'indie de son omplémentaire (justi�erl'existene de j). On pose k = α2(j, i). Mon-trer que

k ∈ A ∪B et k 6∈ A ∩B .. Montrer que les deux ensembles A′ et B′ asso-iés à A et B sont réursivement inséparables.3. Soit Th une théorie ohérente qui a pour onsé-quene R. Soient ψ et ψ′, deux formules du lan-gage de l'arithmétique à 3 variables libres, ψ étant
Σ1, ψ′ étant Π1, qui représentent le prédiat T deKleene (justi�er leur existene).On pose :
A′′ = {x ∈ A / ⊢Th ∃d [ψ(a, x, d) ∧ ∀u < d ¬ψ′(b, x, u)]}
B′′ = {x ∈ B / ⊢Th ∃t [ψ(b, x, t) ∧ ∀u 6 t ¬ψ′(a, x, u)]}a. Montrer que A′ ⊂ A′′.b. Montrer que A′′ ∩B′ = ∅.. En déduire que toute théorie Th ohérenteayant R pour onséquene est indéidable.Remarque : la question 3.b est plus di�ile que lesautres.


