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i
es n◦4Axiome de rempla
ement, ordinauxExer
i
e 1 (Ordre sur les entiers). On appelle N l'ensemble des entiers de von Neumann (le pluspetit ensemble auquel 0 appartient et qui est 
los par n 7→ n+ = n ∪ {n}). On rappele que la dé�nitiondonne dire
tement la propriété de ré
urren
e, et que ∀n ∈ N(n = 0 ∨ ∃k ∈ N n = k+).1. Montrer par ré
urren
e que pour tout n ∈ N :a. ∀m(m ∈ n ⇒ m ∈ ω) ;b. ∀m(m ∈ n ⇒ m ⊆ n) ; 
. n /∈ n ;d. 0 ∈ n+.En déduire que ∈ est un ordre stri
t sur N et, en parti
ulier, que les trois 
as n ∈ m, m = n et
m ∈ n sont ex
lusifs.2. Montrer par ré
urren
e sur n que pour tous m,n ∈ N : m ⊆ n ⇔ (m ∈ n ∨ m = n).
'est-à-dire que l'ordre large asso
ié à l'ordre stri
t ∈ est l'in
lusion large ⊆.3. Montrer par ré
urren
e que pour tous m,n ∈ N : n ∈ m ∨ m = n ∨ m ∈ n.
'est-à-dire que l'appartenan
e dé�ni un ordre stri
t total sur N.4. Montrer que la fon
tion su

esseur n 7→ n+ est inje
tive sur N.5. Montrer que l'appartenan
e dé�nit un bon ordre stri
t sur N de plus petit élément 0 et tel que n+est le plus petit des majorants stri
ts de n.Exer
i
e 2 (Propriétés de l'addition et de la multipli
ation sur les entiers). Montrer que, pourtous entiers m, n, p ∈ N :1. m + (n + p) = (m + n) + p2. n + 1 = n+3. 1 + n = n + 14. m + n = n + m5. n 6= 0 ⇒ m < m + n6. m < n ⇒ ∃!p 6= 0 m + p = n7. ∀p(m < n ⇔ m + p < n + p)8. m + n = 0 ⇔ (m = 0 ∧ n = 0)

9. 1.n = n10. m.(n + p) = m.n + m.p11. (m.n).p = m.(n.p)12. m.n = n.m13. m.n = 0 ⇔ (m = 0 ∨ n = 0)14. ∀p 6= 0(m < n ⇔ m.p < n.p)15. ∀p(m = n ⇔ m.p = n.p)Exer
i
e 3. Montrer que pour tout ensemble a, il existe un ensemble b dont les éléments sont les
a,P(a),P(P(a)), ...Exer
i
e 4 (
l�ture transitive). Un ensemble t est dit transitif quand 
ha
un des éléments de t estaussi un sous-ensemble de t : ∀x ∈ t x ⊆ t ( 
'est-à-dire ∀x ∈ t ∀y ∈ x y ∈ t )1. Montrer qu'un ensemble t est transitif si et seulement si ∪t ⊆ t.2. Montrer qu'un ensemble transitif t véri�e ∀x(x ⊆ t ⇒ ∪x ⊆ t).3. Soit a un ensemble. On pose π(a) = ∪a. Expliquer 
omment dé�nir πn(a) pour n ∈ ω, et justi�erqu'il existe un ensemble b dont les éléments sont les πn(a) pour n ∈ ω (a �xé).4. Montrer que ∪b est transitif et que 
'est le plus petit ensemble transitif 
ontenant a, 
'est-à-dire quesi a ⊆ t et si t est transitif alors ∪b ⊆ t. L'ensemble ∪b est appelé la 
l�ture transitive de a.Exer
i
e 5 (Modèles de la théorie de Zermelo). En utilisant les résultats des deux exer
i
es pré-
édents, on dé�nit pour un ensemble a donné ta sa 
l�ture transitive et Ma = ∪n∈ωP

n(ta).1. Montrer que si t est transitif, pour tout entier n, Pn(t) est transitif, et Pn(t) ⊆ Pn+1(t).2. Montrer que pour tout ensemble a, Ma est l'unique ensemble tel que :i. a ∈ Ma ;ii. Ma est transitif ;iii. Ma est 
los par ensemble des parties : si x ∈ Ma, P(x) ∈ Ma ;
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i
es n◦4 2iv. Ma est 
los par union : si x ∈ Ma, alors ∪x ∈ Ma ;v. Si a est un ensemble transitif, Ma est in
lu dans tout ensemble M ′, transitif 
los par ensemblede parties, et tel que a ∈ M ′.3. Montrer que Ma est 
los par paire : ∀x, y ∈ ma {x, y} ∈ Ma.4. Montrer que Ma muni de la relation d'appartenan
e restreinte à Ma (∈Ma
= {(x, y) ∈ Ma×Ma / x ∈

y} est un modèle des axiomes de la théorie de Zermelo, ex
epté (éventuellement) l'axiome de l'in�ni.Ce résultat est un théorème de la théorie ZF : en admettant le fait assez intuitif qu'il est possible dereprésenter dans ZF les formules du langage de la théorie des ensembles, puis de dé�nir la relation desatisfa
tion, en suivant les dé�nitions du 
ours de théorie des modèles (pour des détails voir Krivine,Théorie des ensembles, 
hap. 5), la démonstration se fait alors dans ZF.5. On prend a = ∅. Montrer que M∅ =
⋃

n∈ω
Pn(∅) (
f. exer
i
e 3). On note habituellement M∅ = Vω.Montrer dans ZF que Vω muni de l'appartenan
e restreinte à Vω n'est pas modèle de l'axiome del'in�ni (on peut d'abord montrer que pour tout n ∈ ω, n /∈ Pn(∅)).Remarque : on peut aussi montrer que (Vω,∈Vω

) est modèle du s
héma d'axiomes de rempla
ement,essentiellement 
ar tout élément de Vω est un ensemble �ni, et que l'image par une appli
ation d'unensemble �ni est �ni.6. On prend a = ω.a. Montrer que Mω =
⋃

n∈ω
Pn(ω). Puis montrer dans ZF que Mω, muni de l'appartenan
erestreinte à Mω est un modèle de la théorie de Zermelo. On rappelle que l'union est 
roissante(question 1) et, pour x ∈ Mω, on note r(x) le plus entier n tel que x ∈ Pn(ω).b. Montrer que dans 
e modèle, il n'existe pas d'ensemble 
ontenant ∅ et 
los par x 7→ {x} (onpourra poser s(x) = {x}, et montrer que pour tout n ∈ ω, r(sn({∅}) = n).Ce
i montre que l'axiome de l'in�ni de l'arti
le de Zermelo de 1908 n'est pas véri�é dans 
emodèle, et n'est don
 pas 
onséquen
e de la théorie Z (théorie de Zermelo ave
 axiome del'in�ni à la von Neumann). Il est 
onséquen
e de ZF (par rempla
ement).
. Montrer que dans 
e modèle il n'existe au
un ensemble a 
ontenant ∅ et 
los par ensemble desparties (on pourra montrer que pour tout n ∈ ω, r

(

Pn+2({∅})
)

= n).Par 
onséquent il n'est pas possible de montrer que Vω est un ensemble dans la théorie deZermelo.Exer
i
e 6 (ordinaux, dé�nition). Par dé�nition, α est un ordinal si et seulement si α est un en-semble transitif stri
tement bien ordonné par la relation d'appartenan
e.1. Montrer que tout élément d'un ordinal est un ordinal.2. Montrer que ∅ est un ordinal et que pour tout ordinal α 6= ∅, ∅ ∈ α.3. Montrer que {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} n'est pas un ordinal.4. Montrer que si α est un ordinal, alors ∪α et α+ = α ∪ {α} sont des ordinaux.5. Montrer que 
e n'est pas en général le 
as pour P(α).6. Montrer que si α est un ordinal alors α = ∪α ou α = (∪α)+.Exer
i
e 7 (ensemble d'ordinaux). Soit A un ensemble non vide d'ordinaux.1. Montrer que si A est transitif alors A est un ordinal.2. Montrer que ∩A et ∪A sont deux ordinaux. Que peut-on dire au sujet de l'appartenan
e à A de 
esdeux ordinaux ?Exer
i
e 8 (tri
hotomie ordinale).1. Soit α un ordinal. Montrer qu'il y a équivalen
e entre :a. β ⊆ α et β est un ordinal ; b. β est un segment initial de α ; 
. β ∈ α ou β = α.2. En déduire la propriété de tri
hotomie ordinale : si α et β sont deux ordinaux alors ou bien α ∈ β,ou bien α = β, ou bien β ∈ α (les 3 
as sont ex
lusifs).


