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◦
5 (ordinaux)

Dans la suite on appelle fonctionnelle une classe fonctionnelle, c'est-à-dire une classe dé�nie par une formule à
deux variables libres F [x, y] véri�ant ∀x, y, y′ (F [x, y] ∧ F [x, y′]⇒ y = y′). Cette fonctionnelle est dé�nie sur A si
∀x ∈ A ∃y F [x, y], elle est de A dans B si elle est dé�nie sur A est véri�e de plus ∀x ∈ A ∃y ∈ B F [x, y]. On peut
noter une fonctionnelle y = θ(x)(≡ F [x, y]), par exemple θ(x) ∈ z est une abréviation de ∃y (F [x, y] ∧ y ∈ z).
Exercice 1. Soit θ une fonctionnelle de On dans On

1. Montrer que si θ est strictement croissante alors pour tout ordinal α on a α 6 θ(α).

2. Si λ est un ordinal limite, on dit que θ est continue en λ si elle véri�e θ(λ) = sup{θ(γ) : γ < λ}.
Montrer que si θ est continue alors θ est croissante (resp. strictement croissante) si et seulement si pour tout
ordinal α, θ(α + 1) ≥ θ(α) (resp. θ(α + 1) > θ(α)). Montrer que ce résultat est faux en général si l'on ne
suppose plus que θ est continue.

3. Montrer que θ est continue et croissante si et seulement si pour tout ensemble non vide A d'ordinaux

θ(sup{α : α ∈ A}) = sup{θ(α) : α ∈ A}.

4. Montrer que les fonctionnelles β 7→ α + β et β 7→ α × β sont continues et croissantes (préciser si elles sont
strictement croissantes).

Exercice 2 (Arithmétique des ordinaux). Pour tous ordinaux α, β, γ véri�er :

1. α+ 0 = 0 + α = α

2. α× 0 = 0× α = 0

3. α× 1 = 1× α = α

4. (α+β)+ γ = α+(β+ γ) (associativité de l'addition)

5. α×(β+γ) = (α×β)+(α×γ) (distributivité à droite)

6. (α×β)×γ = α× (β×γ) (assoc. de la multiplication)
Préalablement à la question 4, on pourra montrer que si λ est un ordinal limite, α+ λ est un ordinal limite.

Exercice 3 (Arithmétique des ordinaux).

1. Montrer que 1 + ω = ω et 2× ω = ω.

2. Montrer que + et × ne sont pas commutatives.

3. Montrer que × n'est pas distributive à gauche sur +.

4. Montrer que tout ordinal β s'écrit de manière unique
β = λ+ n où n ∈ ω et λ est un ordinal limite ou nul.

5. Simpli�er ω+(ω+1)+(ω+2)+ω+3 et ω+((ω×2)×ω).

Exercice 4. Montrer que la somme de deux ordinaux α et β en tant qu'ensembles ordonnés est isomorphe à α+β.
Même question pour le produit (dé�ni par l'ordre anti-lexicographique, cf. feuille 3).

Exercice 5. Soit φ une fonctionnelle de On dans On (dé�nie par une formule) et λ un ordinal limite. On rappelle
que φ est dite continue en λ quand elle véri�e φ(λ) = sup{φ(γ) : γ < λ}.

1. La fonctionnelle qui à un ordinal associe son successeur est-elle continue en tout ordinal limite ?

2. Les �fonctionnelles� φ1 et φ2 dé�nies par φ1(α) = α+ ω et φ2(α) = ω + α sont elles continues en α = ω ?

3. On suppose que la fonctionnelle φ est strictement croissante et continue en tout ordinal limite. On rappelle

φ0(α) = α, φn+1(α) = φ(φn(α)) .

a. Expliquez pourquoi {φn(α) : n ∈ ω} est bien
un ensemble.

b. Soit β = sup{φn(α) : n ∈ ω}. Montrer que
pour tout ordinal γ < β on a φ(γ) < β.

c. Véri�er que si φ(α) 6= α alors la suite (φn(α))n∈ω
est strictement croissante et β est un ordinal li-
mite.

d. Montrer que φ a un point �xe : il existe un ordi-
nal γ tel que φ(γ) = γ.

e. Trouver un point �xe de la fonctionnelle φ2.

f. Montrer que l'on peut dé�nir une fonctionnelle
de On dans On qui à tout ordinal α associe le
α-ième ordinal limite. Montrer que cette fonc-
tionnelle a un point �xe.

Exercice 6 (Théorème de Cantor-Bendixson). Un sous-ensemble de R est dit parfait quand il est fermé non
vide sans points isolés. L'ensemble dérivé d'un ensemble A, noté A′ est l'ensemble des ses points d'accumulation.

1. Montrer que A est fermé si et seulement si A′ ⊆ A, et que A est parfait si et seulement A 6= ∅ et A = A′.

2. Donner un exemple d'ensemble dérivé qui contient une in�nité dénombrable de points isolés.

Soit F un ensemble fermé. On dé�nit par récurrence sur les ordinaux une suite Fγ :

F0 = F, Fγ+1 = (Fγ)
′, Fγ =

⋂
η<γ

Fη (γ limite) .

3. Montrer que pour tout ordinal γ, Fγ est fermé, et que la suite ordinale (Fγ) est décroissante (pour l'inclusion).

4. Montrer qu'il existe un ordinal α tel que Fα+1 = Fα et la suite est strictement décroissante jusqu'à Fα.

5. Montrer que F \ Fα =
⋃
η<α(Fη \ Fη+1), et que cette union est disjointe.

6. Montrer que pour tout x ∈ Fη \ Fη+1, il existe un intervalle ouvert à extrémités rationnelles Ux tel que
Ux ∩ Fη = {x}.

7. On rappelle que l'ensemble des intervalles ouverts à extrémités rationnelles est dénombrable (en bijection
avec ω). En déduire que F \ Fα est au plus dénombrable, et que tout fermé est la réunion disjointe d'un
ensemble parfait ou vide et d'un ensemble au plus dénombrable.


