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Résumé

Au cours des dernières années, les méthodes formelles se sont avérées être une approche promet-
teuse pour garantir que le comportement d’un système informatique respecte une spécification donnée.
Parmi les différentes techniques développées, le model-checking a été récemment étudié et appliqué
avec succès à un grand nombre de modèles comme les systèmes à compteurs, les automates com-
municants (avec perte), les automates à pile, les automatestemporisés, etc. Dans cette thèse, nous
considérons deux modèles particuliers dans l’objectif de vérifier des programmes manipulant des va-
riables entières et des variables de pointeurs. Dans une première partie, nous nous intéressons aux
systèmes à compteurs. Nous commençons par définir ce modèle ainsi que ses différentes restrictions.
Nous introduisons ensuite une sous-classe de systèmes à compteurs, appelée les machines à comp-
teursreversal-bornées, pour lesquelles de nombreux problèmes d’accessibilité sont décidables. Nous
montrons que cette classe peut être étendue tout en gardant les résultats de décidabilité et nous prou-
vons qu’il est possible de décider si un Système d’Addition de Vecteurs avec États estreversal-borné,
alors que cela n’est pas possible si l’on considère les systèmes à compteurs dans leur généralité. Nous
finissons cette partie sur les systèmes à compteurs par l’étude de problèmes de model-checking de
logiques temporelles. Les logiques temporelles que nous prenons en compte permettent de parler des
données manipulées par le système. En particulier, nous montrons que le model-checking d’automates
à un compteur déterministes avec des formules de la logique LTL avec registres est décidable, mais
que cela n’est plus vrai lorsque l’hypothèse sur le déterminisme est supprimée. Dans une deuxième
partie, nous introduisons le modèle des systèmes à pointeurs, qui est utilisé pour représenter des pro-
grammes manipulant des listes simplement chaînées. Nous donnons un algorithme qui traduit tout
système à pointeurs en un système à compteurs qui lui est bisimilaire. Ceci nous permet de réutiliser
les méthodes existantes pour l’analyse de systèmes à compteurs pour vérifier des programmes avec
listes. Nous présentons ensuite une extension de la logiqueCTL* pour vérifier des propriétés tempo-
relles sur de tels programmes, et nous étudions la décidabilité du problème de model-checking pour
cette nouvelle logique. Finalement, dans une dernière partie, nous donnons une description de l’ou-
til TOPICS (Translation of Programs Into Counter Systems) qui traduit un programme écrit dans un
fragment syntaxique du langage C en un système à compteurs.

Mots-Clefs : Vérification formelle, Systèmes à compteurs, Programmes avec pointeurs, Logique tem-
porelle, Model-checking



Abstract

In the past years, formal methods have shown to be a succesfull approach to ensure that the beha-
vior of an informatic system will respect some properties. Among the different existing techniques,
model-checking have been recently studied and successfully applied to a lot of models like counter
systems, lossy channel systems, pushdown automata, timed automata, etc. In this thesis, we consider
two different models to verify programs which manipulate integer variables and pointer variables. In a
first part, we deal with counter systems. We define the model and the different restrictions which have
been proposed. We then introduce a restricted class of counter systems, called the reversal-bounded
counter machines, for which many reachability problems aredecidable. We show that this class can
be extended keeping the decidability results and we prove that we can decide whether a Vector Addi-
tion System with States is reversal-bounded or not, which isnot possible for general counter systems.
We then study the problem of model-checking counter systemswith different temporal logics. The
temporal logics we consider allow to speak about the data manipulated by the system. In particular,
we show that the model-checking of deterministic one-counter automata with formulae of LTL with
registers is decidable, and becomes undecidable when considering non deterministic one-counter au-
tomata and two counter automata. In a second part, we introduce the model of pointer systems, which
is used to represent programs manipulating single linked lists. We propose an algorithm to translate
any pointer system into a bisimilar counter system. This allows us to reuse existing techniques over
counter systems to analyze these programs. We then propose an extension of CTL* to verify temporal
properties for such programs, and we study the decidabilityof the model-checking problem for this
new logic. Finally we present the tool TOPICS (Translation of Programs Into Counter Systems) which
translates a C-like program with pointers and integer variables into a counter system.

Keywords : Formal verification, Counter systems, Programs with pointers, Temporal logic, Model-
checking
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Introduction

Pourquoi vérifier des systèmes informatiques ?

Dans notre société, les applications informatiques occupent une place prépondérante et de nombreux
objets de la vie courante comme les téléphones portables, les automobiles, les fours, les machines à la-
ver, etc, fonctionnent maintenant grâce à des programmes. Les systèmes informatiques sont également
présents dans le matériel technologique de pointe comme dans les fusées, les centrales nucléaires ou
encore les accélérateurs de particules. Or, il arrive que les programmes informatiques aient un com-
portement inattendu, on parle alors de bugs informatiques.Parmi les dysfonctionnements que l’on
évoque le plus souvent, le bug qui a provoqué, le 4 juin 1996, la destruction de la fusée Ariane V
arrive en tête. Cependant, il n’est pas nécessaire de remonter aussi loin dans le temps pour montrer
que les bugs informatiques constituent un réel problème et force est de constater qu’ils sont toujours
d’actualité. Ainsi :

– le 7 juin 2008, plusieurs bornes automatiques de la SNCF permettant de délivrer des billets acquis
auparavant sur Internet furent victimes d’une défaillanceinformatique,

– le 27 août 2008, aux États-Unis, la défaillance d’un ordinateur dans le système de gestion des
plans de vols a provoqué le retard de centaines d’avions dansles aéroports d’Atlanta, New-York,
Washington et Chicago.

De tels bugs peuvent parfois mettre en danger des vies humaines, si par exemple le système de com-
mande d’un avion tombait en panne, ou avoir des conséquenceséconomiques dramatiques, comme ce
fut le cas pour la fusée Ariane V. Aussi, afin d’éviter que de tels dysfonctionnements surviennent, des
méthodes permettant de garantir le bon fonctionnement d’unsystème informatique sont développées,
on parle alors de vérification de systèmes informatiques.

Contexte et besoins industriels d’EDF R&D

Cette thèse s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre le LSV et l’industriel EDF R&D. Les
problématiques posées par EDF R&D rentrent dans le contextede la sûreté de fonctionnement et
de la sûreté de systèmes. La sûreté de fonctionnement consiste à démontrer qu’un système réalisera
correctement les fonctions attendues et la sûreté d’un système consiste à garantir qu’il pourra éviter
ou faire face à des situations dangereuses. Pour EDF R&D, cesproblèmatiques de sûreté apparaissent
à différents niveaux :

– au niveau des installations industrielles comme les centrales de production électrique, les réseaux
de transport et de distribution,

– au niveau des composants principaux des installations industrielles comme les systèmes de contrôle-
commande et les équipement électromécaniques,
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– au niveau des composants élémentaires, comme les circuitsintégrés et les cartes élémentaires.

La plupart des équipements électroniques présents dans lesinstallations industrielles d’EDF, comme
par exemple dans les systèmes de contrôle-commande, utilisent des programmes informatiques ; et
sur le marché des équipements électroniques, on trouve actuellement de moins en moins de produits
non programmés. Il est vrai que ces équipements électroniques programmés améliorent la sûreté de
fonctionnement et la sûreté des installations industrielles car ils permettent de mettre en oeuvre des
fonctionnalités avancées non réalisables avec des techniques non programmées. Cependant, la pré-
sence de tels équipements augmentent la complexité des systèmes et potentiellement le nombre de
défauts résiduels de spécification et de conception. C’est précisément à ce niveau qu’il est nécessaire
de développer des méthodes permettant de garantir le bon fonctionnement de programmes informa-
tiques.

Afin de garantir la sûreté de fonctionnement des applications que l’on trouve dans les centrales nu-
cléaires, EDF R&D souhaite être en mesure de vérifier que ces applications respectent des règles de
conception et de construction approuvées par l’Autorité deSûreté Nucléaire. Pour établir ces règles,
les systèmes sont divisés en classes de sûreté. Il existe trois classes de sûreté :

1. La classe A : il s’agit de la classe la plus exigeante, les équipements qui appartiennent à cette
classe sont souvent conçus spécifiquement pour le nucléaire,

2. la classe B : cette classe est également très exigeante, mais elle permet l’utilisation d’équipe-
ments non spécifiques au nucléaires,

3. la classe C : cette classe est relativement peu exigeante.

Les différents systèmes sont répartis à travers ces classesselon le rôle qu’ils jouent au sein de la cen-
trale nucléaire. Pour chaque classe de sûreté, des règles deconception et de construction spécifiques
sont définies.

En ce qui concerne les programmes informatiques, ceux qui setrouvent dans la classe A sont les
moins difficiles à vérifier pour les raisons suivantes :

– EDF R&D possède les codes sources,
– il existe une documentation technique détaillée,
– ces programmes sont de taille raisonnable et sont écrits ensuivant des règles de conception très

strictes qui permettent d’éliminer systématiquement certains types de défauts. Par exemple, l’utili-
sation de mécanismes d’allocation dynamique de la mémoire yest interdite.

Pour garantir le bon fonctionnement des logiciels de la classe A, EDF R&D utilise principalement
l’outil de vérification formellePolyspace [Pol] qui permet de vérifier si le programme donné en
entrée ne réalise pas d’erreur comme des débordements arithmétiques sur les entiers ou encore l’accès
hors bornes d’un tableau. Notons que ce logiciel est également utilisé par d’autres industriels, comme
par exemple Airbus, pour vérifier des logiciels embarqués dont la conception suit également des règles
très strictes.

Les logiciels appartenant à la classe B sont quant à eux beaucoup plus difficiles à vérifier car il s’agit
de programmes de taille plus importante, la documentation technique est moins accessible, et de plus
les règles de conception pour ces logiciels sont moins strictes. En particulier les programmes de la
classe B peuvent utiliser des mécanismes d’allocation dynamique de la mémoire. Pour garantir le
bon fonctionnement de logiciels de catégorie B, EDF R&D souhaite développer des méthodes de
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vérification sur des modèles représentatifs du code source,et c’est exactement là qu’interviennent les
travaux sur la vérification développés dans cette thèse.

Différentes méthodes pour garantir le bon fonctionnement d’un système

Une approche classique pour vérifier qu’un programme fonctionne correctement consiste à réaliser
un certain nombre de tests sur ce programme. Cependant, cette méthode pose différents problèmes.
Tout d’abord, elle ne garantit pas que toutes les exécutionspossibles du système ont été testées, en
d’autres termes elle n’est pas exhaustive. De plus, les spécifications que doivent vérifier les systèmes
sont souvent données de façon informelle et peuvent ainsi donner lieu à des imprécisions au niveau
de leur interprétation.

Une solution pour palier à ce problème consiste à utiliser des méthodes formelles pour vérifier les
systèmes informatiques. Le principe de ces méthodes est qu’elles se basent sur des formalismes ma-
thématiques afin de donner une preuve formelle du bon fonctionnement des systèmes. Parmi ces mé-
thodes, on distingue notamment :

– La génération automatique de tests: à partir d’une spécification fournie dans un langage formel,
cette méthode consiste à générer automatiquement, en utilisant des outils mathématiques, un en-
semble fini de tests, qui va être couvrant. Si pour chacun de ces tests, la spécification est vérifiée,
alors on est sûr qu’elle est vérifiée pour l’ensemble du système. Une des difficultés est de trouver
un ensemble de tests couvrants, ce qui n’est pas toujours possible.

– La démonstration automatique: cette méthode consiste à prouver de façon automatique que le sys-
tème vérifie des propriétés données. Pour ce faire, elle construit une preuve du bon fonctionnement
du système en utilisant des règles de déduction. Cependant,l’automatisation n’est pas toujours pos-
sible et l’aide humaine peut alors s’avérer nécessaire pourfaire aboutir le processus de déduction.

– L’interprétation abstraite[CC77] : à partir d’une description formelle de la sémantique d’un lan-
gage de programmation, cette technique calcule des surapproximations des différentes exécutions
d’un programme en utilisant des abstractions. Elle s’est avérée efficace pour vérifier de nombreux
systèmes. L’algorithme de l’outilPolyspace , que nous avons mentionné plus tôt, utilise cette
technique. Un des inconvénients de cette méthode est que comme elle calcule des surapproxima-
tions du comportement du programme, il se peut que parfois elle ne sache pas dire si une propriété
est vérifiée ou non. Il faut alors raffiner les abstractions, ce qui peut s’avérer ardu.

– Le model-checking: il consiste à encoder le système dans un modèle mathématique ainsi que la
propriété à vérifier, et ensuite à utiliser des méthodes mathématiques pour s’assurer que le modèle
satisfait la propriété énoncée. L’avantage est qu’une foisque le modèle est extrait du système,
cette technique est entièrement automatique, toutefois, il faut souvent faire des compromis sur
l’expressivité du modèle et du langage de spécification pourpouvoir obtenir des algorithmes de
vérification.

Remarquons que chacune de ces méthodes a ses avantages et sesinconvénients, et le plus souvent
elles sont complémentaires. Il est aussi possible de coupler l’utilisation de ces techniques, ainsi de
récents travaux utilisent l’interprétation abstraite surdes modèles issus du model-checking, un modèle
pouvant en effet être vu comme une définition particulière dela sémantique d’un programme. Les
travaux réalisés dans cette thèse rentrent dans le cadre de la vérification formelle par model-checking.
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Le model-checking : une technique de vérification

Dans les dernières années, le model-checking a été beaucoupétudié et de nombreuses classes de mo-
dèles ont été proposées, citons par exemple les réseaux de Petri [Pet62], les automates à pile, les
automates temporisés [AD94] et bien d’autres. Suivant les systèmes à analyser et les propriétés à véri-
fier, on choisira une classe de modèles plutôt qu’une autre. De plus, de nombreux travaux concernant
les langages de spécification ont été réalisés, de façon à obtenir des formalismes permettant de décrire
formellement des propriétés. Signalons qu’en 2007, le prixTuring a été décerné à Edmund Clarke, E.
Allen Emerson et Joseph Sifakis pour leurs travaux sur le model-checking.

La méthode générale du model-checking travaille sur des modèles. Lorsque l’on fait du model-
checking il faut donc établir :

1. Une classe de modèles permettant de décrire les systèmes étudiés,

2. Un langage de spécification formelle pour pouvoir exprimer des propriétés sur les modèles.

Le model-checking consiste ensuite à établir des algorithmes permettant de décider si étant donné un
modèleM et une propriétéφ écrite dans un langage de spécification, le modèle satisfaitla propriété
(ce qui est généralement notéM |= φ). Remarquons que selon la classe de modèles et le langage
de spécification pris en compte, il n’existe pas toujours d’algorithme permettant de résoudre le pro-
blème de model-checking. Ainsi le problème de l’arrêt des machines de Turing peut-être vu comme
un cas particulier de problème de model-checking pour lequel la classe de modèles pris en compte
sont les machines Turing et la propriété à vérifier est l’arrêt. Or ce problème est connu comme étant
indécidable, c’est-à-dire qu’il n’existe pas un algorithme prenant en entrée une machine de Turing et
qui répond oui si elle termine et non sinon. En revanche, lorsqu’il existe un algorithme permettant
de répondre au problème du model-checking, un des aboutissements de cette méthode de vérification
est l’implémentation dans un model-checker. Parmi les model-checkers les plus connus, on peut citer
SPIN [Spi] qui permet de vérifier des propriétés exprimées en logique temporelle sur des modèles
décrits dans le langage PROMELA, ou encoreUPPAAL [Upp] qui permet d’analyser des automates
temporisés.

Des systèmes finis et infinis

Une des principales difficultés lorsque l’on fait du model-checking est de trouver des classes de
modèles et des langages de spécification pour lesquels les problèmatiques de vérification sont dé-
cidables. Lorsque l’on manipule un modèle, on parle d’exécutions et de configurations, les exécutions
représentent les différents comportements possibles du modèle, quant aux configurations elles corres-
pondent aux différents états dans lesquels peut se trouver le modèle au cours d’une exécution. On peut
alors distinguer deux classes de modèles. Les systèmes finisqui correspondent à des modèles pour les-
quels le nombre de configurations accessibles est borné et les systèmes infinis qui peuvent avoir une
infinité de configurations accessibles. Savoir si, dans un modèle, une configuration est accessible ou
non constitue un des problèmes de base du model-checking.

Dans le cas des systèmes finis, ce problème est décidable, il suffit en effet de calculer pas à pas l’en-
semble des configurations accessibles et comme il n’y en a qu’un nombre fini, ce calcul termine. Le
principal problème que l’on doit affronter est la représentation des ensembles de configurations qui
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bien que finis peuvent être très grands (on parle alors du problème de l’explosion combinatoire).

Pour les systèmes infinis, la situation est différente, car le calcul pas à pas des configurations acces-
sibles ne termine pas. De plus, pour la plupart de ces systèmes, les problèmes d’accessibilité sont
indécidables. Il existe cependant des classes de systèmes infinis pour lesquels ce problème est déci-
dable. Parmi les classes de systèmes infinis ayant un problème d’accessibilité décidable, nous pouvons
par exemple citer les automates temporisés, les réseaux de Petri [Kos82, May84], les automates à pile
ou encore les automates communicants avec perte [Fin94, CFP96, AJ96] (pour la version sans perte
ce problème est indécidable). Une méthode consiste à trouver un moyen de calculer en un nombre fini
d’étapes des ensembles possiblement infinis de configurations accessibles, on parle d’accélération.
Pour mettre en place une telle méthode, il est nécessaire d’utiliser des représentations symboliques
permettant de manipuler ces ensembles infinis.

Dans cette thèse nous nous intéresserons à deux classes particulières de systèmes infinis :

1. les systèmes à compteurs, qui sont des automates finis étendus avec des opérations permettant
de manipuler des variables entières,

2. les systèmes à pointeurs, dont nous nous servons pour modéliser des programmes travaillant sur
des listes simplement chaînées, et qui eux manipulent des variables de pointeurs.

Nous verrons que pour chacune de ces classes de systèmes, il est possible de définir des représentations
symboliques.

Les logiques temporelles comme langage de spécification

Un enjeu du model-checking réside dans la définition de langages formels de spécification. Ainsi, en
1977, dans [Pnu77], Pnueli introduisit la logique temporelle linéaire LTL pour exprimer des propriétés
sur les exécutions de structures de Kripke. Les structures de Kripke sont des graphes dans lesquels
on associe à chaque noeud un ensemble fini de variables propositionnelles. Grâce à des opérateurs
spécifiques, appelés opérateurs temporels, cette logique permet d’énoncer des propriétés du style :

– il existe une exécution arrivant dans un état vérifiant la propriétéA,
– il existe une exécution passant infiniment souvent par une configuration satisfaisant la propriétéA,
– il existe une exécution dont toutes les configurations vérifient la propriétéA.

Pnueli montra que le problème de savoir si une structure de Kripke satisfait une formule de LTL est
décidable. Cependant la logique LTL ne permet pas d’exprimer les différentes possibilités d’évolution
d’un système à partir d’une configuration. Les exécutions possibles du modèle sont en effet chacune
considérées de façon distincte. En 1982, dans [CE82], Clarke et Emerson introduisirent une autre lo-
gique temporelle, la logique temporelle branchante CTL , qui elle permet d’exprimer les différentes
possibilités qu’à une exécution d’évoluer à un moment donnétout en utilisant des opérateurs tempo-
rels similaires à ceux de LTL . Là encore, les auteurs montrèrent que le problème de model-checking
de formules de CTL sur des structures de Kripke est décidable. Les logiques LTL et CTL ayant
une expressivité incomparable, la logique CTL∗ fut finalement introduite en 1983 dans [EH83] et les
logiques LTL et CTL correspondent à des fragments de cette dernière logique.

Dans cette thèse, nous allons nous intéresser à des extensions de la logique CTL∗ pour caractériser
les exécutions de systèmes à compteurs et à pointeurs. Les logiques temporelles que nous proposons
permettent de décrire les exécutions de ces systèmes en parlant également de leurs configurations,
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qui nous le rappelons appartiennent à des ensembles infinis.En effet, la logique CTL∗ utilisant uni-
quement des variables propositionnelles comme propositions atomiques ne permet pas, par exemple,
d’écrire des spécifications prenant en compte des valeurs decompteurs. Or, de façon à pouvoir spé-
cifier le plus précisément possible des propriétés sur des systèmes infinis, il est nécessaire d’ajouter
à cette logique des mécanismes permettant de décrire les évolutions des configurations au cours du
temps.

Contributions de la thèse

Comme nous l’avons dit, dans cette thèse nous nous intéressons à la vérification par model-checking
de deux classes de systèmes infinis particulières, les systèmes à compteurs et les systèmes à pointeurs.
Pour chacune de ces classes, nous proposons dans un premier temps des méthodes de vérification
permettant de résoudre des problèmes d’accessibilité. Dans un deuxième temps nous définissons des
formalismes logiques basés sur les logiques temporelles etpermettant de décrire les exécutions de
ces systèmes tout en fournissant des mécanismes pour spécifier des contraintes sur les configurations.
Nous étudions alors la décidabilité de différents problèmes de model-checking mettant en jeu ces lo-
giques.

Cette thèse est organisée de la façon suivante :

Première partie. Cette partie concerne l’étude des systèmes à compteurs. Au chapitre 1, nous
commençons par donner la définition des systèmes à compteursqui correspondent à des automates
finis dont les transitions sont étiquetées par des formules de l’arithmétique de Presburger manipu-
lant des variables entières. Nous rappelons aussi la définition de différentes sous-classes de systèmes
à compteurs dignes d’intérêt comme les systèmes à compteursPresburger-linéaires, les machines à
compteurs et les Systèmes d’Addition de Vecteurs avec États(SAVE) qui sont équivalents aux ré-
seaux de Petri. Nous introduisons ensuite les différents problèmes d’accessibilité que nous étudierons
et nous rappelons les résultats d’indécidabilité concernant les machines de Minsky à deux compteurs
et les résultats de décidabilité pour les SAVE et les machines à un compteur. Ce chapitre se termine
par la présentation des résultats obtenus pour les systèmesà compteurs Presburger-linéaires plats et
aplatissables, et en particulier nous décrivons le fonctionnement de l’outilFAST qui est utilisé pour
calculer l’ensemble d’accessibilité de ces systèmes.
Dans [Iba78], Ibarra introduisit une classe de systèmes à compteurs, appelée les machines à compteurs
reversal-bornées (“reversal-bounded” en anglais), caractériséespar le fait que, dans toute exécution,
chaque compteur ne réalise qu’un nombre borné d’alternances entre les phases de croissance et de
décroissance. Il prouva alors que les machines à compteursreversal-bornées ont un ensemble d’ac-
cessibilité semi-linéaire qui peut effectivement être calculé. Dans le chapitre 2, nous étendons la classe
des machines à compteursreversal-bornées en considérant des machines pour lesquelles, danstoute
exécution, chaque compteur réalise un nombre borné d’alternances au-dessus d’une borne donnée, en
revanche le nombre d’alternances réalisées au-dessous de cette borne peut lui être infini. Nous prou-
vons que les machines vérifiant cette propriété ont toujoursun ensemble d’accessibilité semi-linéaire.
Nous montrons de plus que la propriété d’êtrereversal-bornée (en considérant la nouvelle définition)
est indécidable en général, même dans les cas où une des bornes est fixée, cependant cette propriété
devient décidable lorsque les deux bornes sont fixées ou lorsque l’on considère des SAVE.
Au chapitre 3, nous étudions des problèmes de model-checking sur des systèmes à compteurs. Dans
un premier temps, nous rappelons la définition de la logique FOCTL∗(Pr) introduite dans [DFGD06],
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qui permet de spécifier des exécutions de systèmes à compteurs en utilisant des formules de Presburger
comme proposition atomiques. Nous montrons alors que le problème de model-checking de formules
de FOCTL∗(Pr) est indécidable pour les machines à compteursreversal-bornés, mais qu’en revanche
le problème existentiel de l’accessibilité répétée d’un ensemble de configurations définissable dans
l’arithmétique de Presburger est décidable pour cette classe de systèmes. Nous étudions ensuite, pour
des automates à un compteur, des problèmes de model-checking de formules de logiques utilisant
un mécanisme de stockage. Nous considérons deux logiques, la logique LTL avec registres intro-
duite dans [DLN05] et la logique du premier ordre sur les motsde données. Dans de récents travaux
[BMS+06, DL06, DLN07], les problèmes de satisfiabilité ont été étudiés pour ces deux logiques.
Dans cette thèse, l’idée est d’utiliser ces deux logiques pour caractériser les exécutions d’automates
à un compteur. Ces exécutions peuvent en effet être vues comme des mots de données, l’alphabet
étant l’ensemble des états de contrôle de l’automate et les données correspondent aux valeurs prises
par l’unique compteur. Nous prouvons alors que le problème de model-checking pour chacune de
ces deux logiques est PSPACE-complet dans le cas d’automates à un compteur déterministes . Nous
montrons que ce problème devient indécidable lorsque les automates considérés ne sont plus déter-
ministes, même lorsque les formules n’utilisent qu’un seulregistre ou deux variables. Ces résultats
d’indécidabilité contrastent avec le fait que de nombreux problèmes de vérification sont décidables
sur les automates à un compteur.

Deuxième partie Dans cette partie, nous étudions les systèmes à pointeurs. Au chapitre 4, nous
donnons la définition de cette classe de systèmes et nous expliquons comment ils modélisent des
programmes manipulants des listes simplement chaînées. L’idée principale consiste à représenter le
contenu de la mémoire comme un graphe dans lequel chaque noeud a au plus un successeur. Les
configurations des systèmes à pointeurs sont alors des couples composés d’un état de contrôle et d’un
tel graphe. Nous définissons de plus différentes problèmatiques de vérification sur ces systèmes à
pointeurs, dont certaines sont spécifiques aux programmes manipulant dynamiquement la mémoire,
comme l’absence d’erreur de segmentation ou l’absence de fuite mémoire. Nous présentons également
les états mémoire symboliques, qui sont une représentationsymbolique permettant de manipuler des
ensembles infinis de configurations de systèmes à pointeurs.
Au chapitre 5, nous montrons qu’à partir d’un système à pointeurs, on peut construire un système à
compteurs qui lui est bisimilaire. Nous donnons l’algorithme de cette traduction et nous expliquons
comment utiliser les méthodes déjà existantes pour la vérification de systèmes à compteurs, en parti-
culier l’algorihme de l’outilFAST , pour vérifier des systèmes à pointeurs.
Dans le chapitre 6, nous introduisons la logique CTL∗

mem qui est une extension de la logique CTL∗ per-
mettant de spécifier les exécutions de systèmes à pointeurs.Dans cette logique, nous pouvons utiliser
les états mémoire symboliques comme propositions atomiques, ce qui permet de décrire les évolu-
tions des configurations. Nous étudions ensuite la décidabilité de différents problèmes de vérification
sur ces systèmes à pointeurs. Nous montrons ainsi que dans lecas de systèmes à pointeurs plats sans
mise à jour destructive (c’est à dire sans opération modifiant la forme du graphe mémoire) et munis
d’une configuration initiale acyclique, le problème de model-checking de formules de CTL∗mem est
décidable. Nous prouvons également que dans le cas de systèmes à pointeurs plats sans mise à jour
destructive et sans test d’alias, les problèmes d’accessibilité d’une erreur de segmentation et d’une
fuite mémoire sont décidables, mais qu’en revanche le problème de model-checking de formules de
CTL∗ est indécidable. Nous finissons par montrer que dans le cas général de programmes plats sans
mise à jour destructive, les problèmes d’accessibilité d’une erreur de segmentation ou d’une fuite mé-
moire sont indécidables. Nous étendons ainsi et complètonsles résultats de [BI07] sur la décidabilité
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de problèmes de vérification dans le cas de systèmes à pointeurs plat.

Troisième partie Dans cette dernière partie, nous présentons l’outilTOPICS (Translation of Pro-
grams Into Counter Systems) qui implante l’algorithme de traduction décrit au chapitre 5. Cet outil
prend en entrée une fonction écrite dans un restriction syntaxique du langage C et un fichier définissant
la configuration initiale et il produit un système à compteurs au format de l’outilFAST . Il est ensuite
possible de lancerFAST sur le système à compteurs obtenu pour vérifier si le programme considéré
ne réalise pas d’erreur.



Première partie

Vérification de systèmes à compteurs
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Chapitre 1

Systèmes à compteurs

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions mathématiques dont nous nous servirons tout au long
de cette thèse en focalisant plus particulièrement sur l’arithmétique de Presburger qui est une logique
souvent utilisée en vérification, du fait qu’elle a un problème de satisfiabilité décidable.

Nous présentons ensuite la classe des systèmes à compteurs,qui correspondent au premier modèle sur
lequel nous allons porter notre attention. Longtemps, en vérification, le comportement d’un système
a été représenté par un automate fini, chaque état de l’automate correspondant à une configuration du
système. De façon à modéliser des systèmes plus complexes, avec un nombre possiblement infini de
configurations, les automates finis ont été augmentés avec unensemble de variables entières, chaque
transition réalisant des opérations sur ces variables, le modèle ainsi obtenu étant les systèmes à comp-
teurs.

Nous présentons aussi dans ce chapitre les différents problèmes de vérification que nous souhaitons
explorer, et donnons quelques résultats d’indécidabilitéet de décidabilité dans le cadre des systèmes
à compteurs. Finalement, nous rappelons le contexte théorique qui a mené à l’élaboration de l’outil
FAST qui permet d’analyser des systèmes à compteurs.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Notions mathématiques

Nombres L’ensemble des entiers positifs est notéN et l’ensemble des entiers strictement positifs est
notéN

∗. L’ensemble des entiers relatifs est notéZ. La relation d’ordre totale habituelle surZ est notée
≤. Nous notonsNω, l’ensembleN ∪ {ω} où ω est un symbole tel queω /∈ N et pour toutk ∈ Nω,
k ≤ ω. Notons que(Nω,≤) est encore total. Nous étendons les opérations classiques+ et− àNω de
la façon suivante : pour toutk ∈ Z, k + ω = ω. Pourk, l ∈ N aveck ≤ l, l’ensemble des entiers
compris entrek et l est noté[k..l] = {i ∈ N | k ≤ i ≤ l}.

Ensembles Pour deux ensemblesE etF , on noteE∩F ,E∪F ,E⊎F ,E\F etE×F respectivement
l’intersection, l’union, l’union disjointe, la différence et le produit cartésien. On noteE ⊆ F si E
est un sous-ensemble deF . L’ensemble vide est noté∅. Le cardinal d’un ensemble finiF est noté
|F | ∈ N. Étant donné un ensembleE, nous notonsP(E) l’ensemble des sous-ensembles deE, c’est-
à-dire l’ensemble{F | F ⊆ E}.
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Relations Étant donnés deux ensemblesE etF , une relationR dansE × F est un sous-ensemble
R ⊆ E×F . La composée d’une relationR dansE×F et d’une relationR′ dansF ×G est la relation
R.R′ dansE ×G définie par(e, e′′) ∈ R.R′ si il existee′ ∈ E′ tel que(e, e′) ∈ R et (e′, e′′) ∈ R′.
Une relation binaire sur un ensembleE est une relation dansE × E. La relationIdE surE est la
relation binaire définie parIdE = {(e, e) | e ∈ E}. Étant donnée une relation binaireR surE, pour
k ≥ 1, on noteRk la relation binaire surE définie par l’inductionRk = R.R(k−1) et par convention
R0 = IdE . La fermeture réflexive et transitive d’une relation binaireR surE est la relationR∗ définie
parR∗ =

⋃

k≥0R
k.

Fonctions Une fonctionf : D → E est une relation dansD×E telle que pour toutd ∈ D, il existe
au plus un élémente ∈ E vérifiant (d, e) ∈ f . On notef(d) = e cet élément etED l’ensemble des
fonctions deD versE. Étant donnée une fonctionf : D → E, on définit le domainedom de la façon
suivante :dom(f) = {d ∈ D | ∃e ∈ E tel quee = f(d)}. On dit qu’une fonctionf ′ : D′ → E′

étend une fonctionf : D → E si D ⊆ D′ etE ⊆ E′ et si pour toutd ∈ D, on af ′(d) = f(d).
La restriction d’une fonctionf : D → E àD0 ⊆ D est la fonction notéef|D0

: D0 → Y définie
par dom(f|D0

) = D0 ∩ dom(f) et pour toutx ∈ dom(f|D0
), on af|D0

(x) = f(x). Une fonction
f : D → E est une fonction totale sidom(f) = D, dans le cas contraire on parle de fonction
partielle. Dans la suite, nous supposerons que toutes les fonctions sont totales sauf dans les cas où
nous signalerons explicitement que la fonction est partielle. Étant donnés une fonctionf : D → E
et un ensembleE′ ⊆ E, nous notonsf−1(E′) le sous-ensemble deD définie de la façon suivante :
f−1(E′) = {d ∈ D | f(d) ∈ E′} et de la même façon siD′ ⊆ D, nous définissonsf(D′) = {f(d) |
d ∈ D′}. Nous dirons qu’une fonctionf : D → E est :
– injective, si pour toutd, d′ ∈ D, f(d) = f(d′) impliqued = d′,
– surjective, si pour toute ∈ E, il existed ∈ D tel quef(d) = e,
– bijective, sif est injective et surjective.

Vecteurs Un vecteurv à n ≥ 1 composantes (ou de dimensionn) dans un ensembleE est un
élément deEn. Soit v ∈ En, pour touti ∈ [1..n], nous notonsv(i) ∈ E la i-ème composante dev.
Il nous arrivera parfois pour des vecteurs deEn de numéroter les composantes de0 à n − 1. Pour
des vecteur dansZn, nous notons≤ l’ordre défini composante par composante de la façon suivante,
v ≤ v′ si et seulement si pour touti ∈ [1..n], v(i) ≤ v′(i). Nous notons0 le vecteur dont toutes les
composantes sont égales à0. Nous étendons aussi les opérations+ et− aux vecteurs dansZn, ainsi
pour toutv, v′ ∈ Z

n, v + v′ est le vecteur défini par : pour touti ∈ [1..n], (v + v′)(i) = v(i) + v′(i)
etv− v′ est le vecteur défini par : pour touti ∈ [1..n], (v− v′)(i) = v(i)− v′(i).
SoitX = {x1, . . . , xn} un ensemble fini den variables. Nous confondrons parfois l’ensembleN

X des
fonctions associant à chaque variable une valeur entière avec l’ensembleNn des vecteurs de dimension
n.

Ensembles fermés par le haut Soitn ∈ N
∗. Un ensembleE ⊆ N

n de vecteurs de dimensionn est
fermé par le haut si et seulement si pour tout élémentv ∈ E, si v′ ∈ N

n satisfaitv ≤ v′ alorsv′ ∈ E.
Comme la relation d’ordre≤ surN

n est un bel ordre, d’après [Hig52], nous avons le lemme suivant
sur les sous-ensembles deN

n fermés par le haut.

Lemme 1.1 Soitn ∈ N
∗. Tout sous ensemble deN

n fermé par le haut a un nombre fini d’éléments
minimaux.
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Matrices Étant donnés deux entiersm ≥ 1 et n ≥ 1, on noteMm,n(E) l’ensemble des matrices
àm lignes etn colonnes et à valeurs dansE. SoitA = (Ai,j) une matrice deMm,n(E), pour tout
i ∈ [1..m] et pour toutj ∈ [1..n], Ai,j représente le coefficient deA eni-ème ligne etj-ème colonne.
Une matrice carrée de taillen ≥ 1 est une matrice àn lignes etn colonnes. L’ensemble des matrices
carréesMn,n(E) est notéMn(E).
Étant données deux matricesA ∈ Mm,n(Z) etB ∈ Mn,l(Z) aveck, l, n ∈ N, on définit la matrice
C = A.B appartenant àMm,l de la façon suivante : pour touti ∈ [1..m], et pour toutj ∈ [1..l],
Ci,j = Σk∈[1..n]Ai,k.Bk,j. Pourn ∈ N, nous notons de plusIdn ∈Mn(Z) la matrice(Ai,j) telle que
pour touti ∈ [1..n] ,Ai,i = 1 et pour touti, j ∈ [1..n] vérifianti 6= j, Ai,j = 0.
Les vecteurs deZn sont identifiés aux matrices deMn,1(Z). Ainsi, pour une matriceA ∈ Mm,n(Z)
et un vecteurv ∈ Z

n, on noteA.v le vecteur deZm défini par : pour touti ∈ [1..m], (A.v)(i) =
Σn

k=1Ai,k.v(k).

Monoïdes Un monoïde(E, ·, e) est un triplet tel queE est un ensemble non vide,· : E × E → E
est une fonction associative, ie pour toutx, y, z ∈ E, (x · y) · z = x · (y · z) ete est un élément neutre,
ie pour toutx ∈ E, x · e = e · x = x. Étant donné un alphabet finiΣ, on noteΣ∗ le monoïde surΣ
muni de la concaténation et de l’élément neutreǫ. Σ∗ est aussi appelé l’ensemble des mots finis surΣ
et ǫ le mot vide.
Un sous-ensemble deΣ∗ est aussi appelé un langage. Nous nous servirons parfois de notions sur
l’ensemble des langages réguliers, qui sont les langages reconnus par des automates finis, mais nous
ne détaillons pas plus ici les résultats bien connus concernant cette classe de langages et qui sont
disponibles dans [HU79].
Soitn ∈ N

∗. Le monoïde engendré multiplicativement par une matrice carréeM ∈Mn(Z) est défini
par< M >= {M i | i ∈ N} avec par conventionM0 = Idn. Et pour un ensemble de matrices
carréesM⊆Mn(Z), le monoïde engendré parM est défini par<M >=

⋃

i≥0{M1.M2. . . . .Mi |
∀j ∈ [1..i],Mj ∈M}.

Ensembles semi-linéaires Soitn ∈ N
∗. Un ensembleE ⊂ N

n est linéaire si il existek+1 vecteurs
v0, v1, . . . , vk ∈ N

n tel queE = {v ∈ N
n | v = v0 + λ1.v1 + . . . + λk.vk avecλi ∈ N pour touti ∈

[1..n]}. Un ensemble semi-linéaire est une union finie d’ensembles linéaires.

Image de Parikh Étant donné un alphabetΣ = {a1, . . . , an} àn lettres. Nous définissons la fonc-
tion fΣ : Σ∗ → N

n qui à chaque motw ∈ Σ∗ associe le vecteurfΣ(w) tel que pour touti ∈ [1..n],
fΣ(w)(i) = #ai(w) où#ai(w) représente le nombre d’occurences deai dans le motw. Remarquons
quefΣ(ǫ) = 0. Nous étendons cette fonctions aux langages inclus dansΣ∗, ainsi, pour un langage
L ⊆ Σ∗, fΣ(L) =

⋃

w∈L{fΣ(w)}. fΣ(L) ⊆ N
n est appelé l’image de Parikh du langageL. Nous

rappelons le lemme de Parikh pour les langages réguliers, qui est aussi valable pour la classe des
langages hors-contexte :

Lemme 1.2 [Par66] L’image de Parikh d’un langage régulier est un ensemble semi-linéaire.

De plus, la preuve fournie dans [Par66], permet de construire effectivement l’image de Parikh d’un
langage régulier.
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1.1.2 L’arithmétique de Presburger

L’arithmétique de Presburger est la théorie du premier ordre sur les entiers avec l’addition mais pas
la multiplication. L’ensemble des formules de l’arithmétique de Presburger peut être décrit par la
grammaire suivante oùt représente un terme etφ une formule :

t : := 0 | 1 | x | t+ t
φ : := t = t | ¬φ | φ ∨ φ | ∃y.φ

oùx et y appartiennent à un ensemble de variables.
L’ensemblevar(φ) des variables libres d’une formule de Presburgerφ est défini par induction de la
façon suivante :

– var(0) = var(1) = ∅,
– var(x) = {x},
– var(t+ t′) = var(t) ∪ var(t′),
– var(t = t′) = var(t) ∪ var(t′),
– var(¬φ) = var(φ),
– var(φ ∨ φ′) = var(φ) ∪ var(φ′), et
– var(∃y.φ) = var(φ) \ {y}.

Étant donné un ensembleX de variables, nous notonsPresb(X), l’ensemble de formules de Presbur-
ger qui ont leurs variables libres dansX.

Soient une formule de Presburgerφ et une fonctionf : var(φ) → N. Nous définissons la fonction
Appf qui à chaque terme deφ associe un entier de la façon suivante :

– Appf (0) = 0,
– Appf (1) = 1,
– Appf (x) = f(x), et,
– Appf (t+ t′) = Appf (t) +Appf (t′).

Cette fonction, nous permet de définir la relation de satisfiabilité f |= φ par :

– f |= t = t′ si et seulement siAppf (t) = Appf (t′),
– f |= ¬φ si et seulement sif 6|= φ,
– f |= φ ∨ φ′ si et seulement sif |= φ ouf |= φ′, et,
– f |= ∃y.φ si et seulement si il existef ′ : var(φ)→ N étendantf et telle quef ′ |= φ.

Deux formules de Presburgerφ et φ′ sont dites équivalentes (notéφ ≡ φ′) si pour toute fonction
f : var(φ) ∪ var(φ′) → N, on af|var(φ) |= φ si et seulement sif|var(φ′) |= φ′. Nous dirons qu’une
formule de Presburgerφ est valide si pour toute fonctionf : var(φ)→ N, on af|var(φ) |= φ.
Nous interprétons ainsi les formules de Presburger sur l’ensembleN des entiers naturels. Nous pou-
vons étendre de plus la grammaire avec les opérateurs logiques classiques, comme le “et” (noté∧)
qui se définit facilement parφ ∧ φ′ ≡ ¬(¬φ ∨ ¬φ′) ou encore le quantificateur universel∀ défini par
∀y.φ ≡ ¬∃y.¬φ. Nous notons,true, le symbole de vérité qui peut être défini partrue ≡ ∃y.y = y et
false sa négation. De la même façon, nous ajoutons à la grammaire, les opérateurs arithmétiques clas-
siques6=,<,≤,≥ et>, qui peuvent aussi être définis dans l’arithmétique de Presburger. Par exemple,
t < t′ ≡ ∃y.(t′ = t+ y) ∧ ¬(y = 0).
La logique de Presburger est souvent utilisée en vérification. Ceci est du au fait que le problème de
satisfiabilité, qui consiste à savoir si étant donnée une formuleφ, il existe une fonctionf : var(φ)→ N
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telle quef |= φ, est décidable pour ce fragment logique [Pre29]. En revanche si l’on rajoute aux
termes la multiplication, c’est à dire si l’on autorise des termes de la formet′ ∗ t, le problème de
satisfiabilité devient indécidable.

1.1.3 Les ensembles et relations définissables dans Presburger

Soit n ∈ N
∗. Étant donné un ensemble fini de variablesX = {x1, . . . , xn} et un vecteura ∈ N

n,
nous définissons la fonctionfX,a : X → N telle que pour touti ∈ [1..n], fX,a(xi) = a(i). Si φ est
une formule dansPresb(X), le sous-ensembleJφKX deN

n est défini par :

JφKX = {a ∈ N
n | fX,a |= φ}

Notation 1.3 Il nous arrivera parfois d’utliser la notationJφK au lieu deJφKX lorsque il n’y aura
pas de confusion possible sur l’ensembleX des variables considéré.

Ceci nous permet de définir les ensembles définissables dans Presburger.

Definition 1.4 (Ensemble définissable dans Presburger)Soitn ∈ N
∗. Un ensembleE ⊆ N

n est dé-
finissable dans Presburger si et seulement si il existe un ensemble fini de variablesX = {x1, . . . , xn}
et une formule de Presburgerφ ∈ Presb(X) tels queE = JφKX .

Nous rappelons maintenant le lien qu’il existe entre les ensembles définissables dans Presburger et les
ensembles semi-linéaires.

Théorème 1.5 [GS66] SoitE ⊆ N
n. E est définissable dans Presburger si et seulement siE est

semi-linéaire.

Exemple 1.6 L’ensembleE1 des entiers pairs est définissable dans Presburger. En effet, si l’on consi-
dère la formuleφ1 ≡ ∃y.x = y + y, on a bienE1 = Jφ1K.

La proposition suivante fournit un exemple d’ensemble qui n’est pas définissable dans Presburger.

Lemme 1.7 L’ensemble{2n | n ∈ N} des puissances de2 n’est pas définissable dans Presburger.

Preuve : Nous raisonnons par l’absurde. Supposons que l’ensembleE2 = {2n | n ∈ N} est
définissable dans Presburger. D’après le théorème 1.5,E2 serait semi-linéaire. CommeE2 est infini,
on en déduit qu’il existe un ensemble linéaire infiniL ⊆ E2. Supposons qu’il existea0, ..., ak ∈ N tel
queL = {a0 + λ1.a1 + . . . + λk.ak | ∀i ∈ [1..k], λi ∈ N}. Supposons de plus quea1 = Max({ai |
i ∈ [1..k]}). CommeL est infini, on a forcémenta1 > 0 et de plus, il existen ∈ N tel que2n ∈ L et
a1 < 2n. Par définition deL, 2n + a1 ∈ L et donc il existem tel que2n + a1 = 2m avecn+ 1 ≤ m.
Commea1 > 0, on en déduit2n ≤ a1. Cette dernière inégalité constitue une contradiction avec le fait
quea1 < 2n. �

Notation 1.8 Étant donné un ensemble finiX = {x1, ..., xn} de variables, nous notonsX ′ =
{x′1, .., x

′
n} l’ensemble des variables “primées” obtenu à partir deX et Presb(X,X ′) l’ensemble

des formules de Presburgerφ telles quevar(φ) ⊆ X ⊎ X ′. Pour deux fonctionsf : X → N et
f ′ : X ′ → N, et une formuleφ ∈ Presb(X,X ′), nous notons(f, f ′) |= φ le fait que la fonc-
tion g : X ⊎ X ′ → N, définie parg|X = f et g|X′ = f ′, vérifie g |= φ. Nous notons ainsi
JφKX,X′ = {(a, a′) ∈ N

n×N
n | (fX,a, fX′,a′) |= φ}. De plus, parfois pour deux fonctionsf : X → N

et f ′ : X → N, nous écrirons(f, f ′) |= φ si et seulement si la fonctionf ′′ : X ′ → N, définie telle
que pour toutx′i ∈ X

′, f ′′(x′i) = f ′(xi), vérifie(f, f ′′) |= φ.
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Nous précisons la définition 1.4 dans le cas particulier des relations binaires.

Definition 1.9 (Relation binaire définissable dans Presburger) Une relation binaireR ⊆ N
n×N

n

est définissable dans Presburger si et seulement si il existedeux ensembles finisX = {x1, . . . , xn}
etX ′ = {x′1, . . . , x

′
n} de variables et une formule de Presburgerφ ∈ Presb(X,X ′) tels queR =

JφKX,X′ .

1.1.4 Systèmes de transitions étiquetés

Pour représenter le comportement des différents modèles manipulés, nous utilisons des systèmes de
transitions étiquetés par un alphabet.

Definition 1.10 (Système de transitions étiqueté)Un système de transitions étiqueté est un triplet
TS = 〈C,Σ,→〉 tel que :

– C est un ensemble dont les éléments sont appelés des configurations,
– Σ est un alphabet fini, et,
– →⊆ C × Σ× C est une relation appelée la relation de transition.

Nous appellerons système de transitions, un système de transitions étiqueté. SoitTS = 〈C,Σ,→〉
un système de transitions étiqueté. Pourc, c′ ∈ C et a ∈ Σ, nous adoptons la notationc

a
→ c′ pour

exprimer que(c, a, c′) ∈→. De plus, nous notonsc → c′ si il existea ∈ Σ tel quec
a
→ c′. Nous

étendons aussi la relation→ à des mots deΣ∗. Ainsi, nous avons pour toutc ∈ C, c
ǫ
→ c et sia ∈ Σ

etσ ∈ Σ∗, nous définissons la relation
a·σ
→ par induction de la façon suivante :

c
a.σ
→ c′′si et seulement si il existec′ ∈ S tel quec

a
→ c′

σ
→ c′′

Un système de transitions initialisé est une paire(TS, c0) où TS = 〈C,Σ,→〉 est un système de
transitions étiqueté etc0 ∈ C est une configuration initiale.
Une exécutionπ d’un système de transitionsTS est une suite finie de transitionsc0

a1→ c1, c1
a2→

c2, . . . , ck−1
ak→ ck notée plus simplementc0

a1→ c1
a2→ . . .

ak→ ck. Nous considérerons parfois des
exécutions infinies qui correspondront à des suites infiniesde transitions.

1.2 Les systèmes à compteurs

1.2.1 Systèmes à compteurs

Definition 1.11 (Système à compteurs)Un systèmeS à n compteurs est un tripletS = 〈Q,X,E〉
tel que :

– Q est un ensemble fini d’états de contrôle,
– X = {x1, . . . , xn} est un ensemble fini de compteurs,
– E ⊆ Q×Presb(X,X ′)×Q est un ensemble fini de transitions, chacune étiquetée par une formule

de Presburger dont les variables libres sont dansX ⊎X ′ avecX ′ = {x′1, . . . , x
′
n}.

Une configuration d’un système àn compteursS = 〈Q,X,E〉 est une paire(q, v) où q ∈ Q est un
état de contrôle etv : X → N est une fonction qui à chaque compteur associe une valeur entière.
Le comportement d’un système à compteursS = 〈Q,X,E〉 est donné par un système de transitions
étiquetéTS(S) = 〈Q× N

X , E,→〉 où :

24
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– Q× N
X est l’ensemble des configurations,

– E est l’ensemble de transitions deS, et,
– →⊆ (Q × N

X) × E × (Q × N
X) est une relation définie de la façon suivante, pour tout(q, v),

(q′, v′) dansQ× N
X , pour toute ∈ E :

(q, v)
e
→ (q′, v′) si et seulement sie = (q, φ, q′) et (v, v′) |= φ

Remarquons que les valeurs des compteurs ne peuvent pas êtrenégatives.
Un système à compteurs est un objet syntaxique dont la sémantique est fournie par son système de
transitions associé.

Nous appelons un système àn compteurs initialisé une paire(S, c0) oùS = 〈Q,X,E〉 est un système
à n compteurs etc0 ∈ Q × N

n est une configuration initiale. À un système à compteurs initialisé
(S, c0), nous associons un système de transitions initialiséTS(S, c0) = (TS(S), c0). Lorsque il n’y
aura pas d’ambiguïté possible grâce aux notations, nous appellerons également système à compteurs
un système à compteurs initialisé.

Exemple 1.12 La figure 1.1 donne un exemple de système à un compteur. Lorsque le système est dans
l’état q1, il peut passer dans l’étatq2 en choisissant une valeur de compteur différente de celle courant
et de l’étatq2, il peut retourner enq1 sans changer la valeur du compteur. La figure 1.2 présente une
modélisation du problème de Syracuse. Le système à compteurs n’a qu’un seul état et à chaque étape
soit la valeur du compteur est paire et alors le système la divise par2 soit elle est impaire, et il la
multiplie par3 et lui ajoute1. Le problème de Syracuse consiste à montrer qu’à partir de n’importe
quelle valeur initiale le système arrive toujours dans une configuration où la valeur du compteur vaut
0. Sur des exemples, cela semble être vraie, mais il n’existe pas encore de preuve de ce résultat.

q1

q2

x′1 6= x1x′1 = x1

q3
x′1 = x1

FIGURE 1.1 – Un système à compteurs

q1∃y.x1 = y + y ∧ x′1 = y
¬(∃y.x1 = y + y)∧
x′1 = 3.x1 + 1

FIGURE 1.2 – Un système à compteurs encodant le problème de Syracuse

Les systèmes à compteurs sont étudiés depuis 40 ans et leur étude trouve en particulier des applications
dans la vérification de systèmes informatiques.
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1.2.2 Systèmes à compteurs fonctionnels et linéaires

Dans la définition des systèmes à compteurs, les transitionssont étiquetées par des formules de Pres-
burger qui donnent des conditions sur les valeurs des compteurs avant et après le franchissement de
la transition. Dans ces systèmes, étant données une configuration (q, v) et une transition(q, φ, q′), le

nombre de configurations(q′, v′) vérifiant (q, v)
φ
→ (q′, v′) peut être infini. Nous définissons ici une

sous-classe de systèmes à compteurs, pour laquelle, étant donné une configuration(q, v) et une transi-

tion (q, φ, q′), il existe au plus une configuration(q′, v′) telle que(q, v)
φ
→ (q′, v′). Nous limitons ainsi

le non-déterminisme au choix de la transition à franchir. Pour obtenir une telle classe de systèmes, les
formules de Presburger présentes dans le système àn compteurs caractériseront une fonction partielle
deN

n dansNn.

Definition 1.13 (Système à compteurs fonctionnel)Un système àn compteurs fonctionnelS =
〈Q,X,E〉 est un système à compteurs tel que pour tout(q, φ, q′) ∈ E, il existe une fonction par-
tielle f : N

n → N
n vérifiant pour toutv, v′ ∈ N

n, (v, v′) ∈ JφK si et seulement siv ∈ dom(f) et
v′ = f(v).

Definition 1.14 (Fonction Presburger-linéaire) [FL02] Une fonction partiellef : N
n → N

n est
dite Presburger-linéaire si et seulement si il existe un triplet (ψ,A, b) tel queψ ∈ Presb(X) pour un
ensemble fini de variablesX = {x1, . . . , xn}, A ∈Mn(Z) et b ∈ Z

n et :

– dom(f) = JψKX , et,
– pour toutv ∈ dom(f), f(v) = A.v + b.

Remarquons que pour une fonction Presburger-linéairef : N
n → N

n, la relation binaire surNn

définie par{(v, v′) ∈ N
n × N

n | v ∈ dom(f) etv′ = f(v} est définissable dans Presburger. Ces
fonctions Presburger-linéaires sont étudiées en détail dans [Ler03].

Definition 1.15 (Système à compteurs linéaire)Un système àn compteurs linéaireS = 〈Q,X,E〉
est un système à compteurs tel que pour tout(q, φ, q′) ∈ E, il existe une fonction Presburger-linéaire
f vérifiant pour toutv, v′ ∈ N

n, (v, v′) ∈ JφK si et seulement siv ∈ dom(f) et v′ = f(v).

Notation 1.16 Nous noterons parfoisf = (ψ,A, b) pour une fonction Presburger-linéairef . De
plus, lorsque nous considérerons une transition(q, φ, q′) d’un système à compteurs linéaire, nous
utiliserons parfois directement la notation(q, (ψ,A, b), q′) ou (q, f, q′) avecf = (ψ,A, b). Nous
adopterons également cette notation dans le système de transitions associé à un système à compteurs
linéaire.

Pour une transition(q, (ψ,A,b), q′) d’un système à compteurs linéaire, la formuleψ est appelée la
garde de la transition et la paire(A,b) l’action. Lorsque nous représenterons un système à comp-
teurs linéaire graphiquement, comme par exemple sur la figure 1.3, sur chaque transition nous ferons
systématiquement suivre la garde par un point d’interrogation “?”. Quand la garde sera équivalente
à true, nous ne la mentionnerons pas et nous n’indiquerons que les actions changeant les valeurs de
compteurs. Ainsi pour la transition entreq1 et q3 sur la figure 1.3, nous avons implicitement la garde
équivalente àtrue et l’action équivalente àx′1 = x1.

Exemple 1.17 Le système à un compteur représenté sur la figure 1.1 n’est paslinéaire. En revanche,
nous pouvons “simuler” son comportement par le système à compteurs de la figure 1.3. Pour simuler
la transition deq1 versq3 étiquetée par la formulex′1 6= x1, nous ajoutons deux boucles partant de
l’état de contrôleq1, l’une qui décrémente le compteur à chaque coup et l’autre qui l’incrémente.
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q1

x′1 = x1 + 1

x′1 = x1 − 1 q3

q2

FIGURE 1.3 – Un système à compteurs linéaire

1.2.3 Machines de Minsky et machines à compteurs

Dans [Min67], Minsky introduit un modèle pour représenter des “machines” de calcul réalisant des
opérations sur des variables entières. Une machine de Misnky manipule deux variables entièresx1 et
x2 et est composée d’une séquence finie d’instructions, chacune d’elle pouvant avoir une des deux
formes suivantes :

1. l : xi := xi + 1 ; goto l′

2. l : if xi = 0 then gotol′ elsexi := xi − 1 ; goto l′′

où i ∈ {1, 2} et l, l′ et l′′ sont des étiquettes précédant chacune des instructions. Nous proposons
maintenant un codage sous forme de systèmes à compteurs de ces machines.

Étant donné un ensemble finiX = {x1, . . . , xn} den variables, nous définissons les trois types de
formules dansPresb(X,X ′) suivantes, pour touti ∈ [1..n] :

– inc(xi) ≡ x
′
i = xi + 1 ∧

∧

j∈[1..n]\{i} x
′
j = xj,

– dec(xi) ≡ x
′
i = xi − 1 ∧

∧

j∈[1..n]\{i} x
′
j = xj, et

– ifzero(xi) ≡ xi = 0 ∧
∧

j∈[1..n] x
′
j = xj.

Intuitivement, inc(xi) revient à incrémenter la valeur du compteurxi, dec(xi) à la décrémenter et
ifzero(xi) à tester si elle vaut zéro.

Definition 1.18 (Machine de Minsky) Une machine de Minsky àn compteurs est un système à comp-
teursS = 〈Q,X,E〉, avecX = {x1, . . . , xn}, tel que pour tout(q, φ, q′) ∈ E, il existe uni ∈ [1..n]
tel queφ ≡ inc(xi) ouφ ≡ dec(xi) ouφ ≡ ifzero(xi).

La définition de machines de Minsky que nous proposons ici estun peu différente de celle proposée
par Minsky car nous introduisons du non-déterminisme. En effet, lorsque la machine est dans un état
de contrôle, elle a le choix entre différentes actions possibles et non pas une seule comme c’est le cas
dans le modèle proposé originellement. De plus, nous autorisons la machine à réaliser un test à zéro,
sans forcément décrémenter le compteur correspondant si letest n’est pas satisfait. Nous donnons
maintenant la définition de machines de Minsky déterministes, cette restriction est plus proche du
modèle proposé par Minsky dans [Min67].
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Definition 1.19 (Machine de Minsky déterministe) Une machine de Minsky àn compteursS =
〈Q,X,E〉, avecX = {x1, . . . , xn}, est déterministe si et seulement si pour toutq ∈ Q, l’ensemble
Sq = {e ∈ E | ∃(φ, q′).e = (q, φ, q′)} vérifie les propriétés suivantes :

1. |Sq| ≤ 2, et,

2. si |Sq| = 1, alors il existei ∈ [1..n] et q′ ∈ Q tel queSq = {(q, inc(xi), q
′)}, et,

3. si |Sq| = 2, alors il existei ∈ [1..n] et q′, q′′ ∈ Q tels que nous avonsSq = {(q,dec(xi), q
′),

(q, ifzero(xi), q
′′)}.

Remarquons que les machines de Minsky représentent bien unesous-classe de systèmes à compteurs
linéaires.
Nous proposons maintenant une extension de ces machines de Minsky en autorisant des gardes un peu
plus complexes que le test à zéro et aussi en autorisant les compteurs à être incrémentés et décrémentés
non plus d’une unité mais d’un nombre fini d’unités en une transition. Nous appelons ce nouveau
modèle les machines à compteurs car il se situe entre les machines de Minsky et les systèmes à
compteurs. Dans un premier temps nous définissons les translations gardées dont nous nous servirons
pour étiqueter les transitions de ces machines à compteurs.

Definition 1.20 (Translation gardée) Une fonction partiellet : N
n → N

n est une translation gardée
si et seulement si il existe# ∈ {=,≤}n, µ ∈ N

n et δ ∈ Z
n avec0 ≤ µ+ δ tels que :

– dom(t) = {v ∈ N
n|µ#v}, et,

– pour toutv ∈ dom(t), t(v) = v + δ.

Soitn ∈ N
∗. Nous appelonsTn l’ensemble des translations gardées à valeurs dansN

n. Remarquons
qu’une translation gardée est une fonction Presburger-linéaire. Nous définissons maintenant les sys-
tèmes à compteurs dont les transitions sont étiquetées par des translations gardées.

Definition 1.21 (Machine à compteurs)Une machine àn compteursS = 〈Q,X,E〉 est un système
à compteurs linéaire tel que pour tout(q, φ, q′) ∈ E, il existe une translation gardéet vérifiant pour
tout v, v′ ∈ N

n, (v, v′) ∈ JφK si et seulement siv ∈ dom(t) et v′ = t(v).

Notons juste que toute machine de Minsky est une machine à compteurs.

Notation 1.22 Nous noterons parfoist = (#, µ, δ) une translation gardéet. De plus, de la même
façon que pour les systèmes à compteurs linéaires, lorsque nous considérerons une transition(q, φ, q′)
d’un système à compteurs linéaire, nous utiliserons parfois directement la notation(q, (#, µ, δ), q′).

Il est facile d’encoder le comportement d’une machine àn compteurs dans une machine de Minsky.
Par exemple, un incrément ded unités dans la machine à compteurs peut-être réalisé pard transitions
incrémentant le même compteur dans une machine de Minsky. Une construction similaire peut-être
utilisée pour un décrément ded unités. Quant aux tests, pour tester si la valeur d’un compteur est
supérieure ou égale à une constanted dans la machine à compteurs, il suffit de décrémenterd fois
le compteur dans la machine de Minsky et de l’incrémenter ensuite de nouveaud fois, en effet la
machine de Minsky ne pourra passer cette suite de transitions que dans le cas où la valeur du compteur
concerné est plus grande qued (un compteur ne pouvant pas prendre une valeur négative !). Pour tester
si la valeur d’un compteur est égale à une constanted, on utilise la même astuce en insérant un test
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à zéro entre la phase de décrémentation et celle d’incrémentation. Néanmoins ce codage modifie
le comportement des compteurs et en particulier le nombre defois où un compteur alterne entre
une phase où il est décrémenté et une phase où il est incrémenté. Or, comme nous le verrons par la
suite, ce nombre d’alternances sera un facteur déterminantlorsque nous considérerons les machines à
compteursreversal-bornées dans le chapitre 2. C’est pour cela que nous étudions ces deux modèles.

q1x′1 = x1 + 3 q2
x1 = 2?

FIGURE 1.4 – Une machineM1 à un compteur

q1

q3
inc(x1)

q4

inc(x1)

inc(x1)

q5
dec(x1) q6

dec(x1) q7
ifzero(x1) q8

inc(x1) q2
inc(x1)

FIGURE 1.5 – Une machine de Minsky pour simulerM1

Exemple 1.23 La figure 1.4 nous donne un exemple de machine à compteurs et lafigure 1.5 un
exemple de machine de Minsky qui “simule” la première machine. Nous avons construit cette machine
de Minsky en appliquant le processus décrit ci-dessus. Sur ces deux exemples, on peut constater, que
lorsque la machine à compteurs réalise une opération pour changer la valeur d’un compteur, la
machine de Minsky peut faire la même opération mais elle a besoin de plusieurs pas, c’est à dire de
franchir plusieurs transitions.

1.2.4 Réseaux de Petri et SAVE

Parmi les modèles utilisés dans la vérification, les réseauxde Petri [Pet62] occupent une place impor-
tante que ce soit dans le milieu universitaire ou bien chez les industriels. Nous montrons ici le lien qui
existe entre les réseaux de Petri et les machines à compteurs.
Dans un premier temps nous rappelons la définition des Réseaux de Petri.

Definition 1.24 (Réseau de Petri)Un réseau de Petri est un5-uplet〈P, T,W−,W+,M0〉 tel que :

– P est un ensemble fini de places,
– T est un ensemble fini de transitions tel queP ∩ T = ∅,
– W− : T → N

|P | est l’application d’incidence arrière,
– W+ : T → N

|P | est l’application d’incidence avant,
– M0 ∈ N

|P | est un marquage (ou une configuration), appelée le marquage initiale.
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Intuitivement, un marquage indique le nombre de jetons présents dans chaque place. Étant donnés un
marquageM et une transitiont ∈ T , pour franchir la transitiont, il faut d’abord que chaque place ait
un nombre minimum de jetons, donné par le vecteurW−(t), le franchissement de la transition pro-
voque ensuite la consommation du nombre de jetons fourni parW−(t), et la production de nouveaux
jetons, le nombre de jetons ajoutés dans chaque place étant celui indiqué par le vecteurW+(t).

Plus formellement le comportement d’un réseau de Petri〈P, T,W−,W+,M0〉 peut être décrit par un
système de transitions initialisé(〈N|P |, T,→〉,M0) où :

– N
|P | est l’ensemble des marquages,

– T est l’alphabet d’étiquetage,
– →⊆ N

|P |×T ×N
|P | est la relation définie de la façon suivante, pour toutM,M ′ ∈ N

|P |, pour tout
t ∈ T :

M
t
→M ′ si et seulement siW−(t) ≤M etM ′ = M −W−(t) +W+(t)

– M0 est le marquage initial.

Les réseaux de Petri ont une propriété intéressante qui est la monotonie et qui peut être exprimée par
la proposition suivante :

Proposition 1.25 Soit 〈P, T,W−,W+,M0〉 un réseau de Petri et(〈N|P |, T,→〉,M0) le système de

transitions initialisé qui lui est associé. Pour toutM1,M2 ∈ N
|P | et t ∈ T , si M1

t
→ M2 alors

pour toutM ′
1 ∈ N

|P | tel queM1 ≤ M ′
1, il existe un marquageM ′

2 ∈ N
|P | vérifiantM ′

1
t
→ M ′

2 et
M ′

2 −M2 = M ′
1 −M1.

Ceci est dû au fait qu’avant de franchir une transition, on teste pour chaque place si le nombre de
jetons est supérieur ou égal à une constante, et qu’il n’est pas possible de tester si il est égal à une
constante.

Exemple 1.26 La figure 1.6 donne un exemple de réseau de Petri. Traditionnellement les places sont
représentées par des cercles et les transitions par des rectangles. Les jetons placés dans les places
indiquent le marquage. Ce réseau de Petri peut représenter deux processus partageant une ressource
avec un système d’exclusion mutuelle. Les placesp1 etp2 correspondent aux états du premier proces-
sus, enp1 le processus attend la ressource et enp2 le processus possède la ressource, symétriquement
p3 et p4 représentent les états du deuxième processus. Il y a un jetondans la placep5 lorsque la
ressource est libre. À partir du marquage initial représenté, on voit qu’il n’est pas possible d’avoir au
même instant un jeton dans la placep2 et un dans la placep4, ce qui caractérise le fait que les deux
processus ne peuvent posséder la ressource en même temps.

Dans [KM69], les auteurs introduisent les systèmes d’addition de vecteurs qui sont équivalents aux
réseaux de Petri. Ces modèles peuvent être interprétés comme des machines à compteurs avec un
unique état de contrôle et ne pouvant pas utiliser l’égalitédans leurs gardes, mais seulement le test
supérieur ou égal. Les Systèmes d’Addition de Vecteurs avecÉtats (SAVE) ont ensuite été introduits
dans [HP79]. Il s’agit en fait de système d’additions de vecteur auxquels des états de contrôle ont été
ajoutés. Nous donnons ici la définition que nous utiliseronspour les SAVE, ce qui permet de faire le
lien avec les machines à compteurs.

Definition 1.27 (Système d’addition de vecteurs avec états)Une machine àn compteursS = 〈Q,
X,E〉 est un système d’addition de vecteurs avec états (SAVE) si etseulement si pour tout(q, t, q′) ∈
E, t est une translation gardée(#, µ, δ) telle que# = (≤, . . . ,≤).
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•p1 p2 •p5 p4 •p3

t1

t2

t3

t4

FIGURE 1.6 – Un réseau de PetriR1

q1

(1 ≤ x1 ∧ 1 ≤ x5)?
x′1 = x1 − 1
x′5 = x5 − 1
x′2 = x2 + 1

(1 ≤ x3 ∧ 1 ≤ x5)?
x′3 = x3 − 1
x′5 = x5 − 1
x′4 = x4 + 1

(1 ≤ x4)?
x′4 = x4 − 1
x′3 = x3 + 1
x′5 = x5 + 1

(1 ≤ x2)?
x′2 = x2 − 1
x′1 = x1 + 1
x′5 = x5 + 1

FIGURE 1.7 – Un SAVES1 qui simuleR1
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Originellement, les systèmes d’addition de vecteurs et lesSAVE étaient définis sans garde sur la re-
lation de transition, mais il est toujours possible de simuler une garde sans test d’égalité en utilisant
le fait que les valeurs des compteurs ne descendent jamais endessous de0, comme c’est le cas dans
l’encodage des machines à compteurs par des machines de Minsky que nous avons expliqué précé-
demment. Remarquons qu’un réseau de Petri avecn places peut facilement être encodé dans un SAVE
de dimensionn avec un état de contrôle, chaque transition du SAVE simulantle franchissement d’une
transition du réseau de Petri.

Exemple 1.28 La figure 1.7 fournit un exemple d’encodage en SAVE du réseau de Petri de la figure
1.6. Pour simuler complètement ce réseau de Petri, la configuration initiale du SAVE présenté doit être
(q1, (1, 0, 1, 0, 1)). À chaque étape la valeur du compteurxi (pour i ∈ [1..5]) représente le nombre de
jetons présents dans la placepi.

q1x′1 = x1 + 2 q2
x1 ≥ 4?

FIGURE 1.8 – Un SAVES2

•p1 p2

p3

t2

t1 2

4 4

FIGURE 1.9 – Un réseau de Petri simulantS2

Les SAVE sont équivalents aux systèmes d’addition de vecteurs et par conséquent aux réseaux de
Petri. Il est en effet possible de simuler le comportement d’un SAVE de dimensionn ayantm états
de contrôle avec un réseau de Petri avecn +m places. Lesn premières places servant à encoder les
n compteurs et lesm dernières places sont utilisées pour encoder l’état de contrôle en mettant un
jeton dans la place correspondant à l’état de contrôle courant. Il existe des codages plus astucieux que
celui que nous proposons ici, ainsi dans [HP79], il est montré que tout SAVE de dimensionn peut
être encodé dans un système d’addition de vecteurs de dimension n + 3, équivalent à un réseau de
Petri àn+ 3 places. Différentes propriétés mathématiques des réseauxde Petri et des SAVE ainsi que
les méthodes développées pour analyser ces modèles sont décrites précisément dans [Reu89]. Dans
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la suite, nous nous intéresserons principalement aux SAVE,et les propriétés qui seront valables pour
eux le seront aussi pour les réseaux de Petri.

Exemple 1.29 Les figures 1.8 et 1.9 donnent un exemple de SAVE et un encodagepossible dans un
réseau de Petri.

1.2.5 Schéma récapitulatif

Systèmes à compteurs

Systèmes à compteurs fonctionnels

Systèmes à compteurs linéaires

Machines à compteurs

SAVE

FIGURE 1.10 – Schéma récapitulatif des différentes classes de systèmes à compteurs introduites

Le schéma de la figure 1.10 récapitule les différentes classes de systèmes à compteurs que nous avons
introduites précédemment et montre comment elles sont incluses les unes dans les autres (au niveau
syntaxique).
Pour finir, dans [DFGD06], la proposition suivante a été énoncée :

Proposition 1.30 Savoir si un système à compteurs est un système à compteurs fonctionnel ou un
système à compteurs linéaire ou une machine à compteurs est décidable.

Ainsi, étant donné un système à compteurs quelconque on peutsavoir à quelle classe il appartient.

1.3 Problématique de la vérification

1.3.1 Différents problèmes d’accessibilité

Comme nous l’avons signalé précédemment, les systèmes à compteurs vont nous servir de modèles
pour la vérification. Nous présentons maintenant les premiers problèmes de vérification auxquels
nous allons nous intéresser. De façon intuitive, chacun de ces problèmes peut être vu comme un
problème de “sûreté”. À chaque fois, une configuration ou un ensemble de configurations est donné,
et nous souhaitons vérifier si une exécution du système arrive dans cet ensemble. On parle de “sûreté”
car l’ensemble de configurations donné peut typiquement représenter un ensemble de mauvais états
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du système. Afin de vérifier des systèmes à compteurs, nous nous intéressons à leur comportement
donné par le système de transitions qui leur est associé et enparticulier aux configurations qui sont
accessibles.
SoientS = 〈Q,X,E〉 un système à compteurs,TS = 〈Q×N

X , E,→〉 le système de transitions qui
lui est associé etc0 ∈ Q × N

X une configuration initiale. L’ensemble d’accessibilité dusystème à
compteurs initialisé(S, c0) estReach(S, c0) = {c ∈ Q×N

X | c0 →
∗ c}. De plus, nous appelons re-

lation d’accessibilité deS, la relation→∗. Nous aurons parfois besoin de calculer les successeurs “en
un coup” d’un ensemble de configurations. Ainsi siC ⊆ Q× N

X est un ensemble de configurations,
nous notonsPost(S,C) l’ensemble de configurations accessibles “en un coup” à partir deC, c’est à
dire l’ensemble{c′ ∈ Q× N

X | ∃c ∈ C tel quec→ c′}.

Dans un système à compteurs, une des premières questions quel’on peut se poser est de savoir si
un état de contrôle est accessible, c’est à dire savoir si il existe une exécution dans le système de
transitions qui, à partir d’une configuration initiale, amène à un état de contrôle donné. En effet, il
se pourrait que cet état de contrôle représente une erreur dans le système modélisé par le système à
compteurs, et donc il est important de savoir le système peutse trouver dans un tel état. Nous définis-
sons leproblème d’accessibilité d’un état de contrôlede la façon suivante :

Entrées :Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q×N
X et un état

de contrôleq ∈ Q,
Question :Existe-t-il une valuationv ∈ N

X telle que(q, v) ∈ Reach(S, c0) ?

Si la réponse est oui, nous dirons queq est accessible dans(S, c0). Ce problème nous donne des in-
formations sur les états de contrôle accessibles, mais pas sur les valeurs que prennent les compteurs
lorsque le système arrive dans l’état de contrôle donné. Nous définissons maintenant leproblème d’ac-
cessibilité d’une configuration:

Entrées :Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉 et deux configurationsc0, c ∈ Q× N
X .

Question :Est-ce-quec ∈ Reach(S, c0) ?

Si la réponse est oui, nous dirons quec est accessible dans(S, c0). Nous pouvons étendre les pro-
blèmes précédents en considérant non plus une configuration(ou un ensemble fini de configurations),
mais un ensemble possiblement infini de configurations. Nousavons vu dans les préliminaires que
les formules de Presburger étaient un formalisme logique décidable permettant de manipuler des en-
sembles de vecteurs d’entiers. Nous proposons ici d’utiliser la logique de Presburger pour encoder
des configurations. Étant donné un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, nous appelons configuration
symbolique une paire(q, φ) telle queq ∈ Q et φ ∈ Presb(X). Ceci nous permet de définir lepro-
blème d’accessibilité symbolique:

Entrées : Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q × N
X et une

configuration symbolique(q, φ) ∈ Q× Presb(X).
Question :Existe-t-il v× N

X tel quev |= φ et (q, v) ∈ Reach(S, c0) ?

Finalement, nous sommes partis à chaque fois d’une configuration initiale, mais il est aussi intéres-
sant de vérifier des propriétés pour un ensemble de configurations initiales. Étant donnés un système
à compteursS = 〈Q,X,E〉 et une configuration symbolique initiale(q0, φ0) ∈ Q× Presb(X), nous
étendons la définition d’ensemble d’accessibilité et définissons l’ensemble d’accessibilité symbolique
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Reach(S, (q0, φ0)) = {(q, v) ∈ Q × N
X | ∃v0 ∈ N

X tel quev0 |= φ0 et (q, v) ∈ Reach(q, v0)}.
Nous définissons ainsi leproblème d’accessibilité symbolique généralisé:

Entrées : Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉 et deux configurations symboliques(q0, φ0) et
(q, φ) dansQ× Presb(X).
Question :Existe-t-il v ∈ N

X tel quev |= φ et (q, v) ∈ Reach(S, (q0, φ0)) ?

Nous allons par la suite nous intéresser à la décidabilité des ces différents problèmes. De plus, pour
le problème d’accessibilité d’un état de contrôle par exemple, siS est un système à compteurs, nous
dirons que le problème d’accessibilité d’un état de contrôle est décidable pourS si il est décidable
quelle que soit la configuration initiale donnée et l’état decontrôle donné. De la même façon, nous
dirons que ce problème est décidable pour(S, c0) oùc0 est une configuration initiale si ce problème est
décidable pourS avec la configuration initialec0 quelque soit l’état de contrôle donné. Nous adaptons
ce discours selon le problème considéré.

Exemple 1.31 Nous reprenons le SAVE de la figure 1.7 qui encode le réseau de Petri représentant
la propriété d’exclusion mutuelle de la figure 1.6. Vérifier la propriété d’exclusion mutuelle, à savoir
que deux processus ne possèdent pas la ressource au même instant, peut être fait en résolvant un
problème d’accessibilité symbolique avec comme configuration symbolique la paire(q1, φ) où φ ≡
x2 ≥ 1∧x4 ≥ 1. En effet, si la réponse à ce problème d’accessibilité symbolique est positive, alors il
existe une exécution qui place en même temps un jeton dans la placep2 et un dans la placep4, ce qui
signifie qu’à ce moment les deux processus possèdent la ressource.

Remarquons de plus que les problème d’accessibilité d’un état de contrôle et d’une configuration
sont des cas particuliers du problème d’accessibilité symbolique, qui est lui-même un cas particulier
du problème d’accessibilité symbolique généralisé. Ainsilorsque le problème d’accessibilité symbo-
lique généralisé sera décidable alors tous les autres problèmes le seront aussi et de la même façon
lorsque le problème d’accessibilité symbolique sera décidable, les problèmes d’accessibilité d’un état
de contrôle et d’une configuration le seront aussi.

Exemple 1.32 Par exemple, si nous voulons savoir, pour un système àn compteursS = 〈Q,X,E〉,
si un état de contrôleq est accessible à partir d’une configuration initiale(q0, v0), cela peut-être
fait en résolvant le problème d’accessibilité généralisé avec comme configuration symbolique initiale
la paire (q0, φ0) où φ0 =

∧

i∈[1..n] xi = v0(xi) et comme configuration symbolique(q, true) pour
encoder l’état de contrôleq.

1.3.2 Calcul de l’ensemble d’accessibilité et de la relation d’accessibilité

Une méthode pour résoudre les problèmes d’accessibilité précédents consiste à calculer l’ensemble
d’accessibilité. Lorsque l’on sait que le nombre de configurations accessibles à partir d’une confi-
guration initiale est fini, cela ne pose pas de problème. Un premier problème réside dans le fait que
dans la plupart des cas il n’est pas possible de déterminer à l’avance si le nombre de configurations
accessibles sera fini ou non. Un autre problème apparaît de plus lorsque cet ensemble d’accessibilité
est infini. En effet, comment peut-on alors le représenter etle manipuler de façon à être capable de
répondre aux problèmes d’accessibilité ? Nous avons déjà donné l’embryon d’une solution à ce pro-
blème dans la sous-section précédente en montrant qu’il était possible de représenter un ensemble
infini de configurations en utilisant des formules de Presburger.
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Cette technique qui consiste à représenter un ensemble infini de configurations d’un système par une
formule a d’abord été introduite dans [KMM+97] où les auteurs proposent de représenter des en-
sembles de configurations par des formules d’une logique dérivée de la logique monadique du second
ordre. Dans [BJNT00], les auteurs ont élaboré une approche similaire en montrant que pour la plupart
des systèmes à états infinis il était possible d’encoder un ensemble de configurations dans les mots
d’un langage régulier, c’est ce qu’on appelle le “regular model-checking”. D’une façon générale, cette
approche qui raisonne sur des ensembles infinis de configurations en manipulant une représentation
symbolique est connue sous le nom de model-checking symbolique. Nous donnons ici une adaptation
de cette méthode pour le cadre particulier des systèmes à compteurs.

De façon à manipuler uniquement des formules de Presburger,nous supposerons que l’ensembleQ
des états de contrôle d’un système àn compteursS = 〈Q,X,E〉 est un sous-ensemble deN égal
à [1..|Q|]. Ceci nous permet d’encoder les configurations deS sur des vecteursv à n + 1 compo-
santes dans lesquelsv(0) est toujours utilisé pour encoder l’état de contrôle. Le système de transitions
associé àS devient alorsTS(S) = 〈Nn+1, E,→〉 et pour une configuration initialec0, nous avons
Reach(S, c0) ⊆ N

n+1. Pour un ensemble de compteursX = {x1, . . . , xn}, nous notonsX0 l’en-
semble de variables{x0, x1, . . . , xn} obtenu à partir deX en ajoutant la variablex0 qui encodera les
états de contrôle du système à compteurs.

SoientS = 〈Q,X,E〉 un système àn compteurs,TS(S) = 〈Nn+1, E,→〉 le système de transitions
qui lui est associé etc0 une configuration initiale. Supposons maintenant que l’ensembleReach(S, c0)
d’accessibilitéS soit définissable dans Presburger, et qu’il existe un algorithme permettant d’obtenir
une formule de Presburgerφ ∈ Presb(X0) telle queReach(S, c0) = JφK. Nous dirons alors que
l’ensembleReach(S, c0) est effectivement définissable dans Presburger. L’adverbeeffectivement in-
diquant que l’on peut calculer, de façon effective (ie avec un algorithme), la formule de Presburger
correspondant à l’ensemble. Il est important de pouvoir obtenir la formule correspondant à l’ensemble
de Presburger, car c’est cette formule que nous manipulons pour résoudre les questions d’accessibilité.
Ainsi si l’on sait qu’un ensemble est définissable dans Presburger sans être capable de calculer la for-
mule correspondante, cela peut poser problème. Nous avons alors la proposition suivante concernant
les systèmes à compteurs initialisés ayant un ensemble d’accessibilité effectivement définissable dans
Presburger :

Proposition 1.33 Le problème d’accessibilité symbolique est décidable pourles systèmes à comp-
teurs(S, c0) ayant un ensemble d’accessibilitéReach(S, c0) effectivement définissable dans Presbur-
ger.

Preuve : SoientS = 〈Q,X,E〉 un système à compteurs,c0 une configuration initiale deTS(S) et
(q, φ) ∈ Q×Presb(X) une configuration symbolique deTS(S). Comme nous l’avons vu précédem-
ment, nous pouvons encoder(q, φ) dans une formuleφ′ dePresb(X0). Supposons queReach(S, c0)
est effectivement définissable dans Presburger et soitψ la formule dePresb(X0) telle queJψK =
Reach(S, c0). Le problème de l’accessibilité symbolique revient à décider si il existev ∈ Jφ′K ∩ JψK.
Or Jφ′K ∩ JψK = Jφ′ ∧ ψK, et commeφ′ etψ sont des formules de Presburger,φ′ ∧ ψ aussi. Le pro-
blème d’accessibilité symbolique se réduit donc à un problème de satisfiabilité pour une formule de
Presburger, qui est un problème décidable. �

Remarquons que si l’ensemble d’accessibilité est définissable dans Presburger mais qu’il n’y a pas
d’algorithme permettant de calculer la formule correspondante, alors la proposition précédente n’est
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plus vraie.
Pour l’instant nous n’avons évoqué que les cas où la configuration initiale était constituée d’un état de
contrôle et d’une valuation de compteurs. Regardons maintenant ce qui se passe lorsqu’un ensemble
de configurations initiales est fourni sous forme symbolique par une formule de Presburger, comme
c’est le cas pour le problème d’accessibilité symbolique généralisé. La proposition 1.33 s’étend alors
au problème d’accessibilité symbolique généralisé :

Proposition 1.34 Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes
à compteursS munis d’une configuration symbolique initiale(q0, φ0) et tels queReach(S, (q0, φ0))
est effectivement définissable dans Presburger.

La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 1.33.

SoientS = 〈Q,E,X〉 un système àn compteurs etTS(S) = 〈Nn+1, E,→〉 le système de transitions
associé. Lorsque nous encodons les configurations dansN

n+1, la relation d’accessibilité→∗ est une
relation binaire surNn+1. Dans les propositions précédentes, nous donnons à chaque fois l’ensemble
des configurations initiales, et nous souhaitons que l’ensemble d’accessibilité pour ces configurations
initiales soit définissable dans Presburger. Mais il se peutque pour une configuration initiale donnée,
l’ensemble d’accessibilité soit définissable dans Presburger et pour une autre non. La proposition
suivante fournit une condition suffisante pour éviter ce problème.

Proposition 1.35 SoientS = 〈Q,E,X〉 un système àn compteurs etTS(S) = 〈Nn+1, E,→〉 le
système de transitions qui lui est associé. Si la relation→∗ est effectivement définissable dans Pres-
burger, alors pour toute configuration symbolique initiale(q0, φ0) ∈ Q × Presb(X), l’ensemble
d’accessibilité symboliqueReach(S, (q0, φ0)) est effectivement définissable dans Presburger.

Preuve : SoientS = 〈Q,E,X〉 un système àn compteurs etTS(S) = 〈Nn+1, E,→〉 le sys-
tème de transitions qui lui est associé. Supposons que la relation→∗ soit effectivement définissable
dans Presburger et soitφ→ ∈ Presb(X0,X

′
0) la formule de Presburger vérifiant→∗= Jφ→KX0,X′

0
.

Soit (q0, φ0) ∈ Q × Presb(X) une configuration symbolique initiale. Nous l’encodons dans une
formule φ′0 ∈ Presb(X0). Supposons queX0 = {x0, . . . , xn}. Nous définissons la formuleφ =
∃x0.∃x1. . . . .∃xn.φ

′
0∧φ→. Nous avons alorsφ ∈ Presb(X ′

0) et de plusReach(S, (q0, φ0)) = JφKX′
0
.

En effet siv′ ∈ N
n+1, nous avons les équivalences suivantes :

v′ ∈ Reach(S, (q0, φ0)) ⇔ ∃v ∈ Jφ′0K such thatv′ →∗ v′

⇔ ∃v ∈ Jφ′0K ∧ (v, v′) ∈ Jφ→K
⇔ v′ ∈ JφK

�

De par les propositions 1.33 et 1.35, nous obtenons facilement le corollaire suivant :

Corollaire 1.36 Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à
n compteursS dont le système de transitions associéTS(S) = 〈Nn+1, E,→〉 est tel que la relation
→∗ est effectivement définissable dans Presburger.
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1.3.3 Quelques résultats d’indécidabilité et de décidabilité

1.3.3.1 Indécidabilité

Dans [Min67], Minsky prouva que les machines de Minsky à deuxcompteurs étaient équivalentes
aux machines de Turing. Or, de nombreux problèmes, comme parexemple le fameux problème de
l’arrêt, sont indécidables pour les machines de Turing, même lorsque l’on considère uniquement des
machines de Turing déterministes. Pour une machine de Minsky déterministe, leproblème de l’arrêt
peut être défini de la façon suivante :

Entrées : Une machine de Minsky déterministeS = 〈Q,X,E〉 et une configuration initialec0 ∈
Q× N

X ;
Question :Existe-t-il (q, v) ∈ Q×N

X tel que(q, v) ∈ Reach(S, c0) et tel queReach(S, (q, v)) = ∅.

Minsky prouva alors le théorème suivant :

Théorème 1.37[Min67] Le problème de l’arrêt des machines de Minsky déterministes à deux comp-
teurs est indécidable.

Remarquons qu’il est ensuite facile de réduire le problème de l’arrêt au problème d’accessibilité d’un
état de contrôle, ceci car la machine considérée est déterministe, par conséquent l’unique façon pour
queReach(S, (q, v)) = ∅ est qu’il n’y ait pas de transition partant de l’étatq. Le problème de l’arrêt
revient donc à vérifier si il existe un étatq ∈ Q accessible dans(S, c0) tel qu’il n’y a aucune transition
partant deq. De la même façon, il est aussi possible de réduire le problème de l’arrêt au problème
d’accessibilité d’une configuration, en faisant décroîtretous les compteurs jusqu’à zéro pour chaque
étatq ∈ Q n’ayant aucune transition sortante et en testant ensuite sila configuration(q, (0, 0)) est
accessible. Ceci nous permet de déduire que :

Corollaire 1.38 Les problèmes d’accessibilité d’un état de contrôle et d’une configuration sont indé-
cidables pour les machines de Minsky déterministes à deux compteurs.

De plus ce théorème implique que tous les problèmes d’accessibilité présentés précédemment sont
indécidables pour les machines à compteurs et les systèmes àcompteurs linéaires, fonctionnels et
relationnels. Il est vrai que nous avons donné des conditions suffisantes, pour décider des problèmes
d’accessibilité, concernant l’ensemble d’accessibilitéd’un système à compteurs, mais il s’avère que
ces conditions sont indécidables pour des machines de Minsky à deux compteurs, en effet :

Théorème 1.39[Bar05] Savoir si l’ensemble d’accessibilité d’une machine de Minsky à deux comp-
teurs initialisée est définissable dans Presburger est un problème indécidable.

Dans [Bar05], la preuve est faite pour les machines à4 compteurs, nous proposons ici une version
avec2 compteurs.

Preuve : Nous réduisons le problème d’accessibilité d’un état de contrôle dans les machines de
Minsky à deux compteurs. SoientS1 = 〈Q1,X,E1〉 une machine de Minsky à deux compteurs,
c0 = (q0, v0) une configuration initiale deTS(S1) et qf ∈ Q1. À partir deS1, nous construisons une
nouvelle machine de Minsky à deux compteursS2 = 〈Q2,X,E2〉 comme indiqué à la figure 1.11. La
particularité du systèmeS2 est queReach(S2, c0) ∩ {(q4, (m, 0)) | m ∈ N} = {(q4, (2

n, 0)) | n ∈
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N \{0}}. Nous voyons ainsi apparaître l’ensemble des puissances de2 qui n’est pas définissable dans
Presburger (cf lemme 1.7). Nous complétons encoreS2 en ajoutant un état de contrôlep de façon à
obtenir une dernière machine de Minsky à deux compteursS3 = 〈Q2 ∪ {p},X,E3〉 avec

E3 = E2 ∪ {(qf , inc(x1), p)}
∪{(p, inc(x1), p), (p,dec(x1), p), (p, inc(x2), p), (p,dec(x2), p)}
∪{(p, ifzero(x1), q) | q ∈ Q2} ∪ {(p, inc(x1), q) | q ∈ Q2}

Ainsi, par construction de(S2, c0), nous pouvons déduire queqf est accessible dansS0 si et seulement
si il est accessible dans(S0, c0). De plus, par construction deE3, nous avons que siqf est accessible
dans(S3, c0) alorsReach(S3, c0) = Q3×N

2. Ainsi si qf est accessible dans(S3, c0), Reach(S3, c0)
est définissable dans Presburger. Et siqf n’est pas accessible, nous avons la même propriété que pour
S2 concernant les configurations accessibles dans l’étatq4 à savoir queReach(S3, c0)∩{(q4, (m, 0)) |
m ∈ N} = {(q4, (2

n, 0)) | n ∈ N \ {0}}, ce qui implique que siqf n’est pas accessible dans(S3, c0),
Reach(S3, c0) n’est pas définissable dans Presburger. Nous en concluons donc queReach(S3, c0) est
définissable dans Presburger si et seulement siqf est accessible dans(S1, c0) qui est un problème
indécidable d’après le théorème 1.37. �

MachineS0 q0

q1

inc(x1)

dec(x1)

dec(x2)

q2
ifzero(x1)

q3
ifzero(x2)

q4
inc(x2)q5

dec(x2)

q6inc(x1) inc(x1)

q7

ifzero(x2)ifzero(x1)

q8

dec(x1)

inc(x2)

FIGURE 1.11 – Machine de Minsky à deux compteursS2

Nous obtenons alors aussi le résultat suivant :

Corollaire 1.40 SoientS une machine de Minsky à deux compteurs et(q0, φ0) une configuration sym-
bolique deTS(S). Savoir si l’ensemble d’accessibilité symboliqueReach(S, (q0, φ0)) est définissable
dans Presburger est indécidable.

De la même façon, nous avons également le théorème d’indécidabilité suivant concernant la relation
d’accessibilité d’une machine de Minsky à deux compteurs :

Théorème 1.41Savoir si la relation d’accessibilité d’une machine de Minsky à deux compteurs est
définissable dans Presburger est indécidable.
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Preuve : Là encore, nous réduisons le problème d’accessibilité d’unétat de contrôle dans les ma-
chines de Minsky à deux compteurs. SoientS1 = 〈Q1,X,E1〉 une machine de Minsky à deux comp-
teurs,c0 = (q0, (0, 0)) une configuration initiale deTS(S1) et qf ∈ Q0. Remarquons que nous
supposons que les valeurs des compteurs de la configuration initiale sont toutes à zéro, mais cela
se fait sans perte de généralités, car il est toujours possible de simuler une machine de Minsky ini-
tialisée par une machine de Minsky initialisée avec toutes les valeurs de compteurs à zéro. Nous
considérons ensuite la machine à deux compteursS3 = 〈Q3,X,E3〉 construite à partir deS1 dans la
preuve du théorème 1.39. Et nous construisons une quatrièmemachine de Minsky à deux compteurs
S4 = 〈Q3 ∪ {p

′, p′′},X,E4〉 de telle sorte que :

E4 = E3 ∪ {(q, inc(x1), p
′) | q ∈ Q3}

∪{(p′,dec(x1), p
′), (p′, ifzero(x1), p

′′)}
∪{(p′′,dec(x1), p

′′), (p′′,dec(x2), p
′′), (p′′, ifzero(x2), q0)}

Soit TS(S4) = 〈Q4 × N
2, E4,→〉 le système de transitions associé àS4. L’idée derrière cette

construction est que pour toute configurationc ∈ Q4 × N
2, nous avonsc0 ∈ Reach(S4, c). De

plus, en utilisant les propriétés deS3 etS4, si qf est accessible dans(S4, c0) alorsReach(S4, c0) =
(Q4 \ {p

′′} × N
2) ∪ ({p′′} × {0} × N). Nous en déduisons que siqf est accessible :

→∗= (Q4 × N
2)× (Q4 \ {p

′′} × N
2)

∪(Q4 × N
2)× ({p′′} × {0} × N)

∪{((p′′, n,m), (p′′, n′,m′)) | n′ ≤ n ∧m′ ≤ m}

Ainsi si qf est accessible, la relation→∗ est définissable dans Presburger. De même que pourS3, si qf
n’est pas accessible alorsReach(S4, c0)∩{(q4, (m, 0)) | m ∈ N} = {(q4, (2

n, 0)) | n ∈ N\{0}} qui
n’est pas définissable dans Presburger, par conséquent la relation→∗ n’est pas non plus définissable
dans Presburger. Si nous récapitulons, nous avons queqf est accessible dans(S4, c0) si et seulement si
la relation d’accessibilité→∗ est définissable dans Presburger. Comme de plus,qf est accessible dans
(S4, c0) si et seulement si il est accessible dans(S1, c0), nous en déduisons le résultat d’indécidabilité.

�

Remarquons que ces théorèmes d’indécidabilité sont également valables pour les machines à comp-
teurs et pour les systèmes à compteurs fonctionnels et relationnels, car une machine de Minsky à deux
compteurs est un cas particulier de ces différents modèles.

1.3.3.2 Décidabilité

Les preuves des résultats d’indécidabilité précédents utilisent à chaque fois des machines de Minsky
à deux compteurs, mais,si l’on restreint le modèle en considérant des SAVE ou en n’utilisant qu’un
seul compteur, on obtient des résultats de décidabilité. Ainsi, en ce qui concerne les SAVE, le résultat
suivant a été prouvé :

Théorème 1.42[Kos82, May84] Le problème d’accessibilité d’une configuration est décidable pour
les SAVE.

Ce théorème est extrèmement important pour la vérification des systèmes à compteurs, car les SAVE
constituent une classe non triviale de systèmes. De plus, cerésultat montre que les tests d’égalité
ajoutent beaucoup de puissance. En effet, lorsque l’on a unemachine à compteurs sans test d’éga-
lité (ie un SAVE) alors le problème d’accessibilité d’une configuration devient décidable. Notons que
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pour les SAVE, on ne connaît pas encore la complexité exacte de ce problème, mais on sait qu’il est
EXPSPACE-difficile [CLM76].

Le résultat d’indécidabilité du théorème 1.37 fonctionne avec deux compteurs, mais lorsque les ma-
chines manipulent un unique compteur, il n’est plus vrai. Eneffet, les machines de Minsky à un
compteur peuvent être vues comme des restrictions d’automates à pile avec un alphabet de pile à deux
lettres dont une des deux est utilisée seulement pour marquer le bas de la pile . Un automate à pile
est une structure de contrôle finie dont les transitions peuvent empiler une lettre sur le sommet de la
pile où dépiler la lettre se trouvant au sommet. Ainsi si l’alphabet de pile ne contient que deux lettres,
par exemple⊥ et a, incrémenter un compteur revient à empiler una, décrémenter à dépiler una et
le test à zéro peut être réalisé en dépilant la lettre⊥ et en l’empilant de nouveau juste après, bien
entendu il faut prendre soin d’empiler le symbole⊥ au début. Dans [MS85], les auteurs ont prouvé
que la logique monadique du second ordre était décidable pour les systèmes de transition associés aux
automates à pile, ce qui implique en particulier que le problème d’accessibilité d’un état de contrôle
est décidable pour les automates à pile (la logique ne parlant pas des configurations). Plus tard, dans
[Cau92], Caucal montra que, pour chaque état de contrôle, l’ensemble des contenus possibles de la
pile au cours de l’exécution est reconnu par un automate fini,qu’il est possible de calculer. En utili-
sant, le fait que l’image de Parikh d’un langage régulier estun ensemble semi-linéaire dont on peut
calculer la formule de Presburger correspondante (cf lemme1.2), on en déduit aisément le théorème
suivant :

Théorème 1.43[Cau92] L’ensemble d’accessibilité d’une machine à un compteur initialisée est ef-
fectivement définissable dans Presburger.

Nous verrons par la suite qu’il existe d’autres classes de systèmes à compteurs pour lesquelles certains
problèmes d’accessibilité sont décidables.

1.4 Systèmes à compteurs linéaires plats ou aplatissables

1.4.1 Accélération dans les systèmes à compteurs linéaire plats

Nous avons vu que les problèmes d’accessibilité étaient indécidables pour les machines de Minsky
à deux compteurs, mais qu’il était possible d’obtenir la décidabilité en faisant des restrictions sur le
modèle considéré en prenant par exemple des SAVE ou des machines à un compteur. Nous montrons
maintenant qu’il est possible d’avoir la décidabilité des problèmes d’accessibilité considérés précé-
demment en utilisant d’autres restrictions.

Dans [CJ98], les auteurs ont étudié une sous-classe des systèmes à compteurs pour laquelle les for-
mules étiquetant les transitions sont des conjonctions de formules atomiques de la formex#y′ + c
ou x#y + c ou x′#y′ + c ou x#c ou x′#c où x, y sont des variables de compteurs,c ∈ Z et
# ∈ {<,≤,=,≥, >}. Ils ont montré que si le graphe associé à la structure de contrôle du système
à compteurs ne contient pas de boucle imbriquée, certains problèmes d’accessibilité deviennent déci-
dables. C’est ainsi que la classe des systèmes à compteurs plats, c’est-à-dire sans boucle imbriquée,
a été introduite. Plus tard, dans [FL02], Finkel et Leroux sesont intéressés à la classe des systèmes à
compteurs linéaires plats. Nous rappelons dans cette partie les résultats qu’ils ont alors obtenus.
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Dans un premier temps, nous rappelons la définition de systèmes à compteurs plats. SoitS = 〈Q,X,E〉
un système à compteurs. Nous appelons cycle élémentaire deE une séquence de transitions(q1, φ1, q

′
1)

(q2, φ2, q
′
2) . . . (qm, φm, q

′
m) telle que pour touti ∈ [1,m − 1], q′i = qi+1 et q′m = q1 et pour tout

i, j ∈ [1..m], si i 6= j alorsqi 6= qj. Ainsi un cycle élémentaire d’un système à compteurs correspond
à une boucle dans le graphe de la structure de contrôle dans laquelle le seul noeud visité deux fois est
le noeud de départ (qui correspond au noeud d’arrivée).

Definition 1.44 (Système à compteurs plat)[CJ98] Un système à compteurS = 〈Q,X,E〉 est plat,
si pour tout état de contrôleq ∈ Q, q apparaît dans au plus un cycle élémentaire.

q1 q2φ1

φ2

φ3

φ4

Système à compteurs non plat

q′1 q′2φ′1

φ′2

φ′3

Système à compteurs plat

FIGURE 1.12 – Systèmes à compteurs non plats et plats

Exemple 1.45 La figure 1.12 donne deux exemples, un exemple de système à compteurs non plat et un
exemple de système à compteurs plat. Le premier système à compteur de cette figure est non plat car
les étatsq1 etq2 appartiennent chacun à deux cycles élémentaires. En effet,si l’on prend par exemple
l’état q1, il appartient au cycle élémentaire(q1, φ1, q1) et au cycle élémentaire(q1, φ2, q2), (q2, φ4, q1).

Dans [FL02], les auteurs ajoutent une autre hypothèse, en plus de la platitude, sur les systèmes à
compteurs qu’ils analysent de façon à obtenir une relation d’accessibilité définissable dans Presburger.
Ils considèrent ainsi le monoïde des matrices d’un système àcompteurs linéaire.

Definition 1.46 (Monoïde d’un système à compteurs linéaire)Le monoïde d’un système àn comp-
teurs linéaireS = 〈Q,X,E〉 est le monoïde< S > engendré multiplicativement par l’ensemble de
matrices{A ∈Mn(Z) | ∃(q, (ψ,A, b), q′) ∈ Q×Presb(X)×Z

n×Q tel que(q, (ψ,A, b), q′) ∈ E}.

Nous dirons queS est un système à compteurs linéaire à monoïde fini si< S > est fini. Avec cette
définition, on peut ainsi donner une condition suffisante surles systèmes à compteurs linéaires, qui
permet d’assurer que la relation d’accessibilité est semi-linéaire. En effet :

Théorème 1.47[FL02] Si S est un système à compteurs linéaire plat et à monoïde fini, alors la
relation d’accessibilité deS est effectivement définissable dans Presburger.
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Remarquons que les conditions suffisantes proposées par le théorème précédent sont décidables. En
effet, comme un système à compteurs a un nombre fini d’états decontrôle et de transitions, il est facile
de vérifier si il est plat. Quant à la finitude du monoïde du système à compteurs, elle peut aussi être
décidée [MS77, Ler03, Bar05]. De plus, par les propositions1.35 et 1.34, on en déduit le corollaire
suivant :

Corollaire 1.48 Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à
compteurs linéaires plats à monoïde fini.

q1x′1 = 2.x1

FIGURE 1.13 – Système à compteursS1 linéaire plat mais à monoïde infini

q1 q2
x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 − 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 + 1

x2 = 0?

x1 = 0?

FIGURE 1.14 – Système à compteursS2 linéaire à monoïde fini mais non plat

Remarquons que les hypothèses du théorème 1.47 ne peuvent pas être supprimées. En effet, le système
à compteursS1 représenté à la figure 1.13 est plat mais son monoïde n’est pasfini et sa relation d’ac-
cessibilité n’est pas définissable dans Presburger carReach(S1, (q1, 0)) = {(q1, 2

m) | m ∈ N} (cf
lemme 1.7). Remarquons de plus que ce système travaille sur un unique compteur, ce qui prouve que
le résultat du théorème 1.43 n’est plus valable lorsque l’onconsidère la classe des systèmes linéaires
à un compteur. De la même façon, le système à compteursS2 de la figure 1.14 est à monoïde fini mais
il n’est pas plat, et sa relation d’accessibilité n’est pas définissable dans Presburger car l’ensemble
Reach(S2, (q1, (0, 1)) ∩ {(q1, (m, 0)) | m ∈ N} = {(q1, (2

n, 0)) | m ∈ N} n’est pas définissable
dans Presburger.

Finalement, pour certaines classes de systèmes à compteurs, l’hypothèse de platitude suffit pour obte-
nir le résultat du théorème 1.47, en effet :

Proposition 1.49 Les machines à compteurs sont des systèmes à compteurs linéaires ayant un mo-
noïde fini.

Preuve : SoitS = 〈Q,X,E〉 une machine àn compteurs. Comme nous l’avons vu précédemment
les machines à compteurs sont une sous-classe de systèmes à compteurs linéaires dont les transitions
sont étiquetées par des translations gardées. Par conséquent pour chaque transition(q, (ψ,A,b), q′) ∈
E, on aA = Idn. On en déduit alors que< S >= {Idn}. �
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1.4.2 Systèmes à compteurs aplatissables

Le théorème 1.47 fournit des conditions nécessaires et suffisantes sur des systèmes à compteurs li-
néaires pour obtenir une relation d’accessibilité définissable dans Presburger, mais la classe des sys-
tèmes vérifiant ces propriétés est assez restreinte, en particulier en ce qui concerne l’hypothèse de
platitude. De plus, si le système à compteurs ne vérifie pas ces hypothèses, ce théorème ne fournit
aucune piste pour l’analyser. Ainsi dans [BFLS05, Bar05], la notion d’aplatissement a été introduite.
Intuitivement, la méthode proposée est la suivante : elle consiste à essayer de construire un système
à compteurs plat à partir d’un système à compteurs quelconque de telle sorte que les deux systèmes
aient le même ensemble d’accessibilité à partir d’une configuration (symbolique) donnée.

Dans un premier temps, nous définissons la notion d’aplatissement d’un système à compteurs.

Definition 1.50 (Aplatissement d’un système à compteurs)[BFLS05, Bar05] Un système à comp-
teursS′ = 〈Q′,X,E′〉 est un aplatissement d’un système à compteursS = 〈Q,X,E〉 si :

– S′ est un système à compteurs plat, et,
– il existe une fonctionz : Q′ → Q, appelée repliage, telle que pour tout(q, φ, q′) ∈ E′ alors

(z(q), φ, z′(q′)) ∈ E.

q′1 q′2
x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 − 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 + 1

q′3
x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 − 1

x2 = 0? x1 = 0?

FIGURE 1.15 – Aplatissement du système à compteursS2

Exemple 1.51 La figure 1.15 donne un aplatissement, parmi une infinité d’autres, du système à comp-
teurs linéaireS2 (figure 1.14). La fonctionz de repliage correspondante est définie de la façon sui-
vante :z(q′1) = z(q′3) = q1 etz(q′2) = q2.

Une méthode pour analyser un système à compteurs linéaireS consiste donc à chercher des apla-
tissements deS ayant le même ensemble d’accessibilité queS pour une configuration (symbolique)
initiale donnée. Nous caractérisons ainsi les systèmes à compteurs linéaires pour lesquels de tels apla-
tissement existent et ceci en fonction du problème considéré. Dans un premier temps, nous donnons
une définition pour les systèmes à compteurs munis d’une configuration initiale.

Definition 1.52 (Système à compteurs aplatissable)[BFLS05] SoitS = 〈Q,X,E〉 un système à
compteurs et(q0, v0) ∈ Q× N

X une configuration initiale deTS(S). (S, (q0, v0)) est aplatissable si
il existe un aplatissementS′ = 〈Q′,X,E′〉 deS avec une fonction de repliagez : Q′ → Q et un état
de contrôleq′0 ∈ Q

′ deTS(S′) tels quez(q′0) = q0 et Reach(S, (q0, v0)) = z(Reach(S′, (q′0, v0))).

Nous étendons ensuite cette définition aux cas où le système est muni, non plus d’une simple confi-
guration initiale, mais d’une configuration symbolique initiale.
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Definition 1.53 (Système à compteurs symboliquement aplatissable) SoitS = 〈Q,X,E〉 un sys-
tème compteurs et(q0, φ0) ∈ Q × Presb(X) une configuration symbolique initiale.(S, (q0, φ0)) est
symboliquement aplatissable si il existe un aplatissementS′ = 〈Q′,X,E′〉 deS avec une fonction
de repliagez : Q′ → Q et un état de contrôleq′0 ∈ Q′ tels quez(q′0) = q0 et Reach(S, (q0, φ0))
= z(Reach(S′, (q′0, φ0)).

En utilisant, le théorème 1.47 et la proposition 1.35, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.54 SoientS un système à compteurs à monoïde fini,c0 une configuration initiale de
TS(S) et (q0, φ0) une configuration symbolique initiale deTS(S).

1. Si(S, c0) est aplatissable alorsReach(S, c0) est définissable dans Presburger.

2. Si(S, (q0, φ0)) est symboliquement aplatissable, alorsReach(S, (q0, φ0)) est définissable dans
Presburger.

Avec les propositions 1.33 et 1.34, nous obtenons le théorème suivant caractérisant les problèmes
d’accessibilité décidables selon la notion d’aplatissabilité prise en compte.

Théorème 1.55

1. Le problème d’accessibilité symbolique est décidable pour les systèmes à compteurs à monoïde
fini munis d’une configuration initiale qui sont aplatissables.

2. Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à compteurs
à monoïde fini munis d’une configuration symbolique initialequi sont symboliquement aplatis-
sables.

Cependant, une fois encore, en utilisant l’indécidabilitédu problème de l’arrêt pour les machines de
Minsky à deux compteurs, on peut prouver que les conditions suffisantes proposées dans le théorème
précédent sont indécidables. En effet :

Théorème 1.56[Bar05] SoientS une machine de Minsky à deux compteurs etc0 une configuration
initiale deTS(S). Savoir si(S, c0) est aplatissable est indécidable.

Preuve : SoientS1 = 〈Q1,X,E1〉 une machine de Minsky à deux compteurs,c0 = (q0, v0) une
configuration initiale deTS(S1) etqf ∈ Q1. Nous reprenons la machine de Minsky à deux compteurs
S3 construite à partir deS1 dans la preuve du théorème 1.39. D’abord, comme indiqué dansla preuve
du théorème 1.39, remarquons que siqf n’est pas accessible dans(S3, c0) alors, d’après la proposition
1.54, (S3, c0) n’est pas aplatissable, ceci carReach(S3, c0) n’est pas définissable dans Presburger.
Supposons maintenant queqf est accessible dans(S3, c0). Alors il existe une exécution dansTS(S3)

de la forme(q0, v0)
e0→ (q0, v0)

e1→ . . . (qm, vm)
em→ (qm+1, vm+1) avecei = (qi, φi, qi+1) pour tout

i ∈ [0..m] etqm+1 = qf . À partir de cette observation et de la machine à compteursS5 = 〈Q5,X,E5〉
représentée à la figure 1.16, nous construisons la machine à deux compteursS6 = 〈Q6,X,E6〉 de telle
sorte queQ6 = Q5 ⊎Q3 ⊎ {q

′
1, . . . , q

′
m, q

′
m+1} et :

E6 = E5 ∪ {(q
′
i, φi, q

′
i+1) | i ∈ [1..m]}

∪{(q′m+1, inc(x2), p1), (q
′
m+1, inc(x2), p2)}

∪{(p3, inc(x1), q) | q ∈ Q3} ∪ {(p3, ifzero(x1), q) | q ∈ Q3}
∪{(p4, inc(x1), q) | q ∈ Q3} ∪ {(p4, ifzero(x1), q) | q ∈ Q3}
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Dans un premier temps remarquons queS6 est une machine de Minsky à deux compteurs plate, les
seuls cycles élémentaires existants étant représentés surla figure 1.16. Ensuite cette machine est un
aplatissement de la machine à compteursS3, la fonction de repliagez étant donnée par les règles
suivantes :

– ∀q ∈ Q3, z(q) = q, et,
– ∀i ∈ [1..m], z(q′i) = qi, et,
– z(p1) = z(p2) = z(p3) = z(p4) = p.

Pour rappelp est un état spécial deQ3 (cf preuve du théorème 1.39). Finalement, nous avons que
z(Reach(S6, (q

′
0, c0))) = Q3 × N

2 carq′m+1 est accessible dansS6 (par construction) et à partir de
q′m+1, le système passe dans les états de la machine à compteursS5 qui parcourt tous les éléments de
N

2. Or commeReach(S3, (q0, c0)) = Q3 × N
2 lorsqueqf est accessible dans(S3, c0), on en déduit

que(S3, (q0, c0)) est aplatissable si et seulement siqf est accessible dans(S3, (q0, c0)), c’est-à-dire
si et seulement siqf est accessible dans(S0, (q0, c0)). �

p1 p2

p3 p4

inc(x1) dec(x1)

inc(x2) dec(x2)

dec(x1)
dec(x1)

inc(x1)

inc(x1)

FIGURE 1.16 – Machine à compteurs plateS5 pour construire un aplatissement deS3

Nous avons de plus le corollaire suivant :

Corollaire 1.57 SoientS une machine de Minsky à deux compteurs et(q0, φ0) une configuration
symbolique initiale deTS(S). Savoir si(S, (q0, φ0)) est symboliquement aplatissable est indécidable.

Malgré ces résultats d’indécidabilité, dans [LS05], les auteurs ont montré que de nombreuses sous-
classes de systèmes à compteurs linéaires étaient aplatissables, prouvant ainsi la pertinence de cette
notion. En particulier, ils ont montré que les machines à compteurs initialiséesreversal-bornées (que
nous définirons plus tard dans cette thèse) sont aplatissables, tout comme les SAVE à deux compteurs
et d’autres sous-classes de SAVE que nous ne détaillons pas ici.

1.4.3 L’algorithme de l’outil FAST

Bien que le problème de savoir si un système à compteurs est aplatissable soit indécidable, il est
toujours possible de construire un aplatissement d’un système à compteursS et de tester si cet aplatis-
sement a ou n’a pas le même ensemble d’accessibilité queS. Comme les relations qui étiquettent les
transitions d’un système à compteurs sont des formules de Presburger, nous avons le lemme suivant :
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Lemme 1.58 SoientS = 〈Q,X,E〉 un système àn compteurs etC ⊆ N
n+1 un ensemble de configu-

rations. SiC est effectivement définissable dans Presburger alorsPost(S,C) est aussi effectivement
définissable dans Presburger.

Nous donnons maintenant une proposition permettant de caractériser les aplatissements d’un système
à compteurs ayant le même ensemble d’accessibilité que le système à partir duquel ils sont obtenus.

Lemme 1.59 SoientS = 〈Q,X,E〉 un système àn compteurs et(q0, φ0) ∈ Q × Presb(X) une
configuration symbolique. SiS′ = 〈Q′,X,E′〉 est un aplatissement deS tel que pour la fonction de
repliage associéez : Q′ → Q, il existeq′0 ∈ Q

′ vérifiantz(q′0) = q0, alors z(Reach(S′, (q′0, φ0))) =
Reach(S, (q0, φ0)) si et seulement siPost(S, z(Reach(S′, (q′0, φ0))) = z(Reach(S′, (q′0, φ0))).

Preuve : Soit TS(S) = 〈Q × N
X , E,→〉 le système de transitions associé àS. Si z(Reach(S′,

(q′0, φ0))) = Reach(S, (q0, φ0)) alors, commePost(S,Reach(S, (q0, φ0))) = Reach(S, (q0, φ0)), on
en déduit quePost(S, z(Reach(S′, (q′0, φ0))) = z(Reach(S′, (q′0, φ0))). Supposons maintenant que
Post(S, z(Reach(S′, (q′0, φ0))) = z(Reach(S′, (q′0, φ0))). Remarquons que par définition d’aplatis-
sement, on az(Reach(S′, (q′0, φ0))) ⊆ Reach(S, (q0, φ0)). Soit(q, v) ∈ Reach(S, (q0, φ0)). Il existe
alors dansTS(S) une exécution(q0, v0)→ (q1, v1)→ . . .→ (qm, vm) avecv0 |= φ0 et (qm, vm) =
(q, v). Nous allons montrer que pour touti ∈ [0..m], (qi, vi) ∈ z(Reach(S′, (q′0, φ0))). Nous rai-
sonnons par induction. D’abord, remarquons que comme(q0, v0) = (z(q′0), v0), on a (q0, v0) ∈
z(Reach(S′, (q′0, φ0))). Soit i ∈ [1..m] et supposons que(qi−1, vi−1) ∈ z(Reach(S′, (q′0, φ0))).
Alors (qi, vi) ∈ Post(S, z(Reach(S′, (q′0, φ0))) et par conséquent(qi, vi) ∈ z(Reach(S′, (q′0, φ0)).
Nous en déduisons donc que(q, v) ∈ z(Reach(S′, (q′0, φ0)). �

En utilisant les propriétés énoncées par les deux lemmes précédents, on peut construire un semi-
algorithme pour tester si un système à compteurs linéaireS à monoïde fini muni d’une configuration
symbolique initiale(q0, φ0) est symboliquement aplatissable. Ce semi-algorithme consiste à énumérer
des aplatissements deS et à vérifier si l’aplatissement courant satisfait les conditions du lemme 1.59.

Algorithme 1.60 Algorithme pour calculerReach(S, (q0, φ0))

Entrée : S un système à compteurs linéaire à monoïde fini ;
Entrée : (q0, φ0) une configuration symbolique initiale deTS(S) ;
Sortie : C un ensemble de configurations deTS(S) ;

1: C = {(q0, v0) | v0 |= φ0}
2: Tant Que Post(S,C) 6⊆ C Faire
3: Choisir un aplatissementS′ deS avec une fonction de repliagez
4: C = z(Reach(S′, (q′0, φ0))
5: Fin Tant Que
6: Retourner C

Pour cet algorithme, nous supposons que l’action “Choisir”utilisée à la ligne 3 se fait de manière
équitable, c’est-à-dire que chaque aplatissement deS est choisi infiniment souvent si l’on appelle
“Choisir” infiniment souvent. Nous supposons de plus que pour chaque aplatissement choisi, la fonc-
tion z de repliage correspondante est définie enq′0 et z(q′0) = q0. Remarquons que comme à chaque
étape, le systèmeS′ est plat et à monoïde fini, d’après le théorème 1.47, nous savons queC est à
chaque étape effectivement définissable dans Presburger, par conséquent d’après le lemme 1.58 tester
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si Post(S,C) 6⊆ C peut être effectivement réalisé. Notons que cet algorithmene termine pas tou-
jours, en effet, grâce au lemme 1.59 et à l’hypothèse d’équité sur l’action “Choisir”, nous avons la
proposition suivante :

Proposition 1.61 [Bar05] L’algorithme 1.60 termine sur l’entrée(S, (q0, φ0)) si et seulement le sys-
tème(S, (q0, φ0)) est symboliquement aplatissable.

Ainsi lorsque(S, (q0, φ0)) n’est pas symboliquement aplatissable cet algorithme ne termine pas. Ce-
pendant lorsqu’il termine, il est correct, en effet :

Proposition 1.62 [Bar05] Si l’algorithme 1.60 termine sur l’entrée(S, (q0, φ0)), alors nous avons
C = Reach(S, (q0, φ0)).

Un point crucial pour améliorer les performances de l’algorithme 1.60 réside dans la façon dont la
fonction “Choisir” est programmée. Dans [Bar05], des heuristiques sont proposées pour implanter
cette fonction de façon à atteindre un point fixe de manière efficace.

L’algorithme 1.60 est à la base de l’outilFAST [BFLP03, BLP06, BFLP08] qui vérifie automatique-
ment des systèmes à compteurs linéaires à monoïde fini. Cet outil calcule l’ensemble des états acces-
sibles d’un système à compteurs linéaire à partir d’une configuration symbolique initiale.FAST prend
en entrée un fichier contenant une description du système à compteurs à analyser et une stratégie per-
mettant d’influencer le calcul d’accessibilité de façon à améliorer les performances du calcul. Comme
cet outil est basé sur l’algorithme 1.60, il se peut que cet outil ne termine pas, cependant il a permis
de vérifier avec succès de nombreux systèmes. Dans la dernière version, il est possible de choisir la
librairie qui est utilisée pour manipuler les formules de Presburger et un utilisateur peut, si il le sou-
haite, réimplanter sa propre librairie ; en plus de permettre une certaine flexibilité dans l’utilisation du
logiciel, cette fonctionnalité peut aussi être utilisée pour tester l’efficacité d’une librairie.
L’outil FAST est disponible librement à l’adressehttp://www.lsv.ens-cachan.fr/fast/.
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Chapitre 2

Machines à compteursreversal-bornées

Dans ce chapitre, nous étudions une nouvelle classe de machines à compteurs ayant un ensemble
d’accessibilité effectivement définissable dans Presburger. Cette classe étend la classe des machines à
compteursreversal-bornées introduites par Ibarra dans [Iba78]. Les résultats présentés ici sont pour
la plupart issus de [FS08].

2.1 Les machines à compteursreversal-bornées d’Ibarra

2.1.1 Définition

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, la plupart des problèmes d’accessibilité sont indé-
cidables pour les machines à compteurs, à cause de l’indécidabilité du problème de l’arrêt pour les
machines de Minsky déterministes à deux compteurs [Min67].Cependant il est possible de poser des
restrictions que ce soit au niveau syntaxique, comme avec les SAVE ou les machines à un compteur,
ou au niveau sémantique, avec les systèmes aplatissables, de façon à obtenir la décidabilité. Nous pré-
sentons ici une nouvelle restriction sur les machines à compteurs permettant d’obtenir la décidabilité
pour certains problèmes d’accessibilité.

Dans [Iba78], Ibarra proposa une restriction sur les machines de Minsky en étudiant les machines pour
lesquelles au cours de toute exécution, le nombre d’alternances de chaque compteur entre une phase
de croissance et une phase de décroissance est borné. C’est ainsi que furent introduites les machines
de Minsky ditesreversal-bornées (“reversal-bounded” en anglais). Il s’avère que l’ensemble d’ac-
cessibilité de telles machines est un ensemble semi-linéaire qui peut effectivement être calculé. Plus
tard, dans [ISD+02], les auteurs ont montré qu’il est possible d’étendre cette notion aux machines à
compteurs tout en conservant le résultat sur l’ensemble d’accessibilité. Ils ont également prouvé qu’il
est difficile d’étendre encore la définition à d’autres systèmes à compteurs car on peut facilement si-
muler une machine de Minsky à deux compteurs avec une machineà compteursreversal-bornée dans
laquelle on autorise des tests de la formexi = xj. En effet, chaque compteur de la première machine
est encodé par deux compteurs de la deuxième machine, un qui compte les incréments et l’autre les
décréments ; pour effectuer les tests à zéro, il suffit de tester si les deux compteurs ont la même valeur ;
cette machine est bienreversal-bornée car ses compteurs ne font que croître.

Nous rappelons maintenant de façon plus formelle la définition des machines à compteursreversal-
bornées d’Ibarra. SoitS = 〈Q,X,E〉 une machine àn compteurs etTS(S) = 〈Q × N

n, E,→〉 le
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système de transitions associé. Nous construisons un nouveau système de transitions associé àS dans
lequel nous enregistrons dans chaque configuration les informations suivantes :

1. la phase courante, croissante (notée avec le symbole↑) ou décroissante (notée avec le symbole
↓), dans laquelle se trouve chaque compteur, et,

2. le nombre d’alternances qui ont été réalisées (entre les phases croissantes et décroissantes).

Nous définissons ainsi le système de transitionsTSrb(S) = 〈Q× {↑, ↓}n × N
n × N

n, E,→rb〉. Une
configuration(q,m, v, r) ∈ Q× {↑, ↓}n × N

n × N
n deTSrb(S) donne les informations suivantes :

– q indique l’état de contrôle courant,
– m indique la phase dans laquelle se trouve chaque compteur,
– v donne la valeur de chaque compteur, et,
– r contient le nombre d’alternances réalisées.

Nous définissons maintenant la relation de transition→rb. Pour tout(q,m, v, r ), (q′,m′, v′, r ′) ∈ Q×
{↑, ↓}n × N

n × N
n et pour toute ∈ E, on a(q,m, v, r ) e

→rb (q′,m′, v′, r ′) si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

1. (q, v)
e
→ (q′, v′), et,

2. pour touti ∈ [1..n], la relation définie par le tableau qui suit est vérifiée :

v(i)− v′(i) m(i) m′(i) r(i)

> 0 ↓ ↓ r(i)
> 0 ↑ ↓ r (i) + 1

< 0 ↑ ↑ r(i)
< 0 ↓ ↑ r (i) + 1

= 0 ↓ ↓ r(i)
= 0 ↑ ↑ r(i)

De la même façon que pour la relation de transition→ de TS(S), nous noterons→∗
rb la ferme-

ture réflexive et transitive de→rb. Étant donné une configurationc = (q,m, v, r ) de TSrb(S),
nous définissons également l’ensemble d’accessibilité correspondant dansTSrb(S), Reachrb(S, c) =
{(q′,m′, v′, r ′) ∈ Q × {↑, ↓}n × N

n × N
n | c →∗

rb (q′,m′, v′, r ′)}. Nous étendons de plus, cette
dernière définition aux configurations deTS(S) en supposant qu’au début de l’exécution la phase
est toujours croissante et le nombre d’alternance vaut zéro. Ainsi, si (q, v) ∈ Q × N

n est une confi-
guration deTS(S), alorsReachrb(S, (q, v)) est égal àReachrb(S, (q, ↑, v,0)) où ↑ représente ici le
vecteur ayant toutes ses composantes égales à↑. Nous disposons maintenant des notions suffisantes
pour rappeler la définition des machines à compteursreversal-bornées au sens d’Ibarra :

Definition 2.1 (Machine à compteursIbarra-reversal-bornée) [Iba78] Soit k ∈ N. Une machine
à n compteurs(S, c0) est k-reversal-bornée si pour tout(q,m, v, r) ∈ Reachrb(S, c0), pour tout
i ∈ [1..n], nous avonsr(i) ≤ k.

Ibarra dit ensuite qu’une machine à compteurs(S, c0) est Ibarra-reversal-bornée si il existe une
constantek ∈ N telle que(S, c0) estk-reversal-bornée. Notons que nous étudions la notion dere-
versal-bornée uniquement pour des machines à compteurs initialisées, mais nous ne rappelons pas à
chaque fois qu’elles sont initialisée pour faciliter la lisibilité.
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Exemple 2.2 La machine à compteurs de la figure 2.1 à laquelle on associe laconfiguration initiale
(q1, (0, 0)) est Ibarra-reversal-bornée car elle est1-reversal-bornée, en effet le compteurx2 reste
toujours dans la phase croissante et le compteurx1 ne change qu’une seule fois de phase, la première
fois que la transition bouclant enq2 est franchie. Quant à la machine à compteurs de la figure 2.2
munie de la même configuration initiale, elle n’est pas Ibarra-reversal-bornée, car pour tout entier
k ∈ N il est toujours possible de trouver une exécution pour laquelle le compteurx1 alterne plus de
k fois (entre une phase croissante et une phase décroissante).

q1 q2
x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 + 1

0 ≤ x1 ∧ 0 ≤ x2?

FIGURE 2.1 – Une machine à compteursIbarra-reversal-bornée avec la configuration initiale
(q1, (0, 0))

q1 q2
x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 + 1

0 ≤ x1 ∧ 0 ≤ x2?

x1 = 0 ∧ 0 ≤ x2?

FIGURE 2.2 – Une machine nonIbarra-reversal-bornée avec la configuration initiale(q1, (0, 0))

Par rapport à la définition de machinesIbarra-reversal-bornées présentée dans [Iba78], nous introdui-
sons ici une petite différence, car nous ne munissons pas lesmachines à compteurs d’états acceptants.
Par conséquent toutes les exécutions de la machine partant de la configuration initiale donnée sont ac-
ceptées. Nous verrons dans la section 2.3 que cette différence change certains résultats de décidabilité.
Remarquons que dans les derniers travaux sur les machines à compteursreversal-bornées, comme par
exemple dans [ISD+02], les machines à compteurs ne sont pas non plus munies d’états acceptants.

2.1.2 Propriétés

Nous montrons maintenant pourquoi la classe des machines à compteursIbarra-reversal-bornées est
digne d’intérêt. Le résultat principal de [Iba78] pour les machines de Minsky, et qui fut ensuite étendu
dans [ISD+02], peut être énoncé de la façon suivante :

Théorème 2.3Si(S, c0) est une machine à compteurs Ibarra-reversal-bornée, alorsl’ensemble d’ac-
cessibilitéReach(S, c0) est effectivement définissable dans Presburger.

L’idée de la preuve de ce théorème, que l’on trouve dans [Iba78] pour les machines de Minsky, se
résume de la façon suivante. Dans un premier temps, on montrequ’à partir d’une machine à comp-
teursk-reversal-bornée, on peut construire, en ajoutant un certain nombre de compteurs et d’états de
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contrôle, une machine à compteurs1-reversal-bornée qui simule la première machine. Ensuite, on
encode cette machine à compteurs1-reversal-bornée dans un automate fini et on se sert de l’image
de Parikh de cet automate que l’on raffine à l’aide d’autres formules de Presburger pour obtenir l’en-
semble d’accessibilité. Ainsi le fait que l’ensemble d’accessibilité soit effectivement définissable dans
Presburger est prouvé en utilisant la propriété sur l’imagede Parikh des langages réguliers (cf. lemme
1.2), qui est un ensemble semi-linéaire dont on peut effectivement calculer la formule de Presburger
correspondante.

D’après ce théorème et en utilisant la proposition 1.33, on en déduit le théorème suivant concernant
la vérification de machines à compteursreversal-bornées.

Théorème 2.4Le problème d’accessibilité symbolique est décidable pourles machines à compteurs
Ibarra-reversal-bornées.

En revanche, on ne peut rien dire sur le problème d’accessibilité symbolique généralisé car les ma-
chines à compteursIbarra-reversal-bornées sont munies d’une configuration initiale et pas d’une
configuration symbolique initiale. Il serait possible d’étendre la définition dereversal-bornée aux ma-
chines à compteurs munies d’une configuration symbolique initiale mais nous choisissons ici de ne
pas traiter ce cas.

Plus tard, dans [LS05], en montrant que différentes sous-classes de systèmes à compteurs à monoïde
fini étaient aplatissables, les auteurs ont prouvé le résultat suivant :

Théorème 2.5 [LS05] Les machines à compteurs Ibarra-reversal-bornées sont aplatissables.

Les machines à compteursIbarra-reversal-bornées forment ainsi une sous-classe de systèmes à comp-
teurs aplatissables. Ce dernier résultat nous montre que sil’on donne en entrée à l’outilFAST une
machine à compteursIbarra-reversal-bornée, on est sûr que l’outil va terminer son calcul d’après la
proposition 1.61. Remarquons que le théorème 2.3 ne suffit pas pour montrer ce résultat, car il se peut
qu’une machine à compteurs à monoïde fini ait un ensemble d’accessibilité effectivement définissable
dans Presburger sans qu’elle soit pour autant aplatissable.

Finalement une dernière propriété intéressante des machines à compteursIbarra=reversal-bornées
réside dans le fait qu’elles sont plus robustes que les machines aplattissables. En particulier si l’on
considère une sous-machine d’une machine à compteursIbarra-reversal-bornée, elle resteIbarra-
reversal-bornée. Nous approfondissons un peu ce point.

Definition 2.6 (Sous-système à compteurs)Un système à compteursS′ = 〈Q′,X,E′〉 est un sous-
système d’un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, notéS′ ≤ S, siQ′ ⊆ Q etE′ ⊆ E.

L’intérêt d’étudier un sous-système plutôt que le système lui-même apparaît lorsque l’on veut analyser
des systèmes de grande taille. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.7 SoientS = 〈Q,X,E〉 un système à compteurs etS′ = 〈Q′,X,E′〉 un système à
compteurs tel queS′ ≤ S. Sic0 ∈ Q′ × N

X , alorsReach(S′, c0) ⊆ Reach(S, c0).

D’après cette propsosition, il peut parfois suffire de raisonner sur le système de transitions deS′

plutôt que sur celui du systèmeS, en particulier lorsqueS′ est “plus petit” (en nombre d’états par

52



2.2. La généralisation des machines à compteursIbarra-reversal-bornées

exemple) queS, car si une configuration appartient àReach(S′, c0), elle appartient nécessairement
à Reach(S, c0). Le résultat suivant, que l’on peut déduire facilement d’après la définition des ma-
chinesIbarra-reversal-bornées, montre que cette notion de sous-système peut en particulier servir
pour résoudre “plus rapidement” parfois des problèmes d’accessibilité dans le cas de telles machines
à compteurs, en effet :

Proposition 2.8 SoientS une machine à compteurs,S′ = 〈Q′,X,E′〉 une machine à compteurs telle
queS′ ≤ S et c0 ∈ Q′ × N

X . Si(S, c0) est Ibarra-reversal-bornée alors(S′, c0) est Ibarra-reversal-
bornée.

Cette propriété est d’autant plus intéressante dans le cas des machinesIbarra-reversal-bornées, qu’elle
n’est plus valable lorsqu’il s’agit de machines à compteursaplatissables. Par exemple si l’on considère
la machine de Minsky de la preuve du théorème 1.56, remarquons que si l’on supprime l’état de
contrôlep, cette machine n’est plus forcément aplatissable. Ceci estdû au fait qu’en supprimant
un état de contrôle, on supprime également les chemins qui rendent l’aplatissement possible. Ainsi
dans certains cas, les machines à compteursIbarra-reversal-bornées peuvent s’avérer plus simples à
manipuler que les machines à compteurs aplatissables.

2.2 La généralisation des machines à compteursIbarra-reversal-bornées

2.2.1 Définition

Dans [FS08], nous avons étendu la définition des machines à compteursIbarra-reversal-bornées de
façon à pouvoir englober un plus grand nombre de machines à compteurs.

q1 q2

x′1 = x1 + 2

x′1 = x1 − 2

FIGURE 2.3 – Une machine à compteurs nonIbarra-reversal-bornée avec la configuration initiale
(q1, 0)

Si nous considérons la machine à compteurs représentée à la figure 2.3 munie de la configuration
initiale (q1, 0), son ensemble d’accessibilité est fini et égal à{(q1, 0), (q2, 2)}. Par conséquent, l’en-
semble d’accessibilité de cette machine à compteurs est semi-linéaire et cette machine n’est pas
Ibarra-reversal-bornée, car les compteurs peuvent croître et décroître infiniment souvent. L’exten-
sion de la définition deIbarra-reversal-bornée que nous donnons ici permet de prendre en compte de
tels cas et plus généralement, elle englobe toutes les machines à compteurs bornées (c’est-à-dire ayant
un ensemble fini de configurations accessibles).

Étant donné un entierb ∈ N, nous allons maintenant, pour chaque compteur, compter le nombre
d’alternances entre les phases croissantes et décroissantes uniquement dans les cas où ces alter-
nances ont lieu pour une valeur du compteur strictement supérieure àb. Soit S = 〈Q,X,E〉 une
machine àn compteurs etTS(S) = 〈Q × N

n, E,→〉 le système de transitions qui lui est asso-
cié. De la même façon que nous avons construit un système de transitionsTSrb(S) pour définir les
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machines à compteursIbarra-reversal-bornées, pour chaque entierb ∈ N, nous définissons un sys-
tème de transitionsTSb(S) = 〈Q × {↓, ↑}n × N

n × N
n, E,→b〉. Là encore, pour une configuration

(q,m, v, r ) ∈ Q × {↓, ↑}n × N
n × N

n, les vecteursm et v ont la même signification que dans les
configurations du système de transitionsTSrb(S) défini précédemment, quant aur , il contient dé-
sormais pour chaque compteur le nombre d’alternances entreles phases croissantes et décroissantes
réalisées au dessus deb. Formellement, la relation de transitions→b est définie de la façon suivante,
pour tout(q,m, v, r ), (q′,m′, v′, r ′) ∈ Q × {↓, ↑}n × N

n × N
n, et pour toute ∈ E nous avons

(q,m, v, r ) e
→b (q′,m′, v′, r ′) si et seulement si :

1. (q, v)
e
→ (q′, v′), et,

2. pour touti ∈ [1..n], les conditions données par le tableau suivant sont vérifiées :

v(i)− v′(i) m(i) m′(i) v(i) r (i)

≥ 0 ↓ ↓ − r(i)
> 0 ↑ ↓ ≤ b r(i)
> 0 ↑ ↓ > b r(i) + 1

≤ 0 ↑ ↑ − r(i)
< 0 ↓ ↑ ≤ b r(i)
< 0 ↓ ↑ > b r(i) + 1

Nous voyons bien apparaître la constanteb servant à tester si l’alternance entre une phase croissante
et décroissante a lieu au dessus ou en dessous deb. De la même façon que pourTSrb(S), nous notons
→∗

b la fermeture réflexive et transitive de la relation→b et, étant donnée une configuration(q,m, v, r )
deTSb(S), nous définissons l’ensembleReachb(S, (q,m, v, r )) = {(q′,m′, v′, r ′) ∈ Q × {↓, ↑}n ×
N

n × N
n | (q,m, v, r , ) →∗

b (q′,m′, v′, r ′)}. De plus, pour une configuration(q, v) deTS(S), nous
notonsReachb(S, (q, v)) l’ensemble égal àReachb(S, (q, ↑, v,0)) où ↑ représente le vecteur avec
toutes ses composantes égales à↑. Ceci nous permet de définir une nouvelle notion de machines à
compteursreversal-bornées.

Definition 2.9 (Machine à compteursreversal-bornée) Soitb, k ∈ N. Une machines àn compteurs
(S, c0) estk-reversal-b bornée si pour tout(q,m, v, r) ∈ Reachb(S, c0) et pour touti ∈ [1..n], nous
avonsr(i) ≤ k.

Nous définissons ensuite les variantes suivantes :

1. Une machine à compteurs est ditereversal-bornée si il existek, b ∈ N tels qu’elle estk-reversal-
b-bornée.

2. Pourk ∈ N, une machine à compteurs est ditek-reversal-bornée, si il existeb ∈ N tel qu’elle
estk-reversal-b-bornée.

3. Pourb ∈ N, une machine à compteurs est ditereversal-b-bornée, si il existek ∈ N tel qu’elle
estk-reversal-b-bornée.

Nous remarquons que cette définition implique la proposition suivante :

Proposition 2.10 Une machine à compteurs est Ibarra-reversal-bornée si et seulement si elle est
reversal-0-bornée.

Pour finir, notons également que comme nous l’avons indiqué précédemment cette notion permet
d’englober toutes les machines à compteurs qui ont un ensemble fini de configurations accessibles.
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2.2.2 Calculer l’ensemble d’accessibilité

Nous montrons dans cette section que la généralisation que nous proposons permet de conserver les
propriétés sur l’ensemble d’accessibilité d’une machine àcompteursreversal-bornée, à savoir qu’il est
semi-linéaire. Nous présentons ici la construction permettant d’aboutir à ce résultat. L’idée principale
consiste à construire, étant donnée une machinereversal-bornée, une machinereversal-0-bornée à
partir de laquelle en utilisant le résultat du théorème 2.3 on peut construire l’ensemble d’accessibilité
de la première machine.

q1 q2

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 + 1

q3
x2 ≥ 5 ?

x′2 = x2 − 2

FIGURE 2.4 – Une machine(S1, (q1, (0, 0)) 1-reversal-1-bornée

Soientk, b ∈ N. Dans cette section, nous considérons une machine àn compteursS = 〈Q,X,E〉
munie d’une configuration initialec0 = (q0, v0) dansQ × N

n telles que(S, c0) est k-reversal-b-
bornée. Nous construisons maintenant la machine à compteurs S′ = 〈Q′,X,E′〉. Avant de définir
Q′ et E′, nous introduisons deux symboles⊥ et ωb qui ne sont pas des entiers. Intuitivementωb

nous servira à symboliser une valeur de compteurs strictement plus grande queb et ⊥ sera utilisé
lorsque nous ne saurons pas si une valeur de compteurs est plus petite ou non queb. Nous posons
alorsQ′ = Q× Bn avecB = [0..b] ⊎ {ωb,⊥}. La machine à compteursS′ encode les exécutions de
la machine à compteursS de la façon suivante :

1. lorsque la valeur d’un compteur dans l’exécution deTS(S) est inférieure ou égale àb, alors
dansTS(S′) elle est stockée dans l’état de contrôle et la valeur du compteur correspondant est
0,

2. lorsque la valeur d’un compteur passe strictement au-dessus deb dansTS(S) alors la valeur du
compteur correspondant dansTS(S′) devient égale à cette dernière valeur.

Avant de donner la définition formelle de la relation de transitions E′, nous définissons la fonction
+B deB × Z dansB, satisfaisant les règles suivantes, pour toutd ∈ Z :

– sid ≥ 0, ωb +B d = ωb,
– sid ≤ 0 , ωb +B d = ⊥,
– sid ≥ 0, pour toute ∈ [0..b], si d+ e ≤ b alorsd+B e = d+ e sinond+B e = ωb,
– sid ≤ 0, pour toute ∈ [0..b] tel que−e ≤ d, e+B d = e+ d.

En analysant la définition de ces opérations, nous voyons quelorsqu’une valeur passe strictement au
dessus deb, nous la remplaçons parωb et si nous faisons décroîtreωb, nous introduisons le symbole
⊥, car nous ne savons pas si la valeur obtenue à ce moment est inférieure ou égale àb ou strictement
plus grande queb. Ces opérations peuvent être étendues composante par composante aux vecteurs.
Nous notonsB0 l’ensembleB \ {⊥}. Un élément deBn

0 sera donc un vecteur deBn n’ayant aucune
composante égale à⊥. De même, nous notonsBn

⊥ l’ensembleBn \ Bn
0 des vecteurs deBn ayant
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au moins une composante égale à⊥. Nous définissons maintenant la relation de transitionsE′ ⊆
(Q × Bn) × Tn × (Q × Bn) de la machine àn compteursS′. E′ est la plus petite relation de
(Q×Bn)× Tn × (Q×Bn) satisfaisant les règles suivantes :

1. pour chaque(q, (#, µ, δ), q′) ∈ E, pour chaqueu ∈ Bn
0 tel que pour touti ∈ [1..n], si u(i) ∈

[0..b] alorsµ(i)#(i)u(i) (ie u satisfait la garde de la transition pour les composantes différentes
deωb), il existe(#′, µ′, δ′) ∈ Tn et u′ ∈ Bn tels que((q,u), (#′, µ′, δ′), (q′,u′)) ∈ E′ et tels
que :

(a) u′ = u +B δ,

(b) pour touti ∈ [1..n],

i. si u(i) ∈ [0..b] et u′(i) ∈ [0..b], alors (#′(i), µ′(i), δ′(i)) = (≤, 0, 0) (sur cette
composante, la transition n’a aucun effet et laisse lei-ème compteur à0),

ii. si u(i) ∈ [0..b] et u′(i) = ωb, alors(#′(i), µ′(i), δ′(i)) = (≤, 0,u(i) + δ(i)) (cette
transition remet la nouvelle valeur obtenue pouru dans lei-ème compteur, cela arrive
lorsque la composante deu passe au dessus deb),

iii. si u(i) = ωb alors(#′(i), µ′(i), δ′(i)) = (#(i), µ(i), δ(i)) (si la i-ème composante
deu est déjà au-dessus deb alors la transition se comporte comme la transition deE
sur les compteurs).

2. pour chaqueq ∈ Q, pour chaqueu ∈ Bn
⊥ et pour chaqueu′ ∈ Bn

0 tel que pour touti ∈ [1..n], si
u(i) 6= ⊥ alorsu′(i) = u(i) (ie u etu′ correspondent sur les composantes pour lesquellesu est
différent de⊥), il existe(#′, µ′, δ′) ∈ Tn tel que((q,u), (#′, µ′, δ′), (q,u′)) ∈ E′ et tels que,
pour touti ∈ [1..n] :

(a) siu(i) 6= ⊥, alors(#′(i), µ′(i), δ′(i)) = (≤, 0, 0) (si la i-ème composante deu est diffé-
rente de⊥, on ne fait rien),

(b) si u(i) = ⊥ alors :

i. si u′(i) = ωb, alors#′(i) ∈ {≤}, µ′(i) = b+ 1 et δ′(i) = 0 (soit la valeur dui-ème
compteur est strictement plus grande queb, et on ne fait rien sur le compteur et on a
ωb à la composante correspondante dans l’état de contrôle d’arrivée)

ii. si u′(i) ∈ [0..b], alors(#′(i), µ′(i), δ′(i)) = (=,u′(i),−u′(i)) (soit la valeur dui-
ème compteur est inférieure ou égale àb et on remet ce compteur à0 et sa valeur est
enregistrée dans l’état de contrôle d’arrivée).

Lorsqu’un état de contrôle avec le symbole⊥ est atteint, nous testons donc la valeur du compteur
correspondant pour savoir si cette valeur est comprise entre0 etb ou si elle est strictement plus grande
queb.

Exemple 2.11 La machine à compteurs représentée à la figure 2.5 avec la configuration initiale
((q1, 0, 0), (0, 0)) encode la machine à compteurs de la figure 2.4 munie de la configuration initiale
(q1, (0, 0)). Notons juste que par souci de clarté nous n’avons pas construit entièrement la machine
S′

1 encodantS1 mais seulement les états de contrôle accessibles à partir del’état (q1, 0, 0).
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q1, 0, 0 q2, 1, 1 q1, 0, ωb

x′2 = x2 + 2

q2, 1, ωb

x′2 = x2 + 1

x′2 = x2 + 1

q3, 1, ωb

x2 ≥ 5 ?

q3, 1,⊥

x′2 = x2 − 2

q3, 1, 0
x2 = 0 ?

q3, 1, 1
x2 = 1 ? x′2 = x2 − 1

x2 ≥ 2 ?

FIGURE 2.5 – Une machine à compteursS′
1 1-reversal-0-bornée pour encoderS1

Nous allons maintenant énoncer quelques lemmes récapitulant les propriétés de la machineS′. Nous
définissons la relation∼b⊆ (Q×Nn)× (Q×Bn

0 ×Nn) permettant de faire le lien entre les configura-
tions deTS(S) et celles deTS(S′). Pour tout(q, v) ∈ Q×N

n et pour tout(q′,u, v′) ∈ Q×Bn
0 ×N

n,
nous avons(q, v) ∼b (q′,u, v′) si et seulement si :

– q = q′, et, pour touti ∈ [1..n],
– siu(i) ∈ [0..b], alorsv(i) = u(i) et v′(i) = 0, et,
– siu(i) = ωb, alorsv′(i) = v(i) etv(i) > b.

Le système de transitions associé àS est notéTS(S) = 〈Q×N
n, E,→〉 et celui associé àS′ est noté

TS(S′) = 〈Q′ × N
n, E′,⇒〉. Par construction de la machine à compteursS′, nous montrons que la

machine à compteursS′ simule la machineS :

Lemme 2.12 Soient(q1, v1) ∈ Q×N
n et(q1,u1, v′1) ∈ Q×B

n
0 ×N

n tels que(q1, v1) ∼b (q1,u1, v′1).
Pour tout(q2, v2) ∈ Q × N

n, nous avons(q1, v1) → (q2, v2) si et seulement si il existe(u2, v′2) ∈
Bn

0 × N
n tel que(q2, v2) ∼b (q2,u2, v′2) et tel que :

– soit(q1,u1, v′1)⇒ (q2,u2, v′2),
– soit il existe(u3, v′3) ∈ Q×B

n
⊥ × N

n tel que(q1,u1, v′1)⇒ (q2,u3, v′3)⇒ (q2,u2, v′2).

Preuve : Soient(q1, v1) ∈ Q×N
n et (q1,u1, v′1) ∈ Q×B

n
0 ×N

n tels que(q1, v1) ∼b (q1,u1, v′1).
La preuve se fait par une étude de cas en utilisant la définition deE′ et∼b.

Soit (q2, v2) ∈ Q × N
n tel que(q1, v1)

e
→ (q2, v2) avece = (q, (#, µ, δ), q′). Remarquons que,

pour touti ∈ [1..n], nous avons nécessairementµ(i)#(i)u1(i) carµ#v1 et (q1, v1) ∼b (q1,u1, v′1).
Nous posonsu3 = u1 +B δ. Alors par définition deE′ (cas 1.), il existe dansE′ une transision
e′ = ((q,u1), (#

′, µ′, δ′), (q′,u3)) véririfiant les conditions 1.(b).(i), 1.(b)(ii), 1.(b).(iii). Montrons
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qu’il existev′3 tel que(q1,u1, v′1)
e′
⇒ (q2,u3, v′3). Soiti ∈ [1..n]. Siu1(i) ∈ [0..b], alorsv′1(i) = 0 (par

définition de∼b) et #′(i) ∈ {≤} et µ′(i) = 0 (par définition dee′), par conséquentµ(i)#(i)v′1(i).
Si u1 = ωb, alors v′1(i) = v1(i) et #′(i) = #(i) et µ′(i) = µ(i), commeµ(i)#(i)v1(i) et on
a par conséquentµ′(i)#′(i)v′1(i). Nous en déduisons queµ′#′v′1 et ainsi qu’il existev′3 tel que

(q1,u1, v′1)
e′
⇒ (q2,u3, v′3). Se pose de nouveau deux cas, soitu3 ∈ B

n
0 , soitu3 ∈ B

n
⊥.

1. Siu3 ∈ B
n
0 , nous montrons que(q2, v2) ∼b (q2,u3, v′3). Soit i ∈ [1..n].

– Siu3(i) ∈ [0..b], il faut montrer queu3(i) = v2(i) etv′3(i) = 0. Par définition dee′, u1(i) ∈
[0..b] et u3(i) = u1(i) + δ(i). En utilisant la définition de∼b, on au3(i) = v1(i) + δ(i) =
v2(i). De plus, on est dans le cas 1.(b).(i) et commev′1(i) = 0, on en déduit quev′3(i) = 0.

– Si u3(i) = ωb, il faut montrer quev′3(i) = v2(i) et quev2(i) > b. Nous avons de plus soit
u1(i) ∈ [0..b], soitu1(i) = ωb

– Supposons queu1(i) ∈ [0..b]. On est alors dans le cas 1.(b).(ii), d’oùδ′(i) = u1(i) + δ(i).
Par conséquent,v′3(i) = v′1(i)+ δ′(i) = 0+ u1(i)+ δ(i) = v1(i)+ δ(i) = v2(i). De plus,
commeu3(i) = ωb = u1(i) +B δ(i), on au1(i) + δ(i) > b, d’où v2(i) > b.

– Supposons queu1(i) = ωb. On est alors dans le cas 1.(b).(iii), d’oùv′3(i) = v′1(i)+δ
′(i) =

v1(i) + δ(i) = v2(i). Dans ce cas, on a aussiv1(i) > b (par définition de∼b), de plus
δ(i) > 0, carωb +B δ(i) = ωb, doncv2(i) > b.

2. Si u3 ∈ B
n
⊥. Par définition deE′ (cas 2.), il existee′′ = ((q2,u3), (#

′′, µ′′, δ′′)(q2,u2)) avec
u2 ∈ B

n
0 tel que pour toutj ∈ [1..n] vérifiantu3(j) = ⊥, si v′3(j) ∈ [0..b], alors#′′(j) ∈ {=},

µ′′(j) = u2(j) = v′3(j) et δ′′(i) = −u2(j) et sib < v′3(j), alorsu2(j) = ωb, #′′(j) ∈ {≤},
µ′′(j) = b+1 etδ′′(j) = 0. De plus pour toutj ∈ [1..n] tel queu3(j) 6= ⊥, on au2(j) = u3(j),
#′′(j) ∈ {≤} et µ′′(j) = δ′′(j) = 0. Il est alors évident queµ′′#′′v′3 et par conséquent il

existev′2 tel que(q2,u3, v′3)
e′′
⇒ (q2,u2, v′2). Nous montrons que(q2, v2) ∼b (q2,u2, v′2). Soit

i ∈ [1..n].

– Si u2(i) ∈ [0..b], il faut montrer queu2(i) = v2(i) et v′2(i) = 0. Remarquons que par
définition dee′′, u3(i) ∈ [0...b] ouu3(i) = ⊥.

– Si u3(i) = ⊥. Par définition dee′, nécessairementu1(i) = ωb. Donc, par définition de
∼b, v′1(i) = v1(i). Alors toujours en utilisante′ (cas 1.(b).(iii)),v′3(i) = v′1(i) + δ′(i) =
v1(i) + δ(i) = v2(i). Par définition dee′′ (cas 2.(b).(ii)),v′2(i) = v′3(i) − u2(i), de plus
commeu2(i) ∈ [0..b], nécessairementu2(i) = v′3(i). D’où, v′2(i) = 0 etu2(i) = v2(i).

– Si u3(i) ∈ [0..b]. Par définition dee′, nécessairementu1(i) ∈ [0..b]. Donc, par définition
de∼b, v′1(i) = 0 et u1(i) = v1(i). Nous sommes dans le cas 1.(b).(i). On en déduit que
v′3(i) = 0 et u3(i) = u1(i) + δ(i) = v1(i) + δ(i) = v2(i). En ce qui concernee′′, nous
sommes au cas 2.(a), par conséquentv′2(i) = v′3(i) = 0 etu2(i) = u3(i) = v2(i).

– Si u2(i) = ωb, il faut montrer quev′2(i) = v2(i) et quev2(i) > b. Remarquons que par
définition dee′′, u3(i) = ωb ou u3(i) = ⊥.

– Si u3(i) = ⊥. Par définition dee′, nécessairementu1(i) = ωb. Donc, par définition de
∼b, v′1(i) = v1(i). Alors toujours en utilisante′ (cas 1.(b).(iii)),v′3(i) = v′1(i) + δ′(i) =
v1(i) + δ(i) = v2(i). Par définition dee′′ (cas 2.(b).(i)),v′2(i) = v′3(i) et b + 1 ≤ v′3(i),
d’où v′2(i) = v2(i) et v2(i) > b.

– Si u3(i) = ωb. Alors par définition dee′, on a de nouveau deux choix, soitu1(i) ∈ [0..b],
soit u1(i) = ωb.
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– Si u1(i) ∈ [0..b]. Alors v′1(i) = 0 et v1(i) = u1(i). Alors par définition dee′ (cas
1.(b).(ii)), v′3(i) = v′1(i) + δ′(i) = 0 + u1(i) + δ(i) = v2(i). De plus, par définition
dee′′ (cas 2.(a)),v′2(i) = v′3(i) = v2(i). Commeu1(i) +B δ(i) = ωb, nécessairement
u1(i) +B δ(i) > b, doncv2(i) > b.

– Si u1(i) = ωb. Alors v′1(i) = vi(1). Alors par définition dee′ (cas 1.(b).(iii)),v′3(i) =
v′1(i)+δ

′(i) = v1(i)+δ(i) = v2(i). Par définition dee′′ (cas2.(c).(i)), v′2(i) = v′3(i) =
v2(i). De plus, commeωb +B δ(i) = u3(i) = ωb, on en déduit queδ(i) > 0 et comme
u1(i) > b (par définition de∼b), on a bienv2(i) > b.

L’implication dans l’autre sens se prouve exactement de la même façon en utilisant les propriétés de
E′ et de∼b. �

À partir de la configuration initiale(q0, v0) deTS(S), nous construisons une configuration initiale
c′0 ∈ Q×B

n
0 ×N

n deTS(S′) avecc′0 = (q0,u0, v′0) et pour touti ∈ [1..n] :

– siv0(i) ≤ b, alorsu0(i) = v0(i) et v′0(i) = 0, et,
– siv0(i) > b, alorsu0(i) = ωb et v′0(i) = v0(i).

On a alorsc0 ∼b c
′
0 de façon évidente. En utilisant le lemme précédent et les caractéristiques deS′,

on peut déduire le lemme suivant faisant le lien entre l’ensemble d’accessibilité de(S, c0) et celui de
(S′, c′0).

Lemme 2.13 Nous avonsReach(S, c0) = {c ∈ Q× Nn | ∃c′ ∈ Reach(S′, c′0) tel quec ∼b c
′}.

Preuve : Soit c ∈ Reach(S, c0). Montrons qu’il existec′ ∈ Reach(S′, c′0) tel quec ∼b c
′. Comme

c ∈ Reach(S, c0), il existe une exécution dansTS(S) de la formec0 → c1 . . . cf avecf ∈ N et
cf = c. Nous raisonnons par induction sur la taille de cette exécution, c’est-à-dire surf , en utilisant
le lemme 2.12. Sif = 0, nous avons directement quec′0 ∈ Reach(S′, c′0) et c0 ∼b c

′
0. Supposons

quef > 0 et que pour toutj ∈ [0..f − 1], il existe c′j ∈ Reach(S′, c′0) tel quecj ∼b c
′
j . On a

donc en particuliercf−1 ∼b c
′
f−1. Comme de pluscf−1 → cf , d’après le lemme 2.12 il existe une

configurationc′f deTS(S′) telle quec′f−1 ⇒
∗ c′f et telle quecf ∼b c

′
f . Commec′f−1 ⇒

∗ c′f et que
c′f−1 ∈ Reach(S′, c′0), on a bienc′f ∈ Reach(S′, c′0).

Soit c ∈ Q × N
n et supposons qu’il existec′ ∈ Reach(S′, c′0) tel que c ∼b c′. Montrons que

c ∈ Reach(S, c0). Commec′ ∈ Reach(S′, c′0), il existe une exécution dansTS(S′) de la forme
c′0 ⇒ c′1 . . . c

′
f avecc′f = c′. Nous raisonnons par induction sur la taille de cette exécution, c’est-

à-dire surf , en utilisant le lemme 2.12 et la forme de la machine à compteurs S′. Si f = 0, alors
c = c0 et c0 ∈ Reach(S, c0). Soit f ∈ N

∗, supposons maintenant que pour toutj ∈ [0..f − 1], si
c′j ∈ Q×B

n
0×N

n, alors il existecj ∈ Reach(S, c0) tel quecj ∼b c
′
j . Sic′f−1 ∈ Q×B

n
0 ×N

n alors par
hypothèse d’inductioncf−1 ∼b c

′
f−1 et par le lemme 2.12, nous avonscf−1 → c et commecf−1 ∈

Reach(S, c0), on en déduit quec ∈ Reach(S, c0). Supposons maintenant quec′f−1 ∈ Q×B
n
⊥ ×Nn,

alors par construction deE′, nous avons nécessairementc′f−2 ∈ Q × Bn
0 × N

n et par hypothèse
d’induction cf−2 ∼b c

′
f−2, comme de plusc′f−2 ⇒ c′f−1 ⇒ c′f , alors en utilisant le lemme 2.12, on

obtientcf−1 → c et commecf−1 ∈ Reach(s, c0), on conclut quec ∈ Reach(S, c0). �

Ce lemme qui caractérise l’ensemble d’accessibilitéReach(S, c0) en fonction deReach(S′, c′0) nous
apporte une autre information capitale pour pouvoir montrer le résultat voulu sur l’ensemble d’acces-
sibilité des machines à compteursreversal-bornées. En effet, la propriété qui suit est vérifiée :
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Lemme 2.14 Si Reach(S′, c′0) est effectivement définissable dans Presburger alorsReach(S, c0)
l’est aussi.

Preuve : D’après le lemme 2.13, on aReach(S, c0) = {c ∈ Q× N
n | ∃c′ ∈ Reach(S′, c′0) tel que

c ∼b c
′}. Supposons qu’il existe une formule de Presburgerφ′ ∈ Presb(X ′

0) telle queReach(S′, c′0) =
Jφ′KX′

0
. Nous construisons alors la formule suivanteφ ∈ Presb(X0), tel que :

φ = ∃x′0 . . . ∃x
′
n.φ

′∧
∨

(q,u)∈Q×Bn
0

(

x′0 = (q,u)∧x0 = q
∧

i∈[1..n]

(x′i = 0∧xi = u(i))∨(x′i > b∧xi = x′i)
)

Par définition de∼b, nous en déduisons queReach(S, c0) = JφKX0.
�

Pour pouvoir utiliser l’ensemble d’accessibilité de(S′, c′0) afin de déduire celui de(S, c0), encore
faut-il montrer queReach(S′, c′0) est effectivement définissable dans Presburger. Nous allons mainte-
nant nous attacher à démontrer que comme la machine à compteurs (S, c0) estk-reversal-b-bornée, la
machine à compteurs(S′, c′0) estk-reversal-0-bornée. Ceci est dû au fait que, grâce au codage utilisé,
chaque compteurxi réalise dans(S′, c′0) le même nombre d’alternances que celles réalisées stricte-
ment au-dessus deb parxi dans(S, c0).

Nous définissons une nouvelle relation≈b⊆ (Q×{↓, ↑}n×N
n×N

n)×(Q×Bn
0 ×{↓, ↑}

n×N
n×N

n)
entre les configurations du système de transitionsTSb(S) (où l’on prend en compte les alternances
qui ont lieu au dessus deb) et celles deTS0(S

′) (où l’on prend en compte les alternances qui ont lieu
au dessus de0). Nous définissons cette relation de la façon suivante,(q,m, v, r ) ≈b ((q,u),m′, v′, r ′)
si et seulement si :

– (q, v) ∼b (q,u, v′), et,
– pour touti ∈ [1..n], si v(i) > b alorsm(i) = m′(i) et r(i) = r ′(i).

Nous notons les systèmes de transitions considérés ainsiTSb(S) = 〈Q×{↓, ↑}n×N
n×N

n, E,→b〉
et TS0(S

′) = 〈Q′ × {↓, ↑}n × N
n × N

n, E′,⇒0〉.Nous avons alors le pendant du lemme 2.12 en
ce qui concerne les systèmes de transitions associés àS et S′ dans lesquels on compte le nombre
d’alternances entre les phases de croissance et de décroissance.

Lemme 2.15 Soientc1 ∈ Q × {↓, ↑}n × N
n × N

n et c′1 ∈ Q × B
n
0 × {↓, ↑}

n × N
n × N

n tels que
c1 ≈b c

′
1. Pour toutc2 ∈ Q× {↓, ↑}n × N

n × N
n, nous avonsc1 →b c2 si et seulement si il existec′2

tel quec2 ≈b c
′
2 et tel que :

– soitc′1 ⇒0 c
′
2,

– soit il existec′3 ∈ Q×B
n
⊥ × {↓, ↑}

n ×N
n × N

n tel quec′1 ⇒0 c
′
3 ⇒0 c

′
2.

Preuve : Supposons quec1 ≈b c
′
1 et soitc2 ∈ Q×{↓, ↑}n×N

n×N
n tel quec1 →b c2. Posonsc1 =

(q1,m1, v1, r 1), c′1 = (q1,u1,m′
1, v

′
1, r

′
1) et c2 = (q2,m2, v2, r 2). Commec1 ≈b c

′
1, par définition de

la relation de transitions→b, on a(q1, v1)→ (q2, v2). De plus commec1 ≈b c
′
1, par définition de≈b,

on en déduit que(q1, v1) ∼b (q1, v′1). On utilise alors le lemme 2.12 qui nous permet de déduire qu’il
existe(q2,u2, v′2) ∈ Q×B

n
0 × N

n tel que(q2, v2) ∼b (q2,u2, v′2) et :

– soit(q1,u1, v′1)⇒ (q2,u2, v′2),
– soit il existe(q3,u3, v′3) ∈ Q×B

n
⊥ × N

n vérifiant(q1,u1, v′1)⇒ (q3,u3, v′3)⇒ (q2,u2, v′2).

60



2.2. La généralisation des machines à compteursIbarra-reversal-bornées

Supposons que nous sommes dans le premier cas, c’est-à-direque(q1,u1, v′1) ⇒ (q2,u2, v′2). Nous
construisons alorsm′

2 et r ′2 de la façon suivante, pour touti ∈ [1..n] :

– siu2(i) ∈ [0..b], m′
2(i) = m′

1(i) et r ′2(i) = r ′1(i),
– siu2(i) = ωb, m′

2(i) = m2(i) et r ′2(i) = r2(i).

En appliquant la définition de≈b, nous avons bien(q2,m2, v2, r 2) ≈b (q2,u2,m′
2, v

′
2, r

′
2). Nous pou-

vons de plus montrer que(q1,m′
1, v

′
1, r

′
1)⇒0 (q2,m′

2, v
′
2, r

′
2) par une étude de cas en utilisant la façon

dont la relationE′ est construite et la définition de⇒0.
Supposons maintenant que nous sommes dans le cas où il existe(q3,u3, v′3) ∈ Q×B

n
⊥×N

n vérifiant
(q1,u1, v′1) ⇒ (q3,u3, v′3) ⇒ (q2,u2, v’ 2). Nous construisons alorsm′

3, r
′
3,m

′
2 et r ′2 de la façon

suivante, pour touti ∈ [1..n] :

– siu3(i) ∈ [0..b], alorsm′
3(i) = m′

1(i) et r ′3(i) = r ′1(i),
– siu3(i) = ωb, m′

3(i) = m2(i) et r ′3(i) = r2(i),
– siu3(i) = ⊥, m′

3(i) =↓ et r ′3(i) = r 2(i),
– m′

2(i) = m′
3(i) et r ′2(i) = r ′3(i).

Montrons que nous avons alors(q2,m2, v2, r 2) ≈b (q2,u2,m′
2, v

′
2, r

′
2). Comme(q2, v2) ∼b (q2,u2, v′2),

il nous suffit de montrer que pour touti ∈ [1..n], si v′2(i) > b alorsm′
2(i) = m2(i) et r ′2(i) = r 2(i).

Soit i ∈ [1..n] tel quev′2(i) > b. Par définition de∼b, nous avons nécessairementu2(i) = ωb. De
la façon dont la relationE′ est construite, nous en déduisons queu3(i) = ωb ou u3(i) = ⊥. Si
u3(i) = ωb, alorsm′

3(i) = m2(i) et r ′3(i) = r ′2(i) et par définition deE′, v′2(i) = v′3(i), en utilisant la
définition de⇒0, on en déduit quem′

2(i) = m′
3(i) = m2(i) et r ′2(i) = r ′3(i) = r2(i). Si u3(i) = ⊥,

alorsm′
3(i) =↓ et r ′3(i) = r 2(i). Par définition deE′, on a nécessairementu1(i) = ωb et par consé-

quentu1(i) > b. Toujours par définition deE′, on a forcémentu2(i) < u1(i), d’où m2(i) =↓.
De plus commem′

3(i) = m′
2(i), on a bienm′

2(i) = m2(i). De plus, on ar ′2(i) = r ′3(i) = r 2(i).
Par une étude de cas utilisant les définitions deE′ et de⇒0, nous pouvons de plus montrer que
(q1,m′

1, v
′
1, r

′
1)⇒0 (q3,m′

3, v
′
3, r

′
3)⇒0 (q2,m′

2, v
′
2, r

′
2).

La preuve de l’implication dans l’autre sens se fait exactement de la même façon. �

Ce lemme nous permet d’établir le lien qui existe entre les ensembles d’accessibilitéReachb(S, c0) et
Reach0(S′, c′0).

Lemme 2.16 Nous avonsReachb(S, c0) = {c ∈ Q × {↓, ↑}n × N
n × N

n | ∃c′ ∈ Reach0(S′, c′0)
tel quec ≈b c

′}.

Idée de la preuve : Nous avonsReachb(S, c0) = Reachb(S, (q0, ↑, v0,0)) et Reach0(S′, c′0) =
Reach0(S′, (q0,u0, ↑, v′0,0)). Remarquons que commec0 ∼b c

′
0, nous avons bien(q0, ↑, v0,0) ≈b

(q0,u0, ↑, v′0,0). La preuve se fait alors exactement de la même manière que celle du lemme 2.13,
excepté que l’on considère ici la relation≈b et le résultat du lemme 2.15. �

De ce dernier lemme, on arrive facilement à la propriété souhaitée pour la machine à compteurs
(S′, c′0) sachant que(S, c0) estk-reversal-b-bornée, en effet :

Lemme 2.17 (S′, c′0) estk-reversal-0 bornée.
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Preuve : Nous raisonnons par contradiction et supposons que la machine à compteurs(S′, c′0)
n’est pask-reversal-0-bornée. Par conséquent, il existek′ ∈ N, j ∈ [1..n] et (q,u,m′, v′, r ′) ∈
Reach0(S′, c′0) tel quek′ > k et r(j) = k′. Deux cas se posent alors, soitu ∈ Bn

0 soit u ∈ Bn
⊥.

Supposons queu ∈ Bn
0 . Alors il existe(q,m, v, r ) ∈ Q× {↓, ↑}n × N

n × N
n tel que(q,m, v, r ) ≈b

(q,u,m′, v′, r ′). Par le lemme 2.16, on en déduit que(q,m, v, r ) ∈ Reachb(S, c0), et comme par
définition de≈b, r(i) = r ′(i) = k′, (S, c0) n’est pask-reversal-b-bornée, ce qui constitue une contra-
diction. Supposons maintenant queu ∈ Bn

⊥. Par définition deE′ et de⇒0, il existe nécessairement
u′ ∈ Bn

0 et v′′ ∈ N
n tel que(q,u,m′, v′, r ′) ⇒0 (q,u,m′, v′′, r ′) et nous reprenons alors le raisonne-

ment du cas précédent. �

Si nous récapitulons, étant donnée une machine à compteurs(S, c0) k-reversal-b-bornée, nous avons
construit une machine à compteurs(S′, c′0) vérifiant les deux propriétés suivantes :

– (S′, c′0) estk-reversal-0-bornée,
– siReach(S′, c′0) est effectivement définissable dans Presburger alorsReach(S, c0) l’est aussi.

En utilisant la proposition 2.10 et le résultat d’Ibarra énoncé au théorème 2.3, on en déduit le théorème
suivant :

Théorème 2.18L’ensemble d’accessibilité d’une machines à compteurs reversal-bornée est effecti-
vement définissable dans Presburger.

Nous obtenons, comme nous l’avons fait précédemment, le lien avec les problématiques de vérifica-
tion :

Corollaire 2.19 Le problème d’accessibilité symbolique est décidable pourles machines à compteurs
reversal-bornées.

2.2.3 Propriétés

Nous nous intéressons maintenant aux autres propriétés desmachines à compteursreversal-bornées
et nous montrons qu’elles sont aussi préservées par la nouvelle définition que nous proposons.

En ce qui concerne la propriété sur les sous-systèmes décrite par la proposition 2.8, de la même façon
que cette proposition était évidente dans le cas des machines à compteursIbarra-reversal-bornées,
elle reste évidente dans notre cas.

Proposition 2.20 SoitS une machine à compteurs,S′ = 〈Q′,X,E〉 une machine à compteurs telle
queS′ ≤ S et c0 ∈ Q′ × N

X . Si (S, c0) est reversal-bornée alors(S′, c0) est reversal-bornée.

Comme nous l’avons dit cette propriété est particulièrement utile lorsque l’on veut analyser des sys-
tèmes de grande taille, on sait ainsi que dans le cas de machines à compteursreversal-bornées, l’ana-
lyse de sous-systèmes est également possible.

Nous allons maintenant montrer qu’avec la nouvelle définition proposée, les machines à compteurs
reversal-bornées sont toujours aplatissables et par conséquent, sil’on donne une telle machine à comp-
teurs en entrée de l’outilFAST , on sait que l’algorithme implanté dans cet outil termine. Nous ajou-
tons ainsi une nouvelle classe à la classification réalisée dans [LS05] des systèmes à compteurs apla-
tissables. Nous nous attachons maintenant à prouver cette propriété.
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Soit k, b ∈ N. Nous considérons une machine àn compteursS = 〈Q,X,E〉 munie d’une confi-
gurationc0 = (q0, v0) dansQ × N

n de telle sorte que(S, c0) estk-reversal-b-bornée. Nous repre-
nons la machine àn compteurs initialiséek-reversal-0-bornée(S′, c′0) construite dans la section 2.2.2
pour montrer que(S, c0) a un ensemble d’accessibilité effectivement définissable dans Presburger.
Nous rappelons queS′ = 〈Q′,X,E′〉. D’après le théorème 2.5, la machine à compteurs(S′, c′0) (qui
estIbarra-reversal-bornée) est aplatissable. Par conséquent, il existe une machine à compteurs plate
S′

P = 〈Q′
P ,X,E

′
P 〉 munie d’une configuration initialec′′0 = (q′′0 , v0) et une fonction de repliage

z′ : Q′
P → Q′ tels queReach(S′, c′0) = z′(Reach(S′

P , c
′′
0)). À partir deS′

P , nous allons construire
un aplatissementSp deS qui nous servira pour montrer queS est aplatissable. La principale diffi-
culté dans la construction deSP vient du fait que les actions étiquetant les transitions deS′ et par
conséquent aussi celles deS′

P ne sont pas exactement celles deS, il nous faut modifier la relation
de transitionE′

P de façon à incorporer les actions étiquetant les transitions deS tout en gardant la
platitude. Nous construisons un systèmeSp = 〈Qp,X,Ep〉 dont nous associons les états de contrôle
aux états de contrôle deS′

P qui sont liées par la fonction de repliagez′ aux états deS′ ne contenant
pas le symbole⊥.

Ainsi Sp = 〈Qp,X,Ep〉 est définie de telle sorte qu’il existe une fonctionf : Qp → Q′
p vérifiant les

propriétés suivantes :

– pour toutq ∈ Qp, z′(f(q)) ∈ Q×Bn
0 ,

– pour toutq′ ∈ Q′
p, tel quez′(q′) ∈ Q×Bn

0 , il existe un uniqueq ∈ Qp tel quef(q) = q′,
– pour toutq1, q2 ∈ Qp, pour toute translation gardée(#, µ, δ) ∈ Tn, (q1, (#, µ, δ), q2) ∈ Ep si et

seulement si une des deux conditions suivantes est respectée :

1. Soit il existe une translation gardéet1 ∈ Tn tel que(f(q1), t1, f(q2)) ∈ E′
p et si on pose

z(f(q1)) = (q′1,u1) , z(f(q2)) = (q′2,u2) et t1 = (#′, µ′, δ′) alors les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(a) (q′1, (#, µ, δ), q
′
2) ∈ E, et,

(b) pour touti ∈ [1..n] tel queu1(i) ∈ [1..b], µ(i)#(i)u1(i), et,

(c) u2 = u1 +B δ, et,

(d) pour touti ∈ [1..n], si u1(i) = ωb alors#(i) = #′(i) etµ(i) = µ′(i) et δ(i) = δ′(i).

2. Soit il existeq3 ∈ Q′
P et deux translations gardéest1, t2 ∈ Tn tels que(f(q1), t1, q3) ∈ E

′
p et

(q3, t2, f(q2)) ∈ E
′
p etz′(q3) ∈ Q×Bn

⊥ et si on posez′(f(q1)) = (q′1,u1) etz′(q3) = (q′3,u3)
alors on a les propriétés suivantes :

(a) (q′1, (#, µ, δ), q
′
3) ∈ E, et,

(b) pour touti ∈ [1..n] tel queu1(i) ∈ [1..b], µ(i)#(i)u1(i), et,

(c) u3 = u1 +B δ, et,

(d) pour touti ∈ [1..n], si u1(i) = ωb alors#(i) = #′(i) etµ(i) = µ′(i) et δ(i) = δ′(i).

– Pour tout étatq ∈ Qp, le nombre d’éléments dans{(q′, t, q) ∈ Ep} est égal au nombre d’éléments
{(q′, t, f(q)) ∈ E′

p}.

Remarquons que par définition deE′ et deE′
p, pour le cas 1. si(f(q1), t1, f(q2)) ∈ E

′
p alors il existe

nécessairement une transition dansE vérifiant les conditions 1.(b), 1.(c) et 1.(d). De la même façon,
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pour le cas 2. si(f(q1), t1, q3) ∈ E
′ et (q3, t2, f(q2)) ∈ E

′ alors il existe nécessairement une transi-
tion dansE vérifiant les conditions 2.(b), 2.(c) et 2.(d). La dernière condition nous dit que pour chaque
état de contrôle dansQp, il y a autant de transitions qui arrivent dans cet état que dans l’état deQ′

p

auquel il est associé. Ceci nous permet entre autre d’assurer la platitude.

CommeS′
p est un aplatissement deS′, par définition deSp, nous pouvons déduire le lemme qui suit.

Lemme 2.21 Sp est un aplatissement deS.

Preuve : Pour prouver queSp est un aplatissement deS, il faut montrer queSp est plat et qu’il
existe une fonction de repliagez : Qp → Q. CommeS′

p est plat, nous en déduisons facilement que
Sp est plat. En effet, siSp n’était pas plat, il existerait une état de contrôleq ∈ Qp appartenant à deux
cycles élémentaires dansSp, et par construction deSp, l’état correspondantf(q) deQ′

p appartiendrait
également à deux cycles élémentaires dansS′

p ce qui constitue une contradiction. Nous considérons
maintenant la fonctionz : Qp → Q définie de la façon suivante, pour toutq ∈ Qp etq′ ∈ Q, z(q) = q′

si et seulement siz′(f(q)) = (q′,u) avecu ∈ Bn
0 . Ainsi par construction deEp, on a bien pour tout

(q1, t, q2) ∈ Ep, (z(q1), t, z(q2)) ∈ E. On en déduit queSp est bien un aplatissement deS. �

Nous utilisons maintenant la fonction de repliagez : Qp → Q définie dans la preuve précédente. Nous
avons alors le lemme suivant concernant les systèmes de transitionsTS(SP ) = 〈Qp×N

n, Ep,→p〉 et
TS(S′

p) = 〈Qp×N
n, E′

p,⇒p〉. La preuve de ce lemme se fait par étude de cas comme pour la preuve
du lemme 2.12 en utilisant les façons dont les machines à compteursS′, S′

p etSp sont construites.

Lemme 2.22 Soientc1 ∈ Qp ×N
n une configuration deTS(Sp) et c′1 ∈ Q

′
p ×N

n une configuration
deTS(S′

p) telles quez(c1) ∼b z
′(c′1). Pour toutc2 ∈ Qp × N

n, nous avonsc1 →p c2 si et seulement
si il existec′2 ∈ Q

′
p × N

n tel quez(c2) ∼b z
′(c′2) et tel que :

– soitc′1 ⇒p c
′
2,

– soit il existec′3 tel quez′(c′3) ∈ Q×B
n
⊥ × N

n tel quec′1 ⇒p c
′
3 ⇒p c

′
2

Pour pouvoir conclure que(S, c0) est aplatissable, il nous reste à montrer le lemme qui suit oùq′′′0 ∈
Qp est l’état tel quez(q′′′0 ) = q′′0 et c′′′0 = (q′′′0 , v0). Notons que par définition def et z′ que cet état
q′′′0 ∈ Qp existe. Nous avons alors :

Lemme 2.23 z(Reach(Sp, c
′′′
0 )) = Reach(S, c0).

Preuve : CommeSp est un aplatissement deS, nous avonsz(Reach(Sp, c
′′′
0 )) ⊆ Reach(S, c0).

Nous nous attachons maintenant à montrer queReach(S, c0) ⊆ z(Reach(Sp, c
′′′
0 )). D’après le lemme

2.13, nous avonsReach(S, c0) = {c ∈ Q × N
n|∃c′ ∈ Reach(S′, c′0) tel quec ∼b c′}. Comme

Reach(S′, c′0) = z′(Reach(S′
p, c

′′
0)) :

Reach(S, c0) = {c ∈ Q×N
n|∃c′ ∈ Reach(S′

p, c
′′
0) tel quec ∼b z

′(c′)}

Soit c ∈ Reach(S, c0). Alors il existec′ ∈ Reach(S′
p, c

′′
0) tel quec ∼b z

′(c′). On posec′ = (q′, v),
commec ∼b z

′(c′), alors par définition de∼b, on az′(q′) ∈ Q × Bn
0 . Donc il existeq ∈ Qp tel que

f(q) = q′. Si on définit la configurationc′′ = (q, v), on a par ailleursz(c′′) = c par définition dez et
de plusz(c′′) ∼b z

′(c′). Il nous reste plus qu’à montrer quec′′ ∈ Reach(Sp, c
′′′
0 ). Or, en utilisant le

lemme 2.22, de la même façon que pour le lemme 2.13, nous avonsReach(Sp, c
′′′
0 ) = {c ∈ Qp×N

n |
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∃c′ ∈ Reach(S′
p, c

′′
0) tel quez(c) ∼b z

′(c′)}. Commec′ ∈ Reach(S′
p, c

′′
0) et commez(c′′) ∼b z

′(c′),
on a donc bienc′′ ∈ Reach(Sp, c

′′′
0 ). �

À partir de la machine à compteurs initialisée(S, c0), nous avons donc construit un aplatissementSp

deS avec une fonction de repliagez et une configuration initialec′′′0 deTS(Sp) vérifiantz(c′′′0 ) = c0
et z(Reach(Sp, c

′′′
0 )) = Reach(S, c0). La seule hypothèse que nous avons utilisée pour réaliser cette

construction est que la machine à compteurs(S, c0) estreversal-bornée. Nous pouvons ainsi conclure
par le théorème suivant :

Théorème 2.24Les machines à compteurs reversal-bornées sont aplatissables.

Nous pouvons donc utiliser l’outilFAST pour analyser ces systèmes en étant sûr que l’algorithme
utilisé terminera.

2.3 Décider si une machine à compteurs estreversal-bornée

Nous allons maintenant nous intéresser à la décidabilité dela notion dereversal-bornée, c’est-à-dire
savoir si étant donnée une machine à compteurs, on peut décider si elle estreversal-bornée. Nous
étudions ici différentes variantes de ce problème selon lesparamètres donnés pour la notion derever-
sal-bornée.

2.3.1 Indécidabilité dans le cas général

Dans [Iba78], Ibarra montre qu’il n’est pas possible de décider si une machine à compteurs initialisée
estreversal-0-bornée. En utilisant une preuve similaire, nous prouvons le résultat suivant :

Théorème 2.25Vérifier si une machine à compteurs est reversal-bornée est un problème indécidable.

Preuve : Nous réduisons le problème de l’arrêt pour les machines de Minksy déterministes à2
compteurs initialisées qui est indécidable (cf. théorème 1.37). SoitS = 〈Q,X,E〉 une machine de
Minsky déterministe à deux compteurs munie d’une configuration intialec0 = (q0, (a0, a1)). À partir
deS, nous construisons une machine à compteursS′ = 〈Q′,X ′, E′〉 travaillant sur trois compteurs
x1, x2 etx3 de la façon suivante :

– Q′ = Q ∪ {q′e, q
′′
e | e ∈ E},

– E′ = {(q, t1, q
′
e), (q

′
e, t2, q

′′
e ), (q′′e , t

′, q′) | e ∈ E ete = (q, t, q′)}.

où t1 est une translation gardée qui modifie uniquement la valeur du compteurx3 avec l’action
x′3 = x3 + 2, t2 est une translation gardée qui modifie uniquement la valeur du compteurx3 avec
l’action x′3 = x3−1 ett′ ne modifie pas la valeur du compteurx3 et modifie les valeurs des compteurs
x1 etx2 commet. Remarquons que la machine à compteursS′ est aussi déterministe. De plus remar-
quons que la machine à compteursS′ munie de la configuration(q0, (a0, a1, 0)) estreversal-bornée si
et seulement si son unique exécution est finie. En effet, si cette exécution est infinie, le compteurx3 al-
terne entre une phase croissante et décroissante toujours au-dessus d’une nouvelle valeur. Comme par
construction,S′ partant de l’entrée(q0, (a0, a1, 0)) a une exécution finie si et seulement si la machine
à compteurs initialisée(S, c0) s’arrête, nous en déduisons le résultat d’indécidabilité énoncé. �
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2.3.2 Cas où un des deux paramètres est fixé

Nous regardons maintenant ce qui se passe lorsque l’un des deux paramètres est donné, à savoir si
l’on peut décider étant donnék ∈ N (respectivementb ∈ N) si une machine à compteurs initialisée est
k-reversal-bornée (respectivementreversal-b-bornée). Nous obtenons malheureusement encore une
fois des résultats d’indécidabilité. Notons que dans [Iba78], Ibarra montre que savoir si une machine
à compteurs estreversal-0-borné est un problème indécidable. Nous généralisons ici ce résultat :

Théorème 2.26Étant donnéb ∈ N, savoir si une machine à compteurs est reversal-b-bornée est un
problème indécidable.

Preuve : Pour toutb ∈ N, nous pouvons réutiliser la preuve du théorème 2.25. En effet, la machine
à compteursS′ construite dans cette preuve munie de la configuration initiale (q0, (a0, a1, 0)) estre-
versal-b-bornée si et seulement si elle s’arrête. Or cette machine s’arrête si et seulement si la machine
de Minsky à deux compteursS munie de la configuration initialec0 s’arrête. �

Nous avons le même résultat d’indécidabilité si c’est le paramètre comptant le nombre d’alternances
qui est fixé plutôt que la borne, en effet :

Théorème 2.27Étant donnék ∈ N, savoir si une machine à compteurs estk-reversal-bornée est un
problème indécidable.

Preuve : Pour montrer ce résultat, nous utilisons encore une fois la preuve du théorème 2.25 et la
machine à 3 compteursS′ = 〈Q′,X ′, E′〉 munie de la configuration initiale(q0, (a0, a1, 0)). Soit
k ∈ N, nous construisons alors une autre machine à 3 compteursSk = 〈Qk,X

′, Ek〉 de la façon
suivante :

– Qk = Q′ ∪ {qi, q
′
i | i ∈ [1..k]},

– Ek = E∪{(qi, inc(x3), qi), (qi, inc(x3), q
′
i), (q

′
i,dec(x3), q

′
i) | i ∈ [1..k]}∪{(q′i, ifzero(x3), qi+1) |

i ∈ [1..k − 1]} ∪ {(q′k, ifzero(x3), q0)}.

Nous assurons ainsi que pour chaque borneb ∈ N, il existe une exécution de la machine à compteurs
Sk partant de la configuration(q1, (a0, a1, 0)) pour laquelle le compteurx3 réalisek alternances au
dessus deb entre une phase croissante et une phase décroissante avant d’arriver dans l’étatq0. De plus,
pour toutb ∈ N il n’existe pas d’exécution réalisant plus dek alternances au dessus deb entre une
phase croissante et une phase décroissante avant d’arriverdans l’étatq0. On en déduit que l’unique
exécution de la machine à compteursS′ partant de la configuration(q0, (a0, a1, 0)) est finie si et
seulement si(Sk, (q1, (a0, a1, 0))) estk-reversal-bornée. Il suffit de prendre comme borneb, la valeur
maximale prise par tout compteur dans cette dernière exécution. Comme l’unique exécution de la
machine à compteursS′ partant de la configuration(q0, (a0, a1, 0)) est finie si et seulement si la
machine de Minsky à 2 compteurs initialisée(S, c0) s’arrête, on obtient le résultat du théorème.�

2.3.3 Cas où les deux paramètres sont fixés

Dans [Iba78], Ibarra montre que étant donné un entierk ∈ N, le problème de savoir si une machine
à compteurs initialisée estk-reversal-0-bornée est indécidable. Cependant, comme nous l’avons déjà
mentionné, dans son article Ibarra considère des machines àcompteurs munies d’états acceptants et
il prend en compte uniquement les exécutions terminant dansces états acceptants. Le fait que nous
acceptons toutes les exécutions d’une machine à compteurs change ce résultat d’indécidabilité. Nous
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montrons en effet qu’étant donnés deux entiersk, b ∈ N, on peut décider si une machine à compteurs
estk-reversal-b-bornée.

Nous considérons une machine àn compteursS = 〈Q,X,E〉 munie d’une configuration initiale
c0 = (q0, v0) dansQ × N

n. Soientk, b ∈ N. Nous construisons dans cette section une machine à
compteursSk,b = 〈Qk,b,X,Ek,b〉 qui va encoder les exécutions deS au cours desquelles chaque
compteur effectue au plusk + 1 alternances au-dessus deb entre les phases croissantes et les phases
décroissantes. Pour réaliser cela, nous encodons dans les états de contrôle deSk,b la phase, crois-
sante (↑) ou décroissante (↓), dans laquelle se trouve chaque compteur et le nombre d’alternances
réalisées au dessus deb pour arriver à cet état de contrôle. L’idée principal de la machine à comp-
teursSk,b munie d’une configuration adéquatec′0 calculée à partir dec0 est que cette machine va être
k + 1-reversal-b-bornée, et qu’elle atteindra un état spécialqerr si et seulement si(S, c0) n’est pas
k-reversal-b-bornée. Nous formalisons maintenant cette idée.

Les états de contrôle de la machine à compteursSk,b = 〈Qk,b,X,Ek,b〉 sont construits de la façon
suivanteQk,b = Qk ⊎Qb ⊎ {qerr} avec :

– Qk = Q× {↑, ↓}n × [0..k]n représentent les états dans lesquels on stocke l’état de contrôle deS,
la phase dans laquelle se trouve chaque compteur ainsi que lenombre d’alternances réalisées,

– Qb = Qk × {b≤, b>}
n sont des états intermédiaires dont on se sert pour tester si une valeur de

compteurs est plus petite (notéb≤) ou strictement plus grande (notéb>) que l’entierb,
– qerr est un état spécial qui ne sera accessible à partir d’une configuration donnéec0 que si(S, c0)

n’est pask-reversal-b-bornée.

En ce qui concerne la relation de transitionsEk,b, elle est quant à elle définie par ces règles :

– Ek,b ⊆ (Qk ×Qb) ∪ (Qb ×Qk) ∪ (Qb × {qerr}),
– pour tout(q′,m′, r ′) ∈ Qk, (q,m, r ,u) ∈ Qb et toute translation gardée(#, µ, δ) ∈ Tn :

1. ((q,m, r ,u), (#, µ, δ), (q′ ,m′, r ′)) ∈ Ek,b si et seulement si :

(a) (q, (#, µ, δ), q′) ∈ E, et,

(b) pour touti ∈ [1..n] les conditions exprimées dans le tableau suivant sont vérifiées :

δ(i) m(i) u(i) m′(i) r (i) r ′(i)

≤ 0 ↓ − ↓ − r (i)
< 0 ↑ b≤ ↓ − r (i)
< 0 ↑ b> ↓ < k r(i) + 1

≥ 0 ↑ − ↑ − r (i)
> 0 ↓ b≤ ↑ − r (i)
> 0 ↓ b> ↑ < k r(i) + 1

2. ((q′,m′, r ′), (#, µ, δ), (q,m, r ,u)) ∈ Ek,b si et seulement si :

(a) δ = 0, et,

(b) (q′,m′, r ′) = (q,m, r ), et pour touti ∈ [1..n],

(c) siu(i) = b≤ alors#(i) ∈ {≥} etµ(i) = b,et,

(d) siu(i) = b> alors#(i) ∈ {≤} etµ(i) = b+ 1.
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3. ((q,m, r ,u), (#, µ, δ), qerr) ∈ Ek,b si et seulement si il existeq′ ∈ Q tel que(q, (#, µ, δ), q′) ∈
E et il existei ∈ [1..n] tel que :

– m(i) =↓ et δ(i) > 0 et u(i) = b> et r(i) = k, ou,
– m(i) =↑ et δ(i) < 0 et u(i) = b> et r(i) = k.

Notons que pour le point 2.(c), nous ne sommes pas autorisés normalement à avoir le symbole≥ dans
le vecteurµ, mais en fait ceci est un raccourci mis pour représenterb+ 1 transitions réalisant un test
d’égalité avec chaque constante comprise entre0 et b.
Nous munissons ensuite la machine à compteursSk,b d’une configuration initialec′0 ∈ Qk,b × N

n

obtenue à partir de la configuration initialec0 = (q0, v0) deTS(S) de telle façon quec′0 = (q′0, v0)
avecq′0 = (q0, ↑,0) où ↑ désigne ici le vecteur de{↑, ↓}n ayant toutes ses composantes égales à↑.
Nous supposons également queTS(Sk,b) = 〈Qk,b×N

n, Ek,b,⇒〉 et queTSb(S) = 〈Q×N
n, E,→b〉.

Par construction deSk,b et par définition du système de transitions associéTSb(S), nous obtenons
alors le lemme suivant :

Lemme 2.28 Pour tout(q,m, r,u, v) ∈ Q×{↑, ↓}n×[0..k]n×{b≤, b>}
n×N

n, nous avons(q,m, r,u, v) ∈
Reach(Sk,b, c

′
0) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. (q,m, v, r) ∈ Reachb(S, c0), et,

2. pour touti ∈ [1..n] :

– u(i) = b> si et seulement siv(i) > b, et,
– u(i) = b≤ si et seulement siv(i) ≤ b.

Preuve : Supposons qu’il existec′ = (q,m, r ,u, v) dansReach(Sk,b, c
′
0). Alors il existe une exé-

cution c′0
e′0⇒ c′1 . . . c

′
f avecc′ = c′f . Pour montrer que les conditions sont vérifiées, nous raisonnons

par induction sur la taille de cette exécution. Sif = 0, nous avonsc′0
e′0⇒ c′ avecc′0 = ((q, ↑,0), v0).

Par définition deEk,b, nous sommes alors dans le cas(2), nous avonsq = q0, m =↑, v = v0 et
r = 0. Or par définition deReachb(S, c0), nous avons bien(q,m ↑, v,0) ∈ Reachb(S, c0). De plus
pour touti ∈ [1..n], nous avons bienu(i) = b> si et seulement siv(i) > b, et u(i) = b≤ si et
seulement siv(i) ≤ b, car par définitione′0 teste chaque valeur de compteur pour savoir si elle est
au-dessus deb ou en dessous. Nous supposons maintenant que pour toutj ∈ [1..f ] si c′j ∈ Q× {↑, ↓
}n×[0..k]n×{b≤, b>}

n×N
n alors les conditions du lemme sont vérifiées. Par définition deEk,b, nous

avons nécessairementc′f−1 ∈ Q×{↑, ↓}
n×[0..k]n×{b≤, b>}

n×N
n etc′f ∈ Q×{↑, ↓}

n×[0..k]n×N
n.

On posecf−1 = (qf−1,mf−1, r f−1,uf−1, vf−1) et cf = (qf ,mf , rf , vf ). Par définition deEk,b (cas
1.) et de→b, nous avons nécessairement(qf−1,mf−1, vf−1, r f−1)→b (qf ,mf , vf , r f ) dansTSb(S)
(il suffit en effet de constater que les conditions établies dans le tableau du cas 1. de la définition de
Ek,b sont les mêmes que celles figurant dans la définition de→b). De plus par hypothèse de récurrence,
nous avons(qf−1,mf−1, vf−1, rf−1) ∈ Reachb(S, c0), d’où (qf ,mf , vf , r f ) ∈ Reachb(S, c0). Par
définition deEk,b, nous avons de plus nécessairement(q,m, r ) = (qf ,mf , r f ) etv = vf , et comme la
transitione′f ne fait que tester les valeur devf pour les faire correspondre avecu, nous en déduisons
que la condition 2. du lemme est aussi vérifiée parv etu.
L’implication dans l’autre sens se prouve de la même façon enutilisant la définition deEk,b et de→b.

�

À partir de ce dernier lemme et compte tenu de la façon dont l’état de contrôleqerr est connecté dans
Ek,b nous en déduisons le lemme suivant :
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Lemme 2.29 (S, c0) est k-reversal-b-bornée si et seulement si il n’existe pas dev ∈ N
n tel que

(qerr, v) ∈ Reach(Sk,b, c
′
0).

Preuve : Supposons qu’il existev′ ∈ N
n tel que(qerr, v′) ∈ Reach(Sk,b, c

′
0). Alors par définition

deEk,b (cas 3.) il existec = (q,m, r ,u, v) dansReach(Sk,b, c
′
0) et e = ((q,m, r ,u), (#, µ, δ), qerr)

dansEk,b tels quec
e
⇒ (qerr, v′) et il existej ∈ [1..n] tels quem(j) =↓ et δ(j) > 0 et u(j) = b>

et r(j) = k, ou, m(j) =↑ et δ(j) < 0 et u(j) = b> et r(j) = k. Alors par le lemme 2.28, nous
déduisons que(q,m, v, r ) ∈ Reachb(S, c0). Par définition deEk,b nous avons qu’il existeq′ ∈ Q
tel que(q, (#, µ, δ), q′) ∈ E. Nous obtenons alors qu’il existem′ ∈ {↑, ↓} et v′, r ′ ∈ N

n tels que
(q,m, v, r ) →b (q′,m′, v′, r ′) et que de plusr ′(j) = k + 1. Comme(q′,m′, v′, r ′) appartient aussi à
Reachb(S, c0), nous concluons que la machine à compteurs initialisée(S, c0) n’est pask-reversal-b-
bornée.
La preuve de l’implication dans l’autre sens se fait alors dela même façon en utilisant le lemme 2.28
et la définition deEk,b. �

Pour pouvoir conclure, il nous reste à montrer que l’on peut décider si l’état de contrôleqerr est
accessible dans(Sk,b, c0) ou non. Pour cela, nous utilisons le lemme énoncé ci-après :

Lemme 2.30 La machine à compteurs(Sk,b, c
′
0) est(k + 1)-reversal-b-bornée.

Preuve : Cette propriété est immédiate par la façon dont nous construisons la machine à compteurs
Sk,b, nous encodons déjà dans chaque état la phase dans laquelle se trouve chaque compteur et le
nombre d’alternances entre chaque phase réalisées au dessus deb pour atteindre cet état, et ceci pour
tous les états atteints dans des exécutions réalisant moinsdek alternances. Toujours par construction,
nous remarquons qu’une exécution peut faire plus dek alternances au-dessus deb entre les phases
de croissance et de décroissance, elle peut en faire en fait exactementk + 1, mais elle atteint alors
l’état qerr à partir duquel aucune transition ne part, c’est pour cela que (Sk,b, c

′
0) est effectivement

k + 1-reversal-b-bornée. �

Par le lemme 2.29, nous savons que(S, c0) estk-reversal-b-bornée si et seulement si l’état de contrôle
qerr n’est pas accessible dans(Sk,b, c

′
0) et comme par le lemme 2.30, nous savons que(Sk,b, c

′
0)

est (k + 1)-reversal-b-bornée, le corollaire 2.19 nous permet alors d’énoncer le résultat que nous
annoncions au début de cette section à savoir :

Théorème 2.31Étant donnés deux entiersk, b ∈ N, savoir si une machine à compteurs estk-
reversal-b-bornée est un problème décidable.

Exemple 2.32 La machine à compteursS1,1 construite à la figure 2.7 munie de la configuration
initiale ((q1, ↑, 0), 0) permet de décider si la machine à compteursS de la figure 2.6 munie de la
configuration initiale(q1, 0) est 1-reversal-1-bornée. On s’aperçoit que ce n’est pas le cas car à
partir de la configuration((q1, ↑, 0), 0) la machine à compteursS1,1 peut atteindre l’état de contrôle
qerr.

Notons de plus que la méthode proposée pour prouver le théorème 2.31 fournit également un semi-
algorithme (c’est-à-dire un algorithme qui ne termine pas toujours) pour tester si une machine à comp-
teurs estreversal-bornée. En effet, il suffit d’énumérer de façon exhaustive les paires(k, b) ∈ N

2
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q1 q2

x′1 = x1 + 2

x′1 = x1 − 2

FIGURE 2.6 – Une machine à compteursS

q1, ↑, 0

q1, ↑, 0, 1>

x > 1?

q1, ↑, 0, 1≤

x ≤ 1?

q2, ↑, 0
x′ = x+ 2 x′ = x+ 2

q2, ↑, 0, 1> x > 1? q2, ↑, 0, 1≤x ≤ 1?

q1, ↓, 0

x′ = x− 2

q1, ↓, 0, 1≤

x ≤ 1?

x′ = x+ 2

q1, ↓, 0, 1>

x > 1?
q1, ↓, 1

x′ = x− 2

q1, ↓, 1, 1>

x > 1?

qerr

x′ = x+ 2

q1, ↓, 1, 1≤

x ≤ 1?

q2, ↑, 1

x′ = x+ 2

x′ = x+ 2

q2, ↑, 1, 1>

x > 1?

x′ = x− 2

q2, ↑, 1, 1≤

x ≤ 1?

x′ = x− 2

FIGURE 2.7 – La machine à compteursS1,1 pour déciderS est1-reversal-1-bornée
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et tester si la machine à compteurs initialisée estk-reversal-b-bornée. Si la machine est effective-
ment reversal-bornée, on finira forcément par trouver une paire qui fonctionne, en revanche si elle
n’est pasreversal-bornée, ce semi-algorithme ne terminera jamais. De plus, chaque machine à comp-
teurs(Sk,b, c

′
0) ainsi construite fournit des informations sur l’ensemble d’accessibilité de la machine

à compteurs(S, c0) et permet de déduire une sous-approximation de son ensembled’accessibilité en
utilisant le résultat énoncé dans le lemme 2.28.

2.3.4 Calculer lesk et b pour lesquels un système estk-reversal-b-borné

Lorsqu’une machine à compteurs estreversal-bornée, il peut-être utile de pouvoir caractériser les
paires d’entiers(k, b) ∈ N

2 pour lesquels cette machine estk-reversal-b-bornée, tout d’abord parce
que cela donne des informations sur le comportement de la machine à compteurs considérée mais
aussi car ces paramètres sont impliqués dans la façon dont l’ensemble d’accessibilité est calculée
comme on peut le voir dans la section 2.2.2 et dans [Iba78].

Étant donnée une machine à compteurs(S, c0), nous définissons l’ensemble suivant pour décrire les
paramètres impliquées dans la définition des machinesreversal-bornées :

RB(S, c0) = {(k, b) ∈ N
2 | (S, c0) estk-reversal-b-bornée}

Par définitionRB(S, c0) 6= ∅ si et seulement si(S, c0) est reversal-bornée, par conséquent d’après
le théorème 2.25 le problème du vide pourRB(S, c0) est indécidable en général. En revanche, cet
ensemble est récursif, car étant donnée une paire(k, b) ∈ N

2, on peut décider si cette paire appartient
àRB(S, c0) par le théorème 2.31. Nous avons de plus la propriété suivante qui est vérifiée :

Lemme 2.33 Soit (S, c0) une machine à compteurs initialisée. Si il existe(k, b) ∈ RB(S, c0) et
(k′, b′) ∈ N

2 tel que(k, b) ≤ (k′, b′) alors (k′, b′) ∈ RB(S, c0).

Preuve : Soit (S, c0) une machine àn compteurs initialisée. Supposons qu’il existe(k, b) dans
RB(S, c0) et (k′, b′) ∈ N

2 tel que(k, b) ≤ (k′, b′). Alors (S, c0) estk-reversal-b-bornée. Par consé-
quent pour tout(q,m, v, r ) ∈ Reachb(S, c0) et pour touti ∈ [1..n], r(i) ≤ k. Commek ≤ k′, on en
déduit que(S, c0) estk′-reversal-b-bornée. De plus, commeb ≤ b′, par définition deReachb(S, c0)
et deReachb′(S, c0), on a(q,m, v, r ′) ∈ Reachb′(S, c0) si et seulement si il existe(q,m, v, r) ∈
Reachb(S, c0) et pour touti ∈ [1..n], r ′(i) ≤ r(i). Si (S, c0) n’était pask′-reversal-b′-bornée, il
existerait(q,m, v, r ′) ∈ Reachb′(S, c0) et j ∈ [1..n] tel quek′ < r ′(j), du coup par la remarque
précédente il existeraitr ∈ N

n tel que(q,m, v, r ) ∈ Reachb(S, c0) et k′ < r ′(j) ≤ r (j), par consé-
quent(S, c0) ne serait pask′-reversal-b-bornée, ce qui constitue une contradiction. On en déduit que
(k′, b′) ∈ Reach(S, c0). �

Grâce à ce dernier lemme, nous pouvons déduire que l’ensembleRB(S, c0) est fermé par le haut. Nous
nous attachons maintenant à montrer que l’on peut calculer les éléments minimaux de cet ensemble
dans le cas où(S, c0) est une machine à compteursreversal-bornée. Dans un premier temps, nous
donnons ce lemme intermédiaire qui nous servira par la suite.

Lemme 2.34 Étant donnék ∈ N, savoir si une machine à compteurs reversal-bornée estk-reversal-
bornée est un problème décidable.
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Preuve : Soit(S, c0) une machine àn compteursreversal-bornée. Il est donc possible de trouver une
paire(k0, b0) tel que(S, c0) estk0-reversal-b0-bornée, en énumérant des paires de façon exhaustive
et en utilisant le résultat du théorème 2.31.
Soit maintenantk ∈ N. Alors plusieurs cas se posent. D’abord sik0 ≤ k alors forcément(S, c0)
estk-reversal-b0-bornée. Supposons maintenant quek < k0. On considère la machine à compteurs
initialisée(Sk0,b0 , c

′
0) construite dans la section 2.3.3 pour montrer que l’on peut décider si une ma-

chine à compteurs estk′-reversal-b′-bornée lorsque les entiersk′ et b′ sont donnés. Nous avons vu
par le lemme 2.30 que cette machine à compteurs initialisée est reversal-bornée, par conséquent
son ensemble d’accessibilitéReach(Sk0,b0, c

′
0) est effectivement définissable dans Presburger. Nous

transformons alorsSk0,b0 dans une machineS′ à n.(k0 + 1) compteurs avec les mêmes états de
contrôle mais en ajoutant des actions sur les transitions. En fait, on aS′ = 〈Qk0,b0 ,X

′, E′〉 avec
X ′ = {x1, . . . , xn} ∪ {yi,1, . . . , yi,k0 | i ∈ [1..n]}. Lesn premiers compteursx1, . . . , xn gardent
le même comportement que lesn compteurs deSk0,b0 , et pour chaque compteursxi , les compteurs
yi,j avecj ∈ [1..k0] servent à mémoriser la valeur du compteurxi au moment où le nombre d’alter-
nances pour ce compteur est passé dei− 1 à i. Nous ne donnons pas le détail deE′, mais à partir de
Sk0,b0 il est facile de construire une machine à compteurs tels que les compteurs ont le comportement
décrit car on connaît pour chaque compteur le moment exact oùson nombre d’alternances change
(ce nombre d’alternances étant stocké dans les états de contrôle). Ainsi le compteuryi,j a le même
comportement que le compteurxi jusqu’à laj-ème alternance au dessus deb après laquelle sa valeur
n’est plus modifiée. Cette machine à compteursS′ munie de la configuration initialec′′0 , obtenue à
partir dec0 en mettant les valeurs des compteursyi,j égales à celles des compteursxi, est encorere-
versal-bornée, car les compteurs que nous avons rajoutés ne font pas plus d’alternances au-dessus de
b0 en partant dec′′0 que les compteurs deSk0,b0 en partant dec0. Pour touti ∈ [1..n] et toutl ∈ [0..k0],
nous nous définissons l’ensembleR(i, l) = {((q,m, r), v) ∈ Reach(S′, c′′0) | r (i) = l} des configu-
rations accessibles dans(S′, c′′0) pour lesquels le compteurxi a réalisél alternances au dessus deb0.
En effet, par le lemme 2.28, nous savons que dansSk0,b0 le nombre d’alternances réalisées par chaque
compteur pour arriver à une configuration((q,m, r ), v) est donné par le vecteurr , par conséquent
c’est aussi le cas dansS′. Remarquons que commeReach(S′, c′′0) est effectivement définissable dans
Presburger, pour touti ∈ [1..n] et tout l ∈ [0..k0], R(i, l) l’est aussi. De plus pour tester si(S, c0)
est effectivementk-reversal-bornée, il suffit de tester que la propriété qui suit est vérifiée : il existe
b ∈ N, tel que pour toute paire(l, i) ∈ N

2 vérifiant l ∈ [(k + 1)..k0] et i ∈ [1..n] et pour toute confi-
guration((q,m, r ), v) ∈ R(i, l), il n’existe pask + 1 différents indicesj0, . . . , jk ∈ [1..l] vérifiant
v(yi,j0) > b, . . ., v(yi,jk

) > b. Cette dernière propriété peut effectivement être écrite sous la forme
d’une formule de Presburger que nous ne détaillons pas ici. De plus, si(S, c0) estk-reversal-bornée
alors il existe un entierb ∈ N tel que(S, c0) estk-reversal-b-bornée, et comme les compteursyi,j

mémorisent la valeur du compteurxi au moment des différentes alternances au-dessus deb0, on en
déduit qu’il ne peut pas y avoir une exécution réalisant plusdek alternances au dessus deb. Et pour les
mêmes raisons si(S, c0) n’est pask-reversal-bornée alors la propriété précédente n’est pas vérifiée.�

Ce lemme nous permet alors d’énoncer le résultat principal caractérisant l’ensembleRB(S, c0) dans
les cas où la machine à compteurs(S, c0) estreversal-bornée.

Théorème 2.35Soit (S, c0) une machine à compteurs reversal-bornée. L’ensembleRB(S, c0) est
fermé par le haut et il a un nombre fini d’éléments minimaux quel’on peut effectivement calculer.

Preuve : Soit (S, c0) une machine à compteursreversal-bornée. Le fait queRB(S, c) ⊆ N
2 est un

ensemble fermé par le haut est une conséquence directe du lemme 2.33. De plus, par le lemme 1.1,
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nous savons que commeRB(S, c0) est fermé par le haut, il a un nombre fini d’élément minimaux. Il
nous reste à montrer que l’on peut effectivement les calculer.
Nous supposons que(S, c0) estk-reversal-b-bornée avec(k, b) ∈ N

2, comme nous l’avons dit dans
la preuve du lemme 2.3.4,(S, c0) étantreversal-bornée, il est possible de trouver une telle paire(k, b)
en utilisant le résultat énoncé par le théorème 2.31. Nous pouvons alors calculerb0 ∈ N le plus petit
entier b′ ∈ N tel que(S, c0) est reversal-b′-bornée. En effet, pour cela, nous nous inspirons de la
machine à compteurs initialisée(Sk,b, c

′
0) construite dans la section 2.3.3, et nous construisons une

machine à compteursreversal-bornée dans laquelle nous ajoutons, pour chaque compteur deS, b nou-
veaux compteurs dont le rôle est de compter pour chaqueb′ plus petit queb le nombre d’alternances
entre les phases croissantes et décroissantes réalisé au dessus deb′ par le compteur considéré. Comme
ces compteurs que nous ajoutons ne font que croître, cette nouvelle machine est bienreversal-bornée
et b0 est alors le plus petit desb′ pour lesquels le nombre d’alternances est borné, ce que l’onpeut dé-
cider en utilisant le fait que l’ensemble d’accessibilité d’une machine à compteursreversal-bornée est
effectivement définissable dans Presburger. Cette méthodenous fournit de plus la constantek0 pour
laquelle(S, c0) estk0-reversal-b0-bornée et pas(k0 − 1)-reversal-b0-bornée (il s’agit en fait de la
constante bornant les compteurs calculant le nombre d’alternances effectuées au dessus deb0). Nous
avons alors que(k0, b0) ∈ RB(S, c0) et de plus(k0, b0) est un élément minimal deRB(S, c0). De
plus, si(k′, b′) est un élément minimal deRB(S, c0) différent de(k0, b0), nous avons nécessairement
k′ < k0 et b′ > b0 par définition dek0 et deb0. Il nous reste alors pour chaquek′ ∈ [0..(k0 − 1)]
à tester en utilisant le lemme 2.3.4 si(S, c0) estk′-reversal-bornée et si c’est le cas on peut calcu-
ler le plus petitb′ tel que(S, c0) estk′-reversal-b′-bornée, et ensuite déduire les éléments minimaux
deRB(S, c0). Cette méthode fonctionne car il n’y a qu’un nombre fini d’éléments dans[0..(k0−1)].�

Ce théorème nous donne donc une manière pratique de caractériser les éléments deRB(S, c0) lorsque
(S, c0) estreversal-bornée, car commeRB(S, c0) est fermé par le haut, pour tester qu’une paire d’en-
tiers appartient à cet ensemble il suffit de tester si elle estplus grande qu’un des éléments minimaux
calculés.

2.4 Les SAVEreversal-bornés

Dans cette section nous allons nous intéresser au cas particulier des SAVEreversal-bornés et nous
allons montrer que nous pouvons décider si un SAVE estreversal-borné.

2.4.1 Graphe de couverture pour les SAVE

Nous rappelons que les SAVE sont des machines à compteurs dans lesquels il n’est pas autorisé de
tester si un compteur à une valeur égale à une constante mais seulement de tester si une valeur de
compteur est supérieure ou égale à une constante. Les SAVE constituent un modèle très répandu, en
particulier car le problème d’accessibilité d’une configuration est décidable pour ce modèle (cf. théo-
rème 1.42).

Dans [KM69], les auteurs proposent une méthode pour construire à partir d’un SAVE un arbre éti-
queté appelé communément l’arbre de Karp et Miller. L’idée principale de cette construction est de
“couvrir” avec un nombre fini d’éléments les configurations accessibles en utilisant le symboleω de
Nω, lorsqu’un compteur n’est pas borné. On parle également d’arbre de couverture. Plus formellement
si S = 〈Q,X,E〉 est un SAVE àn compteurs muni d’une configuration initialec0 ∈ Q× N

n l’arbre
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de Karp et MillerKM (S, c0) associé à(S, c0) est un arbre étiqueté〈P,E,R, l〉 pour lequel :

– P est un ensemble fini de noeuds,
– l : P → Q× N

n
ω est une fonction d’étiquetage qui associe à chaque noeud uneétiquette,

– R ⊆ P × E × P est la relation de transition.

Notation 2.36 Pour représenter un noeudp de l’arbre de Karp et Miller étiqueté avecl(p) = (q,w)
avecq ∈ Q et w ∈ N

n
ω, nous écrirons parfoisp(q, w).

Avant de présenter l’algorithme permettant de construire l’arbre de Karp et Miller, nous définissons la
fonctionAcceleration : N

n
ω × N

n
ω → N

n
ω qui à tous vecteursw,w′ ∈ N

n
ω tels quew ≤ w′ associe le

vecteurw′′ = Acceleration(w,w′) défini de la façon suivante, pour touti ∈ [1..n], nous avons :

– siw(i) = w′(i) alorsw′′(i) = w(i), et,
– siw(i) ≤ w′(i) alorsw′′(i) = ω.

L’algorithme 2.37 nous montre alors comment construire l’arbre de Karp et Miller à partir d’un SAVE.

Algorithme 2.37T = KM (〈Q,X,E〉, c0)

Entrée : (〈Q,X,E〉, c0) un SAVE ;
Sortie : T = 〈P,E,R, l〉 l’arbre de Karp et Miller associé à(〈Q,X,E〉, c0) ;

1: P = {p0}, R = ∅, l(p0) = c
2: ATraiter = {p0}
3: Tant QueATraiter 6= ∅ Faire
4: Choisirp(q,w) ∈ ATraiter
5: Si il n’y a pas de prédécesseurp′(q,w) dep dansT Alors
6: Pour chaquee = (q, (#, µ, δ), q′) dansE Faire
7: Si µ ≤ w Alors
8: soit w′ = w + δ
9: Si il existe un prédécesseurp′(q′,w′′) dep dansT tel quew′ > w′′ Alors

10: soit w′ = Acceleration(w′,w′′)
11: Fin Si
12: Ajouter un nouveau noeudp′ àP vérifiant l(p′) = (q′,w′)
13: Ajouter (p, e, p′) àR
14: Ajouter p′ àATraiter
15: Fin Si
16: Fin Pour
17: Fin Si
18: Enleverp deATraiter
19: Fin Tant Que

Dans [KM69], les auteurs ont montré que l’algorithme 2.37 terminait toujours et que l’arbre de Karp
et Miller ainsi obtenu avait de bonnes propriétés, en particulier il permet de décider si les valeurs d’un
compteur du SAVE sont bornées. Ce résultat peut s’exprimer ainsi :

Proposition 2.38 [KM69] SoientS = 〈Q,X,E〉 un SAVE àn compteurs muni de la configuration
initiale c0 et KM (S, c0) = 〈P,E,R, l〉 l’arbre de Karp et Miller qui lui est associé. Il existeb ∈ N,
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tel que pour toute configuration(q, v) ∈ Reach(S, c0) et pour touti ∈ [1..n], v(i) ≤ b si et seulement
si pour tout noeudp ∈ P avecl(p) = (q′,w) et pour touti ∈ [1..n], w(i) 6= ω.

Ceci permet donc de résoudre le problème de bornitude d’un SAVE, qui consiste à savoir si il existe
une constante bornant toutes les valeurs prises par les compteurs lors des différentes exécutions. Ce-
pendant notons que la construction de l’arbre de Karp et Miller nécessite un espace non-primitif
récursif (plus de détails à ce sujet peuvent être trouvés dans [Jan87]). De plus, dans [Rac78], Rackoff
montra qu’il n’était pas nécessaire de construire tout l’arbre de Karp et Miller pour résoudre le pro-
blème de bornitude, et il prouva en particulier que ce problème est EXPSPACE-complet.

Dans [VVN81], Valk et Vidal-Nacquet proposent une version modifiée de l’arbre de Karp et Miller
pour pouvoir décider si le langage des transitions franchies lors de toutes les exécutions d’un SAVE
initialisé est régulier ou non. La construction qu’ils utilisent alors est connue sous le nom de graphe
de couverture. Pour l’obtenir, il suffit tout simplement de regrouper ensemble dans l’arbre de Karp
et Miller les noeuds ayant les mêmes étiquettes. Formellement si (S, c0) est un SAVE initialisé à
n compteurs avecS = 〈Q,X,E〉, nous notonsCG(S, c0) son graphe de couverture égal au triplet
〈N,E,∆〉 où :

– N ⊆ Q× N
n
ω est un ensemble fini de noeuds, et,

– ∆ ⊆ N × E ×N est l’ensemble des transitions.

Exemple 2.39 La figure 2.9 montre le graphe de couverture du SAVES représenté à la figure 2.8
muni de la configuration initiale(q1, 0). La présence deω dans le graphe de couverture nous permet
de déduire que le compteurx1 n’est pas borné dansTS(S, (q1, 0)).

q1 q2 q3 x′1 = x1 + 2

x′1 = x1 + 1

x′1 = x1 − 1

FIGURE 2.8 – Un SAVES à1 compteur

q1
0

q2
1

q3
1

q3
ω

x′1 = x1 + 2

x′1 = x1 + 1

x′1 = x1 − 1

x′1 = x1 + 2

FIGURE 2.9 – Le graphe de couvertureCG(S, (q1, 0))

Avant de donner les propriétés vérifiées par le graphe de couverture, nous introduisons quelques no-
tions utiles. Comme pour les systèmes à compteurs (cf. section 1.4) nous parlons de cycles élémen-
taires pour le graphe de couverture d’un SAVE. Nous rappelons qu’un cycle élémentaire est un chemin
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dans lequel tous les noeuds sont différents exceptés le noeud de départ et le noeud d’arrivée qui sont
les mêmes. De plus, pour un vecteurw ∈ N

n
ω, nous notonsInf (w) l’ensemble{i ∈ [1..n] | w(i) = ω}

et Fin(w) = [1..n] \ Inf (w). Finalement, siS = 〈Q,X,E〉 est un SAVE àn compteurs, pour
tout e = (q, (#, µ, δ), q′) appartenant àE, nous définissons le vecteur de déplacement associé à
e, De ∈ Z

n de telle façon que pour touti ∈ [1..n], De(i) = δ(i). Nous étendons cette dernière dé-
finition aux mots dansE∗ en disant que siσ ∈ E∗ et e ∈ E, nous avonsDe.σ = De + Dσ et par
convention lorsqueσ est le mot videǫ, nous posonsDǫ = 0.

Soit (S, c0) un SAVE tel queS = 〈Q,X,E〉. Le système de transitions qui lui est associé est noté
TS(S) = 〈Q × N

n, E,→〉 et son graphe de couvertureCG(S, c0) = 〈N,E,∆〉. Nous avons alors
les résultats suivants :

Théorème 2.40[KM69, VVN81]

1. Si(q,w) est un noeud deCG(S, c0), alors pour toutk ∈ N, il existe(q, v) ∈ Reach(S, c0) tel
que pour touti ∈ Inf (w), k ≤ v(i) et pour touti ∈ Fin(w), w(i) = v(i).

2. Pourσ ∈ E∗, si c0
σ
→ (q, v) alors il y a un unique chemin dansCG(S, c0) étiqueté parσ et

partant dec0 vers un noeud(q,w) tel que pour touti ∈ Fin(w), v(i) = w(i).

3. Si σ ∈ E∗ est un mot étiquetant un cycle dansG et (q,w) est le noeud initial de ce cycle,
alors il existe(q, v) ∈ Reach(S, c) et (q′, v′) tels que(q, v) σ

→ (q, v′) et pour touti ∈ Fin(w),
w(i) = v(i) = v′(i).

De ce théorème, nous déduisons le lemme suivant que nous utiliserons par la suite pour montrer que
l’on peut décider si un SAVE estreversal-borné :

Lemme 2.41 Si il existe un cycle élémentaire dansCG(S, c0) de la forme :

((q1,w1), e1, (q2,w2))((q2,w2), e2, (q3,w3)) . . . ((qf ,wf ), ef , (q1,w1))

alors pour toutk, l ∈ N, il existev1, . . . , vl ∈ N
n tels que :

(i) c→∗ (q1, v1)
σ
→ (q1, v2)

σ
→ . . .

σ
→ (q1, vl) in TS(S) avecσ = e1 . . . ef , et,

(ii) pour toutj ∈ [1..l], pour touti ∈ Inf (w1), k ≤ vj(i) et pour touti ∈ Fin(w1), w1(i) = vj(i).

Preuve : Nous fixonsk, l ∈ N. Nous définissonsDmin = Min {Dσ(i) | i ∈ [1..n]}. Comme
σl−1 est un mot étiquetant un cycle deCG(S, c0), par le point 3 du théorème 2.40, nous en dé-
duisons qu’il existev′1, . . . , v

′
l ∈ N

n tels quec →∗ (q1, v′1)
σ
→ (q1, v′2)

σ
→ . . .

σ
→ (q1, v′l) dans

TS(S) et tels que pour toutj ∈ [1..l], ∀i ∈ Fin(w1), v′j(i) = w1(i). Nous considérons l’en-
tier k′ défini comme suitk′ = Max(k + l.|Dmin|,Max{v′1(i) | i ∈ Inf (w1)}) (où |Dmin| dé-
signe la valeur absolue deDmin). D’après le point 1 du théorème 2.40, nous déduisons qu’il existe
un v1 ∈ N

n tel que (q1, v1) ∈ Reach(S, c) et ∀i ∈ Fin(w1), v1(i) = w1(i) et ∀i ∈ Inf (w1),
k′ ≤ v1(i). Par définition dek′, nous avonsv′1 ≤ v1, et par conséquent il existev2, . . . , vl tels que
(q1, v1)

σ
→ (q1, v2)

σ
→ . . .

σ
→ (q1.vl) en utilisant la propriété de monotonie des SAVE (cf. la proposi-

tion 1.25). De plus, pour toutj ∈ [1..l], ∀i ∈ Fin(w1), vj(i) = w1(i) (ceci est en effet vrai pourv1,
et peut être déduit en utilisant le fait queσ est cycle commençant au noeud(q1,w1)). Par propriété de
k′, nous avons aussi que pour toutj ∈ [1..l], ∀i ∈ Inf (w1), k ≤ vj(i). �

Intuitivement ce dernier lemme nous dit que si on a un cycle élémentaire dans le graphe de couverture,
il va exister une exécution dans le SAVE correspondant qui vapasser autant de fois que l’on souhaite
à travers ce cycle et les compteurs dont la composante est égale àω dans le cycle vont pouvoir prendre
des valeurs au-dessus d’unk donné à chaque tour du cycle et ceci pour toutk ∈ N.
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2.4.2 Décider si un SAVE estreversal-b-borné

Dans cette section nous allons montrer qu’étant donné un entier b ∈ N, il est possible de décider si un
SAVE initialisé estreversal-b-borné.

SoientS = 〈Q,X,E〉 une machine àn compteurs munie d’une configuration initialec0 = (q, v) dans
Q × N

n et un entierb ∈ N. Nous construisons une machine à3n compteursSb = 〈Qb,X
′, Eb〉 en

ajoutant pour chaque compteur dansX, deux compteurs, un nous servira à tester si la valeur du comp-
teur auquel il est associé est strictement plus grande queb, l’autre nous servira à compter le nombre
d’alternances réalisées au dessus deb entre les phases de croissance et les phases de décroissance.
Formellement, nous posonsQb = Q × {↑, ↓}n, X ′ = {x1, . . . , x3n} etEb est définie comme suit,
((q,m), (#′, µ′, δ′), (q′,m′)) ∈ Eb si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. il existe (q, (#, µ, δ), q′) ∈ E tel que pour touti ∈ [1..n], #′(i) = #(i), µ(i) = µ′(i) et
δ′(i) = δ′(n+ i) = δ(i), et,

2. pour touti ∈ [(2n + 1)..3n], #′(i) ∈ {≤} etµ′(i) = 0, et,

3. #′,µ′,δ′,m et m′ vérifient les conditions suivantes pour touti ∈ [1..n] :

δ′(i) m(i) m′(i) µ′(n+ i) #′(n+ i) δ′(2n + i)

= 0 − m(i) 0 ≤ 0

> 0 − ↑ 0 ≤ 0

> 0 ↓ ↑ b+ 1 ≤ 1

< 0 − ↓ 0 ≤ 0

> 0 ↑ ↓ b+ 1 ≤ 1

Nous voyons dans le tableau que les compteursx1, . . . , xn ont le même comportement que lesn
compteurs deS, tout comme les compteursx2n+1, . . . , x2n qui servent en plus à tester si la valeur
du compteur est plus grande queb, et finalement les compteursx2n+1, . . . , x3n comptent le nombre
d’alternances réalisées au-dessus deb par les compteurs. Remarquosn que nous aurions pu prendre un
codage avec uniquement2n compteurs en ajoutant des états de contrôle pour tester si une valeur de
compteur est strictement plus grande queb. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 2.42 SiS est un SAVE alorsSb est aussi un SAVE.

Preuve : Ce résultat est directement déduit de la façon dontSb est défini. �

Pour avoir la propriété énoncée par ce dernier lemme, dans les actions que nous ajoutons nous ne
testons jamais si la valeur d’un compteur est égal à une constante, ceci a pour conséquence que nous
ne testons pas si la valeur d’un compteur est plus petite queb, il se peut donc que dans certaines
exécutions le nombre d’alternances que nous comptons soit inférieur à celui vraiment fait, mais il
existe de toute façon une exécution où il est exact. Pour prouver cela, nous définissons la relation
≃⊆ (Q×{↑, ↓}n×N

n×N
n)× (Q×{↑, ↓}n ×N

3n) entre les configurations deTSb(S) et celles de
TS(Sb) de la façon suivante, pour tout(q,m, v, r ) ∈ Q×{↑, ↓}n×N

n×N
n et pour tout(q′,m′, v′) ∈

Q× {↑, ↓}n × N
3n, nous avons(q,m, v, r ) ≃ (q′,m′, v′) si et seulement si :

– q = q′,
– m = m′,
– pour touti ∈ [1..n], v(i) = v′(i) = v′(n+ i),
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– pour touti ∈ [1..n], v(2n+ i) ≤ r (i).

Nous notonsTSb(S) = 〈Q× {↑, ↓}n ×N
n ×N

n,→b〉 etTS(Sb) = 〈Q× {↑, ↓}n ×N
3n,⇒〉. Nous

avons alors le lemme suivant :

Lemme 2.43 Soientc1 = (q1,m1, v1, r1) dansQ × {↑, ↓}n × N
n × N

n et c′1 = (q1,m1, v′1) dans
Q× {↑, ↓}n × N

3n tels quec1 ≃ c′1. Nous avons les propriétés suivantes :

– Pour toutc2 = (q2,m2, v2, r2) dansQ × {↑, ↓}n × N
n × N

n tel quec1 →b c2, il existec′2 =
(q2,m2, v′2) dansQ× {↑, ↓}n × N

3n tel que :

1. c′1 ⇒ c′2,

2. c2 ≃ c′2,

3. pour touti ∈ [1..n], v′2(2n + i)− v′1(2n + i) = r2(i) − r1(i).

– pour toutc′2 = (q2,m2, v′2) dansQ× {↑, ↓}n × N
3n tel quec′1 ⇒ c′2, il existec2 = (q2,m2, v2, r2)

dansQ× {↑, ↓}n × N
n × N

n tel que :

1. c1 →b c2,

2. c2 ≃ c′2,

3. pour touti ∈ [1..n], v′2(2n + i)− v′1(2n + i) ≤ r2(i) − r1(i).

Preuve : La preuve de ce théorème est immédiate par la façon dont nous construisonsEb et défi-
nissons la relation≃ et se fait par une étude de cas similaire à celle que nous avonsfaite pour lemme
2.15 par exemple. �

Le cas le plus intéressant de ce lemme est le deuxième, car nous avons pour touti ∈ [1..n], v′1(2n +
i)−v′2(2n+i) ≤ r2(i)− r 1(i) et non pas pour touti ∈ [1..n], v′1(2n+i)−v′2(2n+i) = r2(i)− r 1(i),
ceci est dû au fait qu’il peut y avoir une transition dansEb pour laquelle lei-ème compteur alterne au
dessus deb entre une phase de croissance et de décroissance, mais pour laquelle nous n’augmentons
pas le(2n + i)-ème compteur. Ceci car nous ne testons pas si la valeur d’un compteur est plus petite
queb, mais seulement si elle est plus grande.

Nous définissons alors à partir de la configuration initialec0 = (q0, v0) deTS(S), une configuration
initiale de TS(Sb) de la façon suivante,c′0 = (q0, ↑, v′0) où ↑ désigne le vecteur dont toutes les
composantes sont égales à↑ et pour touti ∈ [1..n], v′0(i) = v′0(n + i) = v0(i) et v′0(2n + 1) = 0.
Il est alors clair que(q0, ↑, v0,0) ≃ c′0. À partir de cette remarque et du résultat du lemme précédent,
nous obtenons ce lemme :

Lemme 2.44

1. Pour tout(q,m, v, r) ∈ Reachb(S, c0), il existe(q,m, v′) ∈ Reach(Sb, c
′
0) tel que(q,m, v, r) ≃

(q,m, v′) et pour touti ∈ [1..n], r(i) = v′(2n+ i).

2. Pour tout(q,m, v′) ∈ Reach(Sb, c
′
0), il existe(q,m, v, r) ∈ Reachb(S, c′0) tel que(q,m, v, r) ≃

(q,m, v).
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Preuve : Nous montrons d’abord le point 1. de ce lemme. Supposons qu’il existe (q,m, v, r ) ∈
Reachb(S, c0). Alors il existe une exécution dansTSb(S) tel que(q0, ↑, v0,0)→b (q1,m1, v1, r 1) . . .
→b (qf ,mf , vf , r f ) avec(qf ,mf , vf , r f ) = (q,m, v, r ). Nous raisonnons alors par induction sur la
taille de cette exécution. Pourf = 0, nous avons bien(q0, ↑, v0,0) ≃ c′0 etc′0 ∈ Reach(Sb, c

′
0) et pour

tout i ∈ [1..n], v′0(2n+ i) = 0. Nous supposons maintenant que pour toutj ∈ [0..f −1], le lemme est
vrai pour(qj ,mj, vj , r j). Par hypothèse d’induction, il existe(qf−1,mf−1, v′f−1) ∈ Reach(S, c′0) tel
que(qf−1,mf−1, vf−1, r f−1) ≃ (qf−1,mf−1, v′f−1) et pour touti ∈ [1..n], rf−1(i) = v′f−1(2n +
i). Nous avons de plus(qf−1,mf−1, vf−1, rf−1) →b (q,m, v, r), donc par le lemme 2.43 il existe
(q,m, v′) tel que :

– (q,m, v, r ) ≃ (q,m, v′), et,
– (qf−1,mf−1, v′f−1)⇒ (q,m, v′), et,
– pour touti ∈ [1..n], v′(2n + i)− v′f−1(2n + i) = r(i)− r f−1(i).

Par conséquent,(q,m, v′) ∈ Reach(sb, c
′
0) et pour touti ∈ [1..n], v′(2n+ i) = r (i)− r f (i)+v′f (i) =

r(i).
Le point 2. se prouve de la même façon par induction en utilisant toujours le lemme 2.43. �

Finalement de ce lemme, nous déduisons le résultat liant le fait que(S, c0) soit reversal-b-bornée et
les valeurs de compteurs présentes dansReach(Sb, c

′
0).

Lemme 2.45 La machine à compteurs(S, c0) est reversal-b-bornée si et seulement si il existek ∈ N

tel que pour tout(q,m, v′) ∈ Reach(Sb, c
′
0), pour touti ∈ [1..n], v′(2n + i) ≤ k.

Preuve : Supposons que(S, c0) est reversal-b-bornée alors il existek ∈ N tel que(S, c0) estk-
reversal-b-bornée. Pour tout(q, v,m, r ) ∈ Reachb(S, c0), nous avons pour touti ∈ [1..n], r (i) ≤ k.
Soit (q,m, v′) ∈ Reach(Sb, c

′
0). D’après le lemme 2.44, il existe(q,m, v, r ) ∈ Reachb(S, c0) tel que

(q,m, v, r ) ≃ (q,m, v′). Par définition de≃, nous avons pour touti ∈ [1..n], v′(2n + i) ≤ r(i) ≤ k.

Supposons qu’il existek ∈ N tel que pour tout(q,m, v′) ∈ Reach(Sb, c
′
0), pour touti ∈ [1..n],

v′(2n + i) ≤ k. Soit (q,m, v, r ) ∈ Reachb(S, c0). D’après le lemme 2.44, il existe(q,m, v′) ∈
Reach(Sb, c

′
0) tel que pour touti ∈ [1..n], r(i) = v′(2n + i) et comme pour touti ∈ [1..n], on a

r(2n + i) ≤ k, on en déduit que pour touti ∈ [1..n] r(i) ≤ k. Par conséquent(S, c0) estk-reversal-
b-bornée. �

Du fait que l’on puisse décider grâce au graphe de couverture, si dans un SAVE les valeurs d’un
compteur sont bornées et que siS est un SAVE,Sb est également un SAVE, on obtient le résultat
principal de cette section, c’est-à-dire :

Théorème 2.46Étant donnéb ∈ N, le problème de savoir si un SAVE est reversal-b-borné est déci-
dable.

Nous rappelons que ce résultat n’est plus vrai lorsque l’on considère des machines à compteurs à la
place des SAVE. Nous allons de plus voir que le SAVES0 (c’est-à-dire le SAVESb avecb = 0)
construit à partir du SAVES peut même nous servir à décider si(S, c0) estreversal-borné.

Exemple 2.47 La figure 2.10 représente le SAVE à3 compteursS0 construit à partir du SAVES de la
figure 2.8. Dans ce SAVE, on voit que le compteurx2 a le même comportement que le compteurx1 et
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q1, ↑ q2, ↑ q1, ↓

q3, ↑
x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 + 2

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

1 ≤ x2?
x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1
x′3 = x3 + 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 − 1

1 ≤ x2?
x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 − 1
x′3 = x3 + 1

FIGURE 2.10 – Le SAVES0

que l’on s’en sert uniquement pour tester si la valeur de ce compteur est strictement plus grande que0.
Quant au compteurx3, il nous sert à compter le nombre d’alternances entre les phases de croissance
et de décroissance réalisées par le compteurx1 au-dessus de0. Finalement, la figure 2.11 représente
le graphe de couverture associé au SAVES0 munie de la configuration initialec′0 = ((q0, ↑), (0, 0, 0)).
On voit grâce à ce graphe de couverture ques les valeurs du compteurx3 ne sont pas bornées dans
Reach(S0, c

′
0), car unω est associé à ce compteur dans certains noeuds du graphe. En utilisant le

théorème 2.46, nous pouvons déduire que le SAVE initialisé(S, (q0, 0)) n’est pas reversal-0-borné.

2.4.3 Décider si un SAVE estreversal-borné

Dans cette section, nous allons finir par montrer le résultatprincipal concernant les SAVE, à savoir
que l’on peut décider si un SAVE initialisé(S, c0) estreversal-borné. Pour cela, nous proposons une
condition nécessaire et suffisante sur le graphe de couverture du SAVE(S0, c

′
0) dont nous avons dé-

crit la construction et les propriétés dans la section précédente. Remarquons que le résultat que nous
voulons prouver ici n’est pas une conséquence directe du théorème 2.46, car il n’est pas possible de
tester pour chaqueb ∈ N si (S, c0) est reversal-b-borné, cette méthode ne terminant pas lorsque le
SAVE initialisé(S, c0) n’est pasreversal-borné.

Nous considérons un SAVE àn compteursS muni d’une configuration initialec0 = (q0, v0). Nous
notonsTS(S) = 〈Q,E,→〉. Pour toutb ∈ N, nous supposons queTSb(S) est égal à〈Q×{↑, ↓}n ×
N

n×N
n, E,→b〉. Finalement nous utiliserons également le SAVE à3n compteursS0 = 〈Q0,X

′, E0〉
munie de la configuration initialec′0 dont la construction est fournie dans la section précédente. Nous
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q1, ↑
0
0
0

q2, ↑
1
1
0

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

q1, ↓
0
0
0

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 − 1

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

q1, ↓
0
0
1

1 ≤ x2?
x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 − 1
x′3 = x3 + 1

q2, ↑
1
1
ω

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

q1, ↓
0
0
ω

1 ≤ x2?
x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 − 1
x′3 = x3 + 1

x′1 = x1 − 1
x′2 = x2 − 1

x′1 = x1 + 1
x′2 = x2 + 1

q3, ↑
1
1
0

q3, ↑
ω
ω
0

x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 + 2

x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 + 2

q3, ↑
1
1
ω

q3, ↑
ω
ω
ω

x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 + 2

x′1 = x1 + 2
x′2 = x2 + 2

FIGURE 2.11 – Le graphe de couvertureCG(S0, c
′
0)
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avons aussiTS(S0) = 〈Q0 × N
3n, E0,⇒〉.

Afin de montrer le résultat souhaité, nous montrons d’abord le lien entre les systèmes de transition
TS0(S) où l’on compte les alternances qui ont lieu au dessus de0 et TSb(S) où l’on compte les
alternances qui ont lieu au dessus deb. Ceci nous permettra de faire le lien entre le fait que(S, c0) soit
reversal-b-borné et la forme des exécutions dansTS(S0). Finalement, nous obtiendrons, en utilisant
la relation≃ introduite dans la section précédente, une condition nécessaire et suffisante sur le graphe
de couvertureCG(S0, c

′
0) pour décider si(S, c0) estreversal-borné ou non.

Tout d’abord, nous faisons la connexion entre les exécutions dansTS0(S) celle dansTSb(S).

Lemme 2.48 Soit b, i ∈ N. Si il existec1, c2, c3 ∈ Q × {↓, ↑}n × N
n × N

n et σ1, σ2, σ3 ∈ E
∗ tels

que :

(i) (q0, ↑, v0, 0)
σ1→0 c1

σ2→0 c2
σ3→0 c3 dansTS0(S), et,

(ii) pour toutj ∈ [1..3], b < vj(i) et r1(i) < r2(i) < r3(i) (aveccj = (qj,mj , vj, rj))

alors il existec′1, c
′
2, c

′
3 ∈ Q× {↓, ↑}

n ×N
n × N

n tels que :

(q0, ↑, v0, 0)
σ1→b c

′
1

σ2→b c
′
2

σ3→b c
′
3 dansTSb(S) et r′1(i) < r′3(i)

Preuve : Par définition de→0 et→b, si nous considéronsc1, c2 et c3 tels que(q0, ↑, v0,0)
σ1→0

c1
σ2→0 c2

σ3→0 c3, alors il existe nécessairementc′1, c
′
2, c

′
3 ∈ Q × {↓, ↑}n × N

n × N
n tels que

(q0, ↑, v0,0)
σ1→b c′1

σ2→b c′2
σ3→b c′3. Remarquons que nous avons pour toutj ∈ [1..3], qj = q′j,

mj = m′
j et vj = v′j . De plus, commer1(i) < r 2(i) < r 3(i), nous en déduisons que lei-ème comp-

teur réalise au moins deux alternances entre des phases de croissance et de décroissance lors de la
séquenceσ1σ2σ3, et commev1(i) > b, v2(i) > b et v3(i) > b, nous en déduisons qu’au moins une
de ces alternances a été effectuée quand la valeur dui-ème compteur était strictement supérieure àb,
par conséquent nous avonsr ′1(i) < r ′3(i). �

Nous obtenons à partir de ce lemme une caractérisation des exécutions deTS0(S) qui si elle est
vérifiée implique que(S, c0) n’est pask-reversal-b-bornée.

Lemme 2.49 Soientk, b ∈ N. Si il existec1, c2, . . . , c2k+1 ∈ Q×{↓, ↑}
n×N

n×N
n etσ1, . . . , σ2k+1 ∈

E∗ tels que :

(q0, ↑, v0, 0)
σ1→0 c1

σ2→0 . . .
σ2k+1
→ 0 c2k+1

et si il existei ∈ [1..n] tel que pour toutj ∈ [1..(2k + 1)], b < vj(i) et pour toutj ∈ [1..2k],
rj(i) < rj+1(i), alors (S, (q, v)) n’est pask-reversal-b-bornée.

Preuve : En utilisant le lemme 2.48, nous pouvons en effet construireune exécution dansTSb(S)
partant de(q, ↑, v,0), qui ne satisfait pas la propriété des exécutions dans les systèmesk-reversal-b-
bornés, c’est-à-dire qui réalise plus dek alternances au dessus deb. �

Nous donnons maintenant un autre lemme un peu technique, quipeut être vu comme le pendant
du lemme précédent, car il fournit une description nécessaire sur les exécutions deTS0(S) lorsque
(S, c0) n’est pasreversal-b-bornée.
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Lemme 2.50 Soitb ∈ N. Si (S, c0) n’est pas reversal-b-borné, alors il existei ∈ [1..n] tel que pour
toutk ∈ N, il existec1, . . . , ck ∈ Q× {↓, ↑}n × N

n × N
n qui vérifient :

(i) (q0, ↑, v0, 0)→∗
0 c1 →

∗
0 . . .→

∗
0 ck est une exécution dansTS0(S), et,

(ii) pour tout j ∈ [1..k], b < vj(i) et pour toutj ∈ [1..k − 1], rj(i) < rj+1(i) (avec cj =
(qj ,mj, vj , rj)).

Preuve : Soit k ∈ N. Nous supposons que(S, c0) n’est pasreversal-b-borné, en particulier(S, c0)
n’est pas(k + 1)-reversal-b-borné. Par conséquent, il existe(q′,m′, v′, r’ ) ∈ Reachb(S, c0) et i ∈ N

tel quer ′(i) ≥ k + 1. Comme les compteurs qui comptent les alternances entre lesphase de crois-
sance et de décroissance dansTSb(S) ne font que croître et à chaque pas au plus d’une valeur valant
1 et seulement lorsque le compteur associé est strictement plus grand queb, on en déduit qu’il existe
c′1, . . . , c

′
k ∈ Q×{↓, ↑}

n ×N
n×N

n tels que(q0, ↑, v0,0)→∗
b c

′
1 →

∗
b . . .→

∗
b c

′
k et tels que pour tout

j ∈ [1..k], c′j = (q′j,m
′
j , v

′
j, r

′
j) avecb < v′j(i) et r ′j(i) = j. De plus, par définition de→b et de→0,

nous avons qu’il existec1, ..., ck ∈ Q × {↓, ↑}n × N
n × N

n qui satisfont la propriété donnée par le
lemme. �

Les lemmes techniques que nous avons donnés précédemment vont nous être maintenant utiles pour
donner une caractérisation nécessaire et suffisante sur le graphe de couvertureCG(S0, c

′
0) permettant

de dire si le SAVE(S, c0) estreversal-b-borné ou non pourb ∈ N. En effet :

Lemme 2.51 Soit b ∈ N. (S, c0) est reversal-b-borné si et seulement si pour touti ∈ [1..n], tout
noeud(q,w) appartenant à un cycle élémentaire deCG(S0, c

′
0) étiqueté par un motσ ∈ E∗ tel que

Dσ(2n + i) > 0 vérifiew(i) ≤ b.

Preuve : D’abord, nous supposons que le SAVE initialisé(S, c0) estreversal-b-borné. Il existe donc
k ∈ N tel que(S, c0) estk-reversal-b-borné. Nous raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe
i ∈ N et un noeud(q,w) qui appartient à un cycle élémentaire de la forme((q1,w1), e1(q2,w2))
((q2,w2), e2, (q3,w3)) . . . ((qf ,wf ), ef , (q1,w1)) deCG(S0, c

′
0) avecDe1...ef

(2n+ i) > 0, et tel que
w(i) > b. Nous remarquons que commew(i) > b, nous avons soitw(i) = b′ > b soitw(i) = ω. Nous
notonsσ le mote1.e2 . . . ef . Par le lemme 2.41, nous déduisons qu’il existev1, . . . , v2k+1 ∈ N

2n tels
que nous avons dansTS(S0) :

c0 ⇒
∗ (q′, v1)

σ
⇒ . . .

σ
⇒ (q′, v2k+1)

avec pour toutj ∈ [1..2k + 1], b < vj(i). De plus commeDσ(2n + i) > 0, nous déduisons que
pour toutj ∈ [1..2k], vj(2n + i) < vj+1(2n + i). En utilisant le lemme 2.43 caractérisant la relation
≃ entre les configurations deTS0(S) et deTS(S0) et par le lemme 2.49,nous déduisons que(S, c0)
n’est pask-reversal-b-borné, ce qui constitue une contradiction.

Nous supposons maintenant que pour touti ∈ [1..n], pour tout noeud(q,w) appartenant à un cycle
élémentaire((q1,w1), e1, (q2,w2))((q2,w2), e2, (q3,w3)) . . . ((qf ,wf ), ef , (q1,w1)) de CG(S0, c

′
0)

avecDe1...ef
(2n + i) > 0, nous avonsw(i) ≤ b. Encore une fois, nous raisonnons par l’absurde.

Supposons que(S, c0) n’est pasreversal-b-borné. SoitN le nombre de noeuds dansCG(S0, c
′
0). En

utilisant le lemme 2.50 et la caractérisation donnée par le lemme 2.43 sur la relation≃ entre les confi-
gurations deTS(S0) et deTS0(S), nous déduisons qu’il existei ∈ N et(q1, v1), . . . , (qN+1, vN+1) ∈

Q × N
3n etσ1, . . . σN tels que dansTS(S0) nous avonsc0 ⇒∗ (q1, v1)

σ1⇒ . . .
σN⇒ (qN+1, vN+1) et

83



Chapitre 2. Machines à compteursreversal-bornées

pour toutj ∈ [1..N + 1], b < vj(i) et pour toutj ∈ [1..N ], vj(2n + i) < vj+1(2n + i). Pre-
mièrement, de ce dernier point, nous obtenons immédiatement par définition deD que pour tout
1 ≤ j ≤ N , Dσj

(2n + i) > 0. Deuxièmement, d’après le théorème 2.40, nous pouvons direqu’il
existe (q1.w1), . . . , (qN+1,wN+1) noeuds dansCG(S0, c

′
0) tels que dans le graphe de couverture

nous avons le chemin (noté schématiquement avec des flèches)(q1,w1)
σ1→ . . .

σN→ (qN+1,wN+1)
et pour j ∈ [1..N + 1],vj ≤ wj . N étant le nombre de noeuds dansCG(S0, c

′
0), nous en dé-

duisons qu’il existe(q′1.w
′
1), . . . , (q

′
f ,w

′
f ) noeuds dansCG(S0, c

′
0) et e1, . . . , ef ∈ E0 tels que :

((q′1,w
′
1), e1, (q

′
2,w

′
2))((q

′
2,w

′
2), e2, (q

′
2,w

′
2)) . . . ((q

′
f ,w

′
f ), ef , (q

′
1,w

′
1)) est un cycle dansCG(S0, c

′
0)

et De1...ef
(2n + i) > 0 et il existej ∈ [1..N ] tel que(q′1,w

′
1) = (qj,wj). Nous rappelons que

pour toute transitione ∈ E0 du SAVE à3n compteursS0, pour touti ∈ [1..n], De(2n + i) ≥
0 (par construction deS0). Nous prenons le plus grandr et le plus petits tels que1 ≤ s ≤
r ≤ f et Der(2n + i) > 0 et Des(2n + i) > 0. CommeDe1...ef

(2n + i) > 0 et en utili-
sant le rappel précédent, ces deux entiersr et s existent nécessairement. Nous avons alors dans

CG(S0, c
′
0) le cycle ((q′r,w

′
r)

er→ (q′,w′)
σ′
1→ (q′1.w

′
1)

σ′
2→ (q′s.w

′
s)

es→ (q′′,w′′)
σ′
3→ (q′r,w

′
r)), où

(q′,w′), (q′′,w′′) ∈ {(q′1,w
′
1), . . . , (q

′
f ,w

′
f )} etσ′1, σ

′
2, σ

′
3 ∈ E

∗
n. Par définition der et s, nous avons

que Dσ′
1
(2n + i) = Dσ′

2
(2n + i) = 0. Comme(q′r,w

′
r), er, (q

′,w′)) appartient à un cycle, il ap-
partient à un cycle élémentaire, et commeDer(2n + i) > 0, par hypothèse nous avonsw′

r(i) ≤ b
et w′(i) ≤ b. Pour les mêmes raisons, nous avons aussiw′

s(i) ≤ b andw′′(i) ≤ b. Par définition
de w′

1, il existe j ∈ [1..N ] tel quew′
1 = wj et comme nous l’avons fait remarquer, nous avons

b < vj(i) ≤ wj(i), par conséquentb < w′
1(i). Si nous résumons, nous avons dansCG(S0, c

′
0), un

cycle(q′r,w
′
r)

er→ (q′,w′)
σ′
1→ (q′1.w

′
1)

σ′
2→ (q′s.w

′
s)

es→ (q′′,w′′)
σ′
3→ (q′r,w

′
r) tel que :

(i) w′(i) ≤ b, w′
s(i) ≤ b, b < w′

1(i), et,

(ii) Dσ′
1
(2n+ i) = Dσ′

2
(2n+ i) = 0.

Nous rappelons que dansS0 le (2n + i)-ème compteur compte les alternances réalisées au dessus de
0 par lei-ème compteur entre les phases de croissance et de décroissance. Nous en déduisons qu’il
serait possible de construire une exécution deS0 partant dec′0 qui passent par une configuration dans
laquelle lei-ème compteur est plus petite queb et ensuite par une configuration dans laquelle lei-ème
compteur est strictement plus grand queb pour arriver de nouveau dans une configuration où lei-ème
compteur est plus petite queb, sans que la valeur du(2n+ i)-ème compteur ne change, ce qui consti-
tue une contradiction. Par conséquent(S, c0) estreversal-b-borné. �.

En d’autres termes, ce dernier lemme nous dit que le SAVE(S, c0) estreversal-b-borné pour unb ∈ N

si et seulement si pour touti ∈ [1..n], il n’y a pas de cycle élémentaire dans le graphe de couverture
CG(S0, c

′
0) qui fait strictement croître le(2n + i)-ème compteur et dans lequel on trouve un noeud

dont lai-ème composante est strictement plus grande queb ou égal àω. En effet, en utilisant le lemme
2.41, si un tel circuit existait, nous pourrions construireune exécution du SAVE(S, c0) qui ne respecte
pas la définition dereversal-b-borné.

Ainsi, le lemme 2.51, nous fournit une condition nécessaireet suffisante sur le graphe de couverture
CG(S0, c

′
0) pour vérifier si le SAVE initialisé(S, c0) est reversal-borné. Il suffit en effet de tester

pour chaquei ∈ [1..n] que, dans chaque cycle élémentaire deCG(S0, c
′
0) faisant strictement croître

la valeur du2n + i-ème compteur, il n’y a pas de noeud dont lai-ème composante vautω. Comme
le graphe de couverture est fini, si cette condition est vérifiée, on trouvera unb tel que la condition du
lemme 2.51 est vérifiée et donc(S, c0) serareversal-b-borné. Et si cela n’est pas vrai alors la condition
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du lemme n’est vérifiée pour aucunb, et donc(S, c0) ne peut pas êtrereversal-bornée. Notons de
plus que c’est la finitude du graphe de couverture qui permet de pouvoir tester cette condition. Nous
énonçons alors le résultat obtenu :

Théorème 2.52Vérifier si un SAVE est reversal-borné est un problème décidable.

Malheureusement, l’algorithme de décision que nous proposons nécessite de construire le graphe de
couverture d’un SAVE dans son intégralité et comme nous l’avons dit précédemment cette construc-
tion peut prendre un espace de taille non primitive récursive.

Exemple 2.53 Si nous considérons le graphe de couvertureCG(S0, c
′
0) de la figure 2.11 associé

au SAVE(S, (q1, 0)) de la figure 2.8, nous voyons que même si dans certains noeuds la composante
associé au premier compteur vautω, ces noeuds n’appartiennent jamais à un cycle élémentaire faisant
strictement croître les valeurs du3-ème compteur, par conséquent nous en déduisons que le SAVE
initialisé (S, (q1, 0)) est reversal-borné. Nous nous apercevons en effet que pour une valeur deb = 1,
les conditions du lemme 2.51 sont vérifiées, par conséquent ce SAVE est même reversal-1-borné.

Les SAVEreversal-bornés constituent ainsi une nouvelle classe récursive deSAVE ayant un ensemble
d’accessibilité semi-linéaire. Nous utilisons le mot récursif ici dans le sens que l’on peut décider
si un SAVE appartient ou non à cette classe. Dans le survey surles réseaux de Petri [EN94], les
auteurs donnent d’autres classes de SAVE ayant un ensemble d’accessibilité semi-linéaire, comme
par exemple les réseaux BPP [Esp97], les réseaux de Petri cycliques [AK77], les réseaux de Petri
persistants [LR78, May81], les réseaux de Petri réguliers [VVN81], ou encore les SAVE de dimension
2 [HP79]. Nous ne donnons pas ici le détail de ces différentes classes, il semblerait cependant que ces
classes soient incomparables avec les SAVEreversal-bornés, pour certaines cela est évident et pour
d’autres il faudrait faire une étude un peu plus poussée.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu la définition des machines à compteursIbarra-reversal-bornées
de la façon suivante : une machine à compteurs estk-reversal-b-bornée si dans toute exécution chaque
compteur réalise au dessus deb au plusk alternances entre les phases de croissance et les phases
de décroissance. Nous avons ensuite prouvé que ces nouvelles machinesreversal-bornées avaient
encore un ensemble d’accessibilité effectivement définissable dans Presburger et qu’elles étaient apla-
tissables. Nous avons également étudié la décidabilité de cette notion et vu que l’on pouvait décider
si une machine à compteurs initialisée étaitreversal-bornée uniquement lorsque les deux paramètres
k et b étaient donnés. Nous avons fini par étudier les SAVEreversal-bornés et nous avons prouvé que
le problème de savoir si un SAVE initialisé estreversal-borné est un problème décidable. Ce résultat
est d’autant plus intéressant que l’on ne sait pas si l’on peut décider si un SAVE est aplatissable ou
non. En revanche, le problème de savoir si un SAVE a un ensemble d’accessibilité semi-linéaire serait
décidable comme cela est indiqué dans le survey [EN94].
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Chapitre 3

Des logiques pour la vérification de
systèmes à compteurs

Après avoir présenté et étudié des problèmes d’accessibilité pour les systèmes à compteurs, nous
nous attaquons dans ce chapitre à l’étude de problèmes de model-checking en considérant différentes
logiques. Dans un premier temps nous nous intéressons à une extension de la logique arborescente
CTL∗ , obtenue en ajoutant des formules de l’arithmétique de Presburger à l’ensemble des proposi-
tions atomiques. Dans un deuxième temps, nous considérons des logiques permettant d’exprimer des
propriétés sur des mots de données, en particuliers la logique LTL avec registres et la logique du
premier ordre sur les mots de données.

3.1 Model-checking avec une logique temporelle sur domaineconcret

3.1.1 La logique FOCTL∗(Pr)

Précédemment, dans le chapitre 1, les principaux problèmesde vérification que nous avons présentés
étaient des problèmes dits d’accessibilité. Ils consistaient à savoir si une configuration ou un ensemble
de configurations étaient accessibles à partir d’un ensemble de configurations initiales. Pour assurer
le bon fonctionnement d’un système, il est parfois nécessaire d’avoir des informations plus complètes
sur son comportement. En effet, on pourrait vouloir savoir comment se comportent les exécutions
du système dans le temps. Voici quelques exemples de questions qui peuvent être soulevées lors de
l’analyse d’un système :

– Le système va-t-il passer infiniment souvent par un ensemble donné de configurations ?
– Existe-t-il il une exécution du système qui va passer d’abord par une configuraion donnée et ensuite

par une autre ?
– Existe-t-il une exécution du système qui ne passe jamais deux fois par la même configuration ?

Afin d’exprimer de telles questions de façon formelle, des logiques, appelées logiques temporelles,
ont été introduites. Ainsi dans [Pnu77], Pnueli définit la logique temporelle linéaire LTL pour spé-
cifier des propriétés sur une exécution particulière d’un système. La spécificité de cette logique sont
les opérateurs temporelsX (next)etU (until), le premier est utilisé pour dire que le système va arriver
dans un état vérifiant une certaine propriété au pas suivant de l’exécution, et l’autre qu’une propriété
est vérifiée jusqu’à ce qu’une autre propriété soit vérifiée.On voit ainsi apparaître les spécifications
temporelles. Par la suite, dans [CE82], les auteurs présentèrent une autre logique temporelle appelée
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logique temporelle arborescente qui permet d’exprimer lesdifférentes possibilités d’évoluer qu’a une
exécution à un moment donné. Ainsi, contrairement à LTL , où l’on fixe une exécution pour ensuite
l’analyser et donc où il n’y a au plus qu’un état suivant, avecles logiques arborescentes, on peut consi-
dérer les différents états suivants. La logique introduitedans [CE82] s’appelle CTL , et de façon à
pouvoir parler des différentes exécutions possibles à un instant donné, elle utilise des quantificateurs
(existentiels et universels) sur les exécutions. Il s’avère que ces deux logiques LTL et CTL sont
incomparables, une autre logique temporelle arborescente, appelée CTL∗ a donc été définie dans
[EH83], et LTL et CTL sont des fragments de cette logique.

LTL , CTL et CTL∗ ont été introduites dans un premier temps pour résoudre des problèmes de model-
checking dans des structures de Kripke, c’est-à-dire dans des automates dont les états sont associés à
un nombre fini de variables propositionnelles. Dans le cas deLTL , le problème du model-checking
consiste à savoir si étant donnés une structure de Kripke, une formuleφ de LTL et un état initial de la
structure, il existe une exécution (ou un chemin) partant del’état initial qui satisfait la formuleφ. Dans
le cas de CTL et CTL∗ , le problème consiste à savoir si étant donnés un état initial de la structure
de Kripke et une formuleφ de CTL ou de CTL∗ , cet état satisfait la formuleφ. Pour parler des états
du système, on utilise donc des variables propositionnelles avec lesquelles chaque état est étiqueté.
Dans la plupart des problèmes regardés, les logiques introduites alors ne permettent pas de parler de
configurations d’un système à état infini mais seulement des états de contrôle. C’est par exemple le
cas dans [BEM97] où les auteurs proposent de résoudre des problèmes de model-checking dans des
automates à piles et les logiques temporelles considérées ne permettent pas de parler de l’état de la
pile.

Pour palier à ce dernier point, dans [DFGD06], les auteurs introduisent une logique basée sur CTL∗

mais où les propositions atomiques ne sont plus seulement des variables propositionnelles mais des
ensembles symboliques de configurations d’un système à compteurs définis grâce à des formules de
Presburger. Ils appellent cette logique FOCTL∗(Pr) . La logique proposée étend CTL∗ et donc en
posant des restrictions sur les quantificateurs de chemin etsur les opérateurs temporels, il est facile
d’obtenir une extension similaire pour la logique temporelle linéaire LTL ou de la logique temporelle
arborescente CTL .

Nous introduisons maintenant la syntaxe de cette logique. Soit X0 = {x0, x1, . . . , xn} un ensemble
de compteurs et VAR un ensemble de variables tels queX ∩ V AR = ∅. Les formules de la logique
FOCTLX∗(Pr)[X0] sont définies par la syntaxe suivante :

Φ ::= ψ | ∃y.Φ | ¬Φ | Φ ∧ Φ | XΦ | ΦUΦ | AΦ

où ψ est une formule de Presburger dansPresb(X0 ⊎ VAR) et y ∈ VAR. Nous dirons qu’une
formule Φ de FOCTLX∗(Pr)[X0] est une formule fermée si toutes les variables de VAR apparais-
sant dansΦ sont liées par un quantificateur. Nous utilisons les raccourcis habituels suivants pour
Φ ∈ FOCTLX∗(Pr)[X0] :

– FΦ équivaut àtrueUΦ,
– GΦ équivaut à¬F¬Φ,
– EΦ équivaut à¬A¬Φ.

Pour cette logique nous ne nous intéressons pas à des problèmes de satisfiabilité, mais directement à
des problèmes de model checking comme nous allons le voir à lapartie suivante.
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Notons qu’il existe également d’autres extensions de logiques temporelles permettant de parler de
configurations de systèmes ayant un nombre infini d’états, enparticulier d’autres extensions utilisant
également des relations arithmétiques sur les entiers sontprésentées dans [Gas07].

3.1.2 Sémantique deFOCTL∗(Pr) et problèmes de model-checking

Nous donnons dans cette section la sémantique de la logique FOCTLX∗(Pr)[X0] introduite précé-
demment. SoitS = 〈Q,X,E〉 un système àn compteurs etTS(S) = 〈Q×N

n, E,→〉 le système de
transitions qui lui est associé. Soientπ une exécution finie deTS(S) et i ∈ N, nous notons :

– π(i) ∈ Q× N
n la i-ème configuration deπ,

– π≤i la partie initiale deπ jusqu’à la positioni,
– |π| la longueur deπ.

Ainsi si π = c0
e0→ c1

e1→ . . . cf−1
ef−1
→ cf avecf ∈ N est une exécution deTS(S), nous avons

|π| = f + 1 et pour touti ∈ [0..f ], π(i) = ci et π≤i = c0
eo→ ...

ei−1
→ ci. Nous dirons de plus que

deux exécutionsπ = c0
e0→ c1

e1→ . . . cf−1
ef
→ cf etπ′ = c′0

e′0→ c′1
e′1→ . . . c′f−1

e′
f
→ c′f deTS(S) sont

équivalentes, notéπ ≡ π′, si et seulement si|π| = |π′| et pour touti ∈ [0..|π|], nous avonsci = c′i. La
relation de satisfaction|= que nous allons définir pour la logique FOCTLX∗(Pr)[X0] est paramétrée
par un environnementρ qui est en fait une fonction VAR→ N dont on se sert pour interpréter les
variables de VAR qui peuvent apparaître dans les formules. Lorsque les notations seront explicites,
nous omettrons volontairement cet environnement. Pouri ∈ N et une exécutionπ de TS(S), la
relation de satisfaction|= pour les formules de FOCTLX∗(Pr)[X0] est définie par induction à la
positioni de l’exécutionπ de la façon suivante :

– π, i |=ρ ψ avecψ ∈ Presb(X0 ⊎ VAR) si et seulement si(π(i), ρ) |= ψ dans l’arithmétique de
Presburger,

– π, i |=ρ ∃y.Φ si et seulement si il existem ∈ N tel queπ, i |=ρ[y 7→m] Φ où ρ[y 7→ m] est
l’environnement obtenu à partir deρ en donnant ày la valeurm,

– π, i |= ¬Φ si et seulement siπ, i 6|= Φ,
– π, i |= Φ ∧ Φ′ si et seulement siπ, i |= Φ etπ, i |= Φ′,
– π, i |= XΦ si et seulement sii < |π| etπ, i+ 1 |= Φ,
– π, i |= ΦUΦ′ si et seulement si il existej ∈ N tel quei ≤ j ≤ |π| − 1 et π, j |= Φ′ et pour tout
k ∈ N tel quei ≤ k < j, π, k |= Φ,

– π, i |= AΦ si et seulement si pour toute exécutionπ′ deTS(S) telle queπ≤i ≡ π′≤i, nous avons
π′, i |= Φ.

Nous rappelons que de façon à manipuler les configurations d’un système à compteursS = 〈Q,X,E〉,
nous supposons queQ est le sous-ensemble deN égal à[1..|Q|]. Ainsi une configuration(q, v) ∈ Q×
N

n peut-être vue comme un vecteurw deN
n+1 où la composantew(0) vautq. SiX = {x1, . . . , xn},

une formule de Presburgerψ dansPresb(X0) oùX0 = {x0, . . . , xn} permet alors de représenter un
ensemble de configurations égal àJψKX0, la variablex0 servant à manipuler les états de contrôle de
S.

Maintenant que la sémantique de FOCTLX∗(Pr)[X0] est donnée, nous pouvons définir les problèmes
de model-checking auxquels nous nous intéressons dans le cadre de la vérification de systèmes à
compteurs. De la même façon que pour les problèmes d’accessibilité introduits dans la section 1.3.1
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du chapitre 1, où nous avons distingué le cas où une configuration initiale était donnée et celui où
l’on donnait une configuration symbolique initiale (ie un ensemble de configurations initiales), nous
définissons ici deux problèmes de model-checking. Tout d’abord leproblème de model-checking sym-
bolique:

Entrées : Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q × N
X et une

formuleΦ de FOCTLX∗(Pr)[X0] .
Question : Est-il vrai que pour toutes les exécutionsπ deTS(S) vérifiant π(0) = c0, nous avons
π, 0 |= Φ ?

Nous définissons maintenant un autre problème de telle sortequ’au lieu de considérer une unique
configuration initiale possible, nous prenons en compte uneconfiguration symbolique initiale. Ceci
nous donne leproblème de model-checking symbolique généralisédéfini de la façon suivante :

Entrées : Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration symbolique initiale(q0, φ0) ∈
Q× Presb(X) et une formuleΦ de FOCTLX∗(Pr)[X0] .
Question : Est-il vrai que pour toutes les exécutionsπ de TS(S) telles queπ(0) = (q0, v0) avec
v0 |= φ0 nous avonsπ, 0 |= Φ ?

Le problème du model-checking symbolique est ainsi un cas particulier de model-checking symbo-
lique généralisé.

Exemple 3.1 Nous donnons quelques exemples de formules deFOCTL∗(Pr) permettant d’exprimer
des propriétés intéressantes sur un système à compteurs. Nous considérons un système à compteurs
S = 〈Q,X,E〉, une configuration initialec0. Le problème de l’accessibilité d’un état de contrôleq
est un problème de model-checking symbolique avec la formule EF(x0 = q). De la même façon le
problème d’accessibilité symbolique pour une configuration (q, φ) ∈ Q× Presb(X) est un problème
de model-checking symbolique en utilisant la formuleEF(x0 = q ∧ φ). On peut également expri-
mer d’autres propriétes comme par exemple le fait que le nombre de configurations accessibles dans
(S, c0) est fini, ceci grâce à la formule∃y.AG

∧

i∈[1..n] xi ≤ y.

3.1.3 Model-checking de systèmes à compteurs

Comme nous l’avons vu précédemment, le problème de l’accessibilité est un cas particulier de model-
checking symbolique de formules de FOCTL∗(Pr) . Par conséquent, le fait que le problème de l’arrêt
soit indécidable dans les machines de Minsky déterministesà deux compteurs (cf. théorème 1.37)
implique le résultat d’indécidabilité suivant :

Théorème 3.2Le problème de model-checking symbolique est indécidable pour les machines de
Minsky déterministes à deux compteurs.

Cependant, malgré ce résultat d’indécidabilité pour les machines de Minsky, comme nous l’avons
vu dans la section 1.4, il existe des restrictions sur les systèmes à compteurs permettant d’obtenir
la décidabilité de certains problèmes d’accessibilité. Ainsi le théorème 1.47 et son corollaire 1.48
nous indique que lorsque les systèmes considérés sont des systèmes à compteurs linéaires plats et à
monoïde fini, les problèmes d’accessibilité énoncés dans lasection 1.3.1 sont décidables. Les auteurs
de [DFGD06] ont étendu ce résultat aux problèmes de model-checking.
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Théorème 3.3 [DFGD06] Le problème de model-checking symbolique généralisé est décidable pour
les systèmes à compteurs linéaires plats et à monoïde fini.

La preuve de ce théorème consiste à montrer que le problème demodel-checking symbolique géné-
ralisé se réduit à un problème de satisfiabilité d’une formule de l’arithmétique de Presburger. Dans
[DFGD06], les auteurs énoncent également d’autres résultats de décidabilité pour d’autres classes de
systèmes en restreignant les formules de logique temporelle considérées et en appliquant des tech-
niques similaires à celles utilisées pour les systèmes à compteurs aplatissables. Nous ne présentons
pas ici ces autres résultats, mais notons seulement que le résultat du théorème précédent ne s’étend
pas aux systèmes à compteurs aplatissables, car lorsque l’on “aplatit” un système, on modifie la forme
des exécutions possibles, ainsi si l’on veut pouvoir étendre ce résultat, il faut raffiner la manière dont
on “aplatit” un système, comme cela est suggéré dans [DFGD06].

3.1.4 Model-checking de machines à compteursreversal-bornées

Dans le chapitre 2, nous avons présenté les machines à compteurs reversal-bornées pour lesquels les
problèmes d’accessibilité d’un état de contrôle et d’une configuration sont décidables. Nous rappelons
que dans ce dernier chapitre nous avons proposé une extension du modèle des machines ditesIbarra-
reversal-bornées originellement introduites dans [Iba78]. Comme nous l’avons signalé les machines
à compteursIbarra-reversal-bornées correspondent aux machines à compteursreversal-0-bornées.

Dans [DIP01], les auteurs introduisent deux problèmes de vivacité pour les machines à compteurs et
ils s’intéressent à la décidabilité de ces problèmes lorsque les machines à compteurs prises en compte
sontreversal-0-bornées. Tout d’abord, nous présentons leproblème d’accessibilité symbolique répé-
tée existentiel:

Entrées : Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q × N
X et une

formuleφ ∈ Presb(X0).
Question :Existe-t-il un ensemble infini de configurations(ci)i∈N tel que pour touti ∈ N, ci → ci+1

dansTS(S) et tel que l’ensemble{i ∈ N | ci |= φ} soit infini ?

Ce problème s’appelle problème d’accessibilité symbolique répétée existentiel car il consiste à sa-
voir si il existe une exécution infinie dans le système de transitions associé à un système à compteurs
dont les configurations vérifient infiniment souvent une formule de Presburger donnée. Nous avons
ensuite la version universelle de ce problème qui consiste àsavoir si toutes les exécutions infinies d’un
système à compteurs initialisée vérifient une telle propriété. C’est ce que nous appelons leproblème
d’accessibilité symbolique répétée universel:

Entrées : Un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q × N
X et une

formuleφ ∈ Presb(X0).
Question :Est-ce que tout ensemble infini de configurations(ci)i∈N tel que pour touti ∈ N, ci → ci+1

dansTS(S) est tel que l’ensemble{i ∈ N | ci |= φ} est infini ?

Dans [DIP01], les auteurs obtiennent alors les deux résultats suivants :

Théorème 3.4 [DIP01]

1. Le problème d’accessibilité symbolique répétée existentiel est décidable pour les machines à
compteurs reversal-0-bornées.
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2. Le problème d’accessibilité symbolique répétée universel est indécidable pour les machines à
compteurs reversal-0-bornées.

Remarquons que si nous considérons un système à compteursS = 〈Q,X,E〉, une configuration
initiale c0 ∈ Q × N

X et une formuleφ ∈ Presb(x0), le problème d’accessibilité symbolique
répétée existentiel est équivalent au problème du model-checking symbolique avec la formule de
FOCTLX∗(Pr)[X0] EGFφ. De la même façon, le problème d’accessibilité symbolique répétée univer-
sel est équivalent au problème du model-checking symbolique avec la formule de FOCTLX∗(Pr)[X0]
AGFφ. Ceci nous permet de déduire le résultat d’indécidabilité suivant :

Théorème 3.5Le problème de model-checking symbolique est indécidable pour les machines à comp-
teurs reversal-bornées.

En ce qui concerne le résultat de décidabilité obtenu dans [DIP01], il peut quant à lui être étendu aux
machines à compteurs intialiséesreversal-bornées introduites dans le chapitre 2.

Théorème 3.6Le problème d’accessibilité symbolique répétée existentiel est décidable pour les ma-
chines à compteurs reversal-bornées.

Preuve : Soit (S, c0) une machine àn compteursk-reversal-b-bornée avecS = 〈Q.X,E〉 et φ ∈
Presb(X0) une formule de Presburger. Nous supposons queX0 = {x0, . . . , xn}. Nous considérons
ensuite la machine àn compteurs(S′, c′0) construite à partir de(S, c0) dans la section 2.2.2. Nous
renommons les variables deφ pour obtenir une formuleψ ∈ Presb(X ′

0) de telle sorte queJφKX0 =
JψKX′

0
. En raisonnant de la même façon que pour la preuve du lemme 2.14, nous construisons la

formule suivante :

φ′ = ∃x′0 . . . ∃x
′
n.ψ∧

∨

(q,u)∈Q×Bn
0

(

x′0 = (q,u)∧x0 = q
∧

i∈[1..n]

(x′i = 0∧xi = u(i))∨(x′i > b∧xi = x′i)
)

De la même façon que cela est énoncé dans le lemme 2.14, en utilisant les propriétés de la relation
∼b, nous pouvons montrer que le problèmes d’accessibilité répétée symbolique existentiel est vérifié
par(S, c0) avec la formule de Presburgerφ si et seulement si il est vérifié par(S′, c′0) avec la formule
de Presburgerφ′. Comme de plus la machine à compteurs(S′, c′0) estreversal-0-bornée (cf. lemme
2.17), le théorème 3.4 permet de conclure. �

Nous avons ainsi montré que certains problèmes de model-checking de formules de FOCTL∗(Pr) étaient
décidables lorsque l’on considère des systèmes à compteurslinéaires plats ou des machines à comp-
teursreversal-bornées. Cependant la logique FOCTL∗(Pr) étant très expressive, les problèmes de-
viennent rapidement indécidables.

3.2 Model-checking avec des logiques sur des mots de données

3.2.1 Introduction

Dans cette section, nous allons de nouveau nous intéresser àdes problèmes de model-checking en
considérant cette fois-ci des logiques permettant d’exprimer des propriétés sur des mots de données.
Une partie des résultats que nous présentons ici est issue de[DLS08].
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Les mots de données sont des séquences pour lesquelles chaque position est étiquetée par une lettre
d’un alphabet fini et par une autre “lettre” d’un alphabet infini (appelée la donnée). Ce simple modèle
permet d’englober les mots temporisés acceptés par un automate temporisé pour lesquels la lettre ap-
partient à l’alphabet de l’automate et la donnée est un réel positif correspondant à une valeur d’horloge
[AD94]. L’extension aux arbres de cette notion est utiliséeégalement pour modéliser des documents
XML avec données comme par exemple dans [BDM+06] et dans [JL07]. Pour accéder aux données
présentes dans ces mots, des formalismes logiques ont été introduits pour les mots (ou arbres) de
données ; une des caractéristiques de ces formalismes est qu’ils possèdent un mécanisme permet-
tant d’enregistrer une valeur qui est ensuite comparer avecd’autres valeurs, c’est ainsi le cas dans
[BMS+06] et dans [DL06]. Comme nous allons le voir par la suite, cette caractéristique est très puis-
sante et mène rapidement à des résultats d’indécidabilité.De plus, il existe de nombreuses autres
logiques permettant de caractériser des mots de données et parfois le mécanisme permettant de parler
des données est ajouté en complétant une logique temporelledéjà existante comme c’est le cas pour la
logique temporelle avec passé et l’opérateurNow (en anglais “logic with forgettable past”) introduite
dans [LMS02] dont les formules permettent entre autre de parler du passé jusqu’à un certain moment.
Dans [OW06, OW07], les auteurs étudient une autre logique temporelle linéaire, appelé logique tem-
porelle métrique (“metric temporal logic” en anglais) permettant de décrire des mots temporisés. Cette
dernière logique introduite dans [Koy90] est obtenue à partir de LTL en ajoutant des intervalles de
temps. Dans [AH94], les auteurs étendent la logique temporelle linéaire en y ajoutant le quantificateur
freezequi permet d’enregistrer dans une variable une valeur correspondant à un temps, cette variable
pouvant ensuite être utilisée dans la formule. Dans cette section, nous allons nous intéresser à deux
logiques permettant de caractériser des mots de données :

1. la logique LTL avec registres, aussi connue sous le nom de LTL avec quantificateurfreeze,

2. la logique du premier ordre sur les mots de données.

Alors que la plupart des travaux existants concernant la logique LTL avec registres et la logique
du premier ordre sur des mots de données étudient principalement des problèmes de satisfiabilité
(cf [BMS+06, DL06, DLN07]), nous étudions ici la capacité de ces logiques à spécifier des exécu-
tions d’un modèle opérationnel à savoir les systèmes à compteurs. Mais comme ces logiques peuvent
exprimer l’accessibilité d’un état de contrôle, l’indécidabilité de l’arrêt des machines de Minsky dé-
terministes permet de déduire immédiatement un résultat d’indécidabililté si nous considérons des
machines de Minsky à deux compteurs, c’est pourquoi nous allons nous restreindre à l’étude du
model-checking de ces logiques dans le cadre particulier des machines de Minsky à un compteur.

3.2.2 Automates à un compteur

Le modèle que nous considérerons sont les automates à un compteur. Un automate à un compteur est
une machine de Minsky à un compteur munie d’un état initial etd’un ensemble d’états acceptants.
Plus formellement :

Definition 3.7 (Automate à un compteur) Un automate à un compteurA est un quadruplet〈Q, {x1},
E, q0, F 〉 tel que :
– 〈Q, {x1}, E〉 est une machine de Minsky,
– qI ∈ Q est un état initial,
– F ⊆ Q est un ensemble d’états acceptants.
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Notation 3.8 Nous noterons un automate à un compteur〈Q,E, q0, F 〉 au lieu de〈Q, {x1}, E, q0, F 〉
et pour les transitions nous ne préciserons pas le compteur mais seulement les instructionsinc, dec
ou ifzero.

Nous dirons qu’un automate à un compteur est déterministe siet seulement si la machine de Minsky
sous-jacente l’est aussi. SiA = 〈Q,E, qI , F 〉 est un automate à un compteur etTS(A) = 〈Q ×
N, E,→〉 est le système de transitions associé, nous appelons exécution finie deTS(A) toute sé-
quence finieπ = (q0, n0) → (q1, n1) . . . (qf , nf ) telle que(q0, n0) = (qI , 0). De plusπ est une
exécution finie acceptante si et seulement siqf ∈ F . De la même façon, nous appelons exécution
infinie deTS(A) toute séquence infinieπ = (q0, n0) → (q1, n1) . . . telle que(q0, n0) = (qI , 0).
Nous dirons alors queπ est une exécution infinie acceptante si et seulement si elle contient des états
de contrôle acceptants deF infiniment souvent (condition d’acceptation de Büchi). Remarquons que
nous choisissons de faire démarrer les exécutions avec une valeur égale à0 pour le compteur, mais
nous pourrions tout aussi bien prendre une autre valeur et ceci sans perte de généralités.

3.2.3 La logique LTL avec registres

Nous présentons ici la logique LTL avec registres aussi connue sous le nom de logique avec quan-
tificateur freeze. Cette logique est obtenue à partir de la logique temporellelinéaire en ajoutant des
registres. Elle a été introduite dans [DLN07] et différentsproblèmes de satisfiabilité ont été étudiées
pour cette logique dans [DLN07, Laz06, DL06].

Soit Σ un alphabet fini. Les formules de la logique LTL avec registres surΣ, notée LTL↓,Σ , sont
définies par la grammaire suivante :

φ ::= a |↑r| ¬φ | φ ∧ φ | φUφ | Xφ |↓r φ

oùa ∈ Σ est une lettre de l’alphabet etr ∈ N
∗correspond à un numéro de registres. Si une occurrence

du symbole↑r est dans la portée d’un quantificateurfreeze↓r avec le même registre, on dit que cette
occurrence est liée, sinon elle est dite libre. Nous dirons qu’une formule est fermée si elle ne contient
aucune occurrence libre du symbole↑r et ceci pour chaque registrer. Étant donné un entier naturel
n ∈ N

∗, nous notons LTL↓,Σn la restriction de LTL↓,Σ aux formules dont les registres sont dans[1..n].

Nous notonsΣ<ω l’ensemble des mots finis surΣ et Σω l’ensemble des mots infinis surΣ. Les
modèles de LTL↓,Σ sont des mots de données. Un mot de données surσ est un mot surΣ<ω ou sur
Σω, notéstr(σ), associé à une relation d’équivalence∼σ sur les indices de ce mot. C’est cette relation
d’équivalence qui permet de parler des données du mot, on peut par exemple dire, comme nous le
ferons par la suite, que deux positions sont équivalentes sielles sont associées à la même donnée.
|σ| représente la longueur du mot etσ(i) la lettre à lai-ème position destr(σ) (avec0 ≤ i < |σ|).
Nous notons alorsΣ<ω(∼) l’ensemble des mots de données finis etΣ<ω(∼) l’ensemble des mots de
données infinis surΣ.

Exemple 3.9 [DL08] Un mot de données de longueur3 sur l’alphabet{a, b} peut êtreσ tel que
str(σ) = aab et les classes d’équivalence de∼σ sont{0, 2} et{1}.

Avant de donner la sémantique de LTL↓,Σ , nous introduisons une dernière notion. Nous appelons une
valuation de registresv pour un mot de donnéesσ une fonction partiellev : N

∗ → N des registres
vers les indices du motσ. Lorsquev(r) n’est pas défini pour un registrer ∈ N \ {0} (c’est-à-dire
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r 6∈ dom(v)) alors la formule↑r est interprétée comme fausse. Soientσ un mot de données dans
Σ<ω(∼) ∪ Σω(∼), i ∈ N tel que0 ≤ i < |σ| et la relation de satisfaction|= paramétrée par une
valuation de registresv est définie par induction à la positioni du mot de donnéeσ de la façon
suivante :

– σ, i |=v a si et seulement siσ(i) = a,
– σ, i |=v↑r si et seulement sir ∈ dom(v) et v(r) ∼σ i,
– σ, i |=v ¬φ si et seulement siσ, i 6|=v ¬φ,
– σ, i |=v φ ∧ φ

′ si et seulement siσ, i |=v φ etσ, i |=v φ
′ ,

– σ, i |=v Xφ si et seulement sii+ 1 < |σ| etσ, i+ 1 |=v φ,
– σ, i |=v φUφ′ si et seulement si il existej ∈ N tel quei ≤ j < |σ| etσ, j |=v φ

′ et pour toutk ∈ N

tel quei ≤ k < j, σ, k |=v φ,
– σ, i |=v ↓r φ si et seulement siσ, i |=v[r 7→i] φ où v[r 7→ i] est la valuation de registres obtenue à

partir dev en associant au registrer la valeuri.

Par la suite, nous ne noterons plus la valuation de registresv dans la relation de satisfaction|=v lorsque
nous considérerons des formule fermées de LTL↓,Σ .
Comme nous l’avons dit précédemment, dans [DL06] les auteurs ont étudié des problèmes de sa-
tisfiabilité pour la logique LTL↓,Σ . Nous rappelons certains des résultats qu’ils ont obtenus.Nous
commençons par définir deux problèmes de satisfiabilité pourLTL↓,Σ . Le problème de satisfiabilité
fini pour LTL avec registres est défini de la façon suivante :

Entrées :Un alphabet finiΣ et une formule ferméeφ de LTL↓,Σ .
Question :Existe-t-il un mot de donnéesσ dansΣ<ω(∼) tel queσ, 0 |= φ?

Le deuxième problème de satisfiabilité que nous introduisons est presque le même que celui introduit
ci-dessus excepté qu’il prend en compte des mots de données infinis. Ainsi, nous présentons lepro-
blème de satisfiabilité infinipour LTL avec registres :

Entrées :Un alphabet finiΣ et une formule ferméeφ de LTL↓,Σ .
Question :Existe-t-il un mot de donnéesσ dansΣω(∼) tel queσ, 0 |= φ?

Les résultats obtenus concernant ces deux problèmes s’expriment ainsi :

Théorème 3.10[DL06, DLN07]

1. La restriction à des formules n’ayant qu’un seul registredu problème de satisfiabilité fini pour
LTL↓ est décidable avec une complexité non primitive récursive.

2. La restriction à des formules n’ayant que deux registres du problème de satisfiabilité fini pour
LTL↓ est indécidable.

3. La restriction à des formules n’ayant qu’un seul registredu problème de satisfiabilité infini pour
LTL↓ est indécidable.

Nous voyons ainsi que la logique LTL avec registres est très expressive car les problèmes de satis-
fiabilité présentés précédemment sont indécidables sauf dans le cas particulier des mots finis avec des
formules utilisant un unique registre et même dans ce cas la complexité est très élevée.

Exemple 3.11 [DL08] Nous considérons la formuleφ deLTL↓
1 sur l’alphabet{a, b} telle que :

φ = G
(

a⇒↓1 X
(

(G(a⇒ ¬ ↑1)) ∧ (F(b∧ ↑1))
))
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Cette formule exprime qu’il n’y a pas deux positions avec una qui appartiennent à la même classe
d’équivalence et que de plus chaque lettrea est suivie par une lettreb qui appartient à la même classe
d’équivalence. Ainsi le mot donné à l’exemple 3.9 ne satisfait pas cette formule en position0.

3.2.4 La logique du premier ordre sur des mots de données

Nous présentons maintenant la logique du premier ordre sur les mots de données introduites dans
[BMS+06]. Dans cette logique du premier ordre, les variables représentent des positions de données
dans le mot, et il est également possible de tester la lettre àune position du mot et si deux positions
appartiennent à la même classe d’équivalence. SoitΣ un alphabet fini, les formules de la logique du
premier ordre sur les mots de données dansΣ, notée FOΣ(∼, <,+1) , sont définies par la grammaire
suivante :

φ ::= a(x) | x ∼ y | x < y | x = y + 1 | ¬φ | φ ∧ φ | ∃x.φ

où a ∈ Σ et x, y appartiennent à un ensemble dénombrable de variables. Par la suite, nous écri-
rons FO(∼, <,+1) lorsque nous ferons référence à la logique FOΣ(∼, <,+1) pour un alphabet non
spécifié et nous noterons FO(<,+1) la restriction de FO(∼, <,+1) aux formules n’utilisant pas de
proposition atomique de la formex ∼ y. De la même façon que pour les formules de l’arithmétique de
Presburger, nous dirons qu’une variablex est libre dans une formule de FO(∼, <,+1) si elle n’est pas
sous la portée d’un quantificateur∃. Enfin, nous dirons qu’une formule de FO(∼, <,+1) est fermée
si elle ne contient pas de variable libre.

Soit Σ un alphabet fini et VAR un ensemble dénombrable de variables dont nous nous servons dans
les formules de FOΣ(∼, <,+1) considérées. Nous allons donner la sémantique de FOΣ(∼, <,+1) ,
mais avant nous présentons une notion qui nous sera utile. Une valuation de variablesu pour un mot
de donnéesσ est une fonction partielleu : VAR → {0, . . . , |σ|−1} allant de l’ensemble des variables
vers les indices deσ. Soitσ un mot de données dansΣ<ω(∼) ∪ Σω(∼), la relation de satisfaction|=
paramétrée par une valuation de variablesu est alors définie par induction de la façon suivante :

– σ |=u a(x) si et seulement six ∈ dom(u) etσ(u(x)),
– σ |=u x ∼ y si et seulement six, y ∈ dom(u) etu(x) ∼σ u(y),
– σ |=u x < y si et seulement six, y ∈ dom(u) etu(x) < u(y),
– σ |=u x = y + 1 si et seulement six, y ∈ dom(u) etu(x) = u(y) + 1,
– σ |=u ¬φ si et seulement siσ 6|=u φ,
– σ |=u φ ∧ φ

′ si et seulement siσ |=u φ etσ |=u φ
′,

– σ |=u ∃x.φ si et seulement si il existei ∈ N tel que0 ≤ i < |σ| etσ |=u[x 7→i] oùu[x 7→ i] est la
valuation de variables obtenue à partir deu en associant à la variablex la valeuri.

Comme pour LTL↓ , nous ne noterons plus la valuation de variablesu dans la relation de satisfaction
|=u lorsque nous considérerons des formules fermées de FO(∼, <,+1) .

Dans [BMS+06], les auteurs ont également étudié les problèmes de satisfiabilité pour cette logique du
premier ordre. De la même façon que pour la logique LTL avec registres, nous faisons la distinction
entre le problème de satisfiabilité fini et le problème de satisfiabilité infini. Leproblème de satisfiabi-
lité fini pour FO(∼, <,+1) est défini ainsi :

Entrées :Un alphabet finiΣ et une formule ferméeφ de FOΣ(∼, <,+1) .
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Question :Existe-t-il un mot de donnéesσ dansΣ<ω(∼) tel queσ |= φ?

Quant auproblème de satisfiabilité infini, il s’agit du même problème en considérant des mots de
données infinis :

Entrées :Un alphabet finiΣ et une formule ferméeφ de FOΣ(∼, <,+1) .
Question :Existe-t-il un mot de donnéesσ dansΣω(∼) tel queσ |= φ ?

Les résultats obtenus concernant ces deux problèmes peuvent alors être exprimés ainsi :

Théorème 3.12[BMS+06]

1. Les problèmes de satisfiabilité fini et infini pour des formules deFO(∼, <,+1) utilisant au plus
2 variables sont décidables.

2. Les problèmes de satisfiabilité fini et infini pour des formules deFO(∼, <,+1) utilisant 3 va-
riables sont indécidables.

Ainsi la logique du premier ordre sur les mots de données est elle aussi, tout comme la logique
LTL avec registres, très puissante. Par la suite, nous noterons FO2(∼, <,+1) la logique obtenue en
restreignant FO(∼, <,+1) aux formules utilisant au plus deux variables.

Exemple 3.13 [BMS+06] Dans cet exemple, nous montrons comment exprimer avec une formule de
la logique sur les mots de données qu’un mot contient le même nombre dea que deb. Nous considérons
l’alphabet à deux lettres{a, b}. Nous construisons une formuleφ deFO{a,b}(∼, <,+1) de sorte que
tout mot de donnée finiσ, satisfiantφ sera tel que le motstr(σ) aura le même nombre dea et deb.

– La formuleφa dit qu’il n’existe pas deux positions avec la lettrea appartenant à la même classe
d’équivalence :

φa = ∀x.∀y.
(

x 6= y ∧ a(x) ∧ a(y)
)

⇒ x 6∼ y

De la même façon, nous définissonsφb.
– La formuleφa,b dit que chaque classe contenant une position avec una contient également une

position avec unb :
φa,b = ∀x.∃y.

(

a(x)⇒ (b(y) ∧ x ∼ y)
)

De la même façon, nous construisonsφb,a.

Ainsi, la formuleφ désirée est égale àφa ∧ φb ∧ φa,b ∧ φb,a.

De la même façon qu’il existe une traduction de la logique linéaire temporelle LTL vers la logique du
premier ordre, nous pouvons établir le résultat qui suit :

Proposition 3.14 SoientΣ un alphabet fini etn ∈ N
∗. Étant donnée une formule ferméeφ deLTL↓,Σ

n ,
il existe une formuleψ deFOΣ(∼, <,+1) qui peut être calculée en temps linéaire dans la taille deφ
et telle que :

(i) ψ utilise au plusn+ 3 variables, et,

(ii) ψ a une unique variable libre (disonsy0 par exemple), et,

(iii) pour tout mot de donnéesσ, toute valuation de registresv et tout entieri ∈ N, σ, i |=v φ si
et seulement siσ |=u ψ où u est telle que pour tout registrer ∈ [1..n], il y a une variable
correspondantexr vérifiantv(r) = u(xr) et de plusi = u(y0).
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Preuve : Nous construisons une fonction de traductionT qui prend comme arguments une formule
de LTL↓,Σn et une variable, et qui construit une formule de FOΣ(∼, <,+1) . Intuitivement la va-
riable donnée en argument sert à indiquer la position courante. Nous nous servons donc des variables
x1, . . . , xn pour caractériser les registres et en plus de trois variables auxiliairesy0, y1 et y2. Dans la
suite, nous écrironsy pour caractériser indifféremmenty0, y1 ou y2 et yi+1 sera un raccourci pour
y(i+1)mod(3), de mêmeyi+2 sera un raccourci poury(i+2)mod(3). T est alors définie par induction de
la façon suivante :

– T (a, y) = a(y) (aveca ∈ Σ),
– T (↑r, y) = y ∼ xr ,
– T (¬φ, y) = ¬T (φ, y),
– T (φ ∧ φ′, y) = T (φ, y) ∧ T (φ′, y),
– T (Xφ, yi) = ∃yi+1.yi+1 = yi + 1 ∧ T (φ, yi+1),
– T (φUφ′, yi) = ∃yi+1.yi ≤ yi+1 ∧ T (φ′, yi+1) ∧ ∀yi+2.yi ≤ yi+2 < yi+1 ⇒ T (φ, yi+2),
– T (↓r φ, y) = ∃xr.y = xr ∧ T (φ, y).

Par construction siφ est une formule de LTL↓,Σn et y1 est une variable choisie pour représenter
la position courante dans le mot, alors la formuleT (φ, y0) vérifie les3 conditions énoncées par la
proposition. Notons que pour le premier point, nous nous servons pleinement du fait que nous pouvons
recycler les variables. Plus de détails sur le recyclage de variables sont disponibles dans [Gab81].�

3.2.5 Différents problèmes de model-checking

Comme nous l’avons vu précédemment, les principaux problèmes étudiés pour la logique LTL avec
registres et la logique du premier ordre sur les mots de données sont des problèmes de satisfiabilité.
Nous présentons dans cette section les problèmes qui vont plus particulièrement nous intéresser par
la suite. Il s’agit de voir si il est possible de résoudre des problèmes de model-checking de formules
appartenant à ces deux logiques sur des automates à un compteur. Il est à noter que les automates à un
compteur sont des systèmes à compteurs très simples pour lesquels de nombreux problèmes sont dé-
cidables (cf. théorème 1.43), mais d’un autre côté les logiques présentées permettent de spécifier des
propriétés assez riches et la plupart des problèmes de satisfiabilité sont indécidables pour ces logiques.

Avant de définir les différents problèmes de model-checking, nous explicitons comment un automate
à un compteur peut générer un mot de données, car les logiquesconsidérées permettent d’exprimer
des propriétés sur des mots de données. SoitA = 〈Q,E, qI , F 〉 un automate à un compteur. Une
exécution acceptante finie (respectivement infinie) deTS(A) peut-être vue comme un mot de données
fini (respectivement infini) sur l’alphabet finiQ des états de contrôle. Soitπ une exécution finie ou
infinie deTS(A), pour touti ∈ N tel quei < |π|, nous notons(qi, ni) ∈ Q×N la i-ème configuration
deπ. Nous définissons la relation d’équivalence∼π de la façon suivante, pour touti, j ∈ N telle que
i < |π| et j < |π|, nous avonsi ∼π j si et seulement sini = nj, c’est-à-dire si et seulement si les
valeurs de compteurs à la positioni et à la positionj sont égales. Le mot de donnéesπ est donc tel
questr(π) = q0q1 . . . et est associé à la relation∼π.

3.2.5.1 Problèmes de model-checking pourLTL avec registres

Le problème de model-checking fini existentiel deLTL avec registres sur des automates à un comp-
teur, noté MC(LTL)<ω , est défini ainsi :
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Entrées :Un automate à un compteurA = 〈Q,E, qI , F 〉 et une formule ferméeφ de LTL↓,Q .
Question :Existe-t-il une exécution finie acceptanteπ deTS(A) telle queπ, 0 |= φ?

Dans le cas d’une réponse positive à la question, nous écrironsA |=<ω φ. De la même façon, nous
définissons leproblème de model-checking infini existentiel deLTL avec registres sur des automates
à un compteur, noté MC(LTL)ω :

Entrées :Un automate à un compteurA = 〈Q,E, qI , F 〉 et une formule ferméeφ de LTL↓,Q .
Question :Existe-t-il une exécution infinie acceptanteπ deTS(A) telle queπ, 0 |= φ?

Dans le cas d’une réponse positive à la question, nous noteronsA |=ω φ. Remarquons que ces deux
problèmes de model-checking peuvent être vus comme des variantes de problèmes de satisfiabilité
pour lesquels les mots de données satisfaisant les formulesappartiennent à la classe des mots de
données obtenus à partir d’exécutions acceptantes d’automates à un compteur. Notons de plus, que
nous aurions pu définir ces problèmes de model-checking sousforme universelle en exigeant que
toutes les exécutions acceptantes, et non plus une seule, satisfassent la formule donnée, le cas universel
se réduisant au cas existentiel et réciproquement. De plus,pour α ∈ {ω,< ω} et n ∈ N

∗, nous
notons MC(LTL)αn la restriction de MC(LTL)α aux formules dans LTL↓,Qn , c’est-à-dire aux formules
utilisant au plusn registres. De plus, il peut être intéressant de pouvoir spécifier uniquement les valeurs
prises par le compteur, les états de contrôle étant vus commedes informations internes du système.
Nous appelons PureMC(LTL)α

n la restriction de MC(LTL)αn aux formule dans LTL↓,∅n , c’est-à-dire
aux formules dont les propositions atomiques sont uniquement de la forme↑r.

3.2.5.2 Problèmes de model-checking pour la logique du premier ordre sur les mots de donées

De la méme façon, nous définissons les problèmes de model-checking dans le cas de la logique du
premier ordre sur les mots de données. Tout d’abord leproblème de model-checking fini existentiel de
FO(∼, <,+1) sur des automates à un compteur, noté MC(FO)<ω :

Entrées :Un automate à un compteurA = 〈Q,E, qI , F 〉 et une formule ferméeφ de FOQ(∼, <,+1) .
Question :Existe-t-il une exécution finie acceptanteπ deTS(A) telle queπ |= φ?

Comme nous le faisons dans le cas de la logique LTL avec registres, dans le cas d’une réponse po-
sitive à cette question, nous écrironsA |=<ω φ. La version “infinie” de ce problème, c’est-à-dire le
problème de model-checking infini existentiel deFO(∼, <,+1) sur des automates à un compteur, noté
MC(FO)ω , est quant à elle donnée par :

Entrées :Un automate à un compteurA = 〈Q,E, qI , F 〉 et une formule ferméeφ de FOQ(∼, <,+1) .
Question :Existe-t-il une exécution infinie acceptanteπ deTS(A) telle queπ |= φ?

Nous noteronsA |=ω φ dans le cas d’une réponse positive au problème. Comme nous l’avons fait pour
la logique LTL avec registres, nous définissons quelques restrictions de ces problèmes. Ainsi, pour
α ∈ {< ω,ω} et n ∈ N

∗, MC(FO)αn représente la restriction du problème MC(FO)α aux formules
utilisant au plusn variables et PureMC(FO)α

n est le problème obtenu à partir de MC(FO)α
n pour lequel

les formules de FOQ(∼, <,+1) considérées n’utilisent pas de proposition atomique de laformeq(x)
(avecq ∈ Q).
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3.2.5.3 Model-checking de la logique du premier ordre sur des chemins infinis périodiques

Nous présentons un dernier problème de model-checking ici qui nous servira par la suite. Il s’agit du
problème de model-checking pour un chemin infini périodiqueintroduit dans [MS03] et qui s’énonce
de la façon suivante :

Entrées :Un alphabet finiΣ, deux mots finiss et t dansΣ∗ et une formule ferméeφ de FOΣ(<,+1) .
Question :Est-ce ques.tω |= φ?

Pars.tω, nous notons le mot infini qui a cette formes.t.t.t . . .. Ce problème ne fait pas intervenir de
mots de données mais seulement des mots infinis. Il s’avère que ce problème est décidable, comme
nous l’indique le résultat suivant :

Théorème 3.15[MS03] Le problème de model-checking pour un chemin infini périodique est dans
PSPACE.

D’après [MS03], nous savons même qu’étant donnés un alphabet fini Σ, deux motss, t ∈ Σ∗ et une
formule ferméeφ de FOΣ(<,+1) , décider sis.tω |= φ peut être fait en espaceO

(

(|s|+ |t|)× |φ|2
)

.

3.2.5.4 Lemmes de purification

Nous montrons maintenant que pour les problèmes de model-checking présentés précédemment il est
possible de ne pas considérer les propositions atomiques parlant des états de contrôle en réduisant les
problèmes de model-checking à leur version “pure”.

Lemme 3.16 SoientA = 〈Q,E, qI , F 〉 un automate à un compteur,n ∈ N
∗ et φ une formule de

LTL↓,Q
n . Il est possible de calculer en espace logarithmique en|A|+ |φ| un automate à un compteur

AP et une formuleφP deLTL↓,∅
Max(n,1) tels que :

– A |=<ω φ si et seulement siAP |=
<ω φP , et,

– A |=ω φ si et seulement siAP |=
ω φP .

De plus, siA est déterministeAP l’est aussi.

Preuve : L’idée principale de la preuve consiste à identifier les états de contrôle de l’automate
A avec des motifs caractérisables par la logique LTL avec registres. SoitA = 〈Q,E, qI , F 〉 un
automate à un compteur avecQ = {q1, . . . , qm}. Nous construisons un automate à un compteur
AP = 〈QP , EP , qI , FP 〉. Nous posonsQp = Q ⊎Q′ avec :

Q′ = {q1i , q
2
i , q

3
i , q

4
i , q

5
i , qi,F | i ∈ [1..m]}

∪{q′i,j, qi,j | i ∈ [1..m] et j ∈ [1..m+ 1] et j 6= i}

∪{q0i,i, q
1
i,i, qi,i, q

2
i,i | i ∈ [1..m]}

La figure 3.1 nous montre ensuite la séquence de transitions deEP qui est associée à chaque étatqi
deQ, nous avons de plus(qi, δ, qj) ∈ E aveci, j ∈ [1..n] et a ∈ {inc,dec, ifzero} si et seulement
si (qi,F , a, qj) ∈ EP . La séquence associée à chaqueqi est une séquence dem + 2 “pics”, et parmi
ces pics le premier est l’unique de hauteur3 et le i + 1-ème est l’unique pic de hauteur2, tous
les autres étant de hauteur1. Remarquons que cette séquence est de longueur fixe et qu’elle comporte
exactement9+2(m+1) états de contrôle. Nous supposons de plus que l’ensemble desétats acceptants
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FP = {qi,F | i ∈ [1..m] et qi ∈ F}. Afin de détecter le premier “pic” de hauteur3 (c’est-à-dire celui

réalisant trois incréments), nous construisons les formules de LTL↓,∅1 suivantes :

– φ¬3/7 qui exprime le fait que “parmi les7 prochaines valeurs de compteurs (en incluant la valeur
courante), il n’y a pas3 valeurs qui sont égales”, et,

– φ0∼6 qui exprime le fait que “la valeur courante du compteur est égale à la valeur du compteur à la
6-ème position suivante”

Formellement ces deux formules s’écrivent ainsi :

φ¬3/7 = ¬
(

↓1
(
∨

i,j∈[1..6]∧i6=j(X
i ↑1 ∧X

j ↑1)
)

∨X ↓1
(
∨

i,j∈[1..5]∧i6=j(X
i ↑1 ∧Xj ↑1)

)

∨X2 ↓1
(
∨

i,j∈[1..4]∧i6=j(X
i ↑1 ∧X

j ↑1)
)

∨X3 ↓1
(
∨

i,j∈[1..3]∧i6=j(X
i ↑1 ∧X

j ↑1)
)

∨X4 ↓1
(
∨

i,j∈[1..2]∧i6=j(X
i ↑1 ∧X

j ↑1)
))

φ0∼6 = ↓1 (X6 ↑1)

Nous notonsLOC la formule égale àφ¬3/7∧φ0∼6. Soientπ une exécution deTS(AP ) et j un entier
tel que0 ≤ j ≤ |π| − 8− 2(m+1), nous montrons queπ, j |= LOC si et seulement siπ(j) = (q, v)
avecq ∈ Q. Par construction, siπ(j) = (q, v) avecq ∈ Q alorsπ, j |= LOC en effet, dans le
premier pic de hauteur3 qui contient7 états, on est sûr de ne jamais rencontrer3 fois la même valeur
de compteur et de plus la valeur de compteurs6 “coups” plus loin est bien égale à la valeur courante.
Il nous faut maintenant montrer que siπ, j |= LOC alorsπ(j) = (q, v) avecq ∈ Q. Supposons que
π(j) = (q, v) et queπ, j |= LOC. Nous procédons par une étude de cas :

1. siq est égal àq2i aveci ∈ [2..m], on aπ, j 6|= φ0∼6,

2. siq est égal àq21 , on aπ, j 6|= φ¬3/7, en effet la valeur de compteur enq21, celle enq41 et celle en
q1,1 sont égales,

3. siq est égal àq3i aveci ∈ [1..m], on aπ, j 6|= φ0∼6,

4. siq est égal àq4i aveci ∈ [1..m] \ {2}, on aπ, j 6|= φ0∼6,

5. siq est égal àq42, on aπ, j 6|= φ¬3/7, en effet la valeur de compteur enq52 , celle enq2,1 et celle
enq12,2 sont égales,

6. siq est égal àqi,i aveci ∈ [1..m − 1], on aπ, j 6|= φ0∼6,

7. si q est égal àqm,m, on aπ, j 6|= φ¬3/7 ∧ φ0∼6, en effet siπ, j |= φ0∼6, cela signifie qu’il y a
nécessairement une transition(qi,F , inc, qk) qui est franchie, ainsi la valeur enq1k , c’est-à-dire
“6” coups plus loin, est la même que celle enqm,m mais dans ce cas la valeurs enq2m,m, celle
enqm,m+1 et celle enqk sont égales, et doncπ, j 6|= φ¬3/7,

8. siq est égal àq1i aveci ∈ [1..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq1i , celle
enq5i et celle enqi,1 sont égales,

9. siq est égal àq5i aveci ∈ [1..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq5i , celle
enqi,1 et celle enqi,2 sont égales,

10. siq est égal àq0i,i aveci ∈ [1..m− 1], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq0i,1,
celle enq′i,i+1 et celle enq′i,i+2 sont égales,

11. siq est égal àq0m,m, on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq0m,m, celle enq′m,m+1

et celle enqi,F sont égales,
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12. siq est égal àq1i,i aveci ∈ [1..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq1i,i,
celle enq3i,i et celle enqi,i+1 sont égales,

13. siq est égal àq2i,i aveci ∈ [1..m− 1], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq2i,i,
celle enqi,i+1 et celle enqi,i+2 sont égales,

14. siq est égal àq2m,m, on aπ, j 6|= φ¬3/7 ∧ φ0∼6 ; en effet siπ, j |= φ0∼6 comme la valeur de
compteur enq2m,m et celle enqm,m+1 sont égales, si celle6 “coups” plus loin est aussi égale, on
aπ, j 6|= φ¬3/7,

15. si q est égal àqi,k aveci ∈ [1..m] et k ∈ [1..m − 1] et soit |(i − k)| > 2 soit k > i, on a
π, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enqi,k, celle enqi,k+1 et celle enqi,k+2 sont alors
égales,

16. siq est égal àqi,i−1 aveci ∈ [2..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enqi,i−1,
celle enq1i,i et celle enq2i,i sont alors égales,

17. siq est égal àqi,i−2 aveci ∈ [3..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enqi,i−2,
celle enqi,i−1 et celle enq1i,i sont alors égales,

18. siq est égal àqi,m aveci ∈ [1..m − 1], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ∧ φ0∼6 ; en effet siπ, j |= φ0∼6

comme la valeur de compteur enqi,m et celle enqi,m+1 sont égales, si celle6 “coups” plus loin
est aussi égale, on aπ, j 6|= φ¬3/7,

19. siq est égal àqi,m+1 aveci ∈ [1..m], π, j 6|= φ¬3/7∧φ0∼6 ; en effet siπ, j |= φ0∼6, cela signifie
que il y a nécessairement une transition(qi,F ,dec, qk) qui est franchie, ainsi la valeur enq4k ,
c’est-à-dire “6” coups plus loin est la même que celle enqi,m+1 mais aussi la même que enq2k,
et doncπ, j 6|= φ¬3/7,

20. si q est égal àq′i,k aveci ∈ [1..m] et k ∈ [1..m − 1] et soit |(i − k)| > 2 soit k > i, on
a π, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur du compteur enq′i,k, celle enq′i,k+1 et celle enq′i,k+2 sont
égales,

21. siq est égal àq′i,i−1 aveci ∈ [2..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq′i,i−1,
celle enq0i,i et celle enq′i,i+1 sont alors égales,

22. siq est égal àq′i,i−2 aveci ∈ [3..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur de compteur enq′i,i−2,
celle enq′i,i−1 et celle enq0i,i sont alors égales,

23. siq est égal àq′i,m aveci ∈ [1..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ; en effet la valeur du compteur enq′i,m,
celle enq′i,,+1 et celle enq′i,F sont égales,

24. siq est égal àq′i,m+1 aveci ∈ [1..m − 1], on aπ, j 6|= φ0∼6 ; en effet siπ, j |= φ0∼6, la valeur
“6” coups plus loin est atteinte enq3k pour k ∈ [1..m] et ne peut pas être égale à la valeur en
q′i,m+1 quelle que soit la forme de la transition entreqi,F et qk,

25. siq est égal àqi,F aveci ∈ [1..m], on aπ, j 6|= φ¬3/7 ∧ φ0∼6 ; en effet siπ, j |= φ0∼6, cela
signifie qu’il y a nécessairement une transition(qi,F ,dec, qk) qui est franchie, ainsi la valeur en
q5k , c’est-à-dire “6” coups plus loin, est la même que celle enqi,F mais aussi la même qu’enq1k,
et doncπ, j 6|= φ¬3/7.

Cette étude de cas nous montre que nécessairement nous avonsq ∈ Q. Nous posons ensuite pour tout
i ∈ [1..m], φi = X6+2(i−1) ↓1 X

2¬ ↑1. On peut alors vérifier que dans une exécution deAP , la formule
LOC ∧ φi est vraie si et seulement si l’état de contrôle courant estqi, ceci pour touti ∈ [1..m].
Soit φ une formule de LTL↓,Qn , nous construisons maintenant la formuleφP qui est égale àT (φ)

où T est un opérateur prenant en entrée une formule de LTL↓,Q
n et retournant une formule dans
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qi

q1i

q2i

q3i

q4i

q5i

q′i,1

qi,1

q′i,2

qi,2

q′i,3 . . . . . . . . . q0i,i

q1i,i

qi,i

q2i,i

q′i,i+1

qi,i+1

. . . . . . . . . q′i,m+1

qi,m+1

qi,F

inc

dec

FIGURE 3.1 – Encoderqi avec un motif caractéristique de longueur9 + 2(m+ 1)

LTL↓,∅
Max(n,1) définie par induction comme précisé maintenant :

– T (qi) = φi pour touti ∈ [1..m],
– T (↑r) =↑r,
– T (¬φ) = ¬T (φ),
– T (φ ∧ φ′) = T (φ) ∧ T (φ′),
– T (Xφ) = X9+2(m+1)T (φ),
– T (φUφ′) =

(

LOC ⇒ T (φ)
)

U
(

LOC ∧ T (φ′)
)

,
– T (↓r φ) =↓r T (φ).

Nous remarquons queφ et φP utilisent le même nombre de registres, sauf dans le cas oùφ n’utilise
aucun registre. Pour chaque exécution acceptante dansA, il existe une exécution acceptante dansAP ,
et réciproquement pour chaque exécution acceptante dansAP , il existe une exécution acceptante dans
A, et de plus pour chacune des ces deux exécutions, les valeursdu compteur pour les configurations
ayant un état de contrôle dansQ correspondent. Ceci nous permet de déduire le résultat énoncé. �

En utilisant une preuve similaire à celle que nous venons de présenter, nous avons le résultat suivant
pour la logique du premier ordre sur les mots de données :

Lemme 3.17 SoientA = 〈Q,E, qI , F 〉 un automate à un compteur,n ∈ N
∗ et φ une formule de

FOQ(∼, <,+1) avecn variables. Il est possible de calculer en espace logarithmique en|A|+ |φ| un
automate à un compteurAP et une formuleφP dansFO∅(∼, <,+1) avecn+ 2 variables tels que :

– A |=<ω φ si et seulement siAP |=
<ω φP , et,

– A |=ω φ si et seulement siAP |=
ω φP .

De plus, siA est déterministeAP l’est aussi.

Nous utilisons icin + 2 variables car pour transformer la formuleLOC de la preuve précédente en
une formule de FO∅(∼, <,+1) , nous avons besoin d’écrire des formules de la formex = y + k. En
effet, la traduction des formules de la formex = y + 1 donnex = y + 9 + 2(m + 1) (identique au
casXφ). Or pour encoderx = y + k pour une constantek, il faut utiliser 2 variables auxiliaires. Par
exemple, voilà une façon d’encoder la formulex = y + 4 avec2 variables auxiliaires :

∃y2.x = y2 + 1 ∧ (∃y1.y2 = y1 + 1 ∧ (∃y2.y1 = y2 + 1 ∧ y2 = y + 1))

Nous nous servons ici du fait que l’on puisse recycler les variablesy1 et y2.
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3.2.6 Model-checking d’automates à un compteur déterministes

Nous nous intéressons ici aux problèmes de model-checing présentés précédemment dans le cas par-
ticulier où l’automate à un compteur considéré est déterministe.

3.2.6.1 Un problème PSPACE-difficile

Dans un premier temps, nous allons montrer que le problème demodel-checking de formules de la
logique LTL avec registres sur des automates déterministesà un compteur est un problème PSPACE-
difficile. Pour prouver ce résultat, nous proposons une réduction à partir du problème QBF (“Quan-
tified Boolean Formula”) qui est un problème connu pour être PSPACE-complet. Nous avons ainsi la
proposition suivante :

Proposition 3.18 Les problèmesPureMC(LTL)<ω etPureMC(LTL)ω restreints à des automates à un
compteur déterministes sont des problèmesPSPACE-difficiles.

Preuve : Nous considérons le problème suivant, qui est une instance de QBF . Soitψ une formule
de la logique propositionnelle égale à :

ψ = ∀p1.∃p2. . . . .∀p2N−1.∃p2N .Ψ(p1, . . . , p2N )

oùN ∈ N
∗, p1, p2, . . . , p2N sont des variables propositionnelles etΨ(p1, . . . , p2N ) est une formule

de la logique propositionnelle sans quantificateur dont lesvariables libres sontp1, p2, . . . , p2N . Le
problème de satisfiabilité étudié consiste à savoir si la formuleψ est satisfaite (ce qui équivalent à
savoir si elle est valide, ie égale àV rai, car elle n’a pas de variable libre). Ce problème est connu
comme étant PSPACE-complet.
Nous considérons l’automate déterministeA à un compteur dessiné ci-dessous.

q0 q1

inc

dec

q0 étant l’état initial et l’unique état acceptant deA. Notons que nous n’avons pas représenté la tran-
sition étiqueté parifzero partant deq1 car dans les exécutions deTS(A), cette transition n’est jamais
franchie. Cet automate génère une suite de valeurs de compteurs de la forme(01)ω . De façon, à faci-
liter la présentation, dans cette preuve, nous enregistrons dans les registres d’une formule de LTL↓ ,
non plus la position mais la valeur du compteur associé à cette position. Nous construisons alors
une formuleφ de LTL↓,∅2N+1 à partir des formulesφ1, . . . , φ2N+1 décrites ci-après de telle sorte que
φ =↓2N+1 φ1. Nous définissons ainsi :

– φ2N+1 = Ψ[pi ← (↑i⇔↑2N+1)] qui est la formule obtenue à partir deΨ(p1, . . . , p2N+1) en sub-
stituant pour chaquei ∈ [1..2N + 1], la variable propositionnellepi par la formule↑i⇔↑2N+1,

– pour chaquei ∈ [1..N ], φ2i = F(↓2i φ2i+1) etφ2i−1 = G(↓2i−1 φ2i).

Nous allons prouver queψ est satisfiable si et seulement siA |=ω ψ.
Pour chaquei ∈ 0, 2, 4, 6, . . . , 2N , nous notonsψi la sous-formule deψ égale à :

ψi = ∀pi+1.∃pi+2. . . . .∀p2N−1.∃p2N .Ψ(p1, . . . , p2N )
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De la même façon, pour chaquei ∈ {1, 3, 5, . . . , 2N − 1}, nous définissons

ψi = ∃pi+1.∀pi+2. . . . .∀p2N−1.∃p2N .Ψ(p1, . . . , p2N )

Remarquons queψ0 est précisément la formuleψ et que pour chaquei ∈ [0..2N ], les variables
libres deψi sont les variables propositionnellesp1, . . . , pi. Pour touti ∈ [1..2N ], pour toute valua-
tion ui : {p1, . . . , pi} → {true, false} qui à chaque variable propositionnelle dans{p1, . . . , pi}
associe une valeur booléenne, nous construisons une valuation de registresvi telle quedom(vi) =
{1, . . . , i, 2N + 1} et vi(2N + 1) = 0 et telle que pour toutj ∈ [1..i], ui(pj) = true si et seulement
si vi(j) = 0. Nous montrons que pour touti ∈ [0..2N ], ui : {p1, . . . , pi} → {true, false} vérifie
ui |= ψi si et seulement si pour toutk ∈ N, πω

A, k |=vi
φi+1 (où πω

A est l’unique exécution infinie
acceptante deTS(A)). Nous montrons cela par induction suri.

Tout d’abord sii = 2N , nous avonsψ2N = Ψ(p1, . . . , pn). Soitu2N une valuation pour les variables
{p1, . . . , pi}, et pour toutj ∈ [1..2N ], nous avonsv2N (j) = 0 si et seulement siu2N (j) = true, et
commev(2N + 1) = 0, nous en déduisons queπω

A, k |=v2N
↑j⇔↑2N+1 si et seulement siu2n(j) =

true. Commeφ2N+1 = Ψ[pi ← (↑i⇔↑2N+1)], on en déduit queu |= Ψ(p1, . . . , p2N ) si et seulement
si pour toutk ∈ N, πω

A, k |=v2N
φ2N+1.

Soit i ∈ [0..(2N − 1)] et supposons que la propriété est vraie pouri + 1. Nous distinguons le cas où
i est pair et la cas oùi est impair. Sii est pair, nous avonsψi = ∀pi+1ψi+1 etφi+1 = G(↓i+1 φi+2).
Soitui une valuation pour les variables{p1, . . . , pi}, et pour toutj ∈ [1..i], nous avonsvi(j) = 0 si et
seulement siui(j) = true. Tout d’abord supposons queui |= ∀pi+1ψi+1, alors pour toute valuation
de registresui+1 sur les variables{p1, . . . , pi, pi+i} telle que pour toutj ∈ [1..i], ui+1(pj) = ui(pj),
nous avonsui+1 |= ψi+1. En utilisant l’hypothèse d’induction, on en déduit que pour tout k ∈ N,
πω
A, k |=vi+1 φi+2 pour toute valuation de registresvi+1 telle que pour toutj ∈ [1..i], vi+1(j) = 0

si et seulement siui+1(pj) = true, ie si et seulement siui(pj) = true. Par conséquent, on déduit
que nécessairement, pour toutk ∈ N, πω

A, k |=vi
G(↓i=1 φi+2), puisque la formule sera satisfaite peu

importe si l’on enregistre un0 ou 1 dans le registrei + 1. De la même façon, si pour toutk ∈ N,
πω
A, k |=vi

G(↓i=1 φi+2), nous avonsui |= ∀pi+1ψi+1. Le cas oùi est pair se prouve exactement de
manière identique.

Ceci nous permet de déduire queψ est satisfiable si et seulement siA |=ω φ, car la valeur mise dans
le 2N + 1 registre est bien0, étant donné qu’il s’agit de la première valeur de l’exécution. Comme la
construction deφ est réalisée en espace logarithmique en fonction de|ψ|, nous obtenons alors que le
problème PureMC(LTL)ω restreint à des automates à un compteur déterministes est PSPACE-difficile.

Cette preuve ne fonctionne plus dans le cas fini, car l’opérateurG pourrait nous amener dans la dernière
position de l’exécution finie, et après il ne serait plus possible d’avoir le choix entre différentes valeurs
de compteurs pour le quantificateur existentiel. Pour prouver ce résultat dans le cas fini, c’est-à-dire
pour PureMC(LTL)<ω, il convient d’utiliser un autre automate à un compteur déterministe avec4N+
1 états de contrôle de telle façon que la suite de valeurs générée soit égale à(01)2N0 et ensuite
on complète les formulesφi en utilisant l’opérateurX. On considère ainsi le nouvel automate à un
compteur déterministeA suivant :
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q1

q′1inc

q2
dec

q′2inc

q3
dec . . . . . . . . . q2N

q′2Ninc

qF
dec

Nous construisons une nouvelle formuleφ de LTL↓,∅2N+1 à partir des formulesφ1, . . . , φ2N+1 décrites
ci-après de telle sorte queφ =↓2N+1 φ1. Nous définissons ainsi :

– φ2N+1 = Ψ[pi ← (↑i⇔↑2N+1)] qui est la formule obtenue à partir deΨ(p1, . . . , p2N+1) en sub-
stituant pour chaquei ∈ [1..2N + 1], la variable propositionnellepi par la formule↑i⇔↑2N+1,

– pour chaquei ∈ [1..N ], nous définissons ensuiteφ2i = F((X4N−4i+2true)∧ ↓2i φ2i+1) etφ2i−1 =
G((X4N−4i+4true)⇒↓2i−1 φ2i).

Grâce à une preuve par induction similaire à celle que nous avons faite pour le cas infini, nous obte-
nons là aussi le résultat stipulant queA |=<ω φ si et seulement si la formuleψ est satisfiable. �

Une chose que nous pouvons remarquer dans la réduction de QBFque nous proposons est qu’elle
utilise un nombre non borné de registres, et donc nous n’avons pas la PSPACE-dureté dans le cas où
les formules ont un nombre borné de registres.

En utilisant le résultat de la proposition 3.14 qui nous dit que nous pouvons transformer en temps
linéaire toute formule de LTL↓,∅ en une formule de FO∅(∼, <,+1) , nous déduisons le corollaire
suivant :

Corollaire 3.19 Les problèmesPureMC(FO)<ω et PureMC(FO)ω restreints à des automates à un
compteur déterministes sont des problèmesPSPACE-difficiles.

3.2.6.2 Propriétés des exécutions pour les automates à un compteur déterministes

Chaque automate à un compteur déterministeA = 〈Q,E, qI , F 〉 a au plus une exécution infinie qui
peut passer par un nombre infini de valeurs de compteurs. Si cette exécution infinie n’est pas accep-
tante, c’est-à-dire si cette exécution ne passe pas infiniment souvent par un état de contrôle acceptant,
alors pour aucune formuleφ de LTL↓,Q ou de FOQ(∼, <,+1) , nous avonsA |=ω φ. Nous allons
montrer par la suite que nous pouvons décider en temps polynomial siA a des exécutions acceptantes
finies ou infinies, et nous verrons aussi que l’unique exécution infinie deA vérifie certaines propriétés
de régularité.

SoitA = 〈Q,E, qI , F 〉 un automate à un compteur déterministe. Soitπω
A l’unique exécution infinie de

TS(A) (si elle existe). Nous supposons queπω
A peut être représentée par la séquence de configurations

suivante :

(q0, n0) (q1, n1) (q2, n2) . . .

Nous allons voir queπω
A vérifient certaines conditions particulières dont nous nous servirons pour

résoudre les différents problèmes de model-checking.
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Tout d’abord, nous donnons un résultat caractérisant l’ensemble des positions de l’exécution pour
lesquelles un test à0 a été réalisé, c’est-à-dire les positions à partir desquelles une transition éti-
quetée parifzero a été franchie . Nous notonsZERO(A) cet ensemble. Par convention0 appartient
à ZERO(A) car nous imposons aux exécutions deTS(A) de commencer avec la valeur0, ainsi
ZERO(A) = {0} ∪ {i > 0 | ni = ni+1 = 0}. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 3.20 Soienti, j ∈ N tels quei < j et i, j ∈ ZERO(A). Si il n’existe pas dek ∈ ZERO(A)
tel quei < k < j alors (j − i) ≤ |Q|2.

Preuve : La preuve repose sur le fait que la valeur du compteur ne peut pas aller au-dessus de|Q|
entre deux positions consécutives pour lesquelles un test à0 est réalisé avec succès. D’abord, nous ob-
servons qu’il n’y a pas dek′ ∈ N tel quei < k < k′ < j etqk = qk′ etnk = nk′ . En effet, si cela était
le cas, comme il n’y a pas de test à zéro réalisé dans la séquence (qi+1, ni+1) . . . (qk, nk) . . . (qk′ , nk′),
nous pourrions construire une exécution infinie répétant infiniment souvent la méme suite d’états de
contrôle que celle entreqk et qk′ et qui ne réaliserait jamais de tests à zéro (ceci carnk ≤ nk′) ;
or cela est une contradiction avec le fait queA est déterministe et avec l’existence de la configura-
tion (qj , nj) à partir de laquelle un test à zéro est réalisé. Nous en déduisons que si il existek′ ∈ N

tel que i < k < k′ < j et qk = qk′ alors nécessairementnk′ < nk. Nous supposons mainte-
nant qu’il existek ∈ N tel quei < k < j et |Q| ≤ nk. Alors nous pouvons extraire une sous-
suite (qi0, ni0) . . . (qis , nis) de (qi, ni) . . . (qk, nk) telle quei0 = i, is = k et pour toutl ∈ [0..s],
nil+1 = nil + 1 (car la valeur du compteur augmente au plus de1 unité à chaque franchissement de
transitions). Par conséquent, il existel, l′ ∈ [0..s] tels queqil = qil′ et nil < nil′ , ce qui constitue
une contradiction avec le point précédent. Par conséquent,pourk ∈ [i..j], nous avonsnk ≤ |Q| − 1.
CommeA est déterministe, cela implique que(j − i) ≤ |Q| × (|Q| − 1) car entre les positionsi et j
on ne peut pas avoir deux configurations identiques. �

Ce lemme nous permet de caractériser l’unique exécution infinieπω
A deTS(A) de la façon suivante :

Lemme 3.21 Il existeK1,K2,Kinc ∈ N tels que :

1. K1 +K2 ≤ |Q|
3,

2. Kinc ≤ |Q|, et,

3. pour touti ∈ N tel queK1 ≤ i, (qi+K2, ni+K2) = (qi, ni +Kinc).

Preuve : Dans un premier temps, nous supposons que l’ensembleZERO(A) possède un nombre
infini d’éléments. Soiti0 < i1 < i2 < . . . la séquence infinie des éléments deZERO(A) (avec
i0 = 0). Il y a l, l′ ∈ N tels quel, l′ ≤ |Q| et tels que(qil , nil) = (qil′ , nil′ ). Par le lemme 3.20, nous
avonsi′l ≤ |Q| × |Q|

2. On prend ainsiK1 = il, K2 = il′ − il etKinc = 0. Supposons maintenant
que l’ensembleZERO(A) est fini et égal à{0, i1, . . . , il} pour l ≤ |Q| − 1 (car sil ≥ |Q| nous nous
retrouvons dans le cas précédent). Par le lemme 3.20,il ≤ (|Q| − 1) × |Q|2. Pour toutk, k′ ∈ N

tels quel < k < k′, si qk = q′k, nous avons nécessairementnk < nk′ (si cela n’était pas le cas, il
y aurait à un certain moment un test à zéro franchi dans l’exécution partant de(qil , nil)). Il y a donc
k, k′ ∈ N tels queil ≤ k < k′ ≤ il + |Q| et tels queqk = qk′ , et par conséquent aussink ≤ nk′ . En
posantK1 = k, K2 = k′ − k etKinc = nk′ − nk, le lemme est vérifié (notons queKinc ≤ |Q| car
k′ − k ≤ |Q|). �
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De ce dernier lemme, nous pouvons en déduire que lorsqu’elleexiste, l’unique exécution infinieπω
A

deTS(A) a une structure simple, elle est composée d’un préfixe de taille polynomiale de la forme :

(q0, n0) . . . (qK1−1, nK1−1)

suivie par une boucle de taille polynomiale de la forme :

(qk1, nK1) . . . (qK1+K2−1, nK1+K2−1)

dont la suite des états de contrôle est répétée infiniment souvent et les valeurs des compteurs sont
augmentés deKinc unités à chaque tour de boucle. Ainsi tester si l’automate à un compteurA a une
exécution infinieπω

A qui est acceptante revient à tester si il existe un état de contrôle acceptant dans
la boucle, ce qui peut être fait en temps cubique par rapport à|Q|. Dans la suite de cette section, nous
supposerons queπω

A est acceptant. De la même façon, tester siA admet une exécution finie acceptante
revient à vérifier, si il existe un état de contrôle acceptantdans le préfixe ou dans la boucle.

Remarquons que lorsqueA a effectivement une exécution infinie et que la constanteKinc est égale à
0, πω

A est exactement le mot :

(q0, n0) . . . (qK1−1, nK1−1)
(

(qK1 , nK1) . . . (qK1+K2−1, nK1+K2−1)
)ω

3.2.6.3 Un algorithme PSPACE pour le model-checking

Nous allons donner une procédure de décision pour résoudre les problèmes MC(FO)<ω et MC(FO)ω

lorsque les automates à un compteur considérés sont déterministes. Nous reprenons les notations in-
troduites précédemment pour le lemme 3.21. Nous supposons de plus que l’automate à un compteur
déterministeA que nous considérons admet une exécution infinieπω

A.

Nous montrons que lorsqueKinc > 0, alors deux positions avec la même valeur de compteur sont
séparées par une distance qui peut être bornée par un polynôme dépendant de|Q|. Avant de prouver
cela, nous introduisons quelques constantes concernant l’automate à un compteurA et son unique
exécution infinieπω

A lorsqueKinc > 0. Ainsi nous notons :

– β1, β2 ∈ N les plus petits entiers naturels tels que pour touti ∈ [K1..K1 +K2 − 1], ni ∈ [nK1 −
β1..nK1 + β2],

– γ ∈ N la plus grande valeur parmi{n0, . . . , nK1−1}, et,
– L = 1 + γ + p

β1+β2

Kinc
q

Nous notons parp.q la fonction partie entière par excès, c’est-à-dire la fonction qui étant donné un
nombre réel renvoie le plus petit entier supérieur ou égal à ce nombre.

Intuitivement la constanteLK2 majore la distance maximale qu’il existe entre deux positions dans
la boucle qui ont des valeurs de compteurs identiques. Cetteconstante est importante car elle nous
permet de dire que si deux positions dans le mot de données généré par l’automate à un compteur
considéré sont à la distanceLK2 l’une de l’autre alors leurs données sont nécessairement différentes.
Le lemme qui suit formalise ce point.

Lemme 3.22 Supposons queKinc > 0. Soienti, j ∈ N. Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Sii ≥ K1 et j ≥ K1 et |i− j| ≥ LK2, alorsni 6= nj.

2. Sii < K1 et j ≥ K1 + LK2, alorsn1 6= nj.

108



3.2. Model-checking avec des logiques sur des mots de données

Preuve : (1.) Supposons quei ≥ K1 et j ≥ K1 et (i − j) ≥ LK2. Nous considérons les entiers
ri = (i−K1)mod(K2) etrj = (j−K1)mod(K2). De plus, nous définissons les quotientsai etaj de
telle façon quei−K1 = aiK2 + ri et j −K1 = ajK2 + rj. Notons que par définition de l’opération
modulo et compte tenu du fait que(i − j) ≥ LK2, nous avons nécessairement0 ≤ ri < K2 et
0 ≤ rj < K2 et par conséquentai − aj > L− 1. D’après la définition des constantesβ1 etβ2, alors
nri+K1, nrj+K1 ∈ [nK1 − β1..nK1 + β2]. Commei = aiK2 + ri +K1 et j = ajK2 + rj +K1, en
utilisant le lemme 3.21, nous obtenons queni = nri+K1 + aiKinc etnj = nrj+K1 + ajKinc. Nous
en déduisons que :

nK1 − β1 + aiKinc ≤ ni ≤ nK1 + β2 + aiKinc

nK1 − β1 + ajKinc ≤ nj ≤ nK1 + β2 + ajKinc

D’où nous déduisons les inégalités suivantes :

−β1 − β2 + (ai − aj)Kinc ≤ ni − nj ≤ β1 + β2 + (ai − aj)Kinc

En considérant le fait que(ai − aj) > L− 1 et en utilisant la définition deL, on obtient :

0 ≤ γKinc < ni − nj

Par conséquentn1 6= nj . Le même raisonnement peut-être mené dans le cas où(j − i) ≥ LK2.

(2.) Nous supposons maintenant quei < K1 et j ≥ K1 +LK2. En adoptant les mêmes notations que
précédemment pourj et par le même raisonnement, on obtient l’inégalité suivante :

nK1 − β1 + ajKinc ≤ nj ≤ nK1 + β2 + ajKinc

Commeβ2 ≥ 0, on obtient :

nK1 − β1 − β2 + ajKinc − ni ≤ nj − ni

De plus commej ≥ K1 + LK2, on a nécessairementaj ≥ L, d’où :

nK1 − β1 − β2 + LKinc − ni ≤ nj − ni

Si ni = nj et en utilisant la définition deL, on a :

nK1 +Kinc(1 + γ)− ni ≤ 0

or, commei ∈ [0..K1 − 1], on ani ≤ γ etKinc > 0, on obtient finalementnK1 +Kinc ≤ 0 ce qui
est une contradiction avec le fait quenK1 ≥ 0 etKinc > 0.

�

Nous allons également utiliser les ensembleP 1
∼ etP 2

∼ définis ainsi :

P 1
∼ =

{

(i, j) ∈ [0..K1 + LK2 − 1]2 | ni = nj ∧ i ≤ j
}

P 2
∼ =

{

(i, j) ∈ [0..K1 + LK2 − 1]2 | ni = nj + LKinc ∧ j < i
}

L’idée principale que nous allons développer consiste à utiliser les ensemblesP 1
∼ et P 2

∼ et les pro-
priétés des constantesL,K1,K2 etKinc pour caractériser les positions de l’exécutionπω

A qui ont des
valeurs identiques.
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Lemme 3.23 Supposons queKinc > 0. Soienti, j ∈ N tels quei ≤ j. Alorsni = nj si et seulement
si une des conditions suivante est vérifiée :

1. i < K1 + LK2 et j < K1 + LK2 et (i, j) ∈ P 1
∼, ou,

2. i ≥ K1 et j ≥ K1 et (K1 + (i − K1)mod(LK2),K1 + (j − K1)mod(LK2)) ∈ P 1
∼ et

(j − i) < L.K2, ou,

3. i ≥ K1 et j ≥ K1 et (K1 + (i − K1)mod(LK2),K1 + (j − K1)mod(LK2)) ∈ P 2
∼ et

(j − i) < LK2, ou,

4. i ∈ [0..K1 − 1] etK1 ≤ j, alors (i, j) ∈ P 1
∼.

Preuve : Soienti, j ∈ N tels quei ≤ j. Supposons que la condition 1. est vérifiée, c’est-à-dire que
i < K1 +LK2 etj < K1 +LK2 et(i, j) ∈ P 1

∼. Alors par définition deP 1
∼, nous avons bienni = nj.

Supposons que la condition 2. est vérifiée, c’est-à-dire quei ≥ K1 et j ≥ K1 et (K1 + (i −
K1)mod(LK2),K1 + (j − K1)mod(LK2)) ∈ P 1

∼ et (j − i) < LK2. Nous posonsri = (i −
K1)mod(LK2) et rj = (j −K1)mod(LK2). Nous posons ensuiteai tel quei −K1 = aiLK2 + ri
et aj tel quej − K1 = ajLK2 + rj. D’après le lemme 3.21, nous avonsni = nri+K1+aiLK2 =
nri+K1 + aiLKinc et nj = nrj+K1+ajLK2 = nrj+K1 + ajLKinc. Comme de plus(j − i) < LK2,
nous avons(aj − ai)LK2 + (rj − ri) < LK2 et comme(K1 + ri,K1 + rj) ∈ P

1
∼, nous en déduisons

queri ≤ rj et doncai = aj Par conséquentni = nj .

Supposons que la condition 3. est vérifiée, c’est-à-dire quei ≥ K1 et j ≥ K1 et (K1 + (i −
K1)mod(LK2),K1 + (j − K1)mod(LK2)) ∈ P 2

∼ et (j − i) < LK2. Nous posonsri = (i −
K1)mod(LK2) et rj = (j −K1)mod(LK2). Nous posons ensuiteai tel quei −K1 = aiLK2 + ri
et aj tel quej − K1 = ajLK2 + rj. D’après le lemme 3.21, nous avonsni = nri+K1+aiLK2 =
nri+K1 + aiLKinc et nj = nrj+K1+ajLK2 = nrj+K1 + ajLKinc. Comme de plus(j − i) < LK2,
nous avons(aj − ai)LK2 + (rj − ri) < LK2 et comme(K1 + ri,K1 + rj) ∈ P

2
∼, nous en dédui-

sons querj < ri et doncaj = ai + 1. Par conséquentnj = nrj+K1 + (ai + 1)LKinc et comme
nrj+K1 + LKinc = nri+K1 . On en déduit queni = nj .

Supposons que la condition 4. est vérifiée, c’est-à-dire quei ∈ [0..K1 − 1] etK1 ≤ j, et(i, j) ∈ P 1
∼.

Comme(i, j) ∈ P 1
∼, nous avonsni = nj.

Nous supposons maitenant queni = nj. Et nous procédons par étude de cas :

– Supposons quei < K1 + LK2 et j < K1 + LK2. Par définition deP 1
∼, nous avons effectivement

(i, j) ∈ P∼ et la condition 1. est vérifiée.
– Supposons quei ≥ K1 et j ≥ K1. D’après le lemme 3.22, nous avons nécessairement(j −
i) < LK2 (sinon nous aurionsni 6= nj). Nous posonsri = (i − K1)mod(LK2) et rj = (j −
K1)mod(LK2). Nous posons ensuiteai tel quei − K1 = aiLK2 + ri et aj tel quej − K1 =
ajLK2 + rj . D’après le lemme 3.21, nous avonsni = nri+K1+aiLK2 = nri+K1 + aiLKinc et
nj = nrj+K1+ajLK2 = nrj+K1 + ajLKinc. Deux cas se posent alors, soitai = aj , soitai 6= aj.

– Siai = aj . Alors nous avons directementnri+K1 = nrj+K!
et commei ≤ j, nous avonsri ≤ rj

et la condition 2. est vérifiée.
– Si ai 6= aj . Comme(j − i) < LK2, en utilisant les propriétés de l’opération modulo, nous

avons nécessairementaj = ai + 1, nous avons doncnrj+K1 = ni − (ai + 1)LKinc, et comme

110



3.2. Model-checking avec des logiques sur des mots de données

(aj−ai)LK2 +(rj−ri) < LK2, nous avons aussirj < ri d’où nous déduisons que la condition
3. est vérifiée.

– Supposons quei < K1 et j ≥ K1, alors d’après le lemme 3.22, nous avonsj < K1 +L.K2, et par
conséquent(i, j) ∈ P 1

∼.

Cette étude de cas couvre bien tous les cas possibles pouri et j. �

Nous notonsP∼ l’ensembleP 1
∼ ∪P

2
∼. Nous considérons l’alphabet finiΣ = {0, . . . , LK2 − 1} et les

motss, t ∈ Σ∗ définis de la façon suivante :

s = 0.1. . . . .K1 − 1 et t = K1.K1 + 1. . . . LK2 − 1

Nous allons maintenant transformer une formule ferméeφ de FO∅(∼, <,+1) en une formule fermée
T (φ) appartenant à FOΣ(<,+1) , ce qui nous permettra de réduire le problème de model-checking
de formules de FO(∼, <,+1) sur des automates à un compteur déterministes au model-checking de
FO(<,+1) sur des chemins infinis périodiques et d’utiliser ensuite le résultat du théorème 3.15.

Nous définissons maintenant par induction la fonctionT qui prend comme entrée une formule de
FO∅(∼, <,+1) et retourne une formule de FOΣ(<,+1) :

– T (x < y) = x < y,
– T (x = y + 1) = x = y + 1,
– T (¬φ) = ¬T (φ),
– T (φ ∧ φ′) = T (φ) ∧ T (φ′),
– T (∃x.φ) = ∃x.T (φ),
– et finalementT (x ∼ y) = (x ≤ y ∧ T1(x, y)) ∨ (y ≤ x ∧ T1(y, x)) oùT1(x, y) est égale à :

(x < K1 + LK2 ∧ y < K1 + LK2 ∧
∨

(I,J)∈P∼
I(x) ∧ J(y))∨

(

¬(x < K1 + LK2 ∧ y < K1 + LK2) ∧
∨

(I,J)∈P∼
I(x) ∧ J(y)∧

(x ≥ K1 ∧ y ≥ K1)⇒ (y − x) < LK2

)

Nous remarquons que les formules de la formex < K1 + LK2 et (y − x) < LK2 sont en réalité
des “raccourcis” pour des formules de FOΣ(<,+1) de taille polynomiale en|A|. En recyclant les
variables,x < K1 +LK2 peut être facilement transformée en une formules de FOΣ(<,+1) utilisant
au plus3 variables. Par exemple, la formulex ≥ 3 peut être écrit comme suit :

∃y1.
(

x > y1 ∧ (∃y2.(y1 = y2 + 1 ∧ (∃y1.y2 = y1 + 1 ∧ ¬(∃y2.y2 < y1))))
)

Nous avons déjà utilisé une technique similaire dans l’explication suivant le lemme 3.17. De la même
façon, quand la formulex ≥ K1 ∧ y ≥ K1 ∧ y > x est satisfaite,(y − x) ≤ K2 est équivalente à une
formule utilisant au plus3 variables, à savoir :

¬
K1+LK2−1

∧

I=K1

∃z.x ≤ z < y ∧ I(z)

En effet, si la formule précédente se trouvant dans la négation était vraie, cela signifierait qu’il
existerait plus deLK2 positions entre la positionx et la positiony, et par conséquent la formule
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(y − x) ≤ LK2 ne serait pas satisfaite. La réciproque étant également vraie.

Une fois la transformationT définie, en utilisant les propriétés énoncées par le lemme 3.23, nous ob-
tenons le lemme suivant qui nous assure la correction de la réduction du model-checking de formules
de FO∅(∼, <,+1) sur des automates à un compteur déterministes au problème de model-checking de
formules de FOΣ(<,+1) sur des chemins infinis périodiques :

Lemme 3.24 Soitφ une formule deFO∅(∼, <,+1) . Nous avonsA |=ω φ si et seulement sis.tω |=
T (φ).

Preuve : La preuve se fait par induction structurelle. Nous prouvonsque pour chaque sous-formule
ψ deφ et pour chaque valuation de registresu, A |=ω

u ψ si et seulement sis.tω |=u T (φ). Comme
T (x < y) = x < y, T (x = y + 1) = x = y + 1, T (¬φ) = ¬T (φ), T (φ ∧ φ′) = T (φ) ∧ T (φ′)
et T (∃x.φ) = ∃x.T (φ), l’unique cas qui doit être vérifié concerne les formules atomiques de la
forme x ∼ y. Avant de donner la preuve pour ce cas remarquons que par construction siσ est le
mot infini s.tω de Σ = {0, . . . ,K1 + LK2 − 1} alors pour touti ∈ N tel quei ≥ K1, σ(i) =
K1 + (i − K1)mod(LK2). Soit u une valuation de variables telle quex, y ∈ dom(u) (si x ou y
n’appartiennent pas àu, il est facile de montrer queA 6|=u x ∼ y et s.tω 6|= T (x ∼ y)).
Tout d’abord supposons queA |=ω

u x ∼ y, cela signifie que l’unique exécution infinie acceptante
πω
A deA vérifie πω

A |=u x ∼ y, par conséquent nous avonsnu(x) = nu(y). Montrons ques.tω |=u

T (x ∼ y). Nous supposons queσ = s.tω et queu(x) ≤ u(y) (le casu(y) ≤ u(x) se traitant de
façon identique). Nous procédons par une étude de cas et utilisons les résultats du lemme 3.23 et la
définition deT (x ∼ y) :

– si u(x) < K1 + LK2 etu(x) < K1 + LK2, alorsσ(u(x)) = u(x) etσ(u(y)) = u(y) et de plus
(u(x), u(y)) ∈ P∼, du coup on a bienσ |=u T (x ∼ y),

– siu(x) ≥ K1 etu(x) ≥ K1, alors nécessairement(u(y)− u(x)) < LK2 etσ(u(x)) = K1 + (i−
u(x))mod(LK2) etσ(u(y)) = K1 + (i− u(x))mod(LK2) et par conséquent(σ(u(x), σ(u(y)) ∈
P∼, ce qui nous permet de dire queσ |=u T (x ∼ y),

– siu(x) < K1 alors nécessairementu(y) < K1 + LK2 et nous retombons dans le premier cas,
– siu(y) < K1 alors nécessairementu(x) < K1 + LK2 et nous retombons dans le premier cas.

Nous supposons maintenant que le motσ = s.tω est tel ques.tω |=u T (x ∼ y). Nous procédons par
étude de cas et supposons queu(x) ≤ u(y) (le casu(y) ≤ u(x) se traitant de façon identique) :

– si u(x) < K1 + LK2 etu(x) < K1 + LK2, alorsσ(u(x)) = u(x) etσ(u(y)) = u(y) et de plus
(u(x), u(y)) ∈ P∼, du coup on a biennu(x) = nu(y),

– si u(x) ≥ K1 et u(x) ≥ K1, alors nécessairement(u(y) − u(x)) < LK2 et (σ(u(x), σ(u(y)) ∈
P∼, et commeσ(u(x)) = K1 + (i− u(x))mod(LK2) etσ(u(y)) = K1 + (i− u(x))mod(LK2),
nous en déduisons quenu(x) = nu(y),

– si u(x) < K1 alors nécessairementu(y) < K1 + LK2 et nous retombons dans le premier cas, de
même siu(y) < K1.

�

3.2.6.4 Décidabilité et complexité

Les propositions et lemmes que nous avons démontrés auparavant nous permettent maintenant d’ex-
primer les résultats de décidabilité et de complexité pour les problèmes de model-checking des lo-
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giques LTL avec registres et FO(∼, <,+1) lorsque les modèles considérés sont des automates à un
compteur déterministes. Tout d’abord, nous avons :

Théorème 3.25Le problèmeMC(FO)ω restreint aux automates à un compteur déterministes est
PSPACE-complet.

Preuve : Soit A un automate à un compteur déterministe etφ une formule de FO∅(∼, <,+1) .
Comme nous l’avons vu précédemment à partir deφ et A, il est possible de construire les mots
s et t en temps polynomial en|A| et la formuleT (φ) en temps polynomial en|A| + |φ| tel que
A |=ω φ si et seulement sis.tω |= T (φ) (cf lemmes 3.21 et 3.24). De plus par le théorème 3.15,
s.tω |= T (φ) peut-être vérifié en espace polynomial en|s|+ |t|+ |T (φ)|. Par conséquent, le problème
PureMC(FO)ω est dans PSPACE. Comme il existe une réduction logarithmique en espace de MC(FO)ω

vers PureMC(FO)ω (cf lemme 3.17), on déduit que MC(FO)ω est aussi dans PSPACE. Quant à la PS-
PACE-dureté, elle nous est donnée par le corollaire 3.19. �

De la même façon, nous pouvons prouver le résultat similairedans le cas fini. En effet :

Théorème 3.26Le problèmeMC(FO)<ω restreint aux automates à un compteur déterministes est
PSPACE-complet.

Preuve : Soit A = 〈Q,E, qI , F 〉 un automate à un compteur déterministe etφ une formule de
FO∅(∼, <,+1) . Les motss et t sont alors les mêmes que pour le cas infini. Quant à la formuleφ, elle
est transformée en une formule de la forme :

∃xend.
(

∨

q∈F

q(xend)
)

∧ T ′(φ)

où T ′(φ) est définie commeT (φ) mise à part pour les clauses de quantification existentiellequi de-
viennentT ′(∃x.ψ) = ∃x.x ≤ xend ∧ T

′(ψ). La variablexend nous permet ainsi de détecter la fin du
mot. Nous déduisons ensuite les résultats souhaités comme nous l’avons fait dans le cas infini avec le
théorème 3.25. �

En utilisant la traduction des formules de LTL↓ vers des formules de la logique FO(∼, <,+1) donnée
par la proposition 3.14, nous avons également le corollairesuivant :

Corollaire 3.27 Les problèmesMC(LTL)ω et MC(LTL)<ω restreints aux automates à un compteur
déterministes sontPSPACE-complets.

Ainsi, comme nous l’espérions, le modèle des automates à un compteur déterministes étant assez
simple, nous obtenons des résultats de décidabilité avec des bornes de complexité relativement bonnes.
Nous allons voir dans la partie qui suit que lorsque les automates à un compteur considérés ne sont
plus déterministes, on passe de la décidabilité à l’indécidabilité.

3.2.7 Model-checking d’automates à un compteur

Nous allons montrer dans cette section que les problèmes de model-checking introduits précédemment
sont indécidables, lorsque les modèles considérés sont desautomates à un compteur non déterministes.
Pour se faire, nous réduisons différents problèmes connus comme étant indécidables sur des machines
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de Minsky à deux compteurs. Le plus surprenant dans les résultats d’indécidabilité que nous allons
présenter est le fait qu’ils sont préservés même si les formules considérées n’utilisent qu’un unique
registre. Ceci contraste en effet avec le fait que le problème de satisfiabilité fini pour les formules de
LTL↓, avec un seul registre est décidable (cf. théorème 3.10) et que le problème de satisfiabilité (finis
et infinis) de FO(∼, <,+1) pour des formules avec au plus deux variables est lui aussi décidable (cf.
théorème 3.12).

Dans [DL06], les auteurs ont introduit le modèle des machines de Minsky avec erreurs d’incrémen-
tations, dans lesquelles les compteurs peuvent être incrémentés de façon non déterministes lors des
franchissements de transitions. Il s’avère qu’autoriser des erreurs d’incrémentation permet d’obtenir
la décidabilité du problème de l’arrêt des machines de Minsky à deux compteurs. Pour prouver cela,
on utilise un résultat sur les machines à canaux, c’est-à-dire des systèmes qui peuvent s’échanger des
messages à travers des canaux. En effet, le problème d’accessibilité d’un état de contrôle est indé-
cidable pour les machines à canaux, mais lorsque les canaux sont non fiables, c’est-à-dire lorsque
que l’on suppose que des messages peuvent être perdus, alorsce problème d’accessibilité devient
décidable avec une complexité non primitive récursive, comme cela est prouvé dans [Sch02]. Dans
[OW06], les auteurs étudient une variante de ce problème en supposant que des insertions et non plus
des pertes, peuvent avoir lieu sur les canaux, le problème reste alors toujours décidable avec la même
complexité que dans le cas des pertes. Par la suite, dans [DL06], les auteurs prouvent que le problème
de l’arrêt des machines de Minsky avec erreur d’incrémentation peut être réduit aux problème de
satisfiabilité fini de formules de LTL avec un registre. Nous allons prouver maintenant que si nous
considérons le problème de model-checking existentiel introduit précédemment sur les automates à
un compteur plutôt que le problème de satisfiabilité, alors nous pouvons raffiner la réduction proposée
dans [DL06] de façon à exclure les exécutions réalisant des erreurs d’incrémentation. Plus précisé-
ment, dans la réduction que l’on trouve dans [DL06], les auteurs n’étaient pas capables d’exclure les
exécutions réalisant des erreurs d’incrémentation, car lalogique LTL avec registres est trop faible
pour pouvoir exprimer que pour chaque décrementation, la donnée l’étiquetant a été vue auparavant,
ceci car il n’y a pas d’opérateur exprimant le passé dans cette logique. Comme nous allons le voir
dans la preuve du théorème suivant, nous allons ainsi nous servir de l’automate à un compteur pour
assurer que les erreurs d’incrémentation ne peuvent pas avoir lieu.

Théorème 3.28La restriction deMC(LTL)<ω
1 aux formules utilisant uniquement les opérateurs tem-

porelsX etF est indécidable.

Preuve : La preuve consiste à réduire le problème d’accessibilité d’un état de contrôle pour les ma-
chines de Minsky à deux compteurs, qui est indécidable (cf théorème 1.37), au problème MC(LTL)<ω

1 .
SoitS = 〈Q, {x1, x2}, E〉 une machine de Minsky à deux compteurs munie d’une configuration ini-
tiale c0 = (q0, v0). Nous considérerons de plusqF ∈ Q un état de contrôle deS de telle sorte que
q0 6= qF . Sans perte de généralité, nous supposerons quev0(x1) = v0(x2) = 0 et que toutes les
transitions partant de l’étatq0 réalisent des incrémentations. Nous allons construire un automate à un
compteurA = 〈Q′, E′, qI , F 〉 et une formuleφ de LTL↓,Q

′

1 tels queS atteint l’étatqF à partir de
la configuration initialec0 si et seulement siA |=<ω φ. La principale difficulté consiste à encoder
le comportement de deux compteurs dans un unique compteur. Pour cela nous allons procéder de la
façon suivante. Pour chaque exécution deTS(S) de la forme :
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q0
v0(x1)
v0(x2)





e0→





q1
v1(x1)
v1(x2)





e1→ . . .





qm
vm(x1)
vm(x2)





nous associons une exécution deTS(A) de la forme :

(

qI
0

)

→∗

(

e0
n1

)

→∗

(

e1
n2

)

. . .

(

em−1

nm

)

Ainsi chaque transition de la machine de Minsky à deux compteursS sera aussi un état de contrôle
de l’automate à un compteurA, et nous allons contraindre les exécutions possibles deA en utilisant
l’unique compteur et des formules de LTL avec un registre de façon à ce qu’elles représentent des
exécutions possibles de(S, c0). L’idée principale consiste à associer à chaque action possible dans
TS(S) un entier qui sert à tester par exemple que chaque décrémentation est précédée par une incré-
mentation ou encore que pour chaque test à zéro, il y a eu auparavant autant d’incrémentations que de
décrémentations.

Nous construisons maintenant l’automate à un compteurA. Pour simplifier la lecture de la preuve,
une partie de la construction est donnée sous forme graphique. Ainsi nous avonsA = 〈Q′, E′, qI , F 〉
avec :

– Q′ est l’ensemble des états de contrôle vérifiant :

Q′ = E ⊎ {qI} ⊎ {i0}
⊎{ilast

e , i¬last
e | e = (q, inc(xi), q

′) ∈ E}
⊎{dlast

e , d¬last
e | e = (q,dec(xi), q

′) ∈ E}
⊎{zdown

e | e = (q, ifzero(xi), q
′) ∈ E}

⊎{zq | q ∈ Q} ⊎Qaux

oùQaux est un ensemble d’états auxiliaires que nous ne décrirons pas (mais que l’on peut cependant
identifier comme les états de contrôle dans les figures 3.3, 3.4 et 3.5 qui n’ont pas d’étiquette),

– l’ensemble des états acceptantsF ′ est égal à{zqf
},

– qI est l’état initial,
– et en ce qui concerne la relation de transitionsE′, il s’agit de la plus petite relation, contenant les

règles suivantes :

– la relation de transition décrite par la figure 3.2 appartient àE′,
– pour chaque transition de la forme(q, inc(xi), q

′), nous avons dansE′ la relation décrite par la
figure 3.3,

– pour chaque transition de la forme(q,dec(xi), q
′), nous avons dansE′ la relation décrite par la

figure 3.4,
– pour chaque transition de la forme(q, ifzero(xi), q

′), nous avons dansE′ la relation décrite par
la figure 3.5.

Avant de donner la formuleφ de LTL↓,Q
′

1 , nous introduisons quelques formules intermédiaires, pour
chaquei ∈ {1, 2} :

– Ii est la disjonction dei0 et de toutes les transitionse telles quee est une transition réalisant une
incrémentation du compteurxi, c’est-à-direIi = i0 ∨

∨

{e∈E|e=(q,inc(xi),q′)}
e,

– Di est la disjonction dei0 et de toutes les transitionse ∈ E telles quee est une transition réalisant
un décrémentation du compteurxi, c’est-à-direDi = i0 ∨

∨

{e∈E|e=(q,dec(xi),q′)}
e,
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qI

i0inc

zqI

dec

FIGURE 3.2 – Transitions initiales deE′

zq

ilast
e

inc

i¬last
e

inc

inc

inc

einc

dec

dec

zq′
ifzero

FIGURE 3.3 – Encodage des transitions de la formee = (q, inc(xi), q
′)

zq

dlast
e

inc

d¬last
e

inc

inc

inc

einc

dec

dec

zq′ifzero

FIGURE 3.4 – Encodage des transitions de la formee = (q,dec(xi), q
′)

zq inc

inc

inc inc

einc
zdown
e

dec

dec zq′ifzero

FIGURE 3.5 – Encodage des transitions de la formee = (q, ifzero(xi), q
′)
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– I last
i est la disjonction de tous les états de contrôle de la formeilast

e où e ∈ E est une transition
réalisant une incrémentation du compteurxi, c’est-à-direI last

i =
∨

{e∈E|e=(q,inc(xi),q′)}
ilast
e ,

– I¬last
i est la disjonction de tous les états de contrôle de la formei¬last

e où e ∈ E est une transition
réalisant une incrémentation du compteurxi, c’est-à-direI¬last

i =
∨

{e∈E|e=(q,inc(xi),q′)}
i¬last
e ,

– Dlast
i est la disjonction de tous les états de contrôle de la formeilast

e où e ∈ E est une transition
réalisant une décrémentation du compteurxi, c’est-à-direDlast

i =
∨

{e∈E|e=(q,dec(xi),q′)}
dlast

e ,

– D¬last
i est la disjonction de tous les états de contrôle de la formei¬last

e où e ∈ E est une transition
réalisant une décrémentation du compteurxi, c’est-à-direD¬last

i =
∨

{e∈E|e=(q,dec(xi),q′)}
d¬last

e ,
– Zi est la disjonction de tous les états de contrôle de la formee oùe ∈ E est une transition réalisant

un test à zéro dexi, c’est-à-direZi =
∨

{e∈E|e=(q,ifzero(xi),q′)}
e,

– Zdown
i est la disjonction de tous les états de contrôle de la formezdown

e oùe ∈ E est une transition
réalisant un test à zéro du compteurxi, c’est-à-direZdown

i =
∨

{e∈E|e=(q,ifzero(xi),q′)}
zdown
e .

Nous allons maintenant donner les formules de LTL↓,Q′

1 qui servent à contraindre les exécutions de
l’automate à un compteurA de façon à faire correspondre ces exécutions contraintes avec les exé-
cutions de(S, c0). L’idée consiste à faire correspondre pour chacun des deux compteurs à chaque
incrémentation un entier différent et à chaque décrémentation un entier différent. Nous souhaitons
également que les entiers associés à chaque incrémentationévolue d’une unité à chaque fois, de même
pour les entiers associées aux décrementations qui de plus ne doivent jamais être supérieurs à l’entier
associé à la dernière incrémentation (on est ainsi sûr qu’iln’y a pas eu plus de décrementations que
d’incrémentations). Pour réaliser le test à zéro, nous faisons évoluer la valeur du compteur au-dessus
de toutes les valeurs utilisées jusqu’à présent pour les incrémentations, et ensuite la valeur du comp-
teur redescend jusqu’à zéro en testant qu’à chaque incrémentation correspond une décrémentation.

Dans les formules que nous présentons, les opérateursG+ et F+ sont des abréviations pourXG et XF,
de plus nous n’indiquons pas de registre en indice des opérateurs↑ et↓ car nous utilisons toujours le
même registre. Voilà les différentes règles que nous allonsutiliser, pour chaquei ∈ {1, 2} :

1. après chaque configuration satisfaisantIi, il n’y a pas de configuration “strictement” dans le
futur satisfaisant égalementIi et ayant la même valeur de compteur :

G
(

Ii ⇒↓ G
+(Ii ⇒ ¬ ↑)

)

2. après chaque configuration satisfaisantDi, il n’y a pas de configuration “strictement” dans le
futur satisfaisant égalementDi et ayant la même valeur de compteur :

G
(

Di ⇒↓ G
+(Di ⇒ ¬ ↑)

)

3. après chaque configuration satisfaisantDi, il n’y a pas de configuration “strictement” dans le
futur satisfaisantIi et ayant la même valeur de compteur :

G
(

Di ⇒↓ G
+(Ii ⇒ ¬ ↑)

)

4. lorsque l’on a besoin d’une nouvelle valeur de compteur pour une incrémentation du compteur
xi, la nouvelle valeur choisie est égale à la plus haute valeur utilisée pour la dernière incrémen-
tation dexi augmentée de1 :

G
(

Ii ⇒ (↓ F(I¬last
i ∧ ↑)⇒↓ F(I last

i ∧ ↑))
)

∧ G
(

(I last
i ∨ I¬last

i )⇒↓ G+(Ii ⇒ ¬ ↑)
)
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5. lorsque l’on a besoin d’une nouvelle valeur de compteur pour une décrémentation du compteur
xi, la nouvelle valeur choisie est égale à la plus haute valeur utilisée pour la dernière décrémen-
tation dexi augmentée de1 :

G
(

Di ⇒ (↓ F(D¬last
i ∧ ↑)⇒↓ F(Dlast

i ∧ ↑))
)

∧ G
(

(Dlast
i ∨D¬last

i )⇒↓ G+(Di ⇒ ¬ ↑)
)

6. la valeur du compteur associée à une décrementation dexi n’est jamais strictement plus grande
que la valeur associée à la dernière incrémentation dexi :

G
(

Ii ⇒ (↓ F(D¬last
i ∧ ↑)⇒↓ F(I last

i ∧ ↑))
)

∧G
(

Ii ⇒ (↓ F(Dlast
i ∧ ↑)⇒↓ F(I last

i ∧ ↑))
)

∧G
(

D¬last
i ⇒↓ G+(I last

i ⇒ ¬ ↑)
)

7. la valeur du compteur associée à l’étatZi est toujours strictement plus grande que la valeur
associée à la dernière incrémentation dexi :

G
(

Ii ⇒↓ G(Zi ⇒ ¬ ↑)
)

8. lorsqueA se trouve dans la pente descendante pour encoder un test à zéro, c’est-à-dire lorsque
la formuleZdown

i est satisfaite, et qu’une valeur déjà utilisée pour une incrémentation est ren-
contrée, alors la méme valeur de compteur doit être utiliséeavant pour une décrementation :

¬F
(

Ii∧ ↓ F(Z
down
i ∧ ↑) ∧ ¬ ↓ F(↑ ∧Di)

)

∧¬F
(

Zdown
i ∧ ↓ F(Di∧ ↑)

)

Nous résumons ici ce qu’impliquent les formules données précédemment sur les valeurs prises par le
compteur dans les exécutions deA satisfaisant ces formules :

– Une nouvelle valeur de compteur associée à une incrémentation correspond toujours à la plus
grande valeur utilisée jusqu’à présent pour une incrémentation à laquelle on ajoute1 (règle 4.).
La première valeur de compteur pour une incrémentation est de plus toujours2.

– Une nouvelle valeur de compteur associée à une décrémentation est toujours la plus grande valeur
utilisée jusqu’à présent pour une décrémentation à laquelle on ajoute1 (règle 5.) et est toujours
inférieure ou égale à la plus grande valeur utilisée jusqu’àprésent pour une incrémentation (règle
6.). La première valeur de compteur pour une décrémentationest de plus toujours2.

– Les tests à zéro sont réalisés de la façon suivante :
– la valeur du compteur est incrémentée au-delà de toutes lesvaleurs de compteurs utilisées jusqu’à

présent pour une incrementation (règle 7.)
– on fait ensuite décroître le compteur jusqu’à0 (encodé dansA, cf figure 3.5) et à chaque valeur

de compteur rencontrée qui est utilisée précédemment pour une incrémentation, on vérifie qu’il
y a une décrementation qui lui est associée (règle 8.).

Afin de faciliter la compréhension, nous détaillons pourquoi la règle 6. permet d’assurer que la valeur
du compteur associée à une décrémentation dexi n’est jamais strictement plus grande que la valeur
associée à la dernière incrémentation dexi. Pour cela supposons que les formule des règles 1. à 6.
soient vérifiées et que la dernière valeur associée à une décrémentation dexi soit strictement plus
grande que la valeur associée à la dernière incrémentation de xi. Tout d’abord supposons que la va-
leur associée à la décrementation considérée soit plus grande d’une unité. Alors nous sommes dans le
cas de la deuxième ligne de la formule de la règle 6., par conséquent il doit y avoir une incrémentation

118



3.2. Model-checking avec des logiques sur des mots de données

avec la même valeur que la décrementation, et cette incrémentation a forcément lieu entre l’incré-
mentation considérée au début et la décrémentation d’aprèsles règles 1. et 3.. Nous avons donc une
contradiction car l’incrémentation considérée n’est pas la dernière. Supposons que la valeur associée
à la décrementation considérée soit plus grande dek unités (aveck > 1). Nous sommes alors dans
le cas de la première ligne de la règle 6., il existe donc une incrémentation après l’incrémentation
considérée ayant la valeur supérieure à une unité, et la troisième ligne de la formule de la règle 6.
nous indique que cette incrémentation est forcément avant la décrementation considérée, ce qui nous
permet d’obtenir une contradiction.

La figure 3.6 nous donne un exemple du début d’une exécution deA respectant les règles énoncées et
encodant la suite d’instructionsinc(x1), inc(x1),dec(x1),dec(x1), ifzero(x1). Cette suite d’instruc-
tions est effectivement réalisable et sur la figure, on voit que dans la pente après l’état satisfaisantZ1,
on fait correspondre à chaque coup une incrémentation avec une décrémentation.

I1

I1

I1

D1

D1

Z1

inc(x1) inc(x1) dec(x1) dec(x1) ifzero(x1)

Valeur
du compteur

FIGURE 3.6 – Début d’une exécution deA satisfaisant les contraintes désirées

La formuleφ que nous allons considérer est ainsi la conjonction pour chaque i ∈ {1, 2} des for-
mules exprimées dans les règles 1. à 8. à laquelle on ajoute une formule disant que l’état dansF ′

est visité. Nous allons maintenant nous attacher à montrer queA |=<ω φ si et seulement si la ma-
chine de Minsky à deux compteursS atteint l’état de contrôleqF en partant de la configuration(q0,0).

Soitπ = (p0, 0)
e0→ (p1, n1)

e1→ (p2, n2) . . . (pm, nm) une exécution finie deA vérifiant les règles 1.
à 8. et telle quep0 = qI et telle quepm = zq pour q ∈ Q. Nous considérons la sous-suite d’indices
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i1, . . . , ik ∈ [0..m] telle que pour toutj ∈ [1..m], pij ∈ E et telle qu’il n’existe pas d’indicei ∈ [1..m]
tel quepi ∈ E et i 6∈ {i1, . . . , ik}. Nous allons montrer que la suite de transitions deE, pi1pi2 . . . pik

correspond à une trace deTS(S), c’est-à-dire qu’il existec1, c2, . . . ck ∈ Q×N
2 tels que dansTS(S)

nous avonsc0
pi1→ c1

pi2→ c2 . . .
pik→ ck.

Nous raisonnons par induction surk. Sik = 1, alors par construction de l’automate à un compteurA,
il existei ∈ {1, 2} etq′ ∈ Q tels quepi1 = (q0, inc(xi), q

′). Comme une incrémentation peut toujours
avoir lieu et commec0 = (q0, 0, 0), nous en déduisons qu’il existe effectivementc1 ∈ Q×N

2 tel que

c0
pi1→ c1.

Supposons la propriété vraie pourk et montrons qu’elle est vraie pourk + 1.
Notons tout d’abord les propriétés vérifiées par la suite de configurations(pi0 , ni0), . . . , (pik , nik).
Pour chaquei ∈ {1, 2}, on noteInci l’ensemble{j ∈ [1..k] | pij est de la forme(q, inc(xi), q

′)} et
Deci l’ensemble{j ∈ [1..k] | pij est de la forme(q,dec(xi), q

′)}. Soiti ∈ {1, 2}. La règle 1. garantit
que pour toutj ∈ Inci, nik > 1, et que pour toutj, l ∈ Inci, nij 6= nil , ceci cari0 satisfaitIi et
la valeur du compteur eni0 est toujours1 et pour toutj ∈ Inci, qij satisfaitIi par définition. De
plus la règle 4. implique que pour toutj, l ∈ Inci tel quej < l, si il n’existe pas d’indicej′ ∈ Inci
tel quej < j′ < l, alors nécessairementnil = nij + 1 et si j est le plus petit indice deInci alors
nij = 2. En effet, sij est le plus petit indice deInci, nij est forcément supérieure à2 (car la valeur
du compteur eni0 est toujours1), si maintenantnij est strictement supérieure à2, alors le système
doit passer par un état vérifiantI last

i ou I¬last
i avec une valeur de compteur égale à1, mais commej

est le plus petit indice deInci, la règle 4. n’est pas satisfaite. Pour montrer l’autre propriété, il suffit
de faire une induction et d’utiliser de nouveau la règle 4.. De la même façon, nous pouvons montrer
les propriétés similaires sur l’ensembleDeci. Nous avons alors{nij | j ∈ Inci} = [2..|Inci|+ 1] et
{nij | j ∈ Deci} = [2..|Deci|+ 1]. Finalement, la règle 6. garantit que pour toutj ∈ Deci, il existe
l ∈ Inci tel queil ≤ ij et nij ≤ nil . De ces différentes propriétés on en déduit que nécessairement
|Deci| ≤ |Inci|.
Nous supposons quepik = (q, a, q′). Par construction deA, nous avonspik+1

= (q′, a′, q′′). Si a′ est
de la formeinc(xi) alors la propriété est vérifiée car une incrémentation peut toujours être réalisée.
Supposons quea′ = dec(xi) aveci ∈ {1, 2}. La seule façon pour que cette transition ne soit pas
franchissable est que|Deci| = |Inci|, ce qui n’est pas possible car commeπ satisfait les règles 1. à
8., nous avonsnik+1

= niH + 1 oùH est le plus grand indice de|Deci| et aussi il existeh ∈ |Inci|
tel queih ≤ ik+1 et nik+1

≤ nih . Or si |Deci| = |Inci|, par les propriétés précédentes, on aurait
aussi qu’il existej ∈ Deci tel quenih = nij et par conséquentniH + 1 ≤ nij ce qui n’est pas
possible (par définition deH). Sia′ = ifzero(xi), alors la seule façon pour que cette transition ne soit
pas franchissable est que|Inci| > |Deci|, ce qui n’est pas possible. En effet, commeπ satisfait les
règles 1. à 8., d’après la règle 7. et les propriétés vérifiéespar Inci, nous avons pour toutj ∈ Inci,
nij < nik+1

. Après cetteik+1-ème configuration, lesnik+1
configurations suivantes sont étiquetées

par un état satisfaisantZdown
i . Comme de plus|Inci| > |Deci| cela signifie qu’il existeh ∈ Inci tel

que pour toutj ∈ Deci, nij < nih et il existe égalementl ∈ [ik+1..ik+1 + nik+1
] tel quepl satisfait

Zdown
i etnl = nh, et ceci contredit la règle 8..

Nous en déduisons que siπ est une exécution finie deA satisfaisant les règles 1. à 8. et visitantzqF

alors la machine de MinskyS partant de la configurationc0 visite l’étatqF .

Nous considérons maintenant une exécution deTS(S) de la formec0
e0→ c1

e1→ ...
eh−1
→ ch. Nous

construisons alors une exécution de l’automate à un compteur A, (p0, 0) → (p1, n1) → . . . →
(pm, nm) avecp0 = qI et pm = zq pour unq ∈ Q. Nous considérons la sous-suite d’indices
i0, . . . , ik ∈ [0..m] telle que pour toutj ∈ [1..m], pij ∈ E et telle qu’il n’existe pas d’indices
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i ∈ [1..m] tel quepi ∈ E et i 6∈ {i1, . . . , ik}. Pouri ∈ {1, 2}, nous notons de plusInci l’ensemble
{j ∈ [0..k] | pij est de la forme(q, inc(xi), q

′)}, de la même façonDeci est l’ensemble{j ∈ [0..k] |
pij est de la forme(q,dec(xi), q

′)} etZeroi = {j ∈ [0..k] | pij est de la forme(q, ifzero(xi), q
′)}.

Nous construisons alors l’exécutionπ de façon à ce que les propriétés suivantes soient vérifiées :

(a) k = h− 1 et pour toutj ∈ [0..k], pij = ej ,

(b) si j est le plus petit indice deInci alorsnij = 2,

(c) si j est le plus petit indice deDeci alorsnij = 2,

(d) pour toutj, l ∈ Inci tel quej < l, si il n’existe pas d’indicej′ ∈ Inci tel quej < j′ < l, alors
nécessairementnil = nij + 1,

(e) pour toutj, l ∈ Deci tel quej < l, si il n’existe pas d’indicej′ ∈ Inci tel quej < j′ < l, alors
nécessairementnil = nij + 1,

(f) pour toutj ∈ Deci, il existel ∈ Inci tel queil < ij etnij ≤ nil ,

(g) pour toutj ∈ Zeroi, pour toutl ∈ Inci tel queil < ij , nil < nij et il existem ∈ Inci tel que
im < ij etnij = nim + 1.

D’abord remarquons que par définition deA, il est possible de construire une exécutionπ deA vé-
rifiant les propriétés exposées précédemment. Supposons maintenant queπ soit une exécution deA
vérifiant ces propriétés et montrons queπ satisfait les règles 1. à 8..Les règles 1. et 2. sont satisfaites
car tous les éléments deInci et deDeci sont bien différents. La règle 3. est satisfaire grâce aux pro-
priétés (e) et (f). La règle 4. est satisfaite, car si l’on estdans une positionij avecj ∈ Inci et si il
existe une positionl dans le futur satisfaisantI¬last

i alors il existe une positionij′ tel quel < ij′ avec
j′ ∈ Inci etnij′ > nij + 1 (par construction deA) et la règle (d) et la définition deA nous indique

qu’il existe nécessairement une positionm tel queij < m < l qui satisfaitI last
i et tel quenm = nij

et qm+1 satisfaitIi etnm+1 = nij + 1 . De la même façon, on prouve que la règle 5. est satisfaite en
utilisant les propriétés (c) et (e). La règle 6. est vérifiée grâce à la propriété (f) et pour finir les règles
7. et 8. sont vérifiées grâce à la propriété (g) et aux propriétés des ensemblesInci etDeci. Ainsi si il
y a une exécution deTS(S) partant dec0 et visitantqF , nous pouvons construire une exécution finie
deπ tel queπ |=<ω φ.

Nous notons de plus que la formuleφ construite n’utilise que des opérateurs temporels de la formeX
ouF (l’opérateurG pouvant être facilement obtenu à partir deF). �

Pour montrer le résultat précédent dans le cas du model-checking infini, au lieu de réduire le problème
de l’accessibilité d’un état de contrôle dans une machine deMinsky à 2 compteurs, nous réduisons
le problème d’accessibilité répétée pour les mêmes machines, qui consistent à savoir si, étant donné
un état de contrôle, il existe une exécution passant infiniment souvent par cette état de contrôle. Ce
problème est également indécidable pour les machines de Minsky à2 compteurs. Nous obtenons alors
le théorème suivant :

Théorème 3.29La restriction deMC(LTL)ω
1 aux formules utilisant uniquement les opérateurs tem-

porelsX etF est indécidable.

De plus, en utilisant le lemme de purification (lemme 3.16), on en déduit que ces résultats d’indécida-
bilité restent vrais si l’on considère des formules parlantuniquement des données. Et donc :

Théorème 3.30Les restrictions dePureMC(LTL)<ω
1 et dePureMC(LTL)ω1 aux formules utilisant

uniquement les opérateurs temporelsX etF sont indécidables.

121



Chapitre 3. Des logiques pour la vérification de systèmes à compteurs

Finalement, nous montrons que ces résultats d’indécidabilité sont encore valables lorsque l’on consi-
dère la logique du premier ordre sur des mots de données, mêmedans le cas où les formules utilisées
ne contiennent que2 variables, ce qui contraste avec le fait que les problèmes desatisfiabilité fini et
infini pour les formules de FO(∼, <,+1) utilisant au plus2 variables sont décidables (cf. théorème
3.12). Pour prouver cela, nous faisons appel à un résultat énoncé dans [DL08] stipulant que pour toute
formule de LTL↓,Σ1 n’utilisant que les opérateursX et XF et telle que chaque opérateur temporel est
immédiatement précédé par un quantificateur↓1 et telle qu’il n’y a pas d’autre occurrence de quantifi-
cateur↓1, il existe une formule de FO2Σ(∼, <,+1) équivalente. En regardant la preuve du théorème
3.28, on constate que la formuleφ de LTL↓,Q

′

1 peut être écrite de façon à satisfaire cette dernière
propriété.

Théorème 3.31

1. Les problèmesMC(FO)<ω
2 etMC(FO)ω2 sont indécidables.

2. Les problèmesPureMC(FO)<ω
4 et PureMC(FO)ω4 sont indécidables.

Preuve : Pour prouver le point (1.), on utilise la constatation précédent l’énoncé du théorème et le
résultat des théorèmes 3.28et 3.29. Le point (2.) se déduit ensuite du point (1.) en utilisant le lemme
3.17. �

Nous finissons par montrer que les résultats d’indécidabilité énoncés précédemment restent vrais
même si nous restreignons les automates à un compteur pris encompte, en supposant qu’à partir de
chaque état de contrôle, il n’y a jamais deux transitions sortantes différentes étiquetées avec la même
action. Nous introduisons ainsi les automates à un compteurfaiblement déterministes, qui corres-
pondent à des automates finis déterministes lorsque l’alphabet prise en compte est{inc,dec, ifzero}.
En effet, un automate à un compteurA = 〈Q,E, qI , F 〉 est dit faiblement déterministe, si pour toute
état de contrôleq ∈ Q, si il y a deux transitions(q, a, q′), (q, a′, q′′) ∈ E alorsa = a′ implique
q′ = q′′. Remarquons que contrairement aux automates à un compteur déterministe, le système de
transitions associé à un automate à un compteur faiblement déterministe n’est pas nécessairement
déterministe.

Théorème 3.32Les problèmesPureMC(LTL)<ω
1 et PureMC(LTL)ω1 restreints aux automates à un

compteur faiblement déterministes sont indécidables.

Preuve : Dans la preuve du lemme de purification 3.16, le caractère faiblement déterministe est pré-
servé. Il nous suffit donc de montrer que étant donné un automate à un compteurA = 〈Q,E, qI , F 〉

est une formule ferméeφ de LTL↓,Q1 , on peut construire un automate faiblement déterministeA′ =

〈Q′, E′, qI , F 〉 et une formule ferméeφ′ de LTL↓,Q
′

1 telle queA |=<ω φ si et seulement siA′ |=<ω φ′

etA |=ω φ si et seulement siA′ |=ω φ′.

La figure 3.7 illustre sur un ensemble exhaustif d’exemples comment à partir d’un automate à un
compteur quelconque on obtient un automate à un compteur faiblement déterministe. Les construc-
tions que nous donnons peuvent facilement être généralisées pour traiter toutes les transitions deA.
Nous constatons que nous avonsQ ⊆ Q′. La formuleφ′ est quant à elle obtenue en appliquant la
transformationT àφ, T étant définie par induction de la façon suivante :

– T (q) = q pour toutq ∈ Q,
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– T (↑1) =↑1,
– T (¬φ) = ¬T (φ),
– T (φ ∧ φ′) = T (φ) ∧ T (φ′),
– T (Xφ) = X

(

(¬
∨

q∈Q q)U(
∨

q∈Q q ∧ T (φ))
)

,
– T (φUφ′) =

(

(
∨

q∈Q q)⇒ T (φ)
)

U
(
∨

q∈Q q ∧ T (φ′)
)

.
– T (↓1 φ) =↓1 T (φ)

Par la façon dontA′ est construit, on vérifie facilement queφ′ etA′ ont les propriétés souhaitées.�

q

q1

q2

q3

inc

inc

inc

q q11
inc

q21
dec q1

inc

q12

inc

q2
dec

q13

inc

q23
dec q3

dec

q

q1

q2

q3

dec

dec

dec

q q11
dec

q21
inc q1

dec

q22

inc

q32
dec q2

dec

q23

inc

q33
dec

q43
dec q3

dec

q

q1

q2

q3

ifzero

ifzero

ifzero

q q11
ifzero q1

ifzero

q12

inc

q22
dec q2

ifzero

q13

inc

q23
dec

q33
dec q3

ifzero

FIGURE 3.7 – Comment rendre un automate à un compteur faiblement déterministe

Nous avons également un résultat similaire pour la logique FO(∼, <,+1) obtenue grâce à la traduc-
tion de LTL↓ vers FO(∼, <,+1) donnée par la proposition 3.14 :

Corollaire 3.33 Les problèmesPureMC(FO)<ω
4 etPureMC(FO)ω4 restreints aux automates à un comp-

teur faiblement déterministes sont indécidables.
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Automates à un compteurAutomates à un compteurAutomates à un compteur
déterministes non déterministes faiblement déterministes

MC(LTL)ω

MC(LTL)<ω

PureMC(LTL)ω PSPACE-complet
PureMC(LTL)<ω

MC(FO)ω

MC(FO)<ω

PureMC(FO)<ω Indécidable
MC(LTL)ω

1

MC(LTL)<ω
1

PureMC(LTL)ω1
PureMC(LTL)<ω

1 PSPACE

PureMC(FO)ω4
PureMC(FO)<ω

4

MC(FO)ω2 ?
MC(FO)<ω

2

FIGURE 3.8 – Tableau récapitulatif

Ainsi ce derniers résultat nous montrent que même en restreignant les automates à un compteur, nous
n’obtenons pas la décidabilité.

3.2.8 Tableau récapitulatif des résultats obtenus

Le tableau de la figure 3.8 récapitule les différents résultats que nous avons établis concernant les
problèmes de model-checking de la logique LTL avec registres et de la logique du premier ordre sur
des mots de données lorsque les modèles considérés sont des automates à un compteur. Remarquons
que le seul cas pour lequel nous n’avons pas le résultat concerne le model-checking de formules de
la logique du premier ordre sur les mots de données pour les automates à un compteur faiblement
déterministes lorsque les formules considérées n’utilisent que deux variables.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié des problèmes de model-checking sur des systèmes à compteurs
en considérant différentes logiques.
La première logique que nous avons considérée est une extension de CTL∗ pour laquelle les propo-
sitions atomiques sont des formules de Presburger permettant de caractériser les configurations d’un
système à compteurs. Nous avons vu que lorsque les systèmes àcompteurs sont linéaires, plats et à
monoïde fini, le model-checking de cette logique est décidable. Nous avons également montré que
cela n’est plus le cas lorsque nous prenons en compte les machines à compteursreversal-bornées in-
troduites au chapitre précédent, mais qu’il était cependant possible de poser des restrictions sur les
formules de façon à obtenir également la décidabilité de certains problèmes pour ce modèle.
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Ensuite, nous avons étudié les problèmes de model-checkingde logiques sur des mots de données en
prenant comme modèle des automates à un compteur. Les exécutions d’un automate à un compteur
peuvent en effet être vues comme des mots de données, la donnée étant la valeur prise par le compteur
à chaque pas. Malgré le fait que les automates à un compteur soient un modèle très simple, nous
obtenons des résultats d’indécidabilité pour les problèmes de model-checking, sauf dans le cas où
nous prenons des automates à un compteur déterministes. La méthode que nous proposons permet
d’ouvrir la voie pour étudier d’autres problèmes de model-checking en considérant des modèles autres
que les automates à un compteur et pour lesquels les problèmes d’accessibilité sont connus pour être
décidables. Il pourrait en particulier être intéressant devoir si ces problèmes de model-checking sont
décidables pour les machines à compteursreversal-bornées. Nous avons de plus vu que les logiques
considérées sont très expressives, une solution pour obtenir la décidabilité dans plus de cas pourrait
être de restreindre la syntaxe des formules utilisées.
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Deuxième partie

Vérification de programmes avec
pointeurs
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Chapitre 4

Un modèle pour vérifier les programmes
avec pointeurs

Dans ce chapitre, nous présentons les problématiques liéesà la vérification de programmes manipulant
dynamiquement la mémoire. Puis, nous donnons un état de l’art sur les différentes techniques exis-
tantes pour résoudre ces problèmes. Dans un deuxième temps,nous définissons le modèle dont nous
nous servirons pour modéliser des programmes manipulant des structures à un sélecteur (structures
également appelées listes simplement chaînées). Nous appelons ce modèle les systèmes à pointeurs.
Nous finissons par proposer une représentation symbolique pour caractériser de façon finie des en-
sembles infinis de configurations de systèmes à pointeurs.

4.1 Introduction du problème

4.1.1 Vérification de programmes manipulant dynamiquementla mémoire

Dans un système informatique, les sources d’erreur sont multiples. Pour n’en citer que quelques-unes :
les débordements d’indices de tableaux, l’utilisation de variables ou pointeurs non initialisés, les divi-
sions par zéro, etc. Ces erreurs peuvent être difficiles à détecter (manuellement ou automatiquement)
car elles sont souvent liées au comportement dynamique du programme, c’est en particulier le cas des
erreurs induites par l’utilisation des mécanismes d’allocation dynamique de la mémoire.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux programmes pouvant manipuler explicitement la mé-
moire. Ces programmes peuvent réserver de façon dynamique des emplacements de la mémoire pour
y stocker des données. Les zones réservées sont accessiblesau programme grâce à des variables sto-
ckant l’adresse de ces zones, ces variables sont communément appelées des pointeurs. L’opération
qui consiste à lire une donnée se trouvant dans une zone mémoire pointée par une variable se nomme
le déréférencement. La plupart des programmes manipulant explicitement la mémoire utilisent des
structures de données comme par exemple, les listes simplement chaînées, les listes doublement chaî-
nées, les arbres, etc. Le principe de ces structures de données est le suivant : elles sont composées de
cellules et chacune de ces cellules contient des données mais aussi les adresses d’autres cellules, par
exemple dans le cas d’une liste simplement chaînée, chaque cellule contient l’adresse de la cellule
suivante, dans le cas d’une liste doublement chaînée, chaque cellule contient l’adresse de la cellule
précédente et celle de la cellule suivante. Ces structures de données sont très utiles car elles peuvent
avoir un nombre non borné de cellules (contrairement aux tableaux statiques par exemple). Cependant
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cet avantage des structures de données dynamiques fait que les programmes les utilisant sont, comme
nous le verrons par la suite, difficiles à analyser et susceptibles de réaliser des erreurs dans la manipu-
lation des différentes adresses mémoire. Nous attirons l’attention du lecteur sur le point suivant, dans
la plupart des logiciels critiques utilisés à l’heure actuelle, la manipulation dynamique de mémoire
a été bannie, à cause du risque d’erreur que ce genre de programmation engendre. C’est ainsi le cas
pour la programmation de certaines applications que l’on trouve dans les avions, les fusées ou encore
les centrales nucléaires. Néanmoins l’allocation dynamique de mémoire et les structures de données
qui y sont associées permettent souvent d’améliorer les performances d’un système ainsi que la ma-
nipulation des données, d’où l’intérêt de développer des méthodes permettant de vérifier de façon
automatique de tels programmes.

Parmi les différents langages de programmation offrant desmécanismes de manipulation de la mé-
moire, nous prenons ici comme référence le langage C, ceci car il s’agit d’un langage bas niveau
proposant au développeur de nombreuses fonctionnalités permettant de manipuler explicitement les
adresses des zones mémoire. Notons que d’autres langages deprogrammation offrent également cette
possibilité et que les techniques que nous proposons peuvent facilement être adaptées à ces autres
langages. Nous avons choisi le langage C car de nombreux programmes manipulant explicitement la
mémoire sont écrits dans ce langage. À titre d’indication, nous rappelons que, en C , l’allocation de la
mémoire se fait grâce à la primitivemalloc qui renvoie l’adresse de la zone mémoire allouée, quant
à la libération d’une zone mémoire, elle est réalisée grâce àla fonctionfree. Il existe de plus en
C une adresse référence que nous utiliserons et qui est l’adresseNULL. Cette adresse permet d’avoir
un point d’ancrage. Par exemple pour marquer le dernier élément d’une liste, on met dans la dernière
cellule l’adresseNULL ce qui permet ensuite de tester si le programme a atteint ou non la fin de la liste.

Nous donnons maintenant quelques exemples de propriétés que l’on souhaite vérifier sur les pro-
grammes allouant dynamiquement la mémoire :

1. Absence d’erreur de segmentationL’erreur de segmentation parvient lorsque le programme
tente d’accéder à une zone qui n’a pas été allouée ou lorsque le programme tente de déréférencer
le pointeurNULL ; cette erreur est une des plus importantes car elle peut endommager complè-
tement le système, si par exemple le programme écrit ou efface des zones qui sont réservées
pour d’autres programmes.

2. Absence de fuite mémoireUne fuite mémoire arrive lorsqu’une zone mémoire qui a été allouée
précédemment ne peut plus être accédée par aucun des pointeurs du programme ; lorsque cette
erreur arrive, cela signifie que le programme a réservé une zone mémoire qui ne lui sert plus
mais qui reste néanmoins bloquée. Cette erreur n’est pas aussi critique que l’erreur de segmen-
tation, toutefois elle caractérise une mauvaise utilisation de l’allocation dynamique. De plus
dans certains logiciels embarqués, la mémoire est une ressource critique, dont il est important
de contrôler parfaitement la façon dont elle est allouée et libérée.

3. Respect des invariants structurelsCette dernière classe de propriétés est liée à l’utilisation de
structures de données. En effet, lorsqu’un développeur implante une structure de données, le bon
fonctionnement des algorithmes est fortement lié à la “forme” de la mémoire donnée en entrée,
ainsi certaines fonctions sur les listes simplement chaînées ne fonctionnent plus correctement si
la liste donnée en entrée est cyclique, il est donc importantpour assurer le bon fonctionnement
d’un système, de s’assurer que certains invariants sont respectés pour les structures de données
utilisées. Nous distinguons deux types de propriétés, les propriétés dites qualitatives portant sur
la forme générale de la mémoire, comme par exemple, le partage de listes, ou la présence de
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listes cycliques, et les propriétés quantitatives qui considèrent également le nombre de cellules
allouées, par exemple savoir si une liste a la même longueur qu’une autre liste.

4.1.2 État de l’art

La vérification de programmes manipulant dynamiquement la mémoire est un champ de recherche
très actif et pour lequel de nombreuses techniques ont été développées. Nous rappelons dans cette
partie certaines d’entre elles afin de positionner ensuite notre recherche.

4.1.2.1 L’analyse de forme (“shape analysis”) : un point de départ

La plupart des méthodes développées pour vérifier des programmes manipulant dynamiquement la
mémoire sont basées sur ce que l’on appelle l’analyse de forme (“shape analysis” en anglais). Le pro-
blème de l’analyse de forme consiste à déterminer pour chaque point d’un programme donné une ca-
ractérisation finie des différentes “formes” que les structures de données manipulées peuvent prendre
en mémoire. L’analyse de forme a été introduite par Reynoldsdans [Rey68] qui l’a étudiée pour ana-
lyser des programmes dans un langage proche du Lisp qui ne modifiaient pas la forme générale des
structures de donnés, mais qui pouvaient uniquement changer les emplacements pointés par les va-
riables. La plupart des méthodes basées sur l’analyse de forme cherchent à établir un modèle fini pour
représenter un ensemble infini de configurations de la mémoire et calculent une surapproximation du
comportement du programme sur ces représentations.

4.1.2.2 Méthodes à base de graphes

Basée sur l’interprétation abstraite. Dans [SRW98], les auteurs proposent un algorithme qui uti-
lise un ensemble fini de graphes spéciaux (appelés “shape graphs”) pour approximer les différentes
formes que les structures allouées peuvent prendre dans la mémoire lors de l’exécution du programme.
Leur algorithme est basé sur la technique de l’interprétation abstraite introduite par Patrick Cousot et
Radhia Cousot dans [CC77]. L’interprétation abstraite estune théorie d’approximation de la séman-
tique de programmes basée sur l’utilisation de fonctions monotones sur des ensembles ordonnées.
Cette technique permet de calculer une surapproximation ducomportement réel des programmes, il
se peut qu’elle détecte des erreurs qui sont en fait des fausses alarmes, c’est-à-dire des erreurs liées à
l’approximation qui n’ont pas réellement lieu lors de l’exécution du programme. Les “shape graphs”
introduits dans [SRW98] permettent de représenter de façonbornée des tas mémoire dont le nombre
de cellules est non borné en regroupant les cellules mémoirequi ne sont pas pointées par des va-
riables au sein d’une même cellule abstraite tandis que les cellules concrètes qui sont pointées par des
ensembles de variables différents sont séparées dans des cellules abstraites différentes. Pour certains
programmes, cette technique est capable de déterminer des propriétés telles que :
– lorsque la donnée d’entrée d’un programme est une liste simplement chaînée, la donnée de sortie

est aussi une liste simplement chaînée,
– lorsque la donnée d’entrée d’un programme est un arbre, la donnée de sortie est aussi un arbre.

Vérification de structures de données paramétrées. Dans [DEG06], les auteurs s’intéressent au
problème suivant : étant donnés un programme et une propriété de spécification sur les graphes ini-
tiaux, vérifier si les graphes obtenus en sortie du programmevérifient une propriété et ceci quelle
que soit la taille des graphes d’entrée. Ils présentent alors une méthode automatique pour résoudre ce
problème pour une classe de programmes. Les programmes prisen compte doivent en effet :
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– terminer, et,
– modifier la forme générale de la structure de données qu’un nombre borné de fois.
Cet algorithme a l’avantage de fournir une réponse exacte sur le comportement du programme, en
revanche les propriétés qui doivent être respectées par le programme sont en général indécidables.

4.1.2.3 Méthodes à base de logique

Logique à 3 valeurs. Dans [SRW02], Sagiv, Reps et Wilhelm poursuivent le travailqu’ils avaient
commencé en utilisant l’interprétation abstraite sur les graphes (cf. section précédente). L’idée nou-
velle qu’ils introduisent consiste à modéliser un graphe par des formules de la logique à3 valeurs, les
3 valeurs étantvrai, faux et indéterminé. Cette logique a été introduite par Kleene dans [Kle87]. En
évaluant les valeurs des formules, on peut :
– exécuter de façon abstraite une suite d’instructions sur les structures de données,
– extraire des propriétés du tas mémoire à partir d’une formule logique le caractérisant.
La logique à3 valeurs est utilisée afin d’abstraire certaines propriétésdu graphe représentant la mé-
moire, cela étant réalisé en rajoutant des prédicats d’abstraction dans les formules. Intuitivement, un
ensemble possiblement infini de graphes est représenté par une structure contenant un ensemble fini
de prédicats évalués àvrai, faux ou indéterminé. Ensuite étant donnée une formule de la logique du
premier ordre utilisant ces prédicats, nous avons les propriétés suivantes :
– si cette formule est évaluée àvrai, alors tous les graphes mémoire décrits par la structure vérifient

la formule,
– si cette formule est évaluée àfaux, alors aucun des graphes mémoire décrits par la structure ne

vérifie la formule,
– si cette formule est évaluée àindéterminé, il n’est pas possible de savoir si la formule est vérifiée

par tous les graphes, aucun des graphes ou seulement certains graphes décrits par la structure.
Bien que cette méthode ait permis l’analyse de nombreux programmes manipulant dynamiquement
la mémoire, elle comporte certains points faibles. Tout d’abord, étant donné qu’elle se base sur la
logique à3 valeurs, le résultat de l’algorithme d’analyse peut être imprécis. De plus, dans la plupart
des cas, l’utilisateur doit fournir des prédicats d’abstraction pour raffiner l’analyse, il doit donc avoir
une bonne connaissance du programme qu’il vérifie ainsi que de l’algorithme d’abstraction utilisé.
L’équipe de Sagiv a développé l’outilTVLA (Three-Valued Logic Analyser) basé sur la logique à
3 valeurs [LAMS04, BLARS07]. À partir de la définition dans unelogique du premier ordre de la
sémantique opérationnelle des instructions du programme et d’une formule logique représentant l’état
abstrait initial, cet outil génère une sémantique abstraite et produit pour chaque point du programme
une représentation abstraite du tas mémoire. Cet outil est disponible à l’adresse :
http://www.cs.tau.ac.il/~tvla

Logique monadique du second ordre. Dans [JJKS97], les auteurs proposent d’exprimer des pro-
priétés sur le tas mémoire grâce à des formules de la logique monadique du second ordre sur des mots
finis. La méthode utilisée permet de vérifier des triplets de Hoare sur des programmes ne comportant
pas de boucle. Les triplets de Hoare sont des propriétés caractérisant un code informatique sous forme
de la donnée de préconditions, postconditions et invariants. Dans cet article, les auteurs proposent une
méthode pour analyser des programmes travaillant uniquement sur des listes simplement chaînées, et
par la suite dans [EMS00] cette technique fut étendue aux programmes travaillant sur certains types
d’arbres en considérant une logique monadique àk successeurs à la place d’une logique monadique
à un successeur. Le type de structure de données pour lequel l’analyse fonctionne étant limité par
la logique utilisée. L’avantage de cette méthode est que lorsqu’un triplet de Hoare n’est pas vérifié,
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un contre-exemple est fourni qui permet de déduire la cause de l’erreur ou de raffiner le triplet de
Hoare. En revanche, comme cette technique ne fonctionne paspour les programmes avec boucles,
l’utilisateur doit annoter chaque boucle du programme qu’il souhaite analyser. L’algorithme de l’ou-
til PALE (Pointer Assertion Logic Engine) [MS01] utilise cette méthode. Cet outil est disponible à
l’adresse :http://www.brics.dk/PALE/

Logique de séparation. La logique de séparation a été introduite par Reynolds dans [Rey02]. Les
formules de la logique de séparation utilisent les prédicats standards de calcul des prédicats y compris
les booléens et les quantificateurs, et elles admettent en plus quatre nouvelles assertions qui permettent
de décrire le tas mémoire, en particulier pour décrire le tasvide, ou encore qu’un noeud contient
l’adresse d’un autre noeud, ou bien que deux variables pointent à deux endroits différents de la mé-
moire. La logique de séparation permet de raisonner sur le tas mémoire de façon locale, ce qui peut
présenter un avantage par rapport à la technique utilisant la logique à3 valeurs, car la modification du
tas mémoire après l’exécution d’une instruction peut être plus facile à réaliser symboliquement. Dans
[BCO05b], les auteurs proposent une méthode pour réaliser l’exécution symbolique d’instructions sur
certaines formules de logique de séparation ; grâce à cette méthode, ils peuvent vérifier des triplets
de Hoare sur des programmes ne comportant pas de boucle. L’outil Smallfoot [BCO05a] implante
cette idée. Cet outil est disponible à l’adresse suivante :
http://www.dcs.qmul.ac.uk/research/logic/theory/projects/smallfoot/.
En revanche, cette méthode n’est pas adaptée à la définition d’une sémantique abstraite car elle peut
amener à construire une infinité de formules logique et il n’est donc pas possible de garantir un cal-
cul de point fixe lors de l’analyse de programmes avec boucles. C’est pourquoi dans [DOY06], les
auteurs présentent une adaptation de ce calcul symbolique en introduisant un opérateur d’abstraction
qui transforme une formule de la logique de séparation en unecertaine forme canonique. Ces formes
canoniques sont définies de telle façon qu’il en existe un nombre borné. Ceci permet donc d’effectuer
un calcul symbolique qui termine. Dans un premier temps, cette méthode ne fonctionnait que pour des
programmes manipulant des listes simplement chaînées, mais elle fut étendue ensuite dans [BCC+07]
de façon à pouvoir vérifier des programmes travaillant sur des structures de données plus complexes
comme des listes doublement chaînées ou des listes de listes. Là encore, une abstraction étant réalisée,
l’algorithme de vérification calcule une surapproximationdu comportement réel du programme et par
conséquent il se peut que de fausses erreurs soient détectées.

Autres formalismes logique Dans [BIL04], les auteurs proposent une logique appelée “alias logic”
utilisant des expressions régulières sur un alphabet fini pour modéliser le tas mémoire. Ils commencent
par donner un formalisme logique permettant de décrire un grand nombre de propriétés mais il s’avère
que le problème de satisfiabilité pour ce formalisme est indécidable. Ils trouvent ensuite une restriction
décidable qui ne permet pas de décrire certaines propriétésintéressantes sur le tas mémoire, comme
par exemple la présence d’une liste simplement chaînée. Lesauteurs prouvent que leur formalisme
logique permet de vérifier des programmes dans lesquels chaque boucle est annotée par un triplet
de Hoare. Plus tard, dans [BI06], les auteurs ont modifié un peu cette logique pour ne considérer
que des programmes manipulant des listes simplement chaînées, mais en autorisant dans la logique
de parler de la longueur des listes. Ils développent ainsi une méthode de vérification de triplets de
Hoare leur permettant de vérifier par exemple que deux listesont la même longueur après l’exécution
d’un nombre fini d’exécutions, alors qu’aucun des formalismes logiques vus auparavant ne permettait
d’exprimer de telles propriétés.
Finalement, dans [PW05], les auteurs proposent un autre contexte symbolique appelés tas booléen
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(“boolean heap” en anglais) pour vérifier des programmes manipulant dynamiquement la mémoire.
Comme pour la méthode utilisant la logique à3 valeurs, les auteurs définissent un tas mémoire grâce
à un ensemble de prédicats et ils appliquent ensuite la technique de l’abstraction de prédicats pour
calculer une surapproximation des configurations du programme. Leur méthode consiste à choisir un
ensemble de prédicats sur le tas mémoire (prédicats qui serviront à définir le domaine abstrait), puis à
construire une fonction exécutant symboliquement les instructions du programme sur le domaine abs-
trait, et enfin à appliquer les techniques de model-checkingclassique pour des systèmes finis (l’abs-
traction assurant que le nombre de configurations abstraites possibles est fini). Un des avantages de
cette dernière méthode est qu’elle peut bénéficier des techniques de l’abstraction de prédicats déve-
loppées pour l’outilSLAM [BR01, BMMR01].

4.1.2.4 Méthodes à base de reconnaissance de langages

Model-checking régulier abstrait. Dans [BHMV05], les auteurs proposent une méthode basée
sur le model-checking régulier (pour plus d’informations,on peut se référer à [WB98, BJNT00,
KMM +01]) pour analyser des programmes manipulant dynamiquement la mémoire. La technique
qu’ils développent consiste à encoder les configurations d’un programme comme des mots et le pro-
gramme devient alors un transducteur (c’est à dire un automate avec entrée/sortie) travaillant sur ces
mots. De façon à encoder les listes dans des mots (ce qui peut poser problème par exemple dans le
cas de listes partagées), ils utilisent des symboles spéciaux. Les ensembles infinis de configurations
peuvent alors être représentés par des automates finis. Cependant l’algorithme du model-checking
régulier ne permet pas toujours de calculer l’ensemble d’accessibilité exact (ceci car on n’arrive pas
forcément à un point fixe). Aussi des techniques d’abstraction pour le model-checking régulier ont
été développées (cf. [BHV04]). L’avantage est que l’on peutraffiner la surapproximation calculée de
façon automatique grâce à des contre-exemples. Cette technique a été utilisée dans un premier temps
pour vérifier des programmes manipulant uniquement des listes simplement chaînées [BHMV05] puis
plus tard dans pour vérifier des programmes manipulant des arbres [BHRV06a, BHRV06b].

Automates d’arbres avec contraintes. Dans [HIV06], les auteurs introduisent une méthode pour
vérifier des programmes manipulant des arbres équilibrés. Leur méthode utilisent des automates
d’arbre avec en plus des contraintes de taille qui permettent de représenter des langages non régu-
liers. Avec cette technique ils arrivent à vérifier des triplets de Hoare, mais l’analyse de programmes
avec boucles n’est pas faisable, sauf si bien entendu les boucles sont étiquetées avec des invariants.

4.1.2.5 Récapitulatif

Le tableau de la figure 4.1 résume les propriétés des différentes techniques présentées auparavant.
Dans ce tableau, nous distinguons la vérification de propriétés qualitatives et de propriétés quanti-
tatives. Nous appelons propriétés qualitatives toutes lespropriétés concernant la forme générale du
tas mémoire, comme par exemple présence ou non de listes cycliques, partage ou non de listes entre
variables, mais sans qu’il y est d’indication sur le nombre de cellules concernées. Les propriétés
quantitatives permettent quant à elles de donner des informations sur le nombre de cellules présentent
dans le tas mémoire, par exemple le fait que deux listes aientla même longueur est une propriété
quantitative. Nous tenons à faire cette différence sur les propriétés vérifiées car la méthode que nous
présenterons dans le chapitre suivant permet de vérifier despropriétés qualitatives et quantitatives
pour des programmes manipulant des listes simplement chaînées. Nous constatons avec ce tableau
que la plupart des méthodes existantes soit calculent une surapproximation du comportement réel
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du programme ce qui peut amener à la présence de fausses erreurs, soit ont besoin que les boucles
des programmes fournis en entrée soient annotées avec des invariants. Il existe de plus très peu de
méthodes permettant de vérifier des propriétés quantitatives.

Techniques Structures Propriétés Propriétés Automatisation
de données qualitatives quantitatives

Graphes
+ Toutes Oui Non Abstraction

Interprétation abstraite
Structures Restriction
de données Toutes Oui Non sur les
paramétrées programmes

TVLA Toutes Oui Non Abstraction

PALE Restreintes Oui Non Annotations

Logique Listes
de de Oui Non Abstraction

séparation Listes
Logique

avec Listes Oui Oui Annotations
compteurs

Tas booléens Toutes Oui Non Abstraction

Model-checking régulier Arbres Oui Non Abstraction

Automates d’arbres Arbres
avec Oui Oui Annotation

contraintes équilibrés

FIGURE 4.1 – Tableau récapitulatif des méthodes existantes

4.2 Systèmes à pointeurs

Dans cette section, nous présentons la façon dont nous modélisons un programme manipulant des
listes simplement chaînées.
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4.2.1 Modélisation du tas mémoire par des graphes

Nous nous intéressons aux programmes manipulant des listessimplement chaînées et nous ne prenons
pas en compte les données stockées dans les différentes cellules des listes mais nous considérons
uniquement la forme de la structure de données. Pour représenter la mémoire, on peut alors utiliser
un graphe dans lequel chaque noeud représente une cellule eta au plus un successeur. Les noeuds
peuvent de plus éventuellement être étiquetés (ou pointés)par des variables, appelées pointeurs. Nous
introduisons de plus deux noeuds spéciaux qui sont les noeuds null pour représenter l’adresseNULL
et le noeud⊥ dont nous nous servirons pour caractériser une zone mémoireindéfinie. Ainsi, nous
définissons ce que nous appelons les graphes mémoire.

Definition 4.1 (Graphe mémoire) [BFN04] Un graphe mémoire est un quadrupletGM = (N,P,
succ, loc) tel que :

– N est un ensemble fini de noeuds vérifiant{null,⊥} ∩N = ∅,
– P est un ensemble fini de variables appelées pointeurs,
– succ : N → N ∪ {null,⊥} est une fonction associant à chaque noeud un noeud successeur,
– loc : P → N ∪ {null,⊥} est une fonction associant un noeud à chaque pointeur,
– pour tout noeudn ∈ N , il existep ∈ P et i ∈ N tels quen = succi(loc(p)).

Remarquons que la dernière condition exprime l’absence de fuite mémoire car elle implique que
chaque noeud de la mémoire puisse être accédé par un pointeur. Nous notonsGMP l’ensemble des
graphes mémoire ayantP comme ensemble de pointeurs. SoitGM est un graphe mémoire dansGMP

tel queGM = (N,P, succ, loc). Si n ∈ N , nous définissons l’ensembleList(GM,n) = {m ∈
N ∪ {null,⊥} | ∃i ∈ N tel quem = succi(n}. De plus nous avonsList (GM, null) = {null}
et List (GM,⊥) = {⊥}. Si p est un pointeur deP , nous étendons cette définition de telle façon que
List (GM, p) = List (GM, loc(p)) est l’ensemble des noeuds deGM pouvant être accédés depuis le
noeud pointé parp. Ainsi par définition d’un graphe mémoire, pour toutn ∈ N , il existep ∈ P tel
quen ∈ List(GM, p).

p1

p2

p3

null

FIGURE 4.2 – Un graphe mémoire

Exemple 4.2 La figure 4.2 donne une représentation d’un graphe mémoire avec trois pointeursp1,
p2 etp3. Les listes pointées parp1 etp2 sont partagées et aboutissent sur une liste cyclique. Quantà
la liste pointée parp3, elle contient trois cellules et la dernière cellule pointeversNULL.
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Notation 4.3 Par la suite, lorsque l’ensemble des pointeursP considéré sera explicite, nous ne le
noterons pas dansGMP en écrivant seulementGM.

Étant donnés deux graphes mémoireGM1 = (N1, P, succ1, loc1) et GM2 = (N2, P, succ2, loc2)
dansGMP , nous dirons qu’une fonctionf : N1∪{⊥, null} 7→ N2∪{null,⊥} est un isomorphisme
deGM1 versGM2 si et seulement si les conditions suivantes sont respectées:

– f est une bijection,
– f(null) = null etf(⊥) = ⊥,
– pour toutp ∈ P , loc2(p) = f(loc1(p)),
– pour toutn ∈ N1, f(succ1(n)) = succ2(f(n)).

Par définition,f étant une bijection, si il existe un isomorphisme deGM1 versGM2 alors il existe
un isomorphisme deGM2 versGM1. Nous dirons que deux graphes mémoire sont isomorphes si il
existe un isomorphisme de l’un vers l’autre. Finalement, nous dirons que deux graphes mémoire sont
égaux si et seulement si ils sont isomorphes.

4.2.2 Syntaxe

De façon à faire le parallèle avec les systèmes à compteurs que nous avons étudiés dans la partie
précédente de cette thèse, nous introduisons maintenant ceque nous appelons les systèmes à poin-
teurs qui correspondent à des automates finis, c’est à dire une structure de contrôle finie, manipulant
des pointeurs. Avant de définir formellement le modèle des systèmes à pointeurs, nous présentons
la syntaxe des gardes et des actions qui étiquetteront les transitions de ces systèmes. Nous donnons
l’interprétation sémantique de ces gardes et de ces actionsdans la section suivante.

Étant donné un ensemble de pointeursP , nous définissons un ensembleGP de gardesg sur les poin-
teurs deP grâce à la grammaire suivante :

g ::= true | p == null | p == p′ | ¬g | g ∧ g

où p, p′ sont des pointeurs appartenant àP . Intuitivement, ces gardes permettent de tester si deux
pointeurs pointent sur le même noeud dans un graphe mémoire,ou si un pointeur pointe sur le noeud
null ; il est de plus possible de composer les gardes en utilisant les opérateurs booléens classiques.

De la même façon, nous définissons un ensembleAP d’actionsa sur les pointeurs deP par la gram-
maire suivante :

a ::= p := p′ | p := null | p := p′.succ | p.succ := p′ |
p := malloc | free(p) | skip

avecp, p′ ∈ P . Ces différentes actions servent dans l’ordre où elles apparaissent à faire pointer une
variable à l’endroit où pointe une autre variable, à faire pointer une variable vers le noeudnull, à faire
pointer une variable vers le successeur d’un noeud pointé par une autre variable, à changer le succes-
seur d’un noeud pointé par une variable, à allouer une zone mémoire, à libérer une zone mémoire et à
ne rien faire. Remarquons que si l’on compare avec les primitives du langage C, la fonctionmalloc
que nous utilisons ici, ne prend pas d’argument, alors qu’enC le programmeur doit spécifier la taille
de la zone mémoire qu’il alloue. Cette différence est liée aufait que nous considérons ici qu’un seul
type de structure de données pour lequel nous réalisons l’allocation dynamique de mémoire, à savoir
les listes simplement chaînées et par conséquent la taille de la zone mémoire allouée est implicitement
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typedef struct node {
struct node* succ;
int data;

}* List;

void deleteAll(List p){
List q;
while (p!=NULL){
q = p;
p = p->succ;
free(q);

}
}

3

2

1 5

¬p == null? q := p

p == null? skip

p = p.succ

free(q)

FIGURE 4.3 – Un programme C et le système à pointeurs correspondant

toujours égale à la taille d’une cellule de liste simplementchaînée.

Notation 4.4 Par la suite, comme pour l’ensembleGM, lorsque l’ensemble des pointeursP consi-
déré sera explicite, nous ne le noterons pas dansGP etAP en écrivant seulementG etA.

Nous donnons maintenant la définition des systèmes à pointeurs.

Definition 4.5 (Système à pointeurs)Un système à pointeurs est un tripletS = 〈Q,P,E〉 tel que :

– Q est un ensemble fini d’états de contrôle,
– P est un ensemble fini de pointeurs,
– E ⊆ Q× G ×A×Q est un ensemble fini de transitions, chacune étant étiquetéepar une garde et

une action sur les pointeurs deP .

Exemple 4.6 La figure 4.3 représente un programme C manipulant une liste simplement chaînée
ainsi que le système à pointeurs correspondant. Ce programme prend en entrée une liste simplement
chaînée et libère chacune de ces cellules. Étant donné que ceprogramme ne fait que modifier la
forme de la liste, sans toucher aux données contenues dans les différentes cellules, le programme et le
système à pointeurs sont quasiment identiques.

Comme les systèmes à pointeurs manipulent uniquement des pointeurs et qu’il n’est pas possible
d’accèder aux données stockées dans les cellules des listessimplement chaînées, pour obtenir un
système à pointeurs à partir d’un programme C, il est souventnécessaire d’effectuer une abstrac-
tion du programme. Dans le travail que nous présentons ici, nous ne nous intéresserons pas à cette
phase d’abstraction mais seulement à l’étude des systèmes àpointeurs. Notons juste que développer
des techniques pour réaliser une telle abstraction est un projet de recherche à part entière. En effet,
l’abstraction doit couvrir tous les comportements du programme, de façon à ne pas laisser passer
d’éventuelles erreurs, mais elle ne doit pas être trop approximative de façon à limiter le nombre de
fausses alarmes, c’est-à-dire d’erreurs qui ont lieu pour l’abstraction mais qui ne sont pas réalisées par
le programme.
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4.2.3 Sémantique

Nous allons maintenant donner la sémantique associée à un système à pointeurs. De la même façon
que nous avons associé un système de transitions à un systèmeà compteurs, nous allons définir le
système de transitions associé à un système à pointeurs. Pour ce faire, nous définissons la sémantique
des gardes et des actions introduites précédemment.

Dans cette section, nous considérons un ensembleP de pointeurs. Étant donnés une gardeg ∈ G et
un graphe mémoireGM ∈ GM tel queGM = (N,P, succ, loc), nous définissons par induction la
relation de satisfiabilitéGM |= g de la façon suivante :

– GM |= true est toujours vraie,
– GM |= p == null si et seulement siloc(p) = null,
– GM |= p == p′ si et seulement siloc(p) = loc(p′),
– GM |= ¬g si et seulement siGM 6|= g,
– GM |= g ∧ g′ si et seulement siGM |= g etGM |= g′.

En regardant de plus près la relation de satisfiabilité définie ci-dessus, on peut remarquer que si deux
variablesp et p′ pointent toutes deux vers⊥, alors la gardep == p′ est satisfaite. Ce choix a été fait
de façon à ce que si une action fait pointer la variablep vers le noeud où pointe la variablep′, alors on
souhaite que la garde soit satisfaite (comme c’est le cas en C). Toutefois cette sémantique peut aussi
poser problème car, comme nous le verrons plus loin, si l’on libère le noeud pointé parp en faisant
free(p) et si ensuite on libère le noeud pointé parp′ avec unfree(p′) alors nous considérons que
les deux variablesp et p′ pointent toutes deux sur le noeud⊥ et par conséquent la gardep == p′ est
aussi satisfaite, ce qui n’est plus du tout sûr en C. Pour palier ce problème, une solution aurait pu être
d’utiliser plusieurs noeuds de type⊥ mais afin de ne pas compliquer encore plus la sémantique, nous
n’avons pas choisi cette option.

Nous nous attachons maintenant à définir la sémantique des actions manipulant les pointeurs. Nous
introduisons trois éléments spéciaux qui sontSeg, Leak et LeakSeg qui n’appartiennent pas àGM.
Intuitivement,Seg symbolise une erreur de segmentation (“segmentation fault” en anglais),Leak une
fuite mémoire (“memory leakage” en anglais) etLeakSeg symbolise le fait que les deux erreurs ont eu
lieu. Nous utilisons ces trois éléments car, comme nous le signalions précédemment, les actions d’un
programme manipulant la mémoire sont susceptibles de réaliser ces erreurs. Ainsi étant donnée une ac-
tion de pointeursa ∈ A, nous allons définir une fonctionJaKP : GM→ GM∪{Seg, Leak, LeakSeg}
qui prend comme argument un graphe mémoire et renvoie soit legraphe mémoire résultat de l’action,
soitSeg si l’action réalise une erreur de segmentation, soitLeak si l’action réalise une fuite mémoire,
soitLeakSeg si l’action réalise une fuite mémoire et une erreur de segmentation.

Notation 4.7 Nous noteronsGMerr
P (ou GMerr lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté sur l’ensemble

de variables de pointeurs considéré) l’ensembleGMP ∪ {Leak, Seg, LeakSeg}.

Les figures 4.5 à 4.10 donnent la sémantique opérationnelle associée à chacune des actions possibles
d’un système à pointeurs, exceptée celle de l’actionskip qui est évidente,JskipKP étant la fonction
identité surGM. Considérons par exemple la sémantique des actions de la formep.succ := p′ décrite
à la figure 4.8. Cette action a pour but de changer le successeur du noeud pointé parp. Ainsi si p
pointe versnull ou⊥, cette action réalise une erreur de segmentation, comme cela est indiqué par la
troisième ligne du tableau. Il faut de plus faire attention àce que la modification du graphe ne génère
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pas de fuite mémoire. Pour ce faire, il faut s’assurer qu’unefois que l’on aura changer le successeur
du noeud pointé parp, l’actuel successeur de ce noeud sera encore accessible parune variable (sauf
bien entendu si il s’agit denull ou de⊥), et c’est à cela que servent les autres hypothèses exprimées
dans la première ligne du tableau. Notons par ailleurs que pour définir cette sémantique, nous avons
fait certains choix qui peuvent être discutés, en particulier en ce qui concerne la sémantique des
actions de la formefree(p). En effet, nous supposons que si la variablep pointe versnull ou⊥,
l’action free(p) réalise une erreur de segmentation, comme cela est indiqué par la deuxième ligne
du tableau de la figure 4.10. Il s’avère que pour certains systèmes, libérer un pointeur versnull est
une opération qui ne réalise pas d’erreur de segmentation, cependant nous considérons que si cela
arrive, il s’agit quand même d’un dysfonctionnement du programme et c’est pour cette raison que
nous considérons tout de même qu’une erreur de segmentationsurvient. Notons que dans les figures
4.5 à 4.10, la notationloc[p 7→ n] est utilisée pour définir la fonctionloc′ telle que pour toutp′ 6= p,
loc′(p′) = loc(p′) et loc′(p) = n.

GM

p1 p2

null

GM ′

p1

p2

null

FIGURE 4.4 – Effet de l’actionp1.succ := p2 surGM

Exemple 4.8 La figure 4.4 montre l’effet de l’actionp1.succ := p2 sur le grapheGM . Comme le
pointeurp1 ne pointe pas surnull ou sur⊥ et comme le successeur deloc(p1) est accessible à partir
du pointeurp2, on en déduit que cette action ne réalise ni une erreur de segmentation ni une fuite
mémoire. En revanche, l’actionp1 := p2 réalise une fuite mémoire sur le graphe mémoireGM car
si l’on fait pointer la variablep1 sur le noeudloc(p2), le noeud pointé parp1 n’est plus accessible à
partir d’aucune des variables du graphe.

Nous pouvons maintenant donner la définition du système de transitions associé à un système à poin-
teurs. Une configuration d’un système à pointeurs est soit :

1. une paire(q,GM) où q ∈ Q est un état de contrôle etGM est un graphe mémoire dansGMP ,

2. une paire(q, Leak) avecq ∈ Q ; une telle configuration caractérise une fuite mémoire,

3. une paire(q, Seg) avecq ∈ Q ; une telle configuration caractérise une erreur de segmentation,

4. une paire(q, LeakSeg) avecq ∈ Q ; une telle configuration caractérise une fuite mémoire et
une erreur de segmentation.

La sémantique opérationnelle d’un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 est donnée par un système de
transitions étiquetéTS(S) = 〈Q× GMerr

P , E,→〉 de telle sorte que→⊆ (Q× GMP )×E × (Q×
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GMerr
P ) est la relation définie de la façon suivante, pour tout(q,GM) dansQ × GMP , pour tout

(q′, GM ′) ∈ Q× GMerr
P , pour toute ∈ E :

(q,GM)
e
→ (q′, GM ′) si et seulement sie = (q, (g, a), q′) etGM |= g etGM ′ = JaKP (GM)

Hypothèses JaKP (GM)

GM = (N, P, succ, loc)
etp 6= p′ (N, P, succ, loc[p 7→ loc(p′)])

et soit il existep′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′′),
soit loc(p) ∈ {null,⊥}

p = p′ GM

GM = (N, P, succ, loc)
etp 6= p′ Leak

et il n’existe pasp′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′′)
et loc(p) /∈ {null,⊥}

FIGURE 4.5 – Sémantique de l’actiona = (p := p′)

Hypothèses JaKP (GM)

GM = (N, P, succ, loc)
et soit il existep′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′), (N, P, succ, loc[p 7→ null])

soit loc(p) ∈ {null,⊥}

GM = (N, P, succ, loc)
et il n’existe pasp′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′) Leak

et loc(p) /∈ {null,⊥}

FIGURE 4.6 – Sémantique de l’actiona = (p := null)
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Hypothèses JaKP (GM)

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p′) /∈ {null,⊥} (N, P, succ, loc[p 7→ succ(loc(p′)])

etsucc(loc(p′)) 6= loc(p)
et soit il existep′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′′),

soit loc(p) ∈ {null,⊥}
soitp = p′ et loc(p) ∈ List(GM, succ(loc(p))

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p′) /∈ {null,⊥} GM

etsucc(loc(p′)) = loc(p)

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p′) ∈ {null,⊥} Seg

et soit il existep′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′′),
soit loc(p) ∈ {null,⊥}

soitp = p′ et loc(p) ∈ List(GM, succ(loc(p))

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p′) /∈ {null,⊥} Leak

etsucc(loc(p′)) 6= loc(p)
et il n’existe pasp′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′′),

et loc(p) /∈ {null,⊥}
et (p 6= p′ ou loc(p) /∈ List(GM, succ(loc(p)))

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p′) ∈ {null,⊥} LeakSeg

et il n’existe pasp′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′′),
et loc(p) /∈ {null,⊥}

et (p 6= p′ ou loc(p) /∈ List(GM, succ(loc(p)))

FIGURE 4.7 – Sémantique de l’actiona = (p := p′.succ)
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Hypothèses JaKP (GM)

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p) /∈ {null,⊥} (N, P, succ[loc(p) 7→ loc(p′)], loc)

et soit il existep′′ ∈ P \ {p} tel que
loc(p) /∈ List(GM, p′′) ousucc(loc(p)) = loc(p′′)

et tel quesucc(loc(p)) ∈ List(GM, p′′),
soitsucc(loc(p)) ∈ {null,⊥}

GM = (N, P, succ, loc) Seg

et loc(p) ∈ {null,⊥}

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p) /∈ {null,⊥}

et il n’existe pasp′′ ∈ P \ {p} tel que Leak

loc(p) /∈ List(GM, p′′) ousucc(loc(p)) = loc(p′′)
et tel quesucc(loc(p)) ∈ List(GM, p′′),

etsucc(loc(p)) /∈ {null,⊥}

FIGURE 4.8 – Sémantique de l’actiona = (p.succ := p′)

Hypothèses JaKP (GM)

GM = (N, P, succ, loc) (N ∪ {n}, P, succ[n 7→ ⊥], loc[p 7→ n])
et soit il existep′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′), avecn /∈ N

soit loc(p) ∈ {null,⊥}

GM = (N, P, succ, loc)
et il n’existe pasp′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(GM, p′) Leak

et loc(p) /∈ {null,⊥}

FIGURE 4.9 – Sémantique de l’actiona = (p := malloc)
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Hypothèses JaKP (GM)

(N \ {loc(p)}, P, succ′, loc′)
GM = (N, P, succ, loc) et pour toutp′ ∈ P
et loc(p) /∈ {null,⊥} si loc(p′) = loc(p) alorsloc′(p′) = ⊥

et il existep′ ∈ P \ {p} tel que si loc(p′) 6= loc(p) alorsloc′(p′) = loc(p′)
loc(p) /∈ List(GM, p′) ousucc(loc(p)) = loc(p′) et pout toutn ∈ N \ {loc(p)},

et tel quesucc(loc(p)) ∈ List(GM, p′) si succ(n) = loc(p) alorssucc′(n) = ⊥
et sisucc(n) 6= loc(p) alorssucc′(n) = succ(n)

GM = (N, P, succ, loc) Seg

et loc(p) ∈ {null,⊥}

GM = (N, P, succ, loc)
et loc(p) /∈ {null,⊥}

et il n’existe pasp′ ∈ P \ {p} tel que Leak

loc(p) /∈ List(GM, p′) ousucc(loc(p)) = loc(p′)
et tel quesucc(loc(p)) ∈ List(GM, p′)

FIGURE 4.10 – Sémantique de l’actiona = (free(p))
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4.2.4 Problèmes d’accessibilité

Les systèmes à pointeurs sont un modèle pour la vérification de programmes manipulant des listes sim-
plement chaînées. Nous présentons ici les différents problèmes auxquels nous allons nous intéresser.
Ces problèmes correspondent à la traduction dans notre formalisme de la vérification des propriétés
telles que l’absence d’erreur de segmentation ou l’absencede fuite mémoire. Comme nous l’avons
vu, il est impératif que ces propriétés soient vérifiées pourgarantir le bon fonctionnement d’un pro-
gramme.

SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs,TS(S) = 〈Q × GMerr, E,→〉 le système de transi-
tions qui lui est associé etc0 ∈ Q× GMerr une configuration initiale. L’ensemble d’accessibilité du
système à pointeurs initialisé(S, c0) estReach(S, c0) = {c ∈ Q× GMerr | c0 →

∗ c}.

Nous définissons différents problèmes pour les systèmes à pointeurs munis d’une configuration ini-
tiale. Nous donnerons par la suite, dans la section 4.3, une version symbolique de ces problèmes
comme cela a été fait dans le cadre des systèmes à compteurs. Nous définissons leproblème d’acces-
sibilité d’une erreur de segmentationde la façon suivante :

Entrées : Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 et une configuration initialec0 ∈ Q × GMerr
P ,

Question :Existe-t-il q ∈ Q tel que(q, Seg) ∈ Reach(S, c0) ou (q, LeakSeg) ∈ Reach(S, c0) ?

Si la réponse est oui, nous dirons que(S, c0) provoque une erreur de segmentation. De la même façon,
nous définissons leproblème d’accessibilité d’une fuite mémoire:

Entrées : Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 et une configuration initialec0 ∈ Q × GMerr
P ,

Question :Existe-t-il q ∈ Q tel que(q, Leak) ∈ Reach(S, c0) ou (q, LeakSeg) ∈ Reach(S, c0) ?

Si la réponse est oui, nous dirons que(S, c0) provoque une fuite mémoire. Si le système à pointeurs
ne provoque ni une erreur de segmentation, ni une fuite mémoire, nous considérons qu’il a un com-
portement que nous qualifions de sans erreur. Nous définissons de plus les problèmes suivants qui
sont similaires à ceux introduits pour les systèmes à compteurs. Ainsi nous considérerons leproblème
d’accessibilité d’un état de contrôle:

Entrées : Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q × GMerr
P et un

état de contrôleq ∈ Q,
Question :Existe-t-ilGM ∈ GMerr tel que(q,GM) ∈ Reach(S, c0) ?

Si la réponse est oui, nous dirons queq est accessible dans(S, c0). Remarquons que l’élémentGM tel
que(q,GM) ∈ Reach(s, c0) peut appartenir àGMerr, c’est à dire qu’il peut s’agir d’un graphe mé-
moire mais aussi d’un élément de{Leak, Seg, LeakSeg}. Néanmoins une approche classique consis-
tera à considérer ce problème uniquement pour les systèmes àpointeurs ayant un comportement sans
erreur. Nous définissons finalement leproblème d’accessibilité d’une configuration:

Entrées :Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 et deux configurationsc0, c ∈ Q× GMerr
P ,

Question :Est-ce-quec ∈ Reach(S, c0) ?

Si la réponse est oui, nous dirons que la configurationc est accessible dans(S, c0).
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4.2.5 Indécidabilité

Dans [BFN04], les auteurs prouvent que les différents problèmes que nous avons introduits sur les
systèmes à pointeurs sont indécidables.

Théorème 4.9 [BFN04, Bar05] Les problèmes d’accessibilité d’une erreurde segmentation et d’une
fuite mémoire, tout comme les problèmes d’accessibilité d’un état de contrôle et d’une configuration
sont indécidables pour les systèmes à pointeurs manipulantau moins trois variables de pointeurs.

Nous rappelons l’idée de la preuve qui établit un lien entre les systèmes à compteurs et les systèmes à
pointeurs.

Idée de la preuve : Nous réduisons le problème de l’accessibilité d’un état de contrôle pour les
machines de Minsky déterministes à2 compteurs qui est un problème indécidable (cf. théorème 1.37)
à ce problème. SoientSC = 〈QC , {x1, x2}, EC 〉 une machine de Minsky déterministe à deux comp-
teurs munie d’une configuration initialec0 = (q0, (0, 0)) (sans perte de généralités, nous pouvons
supposer que les valeurs des compteurs valent initialement0) et qF un état de contrôle dansQ. Nous
construisons un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 avec :

– Q = QC ∪ Qaux (nous ne détaillons pas l’ensembleQaux qui correspond aux états non étiquetés
des figures 4.11, 4.12 et 4.13),

– P = {p1, p2, p3},
– E ⊆ Q× G ×A×Q est la plus petite relation telle que, pour touti ∈ {1, 2} :

– pour chaque(q, inc(xi), q
′) ∈ EC , les transitions décrites par la figure 4.11 appartiennent àE,

– pour chaque(q,dec(xi), q
′) ∈ EC , les transitions décrites par la figure 4.12 appartiennent àE,

– pour chaque(q, ifzero(xi), q
′) ∈ EC , (q, pi == null?skip, q′) ∈ E,

– les transitions de la figure 4.13 appartiennent aussi àE.

q
p3 := pi pi := malloc

q′
pi.succ := p3

FIGURE 4.11 – Encodage des transitions de la formee = (q, inc(xi), q
′)

q

¬(pi == null) ?
p3 := pi pi := pi.succ

q′
free(p3)

FIGURE 4.12 – Encodage des transitions de la formee = (q,dec(xi), q
′)

qF
p3 := null p3 := p3.succ

FIGURE 4.13 – Transitions ajoutées à l’étatqF
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Nous construisons ensuite le graphe mémoire initialeGM0 dans lequel les trois pointeursp1, p2 et
p3 pointent tous les trois versnull. Intuitivement, la valeur de chaque compteurxi au cours de
l’exécution correspond à la longueur de la liste commençantpar le noeud pointée parpi. Ainsi pour
incrémenter le compteur, on ajoute un élément dans la liste et pour le décrémenter, on retire un élé-
ment de la liste (sauf si la liste est vide). Pour réaliser le test à zéro, il suffit de tester si le pointeurpi

pointe versnull. Chacune de ces opérations ne réalise aucune erreur, et lorsque l’on atteint l’étatqF ,
on met la variablep3 surnull et on effectue l’actionp3 := p3.succ qui réalise une erreur de segmen-
tation. Ainsi le système à pointeursS muni de la configuration initiale(q0, GM0) provoque une erreur
de segmentation si et seulement si l’état de contrôleqF est accessible dans(SC , c0). L’indécidabilité
pour les autres problèmes d’accessibilité se prouvent exactement de la même façon. �

Malgré ce dernier résultat, nous verrons qu’il est possiblede développer des méthodes permettant de
résoudre dans certains cas ces différents problèmes, tout comme nous avons présenté des techniques
permettant d’analyser des systèmes à compteurs, pour lesquels de nombreux problèmes sont aussi
indécidables.

4.3 Représentation symbolique de graphes mémoire

4.3.1 États mémoire symboliques

Nous avons vu, en étudiant les systèmes à compteurs, que les formules de l’arithmétique de Pres-
burger permettaient de représenter un ensemble infini de configurations. Nous souhaitons maintenant
proposer un cadre analogue pour représenter des ensembles,possiblement infinis, de graphes mé-
moire. Idéalement nous souhaitons construire une représentation symbolique décidable et qui soit
close par union, intersection et complément de façon à ce qu’elle puisse être facilement manipu-
lée. Dans [BFN04] et [Bar05], les auteurs introduisirent une telle représentation symbolique pour les
graphes mémoire, que nous présentons maintenant.

4.3.1.1 Formes mémoire

Dans un premier temps, nous définissons les formes mémoire.

Definition 4.10 (Forme mémoire) Une forme mémoire est un sextupletFM = (N,P,X, succ, loc, c)
tel que :

– (N,P, succ, loc) est un graphe mémoire vérifiant :
– pour tout noeudn ∈ N , loc−1({n}) 6= ∅ ou |succ−1({n})| ≥ 2,

– X est un ensemble de compteurs,
– c : N → X est une fonction injective associant à chaque noeud un compteur différent.

Autrement dit, une forme mémoire est un graphe mémoire dans lequel on associe à chaque noeud un
compteur différent et dans lequel chaque noeud est pointé par un pointeur ou a au moins deux pré-
décesseurs. Étant donnés un ensembleP de pointeurs et un ensembleX de compteurs, nous notons
FMP,X l’ensemble des formes mémoire utilisantP etX comme ensembles de pointeurs et de comp-
teurs. SiFM = (N,P,X, loc, succ, c) est une forme mémoire, nous notonsXFM le sous-ensemble
deX tel quec(N) = XFM .
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Étant données deux formes mémoireFM1 = (N1, P,X, succ1, loc1, c1) etFM2 = (N2, P,X, succ2,
loc2, c2) dansFMP,X , une fonctionf : N1 → N2 est un isomorphisme deFM1 versFM2 si et
seulement sif est un isomorphisme du graphe mémoire(N1, P, succ1, loc1) vers le graphe mémoire
(N2, P, succ2, loc2). Nous dirons que deux formes mémoireFM1 et FM2 sont isomorphes, noté
FM1 ≈ FM2, si et seulement si il existe un isomorphisme deFM1 versFM2. De plus nous di-
rons queFM1 = (N1, P,X, succ1, loc1, c1) etFM2 = (N2, P,X, succ2, loc2, c2) sont égales, noté
FM1 = FM2, si et seulement si il existe un isomorphismef : N1 → N2 deFM1 versFM2 tel que
pour toutn ∈ N1, c1(n) = c2(f(n)).

Si FM = (N,P,X, succ, loc, c) est une forme mémoire symbolique, nous notons|FM | sa taille
égale à|N | son nombre de noeuds. Nous avons alors la propriété suivante.

Proposition 4.11 [Bar05] Pour tout ensemble fini de pointeursP et de compteursX, siFM est une
forme mémoire dansFMP,X alors |FM | ≤ 2|P |.

Ainsi dans une forme mémoire symbolique, il y a au plus2|P | noeuds, ceci est dû au fait que
chaque noeud d’une forme mémoire symbolique est pointé par une variable deP ou a au moins
deux prédécesseurs et est accessible par une variable deP . Comme de plus dans un graphe mémoire
FM = (N,P,X, succ, loc, c), la fonction c : N → X est totale et injective, nous avons néces-
sairement|N | ≤ |X|. Ainsi de façon, à pouvoir décrire toutes les formes mémoirepossibles sur un
ensemble de pointeursP sans être bloqué par le nombre de compteurs, nous supposerons dans la suite
que nous aurons toujours2|P | ≤ |X|. Une conséquence de la proposition suivante peut alors être
exprimée ainsi :

Proposition 4.12 [Bar05] Pour tout ensemble fini de pointeursP et de compteursX, nous avons :

|FMX,P | ≤ (2|P |)2|P ||X|2|P |

Nous utiliserons pleinement par la suite le fait que le nombre de formes mémoire sur un ensemble
de pointeursP et un ensemble de compteursX est borné. Finalement, nous avons également cette
dernière propriété concernant l’isomorphisme de formes mémoire :

Proposition 4.13 [Bar05] Vérifier si deux formes mémoire deFMP,X sont isomorphes est décidable
en temps linéaire en|P |.

4.3.1.2 Forme mémoire valuée

Nous montrons maintenant comment nous nous servons des compteurs présents dans une forme mé-
moire.

Definition 4.14 (Forme mémoire valuée)Une forme mémoire valuée est une paire(FM, v) telle
que :
– FM est une forme mémoire,
– v : XFM → N

∗ est une fonction qui associe à chaque compteur deFM une valeur entière stricte-
ment positive.

En associant à chaque compteur d’une forme mémoire une valeur strictement positive, nous défi-
nissons en réalité un graphe mémoire. En effet, si(FM, v) est une forme mémoire valuée avec
FM = (N,P,X, succ, loc, c), nous lui associons le graphe mémoire obtenu à partir deFM en
insérant pour chaque noeudn ∈ N , v(c(n)) − 1 noeuds intermédiaires entren et succ(n). Nous
notonsFM(v) le graphe mémoire ainsi obtenu. Nous avons alors la propriété suivante :
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Proposition 4.15 Pour tout graphe mémoireGM ∈ GMP , pour tout ensemble de compteursX
avec2|P | ≤ |X|, il existe une forme mémoire valuée(FM, v) avecFM ∈ FMP,X telle queGM =
FM(v).

Idée de la preuve : Il suffit de retirer dansGM les noeuds qui ne sont pas pointés par une variable
et ayant un unique prédécesseur. On obtient alors en ajoutant des compteurs la forme mémoireFM ,
et ensuite on construit la valuationv de façon à rajouter dansFM(v) exactement le nombre de noeuds
enlevés en construisantFM . �

Exemple 4.16 La figure 4.14 nous montre comment à partir d’une forme mémoire valuée, on construit
le graphe mémoire correspondant.

FM

p1
x1

p2

x2

x3

null

v(x1) = 3
v(x2) = 2
v(x3) = 1 FM(v)

p1

p2

null

FIGURE 4.14 – Une forme mémoire valuée(FM, v) et le graphe mémoire correspondantFM(v)

Il s’avère que si deux formes mémoire valuées correspondentà un même graphe mémoire alors leurs
formes mémoire sous-jacentes sont nécessairement isomorphes, en effet :

Proposition 4.17 [Bar05] Soit GM ∈ GM un graphe mémoire. Si(FM1, v1) et (FM2, v2) sont
deux formes mémoire valuées telles queGM = FM1(v1) = FM2(v2) alors nous avonsFM1 ≈
FM2.

Autrement dit, étant donné un graphe mémoire, il existe une unique forme mémoire valuée (à isomor-
phisme près) correspondant à ce graphe mémoire.

4.3.1.3 Formes mémoire symboliques et états mémoire symboliques

Nous donnons maintenant une représentation symbolique pour les graphes mémoire utilisant les
formes mémoire.

Definition 4.18 (Forme mémoire symbolique)Une forme mémoire symbolique est une paireFMS =
(FM,φ) telle que :

– FM est une forme mémoire,
– φ ∈ Presb(XFM ) est une formule de Presburger telle que la formuleφ ⇒

∧

x∈XF M
x > 0 est

valide.
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Dans une forme mémoire symbolique, la formule de Presburgernous permet d’encoder un nombre
possiblement infini de valuations pour les compteurs deFM et nous pouvons ainsi encoder un nombre
possiblement infini de graphes mémoire. Étant donnée une forme mémoire symbolique(FM,φ) avec
FM dansFMP,X , nous lui associons un ensemble de graphes mémoireJ(FM,φ)K = {FM(v) ∈
GMP | v ∈ JφKXF M

}. Cependant, comme nous l’avons signalé, nous souhaitons avoir une repré-
sentation symbolique qui soit close par union, intersection et complément, ce qui n’est pas le cas des
formes mémoire symboliques. C’est pourquoi nous définissons les états mémoire symboliques.

Definition 4.19 (État mémoire symbolique) SoientP un ensemble fini de pointeurs etX un en-
semble fini de compteurs. Un état mémoire symboliqueEMS sur P et X est un ensemble fini de
formes mémoire symboliques tel que pour tout(FM,φ) ∈ EMS, FM ∈ FMP,X et pour tout
(FM,φ), (FM ′, φ′) ∈ EMS, si (FM,φ) 6= (FM ′, φ′) alorsFM 6≈ FM ′.

Un état mémoire symbolique correspond donc à un ensemble finide formes mémoire symboliques
dans lequel on ne trouve pas deux formes mémoire isomorphes.Nous notonsEMSP,X l’ensemble
des états mémoire symboliques surP etX. De la même façon que nous avons introduit une fonc-
tion de concrétisation pour les formes mémoire symboliques, nous étendons cette fonction aux états
mémoire symboliques. SiEMS = {FMS1, FMS2, . . . , FMSm} est un état mémoire symbolique,
nous notonsJEMSK sa concrétisation définie parJEMSK = JFMS1K∪ JFMS2K∪ . . .∪ JFMSmK.

4.3.2 Opérations ensemblistes sur les états mémoire symboliques

Nous définissons dans cette section différentes opérationssymboliques sur les états mémoire symbo-
liques. SoientP un ensemble fini de pointeurs etX un ensemble fini de compteurs tel que2|P | ≤ |X|.
Dans les définitions qui suivent, si il existe un isomorphisme f d’une forme mémoire symbolique
(FM1, φ1) vers (FM2, φ2) et siFM1 = (N1, P,X, succ1, loc1, c1) et FM2 = (N2, P,X, succ2,

loc2, c2), nous notonsφf
1 la formule obtenue en remplaçant dansφ1 chaque instance de compteurx

deXFM1 avecx = c1(n) par le compteur deXFM2 égale àc2(f(n)). De plus, de façon à simplifier
les notations, siFM1 etFM2 sont deux formes mémoire, nous noteronsFM1 ≈f FM2 le fait que
FM1 etFM2 sont isomorphes et quef est un isomorphisme deFM1 versFM2.

Nous considérons maintenantEMS1 ,EMS2 etEMS trois états mémoire symboliques dansEMSP,X .

L’union de deux états mémoire symboliques est notée⊔. Nous avonsEMS = EMS1 ⊔EMS2 si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

– pour toute forme mémoire symbolique(FM1, φ1) dansEMS1, il existe une forme mémoire sym-
bolique(FM,φ) dansEMS telle queFM ≈ FM1,

– pour toute forme mémoire symbolique(FM2, φ2) dansEMS2, il existe une forme mémoire sym-
bolique(FM,φ) dansEMS telle queFM ≈ FM2,

– et pour toute forme mémoire symbolique(FM,φ) deEMS :
– soit il existe(FM1, φ1) dansEMS1 telle queFM ≈ FM1, soit il existe(FM2, φ2) dans
EMS2 telle queFM ≈ FM2,

– si il existe(FM1, φ1) dansEMS1 telle queFM1 ≈f FM et si il existe(FM2, φ2) dansEMS2

telle queFM2 ≈g FM1, alorsφ = φf
1 ∨ φ

g
2,

– si il existe(FM1, φ1) dansEMS1 telle queFM1 ≈f FM et si il n’existe pas(FM2, φ2) dans
EMS2 telle queFM ≈ FM2 alorsφ = φf

1 ,
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– si il n’existe pas(FM1, φ1) dansEMS1 telle queFM ≈ FM1 et si il existe(FM2, φ2) dans
EMS2 telle queFM2 ≈g FM , alorsφ = φg

2.

L’intersection de deux états mémoire symboliques est notée⊓. Nous avonsEMS = EMS1 ⊓
EMS2 si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées pour toute forme mémoire symbo-
lique (FM,φ) deEMS :

– si il existe(FM1, φ1) dansEMS1 et (FM2, φ2) dansEMS2 telle queFM1 ≈ FM2, alors il
existe(FM,φ) dansEMS tel queFM ≈ FM1,

– pour toute forme mémoire symbolique(FM,φ) deEMS :
– il existe (FM1, φ1) dansEMS1 telle queFM ≈ FM1 et (FM2, φ2) dansEMS2 telle que
FM ≈ FM2,

– si(FM1, φ1) est la forme mémoire symbolique deEMS1 telle queFM1 ≈f FM et si(FM2, φ2)

est la forme mémoire symbolique deEMS2 telle queFM2 ≈g FM , alorsφ = φf
1 ∧ φ

g
2.

Le complément d’un état mémoire symboliqueEMS1 est notée¬EMS1. Nous avonsEMS =
¬EMS1 si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées, pour toute forme mémoireFM ∈
FMP,X :

– si il n’existe pas de forme mémoire symbolique(FM1, φ1) dansEMS1 telle queFM ≈ FM1

alors il existe une forme mémoire symbolique(FM ′,
∨

x∈XF M′
x > 0) dansEMS telle que

FM ≈ FM ′,
– si il existe une forme mémoire symbolique(FM1, φ1) dansEMS1 telle FM1 ≈f FM , alors

il existe une forme mémoire symbolique(FM ′, φ′) dansEMS telle FM ≈g FM ′ et de plus
φ′ = ¬(φf

1)g.

Notons que comme le nombre de formes mémoire dansFMP,X est fini (cf. proposition 4.12), comme
l’isomorphisme de formes mémoire est décidable (cf. proposition 4.13) et comme l’arithmétique de
Presburger est close par disjonction, conjonction et négation nous sommes effectivement capable de
construire l’union, l’intersection et le complément d’états mémoire symboliques. Nous avons alors
la proposition suivante [Bar05], qui peut facilement être démontrée en utilisant les définitions de
l’isomorphisme de formes mémoire et la définition de la concrétisation d’états mémoire symboliques
ainsi que la proposition 4.17.

Proposition 4.20 [Bar05] SoientEMS1 etEMS2 deux états mémoire symboliques dansEMSP,X

alors :

1. JEMS1 ⊔ EMS2K = JEMS1K ∪ JEMS2K,

2. JEMS1 ⊓ EMS2K = JEMS1K ∩ JEMS2K,

3. J¬EMS1K = GMP \ JEMS1K.

Finalement, l’inclusion de deux états mémoire symboliquesest notée⊑. Nous avonsEMS1 ⊑
EMS2 si et seulement si :

– pour tout forme mémoire symbolique(FM1, φ1) deEMS1 telle queφ1 6≡ false, il existe une
forme mémoire symbolique(FM2, φ2) deEMS2 telle queFM1 ≈f FM2 et telle que la formule
φf

1 ⇒ φ2 soit valide.

Comme l’isomorphisme de formes mémoire est décidable (cf. proposition 4.13) et comme le problème
de satisfiabilité de formules de l’arithmétique de Presburger est décidable, nous avons également le
résultat suivant concernant l’inclusion d’états mémoire symboliques :
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Proposition 4.21 [Bar05]

1. Savoir si un état mémoire symbolique est inclus dans un autre est un problème décidable.

2. SoientEMS1 et EMS2 deux états mémoire symboliques dansEMSP,X . Alors EMS1 ⊑
EMS2 si et seulement siJEMS1K ⊆ JEMS2K.

Comme de plus, l’état mémoire symbolique ne comportant aucune forme mémoire symbolique a une
concrétisation égale à l’ensemble vide, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 4.22 Le problème du vide est décidable pour les états mémoire symboliques.

Autrement dit, il existe un algorithme qui, étant donné un état mémoire symboliqueEMS dans
EMSP,X , renvoievrai si JEMSK = ∅ et fauxdans le cas contraire.

Ainsi les propositions 4.20 et 4.21 nous permettent de dire que les états mémoire symboliques ont
toutes les qualités qu’une représentation symbolique doitavoir pour être facilement manipulée et
utilisée. Notons de plus que les états mémoire symboliques permettent d’exprimer des propriétés à la
fois qualititatives (c’est-à-dire sur la forme des graphesmémoire) et quantitatives (c’est-à-dire sur le
nombre de cellules présentes).

4.3.3 Problèmes d’accessibilité symbolique

Tout comme nous l’avons fait pour les systèmes à compteurs, nous définissons maintenant des pro-
blèmes d’accessibilité symbolique en prenant comme représentation symbolique les états mémoire
symboliques présentés auparavant.

SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs etTS(S) = 〈Q× GMerr
P , E,→〉 le système de transi-

tions qui lui est associé. Nous considérons de plus un ensembleX de compteurs, tel que2|P | ≤ |X|,
dont nous nous servons pour définir les états mémoire symboliques. Nous appellerons une configura-
tion symbolique deTS(S) une paire(q,EMS) ∈ Q× EMSP,X .

Nous définissons alors leproblème d’accessibilité symboliquede la façon suivante :

Entrées :Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉, une configuration initialec0 ∈ Q× GMerr
P et une

configuration symbolique(q,EMS) ∈ Q× EMSP,X ,
Question :Existe-t-ilGM ∈ JEMSK tel que(q,GM) ∈ Reach(S, c0) ?

Comme nous l’avons déjà signalé dans la partie sur les systèmes à compteurs, il est aussi important
de pouvoir vérifier des propriétés d’un programme en considérant non pas une unique configura-
tion initiale mais une infinité de configurations initiales possibles. Ainsi étant donnés un système à
pointeursS = 〈Q,P,E〉 et une configuration symbolique initiale(q0, EMS0) dansQ × EMSP,X ,
nous étendons la définition d’ensemble d’accessibilité et définissons l’ensemble d’accessibilité sym-
boliqueReach(S, (q0, EMS0)) = {(q,GM) ∈ Q×GMerr

P | ∃GM0 ∈ JEMS0K tel que(q,GM) ∈
Reach(S, (q0, GM0))}. Ceci nous permet de définirle problème d’accessibilité généralisé d’une er-
reur de segmentation:

Entrées :Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 et une configuration symbolique initiale(q0, EMS0)
dansQ× EMSP,X ,
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Question : Existe-t-il q ∈ Q tel que(q, Seg) ∈ Reach(S, (q0, EMS0)) ou tel que(q, LeakSeg) ∈
Reach(S, (q0, EMS0)) ?

De la même façon, nous définissons lele problème d’accessibilité généralisé d’une fuite mémoire :

Entrées :Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 et une configuration symbolique initiale(q0, EMS0)
dansQ× EMSP,X ,
Question : Existe-t-il q ∈ Q tel que(q, Leak) ∈ Reach(S, (q0, EMS0)) ou tel que(q, LeakSeg) ∈
Reach(S, (q0, EMS0)) ?

Nous définissons finalementle problème d’accessibilité symbolique généralisé:

Entrées : Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉, deux configurations symboliques(q0, EMS0) et
(q,EMS) dansQ× EMSP,X ,
Question :Existe-t-ilGM ∈ JEMSK tel que(q,GM) ∈ Reach(S, (q0, EMS0)) ?

Notons que le problème d’accessibilité symbolique est un cas particulier du problème d’accessibi-
lité symbolique généralisé. De même, les problème d’accessibilité d’une erreur de segmentation et
d’une fuite mémoire, que nous avons définis à la section 4.2.4, sont des cas particuliers des problèmes
d’accessibilité généralisés d’une erreur de segmentationet d’une fuite mémoire. Ce qu’il est plus in-
téressant de remarquer est que les problèmes d’accessibilité généralisés d’une erreur de segmentation
ou d’une fuite mémoire, peuvent eux aussi se ramener à des problèmes d’accessibilité symbolique.
Ainsi, si nous avons des résultats de décidabilité pour ce dernier problème, ils impliqueront des ré-
sultats de décidabilité pour les problèmes d’accessibilité généralisés d’une erreur de segmentation ou
d’une fuite mémoire

Proposition 4.23 Les problèmes d’accessibilité généralisés d’une erreur desegmentation et d’une
fuite mémoire peuvent se ramener à la vérification d’un nombre fini d’instances du problème d’acces-
sibilité symbolique généralisé.

Preuve : Nous considérons un système à pointeursS = (Q,P,E) et une configuration symbolique
initiale (q0, EMS0) dansQ × EMS. Nous montrons le résultat pour le problème d’accessibilité
généralisé d’une erreur de segmentation, qui consiste à savoir si il existe une configuration initiale
c0 ∈ {q0}×JEMS0K et un état de contrôleq ∈ Q tel que(q, Seg) ∈ Reach(S, c0) ou(q, LeakSeg) ∈
Reach(S, c0). Tout d’abord remarquons qu’étant donnée une garde de pointeurs g ∈ G, on peut
construire un état mémoire symboliqueEMSg tel que pour tout graphe mémoireGM ∈ GMP ,
GM |= g si et seulement siGM ∈ JEMSgK. Avant de donner la construction deEMSg, pour une
forme mémoireFM , nous définissons la formule de PresburgerφXF M

égale à
∧

x∈XF M
x > 0. Nous

construisons par induction surg, l’état mémoire symboliqueEMSg :

– si g = true, alorsEMSg = {(FMi, φXF Mi
) | i ∈ [1..m]} tel que pour toutFM ∈ FMP,X il

existei ∈ [1..m] tel queFM ≈ FMi,
– si g = (p == null), alorsEMSg = {(FMi, φXF Mi

) | i ∈ [1..m]} tel que pour toutFM ∈
FMP,X avecFM = (N,P,X, succ, loc, c) si loc(p) = null alors il existei ∈ [1..m] tel que
FM ≈ FMi et siloc(p) 6= null alors il n’existe pasi ∈ [1..m] tel queFM ≈ FMi,

– sig = (p == p′), alorsEMSg = {(FMi, φXF Mi
) | i ∈ [1..m]} tel que pour toutFM ∈ FMP,X

avecFM = (N,P,X, succ, loc, c) si loc(p) = loc(p′) alors il existei ∈ [1..m] tel queFM ≈
FMi et si loc(p) 6= loc(p′) alors il n’existe pasi ∈ [1..m] tel queFM ≈ FMi,
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– sig = ¬g′ alorsEMSg = ¬EMS′
g,

– sig = g′ ∧ g′′ alorsEMSg = EMSg′ ⊓EMSg′′ .

De la même façon, sia est une action de pointeurs, nous construisons un état mémoire symbolique
EMSSeg,a tel que pour tout graphe mémoire symboliqueGM ∈ GMP , JaKP (GM) = Seg ou
JaKP (GM) = LeakSeg si et seulement siGM ∈ JEMSSeg,aK. Nous définissonsEMSSeg,a de la
façon suivante :

– si a = (p := p′) ou a = (p := null) ou a = (malloc(p)), alors nous définissonsEMSa,Seg =
{(FMi, φXF Mi

) | i ∈ [1..m]} tel que pour toutFM ∈ FMP,X il existe i ∈ [1..m] tel que
FM ≈ FMi, (en effet les actionsp := p′, p := null etmalloc(p) ne réalisent jamais d’erreur de
segmentation comme indiqué aux figures 4.5,4.6 et 4.9),

– si a = (p := p′.succ) ou a = (p′.succ := p) ou a = (free(p)), alors nous définissons
EMSa,Seg = {(FMi, φXF Mi

) | i ∈ [1..m]} tel que pour toutFM ∈ FMP,X avecFM =
(N,P,X, succ, loc, c), si loc(p′) = null ou loc(p′) = ⊥ alors il existei ∈ [1..m] tel que
FM ≈ FMi et si loc(p′) 6= null et loc(p′) 6= ⊥ alors il n’existe pasi ∈ [1..m] tel que
FM ≈ FMi (en effet, ces actions réalisent une erreur de segmentationuniquement lorsque la
variablep′ pointe sur le noeudnull ou le noeud⊥ comme indiqué sur les figures 4.7, 4.8 et 4.10).

De la même façon, nous pouvons construire pour toute action de pointeursa, un état mémoire symbo-
liqueEMSLeak,a tel que pour tout graphe mémoire symboliqueGM ∈ GMP , JaKP (GM) = Leak

ou JaKP (GM) = LeakSeg si et seulement siGM ∈ JEMSLeak,aK (nous ne détaillons pas la
construction qui ceci dit est un peu plus compliquée que pourl’erreur de segmentation, car il faut
tester parfois des conditions sur les compteurs, en particulier pour l’actionp.succ = p′ qui réalise
une fuite mémoire si la valeur du compteur associé au noeud pointé parp est strictement supérieure à
1, ceci dit mise à part ce point la construction se fait de manière tout à fait similaire au cas de l’erreur
de segmentation).
Soit q un état de contrôle deQ, nous construisons l’état mémoire symbolique

EMSSeg,q =
⊔

(q,g,a,q′)∈E

EMSg ⊓EMSa,Seg

Ainsi nous pouvons conclure qu’il y aura une erreur de segmentation dansS muni de la configu-
ration symbolique initiale(q0, EMS0) si et seulement si il existe une configuration initialec0 dans
{q0}× JEMS0K et un état de contrôleq tel que la configuration symbolique(q,EMSSeg,q) est acces-
sible dans(S, c0) (c’est-à-dire si le problème d’accessibilité symbolique généralisé retournevrai avec
les instancesS, (q0, EMS0) et (q,EMSSeg,q)). Ainsi le nombre d’états de contrôle d’un système à
pointeurs étant fini, le problème d’accessibilité d’une erreur de segmentation se ramène à un nombre
fini d’instances du problème d’accessibilité symbolique généralisé. Il en va de même pour le problème
d’accessibilité généralisé d’une fuite mémoire. �

De façon identique, les problèmes d’accessibilité d’un état de contrôle et d’une configuration sont des
cas particuliers de problèmes d’accessibilité symbolique. Par conséquent, le théorème 4.9 nous in-
dique que ces deux nouveaux problèmes d’accessibilité sonteux aussi indécidables pour les systèmes
à pointeurs manipulant au moins3 variables de pointeurs.
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Chapitre 5

Une traduction vers les systèmes à
compteurs

Après avoir introduit les systèmes à pointeurs et une possible représentation symbolique pour carac-
tériser leurs configurations, nous présentons dans ce chapitre une méthode pour les analyser. Cette
méthode est basée sur la construction d’un système à compteurs bisimilaire. Nous pouvons ensuite
utiliser les méthodes déjà existantes pour l’analyse de systèmes à compteurs pour vérifier des proprié-
tés sur le système à pointeurs considéré. Les résultats présentés ici sont issus de [BFLS06]. Signalons
au lecteur que la méthode présentée est similaire à celle proposée dans [BBH+06], mais que ces deux
travaux ont été réalisés de façon indépendante.

5.1 Traduction vers un système à compteurs bisimilaire

5.1.1 Présentation de la traduction

Nous présentons ici une traduction qui, étant donné un système à pointeurs le transforme en un sys-
tème à compteurs linéaire bisimilaire. Cette traduction nous permettra d’utiliser l’outilFAST pour
résoudre des problèmes tels que l’accessibilité d’une erreur de segmentation ou d’une fuite mémoire
pour des systèmes à pointeurs. Dans ce chapitre, nous considérons un ensembleP de pointeurs et un
ensembleX de compteurs tel que2|P | ≤ |X| de façon à pouvoir représenter tout graphe mémoire
grâce à une forme mémoire (cf. proposition 4.15).

L’idée de la traduction est la suivante, étant donnés une forme mémoire et une action de pointeurs,
il est possible d’exécuter symboliquement cette action surla forme mémoire. On obtient alors un
ensemble des formes mémoire ainsi qu’un ensemble d’opérations sur les compteurs. Les formes mé-
moire obtenues correspondent aux formes mémoire possiblesaprès exécution de l’action, quant aux
opérations sur les compteurs elles permettent de tester lesvaleurs des différents compteurs et de
les mettre ensuite à jour. Formellement, nous définissons lafonction POST : AP × FMP,X →
P(Presb(X,X ′)×FMerr

P,X) avecFMerr
P,X = FMP,X ∪{Seg, Leak, LeakSeg}. Ainsi étant donnés

une forme mémoireFM et une action de pointeursa ∈ AP , POST(a, FM) est un ensemble de paires
(φ, FM ′), chacune étant constituée d’une formule de Presburger et d’une forme mémoire ou d’un élé-
ment de l’ensemble{Seg, Leak, LeakSeg} caractérisant une erreur. Nous souhaitons de plus que la
propriété suivante soit vérifiée : pour toute paire(φ, FM ′) ∈ POST(a, FM), avecFM ′ ∈ FMP,X ,



Chapitre 5. Une traduction vers les systèmes à compteurs

pour toutes valuationsv, v′ : X → N telles quev(XFM ) ⊆ N
∗ etv′(XFM ′) ⊆ N

∗, nous avons :

JaKP (FM(vFM )) = FM ′(v′FM ′) si et seulement si(v, v′) |= φ

oùvFM représente la restriction dev aux compteurs dansXFM , c’est-à-dire aux compteurs étiquetant
la forme mémoireFM et v′FM ′ représente la restriction dev′ aux compteurs dansXFM ′ . Rappelons
de plus que commev(XFM ) ⊆ N

∗, la paire(FM, vFM) est une forme mémoire valuée à laquelle on
associe l’unique graphe mémoireFM(vFM ), comme cela est expliqué dans la section 4.3 du chapitre
précédent.

Les figures 5.1 à 5.7 donnent la définition de la fonctionPOST en fonction des différentes ac-
tions de pointeurs possibles. Sur chacune de ces figures, pour chaque forme mémoire possible, on
donne les paires(φ, FM ′) appartenent à l’ensemblePOST(a, FM). Pour l’actionskip, nous avons
POST(skip, FM) = {(

∧

x∈X x′ = x, FM)}.

POST(a, FM)
Hypothèses

φ FM ′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
etp 6= p′

et soit|succ−1({loc(p)})| ≥ 2,
V

x∈X
x′ = x (N, P, X, succ, loc[p 7→ loc(p′)], c)

soit |loc−1({loc(p)})| ≥ 2,
soit loc(p) ∈ {null,⊥}

p = p′ V

x∈X
x′ = x FM

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
etp 6= p′ y′ = y + z∧ (N \ {loc(p)}, P, X, succ′, loc[p 7→ loc(p′)], c′)

etsucc−1({loc(p)}) = {n} z′ = 0∧ avecsucc′(n) = succ(loc(p))
etn 6= loc(p)

V

x∈X\{y,z} x′ = x succ′|N\{loc(p),n} = succ|N\{loc(p),n}

ety = c(n) etz = c(loc(p)) c′ = c|N\{loc(p)}

et |loc−1({loc(p)})| = 1,
et loc(p) /∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
etp 6= p′

et |loc−1({loc(p)})| = 1
V

x∈X
x′ = x Leak

et loc(p) /∈ {null,⊥}
et soit|succ−1({loc(p)})| = 0

soit succ−1({loc(p)}) = {loc(p)}

FIGURE 5.1 – Définition dePOSTpour l’actiona = (p := p′)
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POST(a, FM)
Hypothèses

φ FM ′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et soit|succ−1({loc(p)})| ≥ 2,

V

x∈X x′ = x (N, P, X, succ, loc[p 7→ null], c)
soit |loc−1({loc(p)})| ≥ 2,

soit loc(p) ∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
etsucc−1({loc(p)}) = {n} y′ = y + z∧ (N \ {loc(p)}, P, X, succ′, loc[p 7→ null], c′)

etn 6= loc(p) z′ = 0∧ avecsucc′(n) = succ(loc(p))
ety = c(n) et z = c(loc(p))

V

x∈X\{y,z} x′ = x succ′|N\{loc(p),n} = succ|N\{loc(p),n}

et |loc−1({loc(p)})| = 1, c′ = c|N\{loc(p)}

et loc(p) /∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et |loc−1({loc(p)})| = 1

V

x∈X x′ = x Leak

et loc(p) /∈ {null,⊥}
et soit|succ−1({loc(p)})| = 0

soitsucc−1({loc(p)}) = {loc(p)}

FIGURE 5.2 – Définition dePOSTpour l’actiona = (p := null)
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POST(a,FM)
Hypothèses

φ FM ′

y = 1∧ (N, P, X, succ, loc′, c)
FM = (N, P, X, succ, loc, c)

V

x∈X
x′ = x avecloc′ = loc[p 7→ succ(loc(p′))]

et loc(p′) /∈ {null,⊥}
ety = c(loc(p′)) et z ∈ X \ XF M

et soit|succ−1({loc(p)})| ≥ 2 y > 1∧ (N ⊎ {newn}, P, X, succ′, loc′, c′)
soit |loc−1({loc(p)})| ≥ 2 y′ = 1 ∧ z′ = y − 1∧ avecc′ = c[newn 7→ z]
soit loc(p) ∈ {null,⊥}

V

x∈X\{y,z} x′ = x succ′(loc(p′)) = newn

succ′(newn)) = succ(loc(p′)
succ′|N\{loc(p′)} = succ|N\{loc(p′)}

loc′ = loc[p 7→ newn]

y = 1 ∧ z′ = 0∧ (N \ {loc(p)}, P, X, succ′, loc′, c′)
w′ = w + z∧ avecloc′ = loc[p 7→ succ(loc(p′))]

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
V

x∈X\{w,z} x′ = x c′ = c|N\{loc(p)}

et loc(p′) /∈ {null,⊥} succ′(n) = succ(loc(p))
et loc(p) /∈ {null,⊥} succ′|N\{n,loc(p)} = succ|N\{n,loc(p)}

ety = c(loc(p′)) et z = c(loc(p))
et succ−1({loc(p)}) = {n}

etn 6= loc(p) y > 1∧ (N, P, X, succ′, loc, c)
etc(n) = w y′ = 1 ∧ z′ = y − 1∧ avecsucc′(n) = succ(loc(p))

et |loc−1({loc(p)})| = 1 w′ = w + z∧ succ′(loc(p′)) = loc(p)
etsucc(loc(p′)) 6= loc(p)

V

x∈X\{w,y,z} x′ = x succ′(loc(p)) = succ(loc(p′))

succ′|N\{n,loc(p),loc(p′)} = succ|N\{n,loc(p),loc(p′)}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p′) /∈ {null,⊥} y′ = 1∧
et loc(p) /∈ {null,⊥} z′ = z + y − 1∧

ety = c(loc(p′)) et z = c(loc(p))
V

x∈X\{y,z} x′ = x FM

et |succ−1({loc(p)})| = 1
et |loc−1({loc(p)})| = 1

et succ(loc(p′)) = loc(p) etp 6= p′

FIGURE 5.3 – Définition dePOSTpour l’actiona = (p := p′.succ) (début)
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POST(a,FM)
Hypothèses

φ FM ′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p′) /∈ {null,⊥}
et loc(p) /∈ {null,⊥}

V

x∈X
x′ = x

et |succ−1({loc(p)})| = 1 FM
et |loc−1({loc(p)})| = 1
et succ(loc(p′)) = loc(p)

etp = p′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p′) /∈ {null,⊥}
et loc(p) /∈ {null,⊥}

V

x∈X x′ = x Leak

et |loc−1({loc(p)})| = 1
et soit|succ−1({loc(p)})| = 0

soitsucc−1({loc(p)}) = {loc(p)} avecp 6= p′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p′) ∈ {null,⊥}
et loc(p) /∈ {null,⊥}

V

x∈X x′ = x LeakSeg

et |loc−1({loc(p)})| = 1
et soit|succ−1({loc(p)})| = 0

soitsucc−1({loc(p)}) = {loc(p)} avecp 6= p′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p′) ∈ {null,⊥}

et soit|loc−1({loc(p)})| > 1
V

x∈X
x′ = x Seg

soit loc(p) ∈ {null,⊥}
soit |succ−1({loc(p)})| ≥ 2

soit succ−1({loc(p)}) = {n} avecn 6= loc(p)

FIGURE 5.4 – Définition dePOSTpour l’actiona = (p := p′.succ) (suite)
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POST(a, FM)
Hypothèses

φ FM ′

FM = (N, P, X, succ, loc, c) y = 1∧ (N, P, X, succ[loc(p) 7→ loc(p′)], loc, c)
ety = c(loc(p))

V

x∈X
x′ = x

et loc(p) /∈ {null,⊥}
et soit|succ−1({succ(loc(p))})| > 2

soit |loc−1({succ(loc(p))})| ≥ 1 y > 1∧ Leak

soit succ(loc(p)) ∈ {null,⊥}
V

x∈X
x′ = x

FM = (N, P, X, succ, loc, c) y = 1 ∧ w′ = 0∧ (N \ {n}, P, X, succ′, loc, c|N\{n})
ety = c(loc(p)) z′ = w + z∧ avecsucc′(loc(p)) = loc(p′)

et loc(p) /∈ {null,⊥}
V

x∈X
x′ = x succ′(m) = succ(n)

et succ(loc(p)) /∈ {null,⊥} succ′|N\{n,loc(p),m} = succ|N\{n,loc(p),m}

et succ−1({succ(loc(p))}) = {m, loc(p)}
etm 6= succ(loc(p)) etm 6= loc(p)

et |loc−1({succ(loc(p))})| = 0 y > 1∧ Leak

etn = succ(loc(p)
V

x∈X
x′ = x

etw = c(n) etz = c(m)

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
V

x∈X
x′ = x Seg

et loc(p) ∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p) /∈ {null,⊥}

et succ(loc(p)) /∈ {null,⊥}
et loc(p) 6= loc(p′)

V

x∈X
x′ = x Leak

et succ−1({succ(loc(p))}) = {m, loc(p)}
etm = succ(loc(p)) etm 6= loc(p)

et |loc−1({succ(loc(p))})| = 0

FIGURE 5.5 – Définition dePOSTpour l’actiona = (p.succ := p′)
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POST(a, FM)
Hypothèses

φ FM ′

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
ety ∈ X \ XF M y′ = 1∧ (N ⊎ n, P, X, succ′, loc[p 7→ n], c′)

et soit|succ−1({loc(p)})| ≥ 2,
V

x∈X\{y} x′ = x avecsucc′ = succ[n 7→ ⊥]

soit |loc−1({loc(p)})| ≥ 2, c′ = c[n 7→ y]
soit loc(p) ∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et succ−1({loc(p)}) = {n} y′ = y + z∧ (N, P, X, succ′[loc(p) 7→ ⊥], c)

etn 6= loc(p) z′ = 1∧ avecsucc′(loc(p)) = ⊥
ety = c(n) et z = c(loc(p))

V

x∈X\{y,z} x′ = x succ′(n) = succ(loc(p))

et |loc−1({loc(p)})| = 1, succ′|N\{loc(p)),n} = succ|N\{loc(p)),n}

et loc(p) /∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p) /∈ {null,⊥}

V

x∈X
x′ = x Leak

et |loc−1({loc(p)})| = 1
et soit|succ−1({loc(p)})| = 0

soitsucc−1({loc(p)}) = {loc(p)}

FIGURE 5.6 – Définition dePOSTpour l’actiona = (p := malloc)
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POST(a, FM)
Hypothèses

φ FM ′

(N \ {loc(p)}, P, X, succ′, loc′, cN\{loc(p)})
et pour toutp′ ∈ P

y = 1 ∧ y′ = 0∧ si loc(p′) = loc(p) alorsloc′(p′) = ⊥
FM = (N, P, X, succ, loc, c)

V

x∈X
x′ = x si loc(p′) 6= loc(p) alorsloc′(p′) = loc(p′)

ety = c(loc(p)) pour toutn ∈ N \ {loc(p)}
et loc(p) /∈ {null,⊥} si succ(n) = loc(p) alorssucc′(n) = ⊥

et soit|succ−1(succ(loc(p))| > 2 si succ(n) 6= loc(p) alorssucc′(n) = succ(n)
soit |loc−1(succ(loc(p))| ≥ 1
soitsucc(loc(p)) ∈ {null,⊥}

y > 1∧ Leak
V

x∈X
x′ = x

(N \ {loc(p), n}, P, X, succ′, loc′, c|N\{n,loc(p)})
et pour toutp′ ∈ P

FM = (N, P, X, succ, loc, c) si loc(p′) = loc(p) alorsloc′(p′) = ⊥
ety = c(loc(p)) y = 1 ∧ y′ = 0∧ si loc(p′) 6= loc(p) alorsloc′(p′) = loc(p′)

et loc(p) /∈ {null,⊥} w′ = 0∧ succ′(m) = succ(n)
etsucc(loc(p)) /∈ {null,⊥} z′ = w + z∧ et pour toutl ∈ N \ {m, loc(p)}

et succ−1(succ(loc(p)) = {m, loc(p)}
V

x∈X
x′ = x si succ(l) = loc(p) alorssucc′(l) = ⊥

etm 6= succ(loc(p)) etm 6= loc(p) si succ(l) 6= loc(p) alorssucc′(l) = succ(l)
et |loc−1(succ(loc(p))| = 0

etn = succ(loc(p)
etw = c(n) etz = c(m)

y > 1∧ Leak
V

x∈X
x′ = x

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
V

x∈X
x′ = x Seg

et loc(p) ∈ {null,⊥}

FM = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(p) /∈ {null,⊥}

etsucc(loc(p)) /∈ {null,⊥}
V

x∈X x′ = x Leak

et succ−1(succ(loc(p)) = {m, loc(p)}
etm = succ(loc(p)) etm 6= loc(p)

et |loc−1(succ(loc(p))| = 0

FIGURE 5.7 – Définition dePOSTpour l’actiona = (free(p))
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Exemple 5.1 La figure 5.8 donne un exemple de l’application de la fonctionPOST avec comme
arguments l’action de pointeursp1.succ := p2 et la forme mémoireFM . Ainsi si nous considérons
une valuationv : XFM → N

∗ et le graphe mémoire correspondantFM(v), nous voyons que si la
valeur du compteurx1 est strictement plus grande que1, alors l’action p1.succ := p2 conduira à
une fuite mémoire, ceci car nous savons alors que dans le graphe mémoireFM(v) il existe au moins
un noeud accessible parp1 et pas parp2. En revanche, si la valeur associée au compteurx1 est égale
à 1, l’action p1.succ := p2 ne réalise pas d’erreur, le noeud pointé parp2 devient alors le successeur
du noeud pointé parp1, et comme en faisant cela, le noeud qui était auparavant le successeur du
noeud pointé parp1 , devient un noeud avec un seul prédécesseur et qui n’est pas étiqueté par une
variable, on le supprime pour obtenir de nouveau une forme mémoire, et les différents compteurs sont
mis à jour en tenant compte de cette modification du graphe.

FM

p1
x1

p2

x2

x3

null

FM ′

p1

p2

x1

x2

null

Leak
x1 > 1 ∧ x′1 = x1∧
x′2 = x2 ∧ x

′
3 = x3

x1 = 1 ∧ x′3 = 0∧
x′2 = x2 + x3∧
x′1 = x1

FIGURE 5.8 – La fonctionPOSTappliquée à l’actionp1.succ := p2 et àFM

Exemple 5.2 La figure 5.9 donne un autre exemple de l’application de la fonction POST avec cette
fois-ci comme arguments l’action de pointeursp1 := p2.succ et la forme mémoireFM . Nous consta-
tons que l’application de l’actionPOST fournit deux formes mémoire distinctes. En effet, si dans un
cas,null est le successeur direct dep2, c’est-à-dire si la valeur du compteurx2 vaut 1, alors p1

doit pointer sur le noeudnull si en revanche ce n’est pas le cas,p1 doit pointer vers un noeud entre
loc(p2) et null, et il est nécessaire d’inclure ce noeud et d’ajouter un compteur (ici x1) à la forme
mémoire symbolique.

Nous définissons maintenant la relation∼⊆ GM× (FM× N
X) entre des graphes mémoire et des

paires constituées d’une forme mémoire et d’une valuation de compteurs. Pour toutGM ∈ GM et
tout (FM, v) ∈ FM× N

X , nous avonsGM ∼ (FM, v) si et seulement si :

v(XFM ) ⊆ N
∗ etGM = FM(v|XF M

)

Nous étendons ensuite la relation∼ aux paires dansGMerr× (FMerr×N
X) de telle façon que pour

toute valuationv ∈ N
X , Seg ∼ (Seg, v), Leak ∼ (Leak, v) etLeakSeg ∼ (LeakSeg, v). Nous avons

alors la propriété suivante :
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FM

p2

x2

p1 null

FM ′

p2

p1

x2

x1

null

FM ′′
p2

x2

p1 null

x2 = 1 ∧ x′1 = x1∧
x′2 = x2

x2 > 1 ∧ x′2 = 1∧
x′1 = x2 − 1

FIGURE 5.9 – La fonctionPOSTappliquée à l’actionp1 := p2.succ et àFM

Lemme 5.3 SoientGM ∈ GM, a ∈ A une action de pointeurs et(FM, v) ∈ FM × N
X tel que

GM ∼ (FM, v). Pour toutGM ′ ∈ GMerr, nous avonsGM ′ = JaKP (GM) si et seulement si il
existe(FM ′, v′) ∈ FMerr ×N

X etφ ∈ Presb(X,X ′) tels que :

– GM ′ ∼ (FM ′, v′), et,
– (φ, FM ′) ∈ POST(a, FM), et,
– (v, v′) |= φ.

Idée de la preuve : Ce lemme est en fait une conséquence directe de la construction de la fonc-
tion POST(a, FM) et de l’application des définitions deJaKP (GM) et deGM ∼ (FM, v). Nous
montrons sur des cas particuliers les principales étapes à suivre pour obtenir le résultat énoncé par ce
lemme.

SoientGM ∈ GM, a ∈ A et (FM, v) ∈ FM × N
X tel queGM ∼ (FM, v). Nous posons

FM = (N,P,X, succ, loc, c). Par définition de∼, nous avonsGM = FM(v|XF M
).

Nous considérons dans un premier temps l’actionp := p′ (avecp 6= p′). SoitGM ′ ∈ GMerr tel que
GM ′ = JaKP (GM).

– Supposons queGM ′ 6= Leak. Nous sommes alors dans le cas présenté à la première ligne du
tableau de la figure 4.5. En accord avec la façon dont nous construisons le graphe mémoireGM =
FM(v|XF M

), en insérant des noeuds seulement entre les noeuds pointés par une variable ou ayant
au moins deux prédécesseurs, nous en déduisons que dansFM , il existe p′′ ∈ P \ {p} tel que
loc(p) ∈ List (FM, p′′) (on étend la fonctionList aux formes mémoire en l’appliquant au graphe
mémoire sous-jacent). Nous nous trouvons alors soit dans lecas de la ligne 1 soit dans celui de
la ligne 3 du tableau de la figure 5.1, la ligne 4 étant exclue par le fait que commeloc(p) ∈
List(FM, p′′), nous avons nécessairement|loc−1({loc(p)})| 6= 1 (dans le cas oùloc(p′′) = loc(p))
ou |succ−1({loc(p)})| 6= 1 (dans le cas contraire).
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– Dans le cas de la ligne1 comme dans celui de la ligne3, pour construireFM ′, nous déplaçons le
pointeurp en le faisant pointé vers le noeudloc(p′). Si loc(p) a au moins deux prédécesseurs ou
est pointé par au moins deux variables en incluantp, nous nous trouvons dans le cas 1. et mise à
part le déplacement de variable, cette opération ne modifie pas le graphe ni le nombre de noeud,
nous avons alorsGM ′ = FM ′(v|XF M

) (doncGM ′ ∼ (FM ′, v)) et la paire(v, v) satisfait bien
la formule

∧

x∈X x′ = x.
– Le cas de la ligne 3 est un peu plus complexe car le fait de déplacer la variablep pour construire
FM ′, fait que le noeud pointé parloc(p) devient un noeud avec un unique prédécesseur qui n’est
pas pointé par une variable, il faut donc l’enlever pour obtenir une forme mémoire, toutefois
les opérations sur les compteurs garantissent qu’en supprimant ce noeud les longueurs des dif-
férentes listes sont préservées. Donc en considérant une valuationv′ telle que(v, v′) satisfaitφ,
nous avonsGM ′ = FM ′(v′).

– Si maintenantGM ′ = Leak. Alors nous sommes dans le cas de la ligne 3 du tableau de la figure
4.5. Comme précédemment, cela signifie que dansFM , nous avons également qu’il n’existe pas
de pointeurp′′ ∈ P \ {p} tel queloc(p) ∈ List(FM, p′′), par conséquentp est l’unique pointeur
versloc(p) et soitloc(p) n’a pas de prédécesseur, soit il appartient à une liste cyclique dontp est
l’unique variable permettant d’y accéder. Ce cas correspond bien à la ligne 4 du tableau de la figure
5.1. Nous ne changeons pas la valeur des compteurs et nous avons bienLeak ∼ (Leak, v) (par
définition de∼).

Nous considérons l’actionp := p.succ. SoitGM ′ ∈ GMerr tel queGM ′ = JaKP (GM).

– Supposons queGM ′ /∈ {Seg, Leak, LeakSeg}. Nous sommes alors dans un des cas présentés dans
les deux premières lignes du tableau de la figure 4.7.
– Si nous sommes dans le cas de la première ligne alors, dansFM , nous avonssucc(loc(p′)) 6=
loc(p). Si le noeud pointé parp dansFM a au moins deux prédécesseurs, ou est étiqueté par une
autre variable quep, ou est égal ànull ou à⊥, nous sommes dans le cas évoqué par la ligne 1
du tableau de la figure 5.3. Deux cas se posent alors :

1. soit le noeud successeur dep dansFM est aussi le noeud successeur dep dansGM , dans
ce cas la valeur du compteur associé àloc(p) vaut1 et alors il suffit de déplacerp et de le
faire pointer vers son successeur,

2. soit le noeud successeur dep dansFM n’est pas le noeud successeur dep dansGM (c’est-
à-dire que l’on a inséré des noeuds au moment de la concrétisation), il faut alors inclure un
nouveau noeud pointé parp entreloc(p) et succ(loc(p)) ; la valeur associée au compteur
du noeud pointé auparavant parp vaut alors1, et la valeur du compteur associé au nouveau
noeud vaut la valeur du compteur du noeud pointé auparavant parp à laquelle on retire1.

– La ligne2 du tableau de la figure 5.3 correspond à la variante de ce cas, mise à part que cette
fois, en déplaçantp, le noeud pointé jusqu’à alors parp devient un noeud à un prédécesseur et
qui n’est pas étiqueté par une variable, il faut donc le supprimer (ou le réutiliser comme nous
le faisons lorsque nous insérons un noeud entreloc(p) et succ(loc(p))). Finalement sip pointe
dans un cycle dansFM qui n’est accessible par aucune autre variable, alors nous avonsGM ′ =
GM = FM(vXF M

), ce cas correspond au cas de la ligne1 du tableau de la figure 5.4.

– Si maintenant nous avonsGM ′ = Seg cela signifie queloc(p′) ∈ {null,⊥} et nous sommes dans
le cas de la ligne 3 du tableau 4.7. Nous vérifions alors que lesconditions de la ligne4 du tableau de
la figure 5.4 sont respectées. Nous considérons les différentes hypothèses de la ligne 3 du tableau de
la figure 4.7. Si il existe un pointeurp′′ ∈ P \{p} tel que le noeud pointé parp dansGM appartient
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àList (GM, loc(p′′), alors dansFM nous avons :

– soit|loc−1(({loc(p)}))| > 1 (il s’agit du cas oùp′′ pointe vers le même noeud quep dansGM ),
– soit succ−1({loc(p)}) = {n} avecn 6= loc(p) (il s’agit du cas où le noeud pointé parp a

unique prédécesseur et celui-ci est nécessairement accessible par une autre variable quep, en
l’occurrencep′′),

– soit |succ−1({loc(p)})| ≥ 2 (il s’agit du cas oùloc(p) a deux prédécesseurs et dans ce cas un
des deux est nécessairement accessible par une autre variable quep, en l’occurrencep′′).

Les conditions de la ligne4 du tableau sont donc bien respectées, et nous avonsSeg ∼ (Seg, v) et
(v, v) |= φ.

– Les cas oùGM ∈ {Leak, LeakSeg} se prouvent de manière identique.

Nous considérons l’actionp.succ := p′.

– Nous supposons queGM /∈ {Seg, Leak}. Nous sommes dans le cas présenté dans la première ligne
du tableau de la figure 4.8. Montrons alors que nécessairement FM vérifie les hypothèses d’une
des deux premières lignes du tableau de la figure 5.5. CommeGM /∈ {Seg, Leak}, nous avons
nécessairementloc(p) /∈ {null,⊥}. De plus le successeur deloc(p) a soit deux prédécesseurs
ou est soit étiqueté par une variable (par définition deFM ). L’unique cas qui pose problème est
le cas où ce successeur n’est pas étiqueté par une variable ets’avère être l’unique noeud d’une
liste cyclique, ce cas n’est pas possible car à ce moment il n’existe pas de variablep′′ tel que dans
GM le successeur de ce noeud soit accessible parp′′ sans quep soit accessible parp′′. De plus,
commeGM ′ 6= Leak, le compteur associé àloc(p) dansFM vaut nécessairement1 car sinon cela
signifierait que dansGM le noeud successeur du noeud pointé parp est accessible uniquement
par la variablep est l’actionp.succ := p′ réalise alors une fuite mémoire. Nous sommes donc
soit dans le premier cas de la ligne 1 soit dans dans le premiercas de la ligne 2 du tableau de la
figure 5.5. L’unique différence entre ces deux cas vient du fait qu’après avoir changé le successeur
de loc(p), le noeud qui était précédemment successeur deloc(p) peut devenir un noeud ayant un
unique prédécesseur et qui n’est pas étiqueté par une variable, c’est-à-dire un noeud à supprimer en
modifiant la valeur des compteurs correspondants (c’est ce qui arrive dans le premier cas de la ligne
2). Pour chacun de ces deux cas nous avons de plus que dansFM ′ le successeur du noeud pointé
parp est bien le noeud pointé parp′, comme c’est le cas dansGM ′. Le lemme est donc vérifié pour
ces cas là.

– SiGM ′ = Seg, cela signifie quep pointe versnull ou⊥ dansGM et par conséquent dansFM
et nous sommes alors dans le cas de la ligne 3 du tableau de la figure 5.5, et là encore le lemme
est vérifié. Il en va de même lorsqueGM ′ = Leak, qui est facilement déduit en reprenant les
explications ci-dessus.

Nous ne détaillons pas la preuve pour les autres actions, carla méthode utilisée est toujours la même
et de plus les cas présentés ci-dessus peuvent être facilement adaptés. Par exemple, dans le cas de
l’action p := malloc, la procédure est tout à fait similaire àp := p′ car il s’agit là aussi de déplacer
la variablep est de s’assurer que les cas où une fuite mémoire a lieu correspondent bien. �

Si g ∈ G est une garde sur les pointeurs deP , et siFM est une forme mémoire telle queFM =
(N,P,X, succ, loc, c), nous dirons queFM |= g si et seulement si cette propriété est vraie pour le
graphe mémoire sous-jacent deFM , c’est-à-dire si et seulement si nous avons(N,P, succ, loc) |= g.
Nous avons alors la propriété suivante :
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Lemme 5.4 Soient(FM, v) une forme mémoire valuée etg ∈ G. Nous avonsFM |= g si et seule-
ment siFM(v) |= g.

Preuve : Le résultat de ce lemme est dû au fait que lorsque l’on crée le graphe mémoireFM(v), on
ne déplace pas les variables pointant surnull et deux variables pointant vers le même noeud dans la
forme mémoireFM pointent aussi vers le même noeud dans le graphe mémoireFM(v). Comme de
plus les gardes sur les pointeurs permettent seulement de tester si une variable pointe versnull ou si
deux variables pointent vers le même noeud, nous obtenons facilement la propriété énoncée. �

La fonctionPOSTet la définition de la relation de satisfiabilité|= étendue aux formes mémoire nous
permettent de construire un système à compteurs à partir d’un système à pointeurs. SoitS = 〈Q,P,E〉
un système à pointeurs. Nous lui associons le système à compteursSC = 〈QC ,X,EC〉 avec :

– QC = Q×FMerr
P.X ,

– EC ⊆ (Q × FM) × Presb(X,X ′) × QC est la relation de transitions qui vérifie la condition
suivante :

((q, FM), φ, (q′, FM ′)) ∈ EC

si et seulement si
il existe(q, (g, a), q′) ∈ E tel queFM |= g et (φ, FM ′) ∈ POST(a, FM)

Remarquons que comme, d’après la proposition 4.12, le nombre de formes mémoire dansFMP,X

est fini,SC a bien un nombre fini d’états de contrôle. Il est de plus possible de construire de façon
effectiveSC en utilisant la définition de la fonctionPOST donnée auparavant. Nous allons voir dans
la suite que le système à compteursSC est bisimilaire au système à compteursS et qu’il est ainsi
possible d’utiliserSC pour vérifier des propriétés surS.

5.1.2 Bisimulation et vérification

SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs etSC = 〈QC ,X,EC 〉 le système à compteurs construit
à partir deS. Nous étudions dans cette section les différentes propriétés du système à compteursSC

ainsi que le lien qu’il existe entre les systèmes de transitionsTS(S) etTS(SC).

Tout d’abord, de part la définition de la fonctionPOST que nous utilisons pour définir les formules
étiquetant les actions deSC , nous avons :

Proposition 5.5 Le système à compteursSC est un système à compteurs linéaire à monoïde fini.

Preuve : D’après la définition 1.15, pour queSC soit un système à compteurs linéaire, il faut
que pour tout((q, FM), φ, (q′, FM ′)) ∈ EC , la formuleφ corresponde à une fonction Presburger-
linéaire. Or si((q, FM), φ, (q′, FM ′)) ∈ EC , cela signifie qu’il existe une action de pointeursa tel
que(φ, FM ′) ∈ POST(a, FM), et en regardant la définition de la fonctionPOST fournie par les
tableaux des figures 5.1 à 5.7, nous constatons queφ définit bien une fonction Presburger-linéaire.
De plusSC est à monoïde fini car pour toute fonction Presburger-linéaire (ψ,A,b) tel qu’il existe
((q, FM), (ψ,A, b), (q′ , FM ′)) ∈ EC , nous remarquons que la matriceA est une matrice telle que
chaque colonne deA ne contient que des0 excepté un élément qui est égal à1, or le monoïde mul-
tiplicatif engendré par un tel ensemble de matrices est nécessairement fini. En effet, le produit de
deux matrices qui contiennent dans chaque colonne uniquement des0 sauf à une ligne où l’on trouve
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un 1 est encore une matrice vérifiant la même propriété, et comme il n’y a qu’un nombre borné de
telles matrices dansMn(N) pour unn fixé, nous en déduisons que le monoïde engendré par un en-
semble de matrices vérifiant cette propriété est fini. Dans laplupart des cas, la matrice de la fonction
Presburger-linéaire étiquetant une transition deEC est la matrice identité, qui vérifie la propriété énon-
cée, cependant lorsque nous réalisons une actiony′ = y + z, nous prenons soin de réaliser également
l’action z′ = 1 ou z′ = 0 de façon à ce que les matrices utilisées vérifient toujours cette propriété.�

Le fait que le système à compteurs soit linéaire à monoïde finiest un point important car cela va nous
permettre d’utiliser les méthodes développées pour analyser cette classe de systèmes à compteurs,
en particulier les résultats des théorèmes 1.47 et 1.55 énoncés au chapitre 1. Nous pourrons de plus
nous servir de l’outilFAST pour analyser ces systèmes. Mais avant nous explicitons le lien qui existe
entre les systèmes de transitionsTS(S) = 〈Q × GMerr, E,→〉 et TS(SC) = 〈(Q × FMerr) ×
N

X , EC ,→C〉 associés respectivement àS etSC . Pour ce faire, nous étendons la relation∼, définie
dans la section précédente, aux configurations deTS(S) et deTS(SC) de telle sorte que∼⊆

(

Q ×
GMerr

)

×
(

(Q×FMerr)×N
X

)

et que(q,GM) ∼ ((q′, FM ′), v) si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

– q = q′, et,
– GM ∼ (FM, v).

Nous avons alors le lemme suivant, montrant que les systèmesde transitionsTS(S) etTS(SC) sont
bisimilaires.

Lemme 5.6 Soient(q1, GM1) ∈ Q× GM
err et ((q1, FM1), v1) ∈ QC × N

X tels que(q1, GM1) ∼
((q1, FM1), v1). Alors pour tout(q2, GM2) ∈ Q×GM

err, (q1, GM1)→ (q2, GM2) si et seulement
si il existe((q2, FM2), v2) ∈ QC × N

X tel que :

– ((q1, FM1), v1)→C ((q2, FM2), v2), et,
– (q2, GM2) ∼ ((q2, FM2), v2).

Preuve : Supposons que(q1, GM1)
e
→ (q2, GM2) avece = (q1, (g, a), q2). CommeGM2 =

JaKP (GM1), en utilisant le résultat du lemme 5.3, nous en déduisons qu’il existe (FM2, v2) ∈
FMerr × N

X et φ ∈ Presb(X,X ′) tels queGM2 ∼ (FM2, v2) et (φ, FM2) ∈ POST(a, FM1)
et (v1, v2) |= φ. De plus commeGM1 |= g, et commeGM1 ∼ (FM1, v1), nous avons d’après
le lemme 5.4 et la définition de∼, FM1 |= g. Par conséquent, par définition deEC , la transi-
tion e′ = ((q1, FM1), φ, (q2, FM2))) appartient àEC . Comme(v1, v2) |= φ, nous avons bien
((q1, FM1), v1) →C ((q2, FM2), v2) et comme de plusGM2 ∼ (FM2, v2), nous avons également
(q2, GM2) ∼ ((q2, FM2), v2). La réciproque se prouve de la même façon. �

Ce lemme nous permet alors d’établir une propriété sur les ensembles d’accessibilité deS et SC , à
savoir :

Lemme 5.7 Soientc0 ∈ Q× GMerr une configuration initiale deTS(S) et c′0 ∈ QC × N
X tel que

c0 ∼ c
′
0. Nous avonsReach(S, c0) = {c ∈ Q× GMerr | ∃c′ ∈ Reach(SC , c

′
0) tel quec ∼ c′}.

Preuve : Soit c ∈ Reach(S, c0). Montrons qu’il existec′ ∈ Reach(SC , c
′
0) tel quec ∼ c′. Comme

c ∈ Reach(S, c0), il existe une exécution dansTS(S) de la formec0 → c1 . . . cf avecf ∈ N et
cf = c. Nous raisonnons par induction sur la taille de cette exécution, c’est-à-dire surf , en utilisant
le lemme 5.6. Sif = 0, alors nous avons bienc0 ∼ c′0 (par hypothèse) etc′0 ∈ Reach(SC , c

′
0).
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Supposons quef > 0 et que pour toutj ∈ [1..f − 1], il existec′j ∈ Reach(SC , c
′
0) tel quecj ∼ c′j .

En particulier, nous avons quecf−1 ∼ c
′
f−1 et commecf−1 → cf , d’après le lemme 5.6, il existe une

configurationc′ deTS(SC) telle quec′f−1 →C c′ et cf ∼ c′. Commec′f−1 ∈ Reach(SC , c
′
0), nous

avons bien quec′ ∈ Reach(SC , c
′
0).

La réciproque se prouve de la même façon. �

Le lemme précédent concerne le cas où nous avons une unique configuration initiale, mais il s’avère
qu’il est également possible de considérer un ensemble infini de graphes mémoire initiaux décrits par
un état mémoire symbolique. Tout d’abord remarquons que siq0 est un état de contrôle dansQ et
(FM0, φ0) est une forme mémoire symbolique, alors((q0, FM0), φ0) est une configuration symbo-
lique deTS(SC) et de plus pour toutGM ∈ GM, nous avonsGM ∈ J(FM0, φ0)K si et seulement
si il existev ∈ N

X tel queGM ∼ (FM0, v) et v |= φ0. En effet, commeφ0 ∈ Presb(XFM ), nous
avonsv |= φ0 si et seulement siv|XF M0

|= φ0 et nous pouvons alors facilement conclure en utili-
sant la définition deJ(FM0, φ0)K et celle de∼. Par application immédiate du lemme précédent, nous
obtenons :

Reach(S, (q0, {(FM0, φ0)})) = {c ∈ Q×GMerr | ∃c′ ∈ Reach(S, ((q0, FM0), φ0)) tel quec ∼ c′}

Ainsi pour vérifier si un système à pointeurs muni d’une configuration symbolique initiale(q0, EMS0)
avecEMS0 = {(FM0, φ0)} provoque une erreur de segmentation, il faut chercher unq ∈ Q et
v ∈ N

X tel que la configuration((q, Seg), v) appartient à l’ensembleReach(S, ((q0, FM0), φ0)),
c’est-à-dire que ce problème se réduit à savoir si un ensemble d’états de contrôle est accessible dans
la système à compteursSC muni de la configuration symbolique initiale((q0, FM0), φ0).

De plus, lorsque le système à compteurs correspondant a un ensemble d’accessibilité effectivement
définissable dans Presburger, alors l’ensemble d’accessibilité du système à pointeurs considéré peut
être également représenté de façon symbolique, comme cela est présenté par le lemme suivant :

Lemme 5.8 Soitq0 ∈ Q un état de contrôle deS etEMS0 = {(FM0, φ0)} un état mémoire symbo-
lique (composé d’une unique forme mémoire symbolique). Alors si Reach(SC , ((q0, FM0), φ0)) est
effectivement définissable dans Presburger, pour chaque état de contrôleq ∈ Q, il est possible de
construire un état mémoire symboliqueEMSq tel que :

Reach(S,EMS0) ∩ (Q× GM) =
⋃

q∈Q

{q} × JEMSqK

Preuve : Supposons queReach(SC , ((q0, FM0), φ0)) soit effectivement définissable dans Pres-
burger. Alors pour chaque paire(q, FM) ∈ QC , il existe une formule de Presburgerφq,FM ∈
Presb(X) tel queReach(SC , ((q0, FM0), φ0)) =

⋃

(q,FM)∈QC
{(q, FM)}×Jφq,FM KX . Pour chaque

paire(q, FM) ∈ Q × GM, nous construisons la formuleφ′q,FM = ∃x1. . . . ∃xm.φq,FM avecX \
XFM = {x1, . . . , xm}. La paire (FM,φ′q,FM ) est alors une forme mémoire symbolique. Nous
définissons ensuite pour chaque état de contrôleq ∈ Q, l’état mémoire symboliqueEMSq =
⊔

FM ′∈FM{(FM
′, φ′q,FM ′)} et nous montrons maintenant queReach(S,EMS0) ∩ (Q × GM) =

⋃

q∈Q{q} × JEMSqK.
Soit (q,GM) ∈ Reach(S,EMS0) ∩ (Q × GM). En utilisant le lemme 5.7, nous en déduisons
qu’il existe ((q, FM), v) ∈ Reach(SC , ((q0, FM0), φ0)) tel queGM ∼ (FM, v). De plus, par
définition deφq,FM , nous avonsv |= φq,FM d’où nous déduisons quev|XF M

|= φ′q,FM . Comme
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GM = FM(v|XF M
), nous avonsGM ∈ J(FM,φ′q,FM )K et du coupGM ∈ JEMSqK, ceci

car d’après la proposition 4.20,J
⊔

FM ′∈FM{(FM
′, φ′q,FM ′)}K =

⋃

FM ′∈FMJ(FM ′, φ′q,FM ′)K.
Soit (q,GM) ∈

⋃

q∈Q{q} × JEMSqK. Alors GM ∈ J
⊔

FM∈FM{(FM,φ′q,FM )}K, par consé-

quent, il existe(FM,φ′q,FM ) tel queGM ∈ J(FM,φ′q,FMK. Il existe donc une valuationv ∈ N
X

telle queGM = FM(v|XF M
) et telle quev |= φq,FM (par définition deφ′q,FM ). Nous avons

donc que((q, FM), v)) ∈ Reach(SC , ((q0, FM0), φ0)), en utilisant le lemme 5.7, on en déduit que
GM ∈ Reach(S,EMS0). �

Pour énoncer les théorèmes qui suivent nous appelleronsSC le système à compteurs associé àS. SiS
est muni d’une configuration symbolique initiale(q0, EMS0) telle queEMS0 = {(FMS0, φ0)} est
un singleton, nous dirons queS est muni d’une configuration symbolique initiale simple ; comme nous
venons de le voir, nous associons à un tel système à pointeurs, le système à compteursSC muni de la
configuration symbolique initiale((q0, FM0), φ0). Nous avons alors les deux théorèmes suivants :

Théorème 5.9Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à
pointeurs dont le système à compteurs associé est plat.

Preuve : Soient(q0, EMS0) et(q,EMS) deux configurations symboliques dansQ×EMS . Nous
supposons queEMS0 = {(FM1, φ1), . . . , . . . , (FMm, φm)}. CommeSC est un système à comp-
teurs linéaire plat et à monoïde fini, en utilisant le résultat du théorème 1.47, pour chaquei ∈
[1..m], nous savons que l’ensembleReach(SC , ((q, FMi), φi)) est effectivement définissable dans
Presburger. En utilisant le résultat du lemme 5.8, on en déduit que pour chaquei ∈ [1..m], nous
avonsReach(S, (q, (FMi, φi))) =

⋃

q∈Q{q} × JEMSq,iK. Ainsi le problème d’accessibilité sym-
bolique généralisé revient à tester si il existei ∈ [1..m] tel queJEMSK ∩ JEMSq,iK = ∅. Comme
JEMSK∩ JEMSq,iK = JEMS ⊓EMSq,iK et que, d’après le corollaire 4.22, le problème du vide est
décidable pour les états mémoire symboliques, nous obtenons le résultat souhaité. �

Théorème 5.10Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à
pointeurs muni d’une configuration symbolique initiale simple dont les système à compteurs associés
sont symboliquement aplatissables.

Preuve : La preuve de ce théorème est identique à celle du théorème précédent excepté le fait que
l’on utilise ici le résultat de la proposition 1.54 qui nous dit que si un système à pointeurs muni d’une
configuration symbolique initiale est symboliquement aplatissable, alors l’ensemble d’accessibilité
correspondant est effectivement définissable dans Presburger. �

Cependant comme nous l’avons vu avec le corollaire 1.56, savoir si un système à compteurs muni
d’une configuration symbolique initiale est aplatissable est un problème indécidable. Toutefois nous
savons que si l’algorithme implanté dans l’outilFAST termine alors le système à compteurs muni
d’une configuration symbolique initiale donné en entrée estaplatissable et de plus l’ensemble retourné
par cet algorithme correspond à l’ensemble d’accessibilité du système à compteurs considéré. Soit
(q0, {EMS0, φ0}) une configuration symbolique initiale du système à pointeurs S. La méthode que
nous proposons pour analyser ce système à pointeurs se déroule donc en deux phases :

1. Construction du système à compteursSC muni de la configuration initiale((q0, FM0).φ0),

2. Analyse du système à compteurs construit (avec l’outilFAST par exemple).
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Remarquons qu’en pratique lors de la phase de construction du système à compteursSC nous ne
construisons que la composante connexe du graphe sous-jacent contenant l’état de contrôle(q0, FM0)
et ainsi cela nous donne déjà une information sur le système àpointeurs. En effet, si il n’existe pas
d’état de contrôleq ∈ Q tel que(q, Seg) est un état de contrôle appartenant à la composante connexe
construite, alors nous savons que le système à pointeursS muni de la configuration initiale symbolique
considérée ne provoque pas d’erreur de segmentation.

Exemple 5.11 La figure 5.10 donne un exemple de système à compteurs construit à partir du système
à pointeurs de la figure 4.3 correspondant au programmedeleteAll. Comme nous l’avons précisé
précédemment nous avons considéré dans cette exemple une configuration symbolique initiale conte-
nant la forme mémoireFM0 représentée dans l’état de contrôle situé en haut à gauche dela figure,
et nous avons seulement construit la composante connexe liée à cet état de contrôle. De plus, nous
n’avons pas représenté dans les différentes formes mémoire, le pointeurq lorsque celui ci pointait
vers⊥. Comme il n’y a pas d’état de contrôle connecté à(1, FM0) contenant l’élémentSeg ou l’élé-
mentLeakSeg, nous en déduisons que le système à pointeurs muni de la configuration symbolique
initiale utilisant (FM0,

∧

x∈X ne provoque pas d’erreur de segmentation et ceci sans avoir besoin
de calculer l’ensemble d’accessibilité du système à compteurs construit. Nous signalons que dans ce
système à compteurs, nous avons regroupé ensemble les étatsde contrôle dont les formes mémoire
étaient isomorphes, ceci pour limiter le nombre d’état de contrôle.

5.1.3 Des systèmes à pointeurs plats donnent un système à compteurs non plat

Nous avons vu précédemment, avec le théorème 5.9 que lorsquele système à compteurs associé à un
système à pointeurs est plat alors il est possible de résoudre le problème d’accessibilité symbolique
généralisé. Aussi, si les systèmes à pointeurs plats produisaient un système à compteurs plats, nous au-
rions une classe intéressante de systèmes à pointeurs pour laquelle ce dernier problème est décidable.
Nous adaptons alors la définition 1.44 de systèmes à compteurs plats aux systèmes à pointeurs.

Definition 5.12 (Système à pointeurs plat)Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉 est plat, si pour
tout état de contrôleq ∈ Q, q apparaît dans au plus un cycle élémentaire.

Remarquons que si dans un programme, il n’y a pas de boucleswhile imbriquées et il n’y a pas de
conditionsif ... then ... else... dans le corps des boucleswhile, alors le système à pointeurs associé
est plat. Nous considérons ainsi le système à pointeursS1 représentée à la figure 5.11 ainsi que la
configuration symbolique initiale(1, (FM0,

∧

x∈X x > 0)) (FM0 étant également représenté sur la
figure 5.11). Remarquons queS est un système à pointeurs plat.
La figure 5.12 nous donne une représentation de la composanteconnexe du système à compteurs
S1C

contenant l’état de contrôle(1, FM0). Nous remarquons que cette composante connexe n’est pas
plate, d’où nous pouvons conclure que le système à compteursassocié à un système à pointeurs plat
n’est pas nécessairement plat.

Proposition 5.13 Il existe des systèmes à pointeurs platsS tels que le système à compteurs associé
SC n’est pas plat.

Toutefois, en analysant la fonctionPOST définie à la section précédente, on s’aperçoit que pour
toute actiona ∈ A, pour toute forme mémoireFM ∈ FM, nous avons|POST(a, FM)| ≤ 2
et de plus il existeφ1, φ2 ∈ Presb(X,X ′) et FM1, FM2 ∈ FM tels quePOST(a, FM) =
{(φ1, FM1), (φ2, FM2)} etFM1 6= FM2 si et seulement sia est une action de la formep := p′.succ
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p

null

x11,

x′1 = x1∧
x′2 = x2

p q

null
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p

null
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x2
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x′1 = x2

q

null
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x13,
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1,
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5,

x1 = 1 ∧ x′1 = x1∧
x′2 = x2

x1 = 1 ∧ x′1 = 0∧
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x′1 = x1∧
x′2 = x2

1, Leak

x1 > 1 ∧ x′1 = x1

x′2 = x2

1, Leak

x1 > 1 ∧ x′1 = x1

x′2 = x2

FIGURE 5.10 – Exemple de système à compteurs obtenu à partir du programmedeleteAll
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1p := p.succ p q

x1

FIGURE 5.11 – Un système à pointeurs platS1 et une forme mémoire symboliqueFM0

pq

x1

1,

q

p

x1x21,

x1 > 1 ∧ x′1 = 1∧
x′2 = x1 − 1

x2 = 1 ∧ x′1 = x1 + 1∧
x′2 = 0

x1 = 1∧
x′1 = x1∧
x′2 = x2

x2 > 1∧
x′1 = x1 + 1∧
x′2 = x2 − 1

FIGURE 5.12 – Exemple de système à compteurs obtenu à partir du système à pointeursS1
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avecp, p′ ∈ P . En effet, il est possible que pour une autre action, l’ensemble obtenu par application
de la fonctionPOST contienne deux éléments différents, mais à ce moment un des deux éléments
est de la forme(FM,φ) avecFM dans{Seg, Leak, LeakSeg}. Nous appelons déplacement au suc-
cesseur les actions de la formep := p′.succ avecp, p′ ∈ P . Nous dirons alors qu’un système à
pointeursS = 〈Q,P,E〉 est sans déplacement au successeur si et seulement si pour toute transition
(q, (g, a), q′) ∈ E, a n’est pas un déplacement au successeur. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.14 SiS est un système à pointeurs plat sans déplacement au successeur, alorsSC est
un système à compteurs plat.

Preuve : SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs plat sans déplacement au successeur et
SC = 〈QC ,X,EC〉 le système à compteurs associé. Nous raisonnons par l’absurde et supposons
queSC n’est pas plat. Alors il existe un état de contrôle(q, FM) ∈ QC et deux transitionse1 =
((q, FM), φ1, (q1, FM1)) et e2 = ((q, FM), φ2, (q2, FM2)) dansEC telle quee1 6= e2 et e1 et e2
appartiennent chacune à un cycle élémentaire. Supposons que q1 6= q2. Cela n’est pas possible si-
non par construction deSC cela signifierait qu’il existe deux transitions(q, (g, a), q1) et (q, (g, a), q2)
dansE qui appartiennent chacune à un cycle élémentaire, et par conséquentS ne serait pas plat. Nous
avons donc nécessairementq1 = q2. Par définition deSC , il existe une transition(q, (g, a), q1) dans
E et commeS est plat cette transition est unique. Nous avons alors nécessairement(φ1, FM1) ∈
POST(a, FM) et (φ2, FM2) ∈ POST(a, FM) et (φ1, FM1) 6= (φ2, FM2). Commee1 ete2 appar-
tiennent chacune à un cycle élémentaire et qu’il n’y a pas de transition dansEC partant d’un état de
contrôle contenant un élément de{Seg, Leak, LeakSeg}, nous avons nécessairement{FM1, FM2}∩
{Seg, Leak, LeakSeg} = ∅. Or commeS est sans déplacement au successeur, cette situation est im-
possible, nous en déduisons queSC est plat. �

Nous déduisons alors de façon immédiate, en appliquant le théorème 5.9, le résultat suivant :

Théorème 5.15Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à
pointeurs plats sans déplacement au successeur.

Nous avons ainsi, de par la façon dont nous construisonsSC , obtenu une sous classe de systèmes à
pointeurs plats pour laquelle le problème d’accessibilitésymbolique généralisé est décidable. Remar-
quons, que le fait qu’en général un système à pointeurs plat ne produisent pas un système à compteurs
plat avec notre traduction, n’implique pas que le problème d’accessibilité symbolique généralisé soit
indécidable pour les systèmes à pointeurs plats. Cependantil l’est comme nous le verrons dans le
chapitre suivant, dans lequel nous étudierons entre autre des questions de décidabilité pour différents
problèmes d’accessibilité en considérant des systèmes à pointeurs plats.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode générale pour analyser les programmes manipulant
des listes simplement chaînées basée sur une traduction vers un système à compteurs. Cette méthode
nous permet en particulier de réutiliser les outils déjà existants pour l’analyse de systèmes à comp-
teurs comme par exemple l’outilFAST . La méthode proposée permet de vérifier des propriétés sur
la forme des structures de données mais aussi des propriétésquantitatives sur le nombre de cellules
présentes dans les listes. Notons de plus que de par la bisimulation qui existe entre le système à poin-
teurs et le système à compteurs, cette méthode peut aussi être utilisée pour vérifier si les exécutions
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du système à pointeurs terminent en vérifiant si les exécutions du système à compteurs terminent.
Ceci est un avantage car il est plus facile de vérifier cette propriété sur un système à compteurs, où
l’on peut vérifier par exemple que les valeurs d’un compteur décroissent strictement, alors que sur un
système à pointeurs des conditions de terminaison sont plusdifficiles à trouver. Finalement, signalons
que récemment d’autres méthodes manipulant des variables représentant la longueur des listes ont été
développées. Ainsi, dans [MBCC07], les auteurs proposent une méthode combinant un calcul utilisant
la logique de séparation et une analyse arithmétique sur la longueur des listes. Les formules arithmé-
tiques leur servent alors à raffiner un calcul surapproximatif des différentes configurations possibles.
Une autre méthode a été développée dans [PRW08] pour prouverla terminaison de programmes ma-
nipulant des listes simplement chaînées en construisant des préconditions manipulant la longueur des
listes. Il apparaît ainsi que dans le cadre de l’analyse de programmes manipulant des pointeurs, les
techniques combinant la shape analysis et une analyse numérique permettent de produire un résultat
plus précis que les techniques basées uniquement sur la shape analysis.
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Chapitre 6

Model-checking de systèmes à pointeurs

Après avoir proposé différents problèmes d’accessibilitépour les systèmes à pointeurs et une méthode
de vérification pour ces problèmes basée sur une traduction vers un système à compteurs bisimilaire,
nous nous attaquons dans ce chapitre au model-checking. Dans un premier temps, nous proposons une
extension de la logique arborescente CTL∗ , obtenue en ajoutant des états mémoire symboliques à
l’ensemble des propositions atomiques. Nous étudions ensuite la décidabilité de ces problèmes d’ac-
cessibilité et de model-checking pour des systèmes à pointeurs plats. Les travaux que nous présentons
ici sont issus de [FLS07].

6.1 Une logique temporelle pour la vérification de systèmes àpointeurs

6.1.1 La logiqueCTL∗
mem

Nous avons introduit au chapitre 3 la logique temporelle FOCTL∗(Pr) qui permet de décrire des pro-
priétés temporelles d’un système à compteurs. Nous avons aussi vu que l’avantage de cette logique
temporelle réside dans le fait qu’elle permet de décrire nonseulement l’évolution des différents états
de contrôle mais aussi des différentes valeurs possibles des compteurs, ceci en utilisant des formules
de Presburger comme propositions atomiques. De la même façon, nous introduisons ici la logique
temporelle CTL∗mem qui va nous servir à spécifier des propriétés temporelles d’un système à poin-
teurs. Dans le chapitre précédent, nous avons défini les états mémoire symboliques pour représenter
des ensembles infinis de graphes mémoire, tout comme les formules de l’arithmétique de Presburger
permettent de représenter des ensembles infinis de vecteurs. Nous étendons ici la logique CTL∗ en uti-
lisant des états mémoire symboliques comme propositions atomiques. Remarquons déjà que comme
CTL∗

mem étend CTL∗ , en posant des restrictions sur les quantificateurs de chemins et sur les opé-
rateurs temporels, nous pourrions définir une extension similaire pour la logique temporelle linéaire
LTL et pour la logique temporelle branchante CTL .

Nous donnons la syntaxe de CTL∗
mem. SoientQ un ensemble fini d’éléments (pratiquement l’en-

semble des états de contrôle du système à pointeurs considéré), P un ensemble fini de pointeurs et
X un ensemble fini de compteurs. Nous supposons de plus que2|P | ≤ |X| de façon à ce que l’en-
semble des états mémoire symboliquesEMSP,X soit clos par complément (cf proposition 4.15). Les
formules de la logique CTL∗mem[Q,P,X] sont définies par :

Φ ::= q | EMS | Φ ∧ Φ | XΦ | ΦUΦ | AΦ
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où q ∈ Q et EMS est un état mémoire symbolique dansEMSP,X . Nous utilisons les raccourcis
habituels suivants pourΦ ∈ CTL∗

mem[Q,P,X] :

– FΦ équivaut àtrueUΦ,
– GΦ équivaut à¬F¬Φ,
– EΦ équivaut à¬A¬Φ.

Notation 6.1 Lorsque les ensembleQ, P et X seront explicites, nous ne les préciserons pas dans
CTL∗

mem[Q,P,X] en écrivant seulementCTL∗
mem.

Tout comme pour la logique FOCTL∗(Pr) , nous ne nous intéressons pas ici à des questions de
satisfiabilité pour la logique CTL∗mem, et nous nous servons de cette logique uniquement pour résoudre
des problèmes de model-checking dans le cadre de la vérification de systèmes à pointeurs. Ceci dit, il
pourrait être intéressant d’étudier le problème de satisfiabilité suivant : étant donnée une spécification
écrite avec une formule de la logique CTL∗

mem, existe-t-il un système à pointeurs dont les exécutions
satisfont cette formule ?

6.1.2 Sémantique deCTL∗
mem et problèmes de model checking

Nous donnons dans cette section la sémantique de la logique CTL∗
mem introduite auparavant. Soit

S = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs etTS(S) = 〈Q×GMerr, E,→〉 le système de transitions qui
lui est associé. Comme pour les systèmes à compteurs, nous utiliserons les notations suivantes sur les
exécutions deTS(S). Soientπ une exécution finie deTS(S) et i ∈ N, nous notons :

– π(i) ∈ Q× GMerr la i-ème configuration deπ,
– π≤i la partie initiale deπ jusqu’à la positioni,
– |π| la longueur deπ.

Pouri ∈ N et une exécutionπ deTS(S), la relation de satisfaction|= pour les formules de la logique
CTL∗

mem[Q,P,X] est définie par induction à la positioni de l’exécutionπ de la façon suivante :

– π, i |= q avecq ∈ Q si et seulement siπ(i) = (q,GM) avecGM ∈ GMerr,
– π, i |= EMS si et seulement siπ(i) = (q,GM) avecq ∈ Q etGM ∈ JEMSK,
– π, i |= ¬Φ si et seulement siπ, i 6|= Φ,
– π, i |= Φ ∧ Φ′ si et seulement siπ, i |= Φ etπ, i |= Φ′,
– π, i |= XΦ si et seulement sii < |π| − 1 etπ, i+ 1 |= Φ,
– π, i |= ΦUΦ′ si et seulement si il existej ∈ N tel quei ≤ j ≤ |π| etπ, j |= Φ′ et pour toutk ∈ N

tel quei ≤ k < j, π, k |= Φ,
– π, i |= AΦ si et seulement si pour toute exécutionπ′ deTS(S) telle queπ≤i = π′≤i, nous avons
π′, i |= Φ.

Nous pouvons alors définir leproblème de model-checking:

Entrées :Un système à pointeursS = 〈Q,P,E〉, une configuration symbolique initiale(q0, EMS0) ∈
Q× EMSP,X et une formuleΦ de CTL∗mem[Q,P,X].
Question : Est-il vrai que pour toutes les exécutionsπ deTS(S) vérifiantπ(0) ∈ {q0} × JEMS0K,
nous avonsπ, 0 |= Φ ?

Tous les problèmes d’accessibilité pour les systèmes à pointeurs que nous avons définis au chapitre 4
sont des cas particuliers du problème de model-checking. Eneffet, si nous considérons le problème
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d’accessibilité symbolique généralisé (défini à la section4.3.3) avecS comme système à pointeurs,
(q0, EMS0) comme configuration symbolique initiale et(q,EMS) comme deuxième configuration
symbolique, ce problème se réduit à un problème de model-checking avec le même système à poin-
teurs et la même configuration symbolique initiale et la formuleΦ = EF(q ∧EMS). Comme d’après
la proposition 4.23, les problèmes d’accessibilité généralisés d’une erreur de segmentation et d’une
fuite mémoire peuvent se réduire à un nombre fini d’instancesdu problème d’accessibilité symbolique
généralisé, et comme ces deux problèmes sont indécidables pour les systèmes à pointeurs manipulant
au moins 3 pointeurs (cf. théorème 4.9), nous en déduisons lethéorème suivant :

Théorème 6.2Le problème de model-checking est indécidable pour les systèmes à pointeurs mani-
pulant au moins 3 pointeurs.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier la décidabilité de ce problème en nous focalisant
principalement sur les systèmes à pointeurs plats et nous verrons que déjà pour cette classe restreinte
le problème de model-checking est indécidable.

6.2 Analyse des problèmes d’accessibilité et de model-checking

6.2.1 Un premier résultat de décidabilité

Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu’étant donné un système à pointeursS, il était pos-
sible de construire un système à compteursSC bisimilaire. Nous avons de plus vu, avec le théorème
5.9, que dans les cas où ce système à compteursSC était plat, nous disposions d’un algorithme pour
résoudre le problème d’accessibilité symbolique généralisé. Nous montrons maintenant qu’il est pos-
sible de traduire une formule de CTL∗

mem surS en une formule de FOCTL∗(Pr) surSC et d’étendre
ainsi le résultat du théorème 5.9 au problème du model-checking.

SoientP un ensemble de pointeurs,X un ensemble de compteurs tels que2|P | ≤ |X| et S =
〈Q,P,E〉 un système à pointeurs. Nous considérons le système à compteurs SC = 〈QC ,X,EC 〉
associé àS dont la construction est décrite dans le chapitre précédent. Nous notonsTS(S) = 〈Q ×
GM, E,→〉 et TS(SC) = 〈QC × N

X , EC ,→C〉 les systèmes de transitions associés àS et àSC .
Nous construisons maintenant à partir d’une formuleΦ de CTL∗mem[Q,P,X] une formuleT (Φ)
de FOCTLX∗(Pr)[X0] . Pour rappelX0 = {x0} ⊎ X et la variablex0 est utilisée pour encoder les
états de contrôle. Ainsi nous considérons que l’ensemble des états de contrôleQC = Q × FMerr

est isomorphe à l’ensemble d’entiers[1..|Q × FMerr|] et chaque paire(q, FM) ∈ Q × FMerr

est donc identifiée à un entier. Avant de donner la construction de la formuleT (Φ), nous introduisons
quelques notations supplémentaires. Si il existe un isomorphismef d’une forme mémoire symbolique
(FM1, φ1) vers (FM2, φ2) et siFM1 = (N1, P,X, succ1, loc1, c1) et FM2 = (N2, P,X, succ2,

loc2, c2), nous notonsφf
1 la formule obtenue en remplaçant dansφ1 chaque instance de compteurx

deXFM1 avecx = c1(n) par le compteurc2(f(n)) deXFM2 . De plus, de façon à simplifier les
notations, siFM1 etFM2 sont deux formes mémoire, nous noteronsFM1 ≈f FM2 le fait queFM1

etFM2 sont isomorphes et quef est un isomorphisme deFM1 versFM2. Nous construisons alors
la formuleT (Φ) par induction de la façon suivante :

– T (q) =
∨

FM∈FM x0 = (q, FM),
– siΦ = EMS avecEMS = {(FM1, φ1), . . . , (FMt, φt)} alors :

T (Φ) =
∨

q∈Q

∨

i∈[1..t]

∨

FMi≈f FM

x0 = (q, FM) ∧ φf
i
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– T (¬Φ) = ¬T (Φ),
– T (Φ ∧ Φ′) = T (Φ) ∧ T (Φ′),
– T (XΦ) = XT (Φ),
– T (ΦUΦ′) = T (Φ)UT (Φ′),
– T (AΦ) = AT (Φ).

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 6.3 SoitΦ une formule deCTL∗
mem[Q,P,X]. Pour toutes exécutionsπ deTS(S) et πC de

TS(SC) telles que|π| = |πC | et telles que pour touti ∈ [0..|π| − 1], π(i) ∼ πC(i) et pour tout entier
k ∈ [1..|π| − 1], nous avonsπ, k |= Φ si et seulement siπC , k |= T (Φ).

Preuve : La preuve se fait par induction structurelle sur la formuleΦ. Tout d’abord montrons que si
Φ = q ou siΦ = EMS le lemme est vrai.
Supposons queΦ = q. Soientπ une exécution deTS(S) etπC une exécution deTS(SC) vérifiant les
conditions énoncées. Soitk ∈ [0..|π| − 1]. Nous avonsπ(k) = (q′, GM) etπC(k) = ((q′′, FM), v).
Commeπ(k) ∼ πC(k), nous avons nécessairementq′ = q′′ et par conséquentπ, k |= q si et seulement
si πC , k |=

∨

FM∈FM x0 = (q, FM) et ceci si et seulement siq′ = q.
Supposons queΦ = EMS avecEMS = {(FM1, φ1), . . . , (FMt, φt)}. Soientπ une exécution
deTS(S) et πC une exécution deTS(SC) vérifiant les conditions énoncées. Soitk ∈ [0..|π| − 1].
Nous notonsπ(k) = (q,GM) etπC(k) = ((q, FM), v). Supposons queπ, k |= EMS. Alors il existe
i ∈ [1..t] tel queGM ∈ J(FMi, φi)K. Comme de plusGM ∼ (FM, v) (ceci carπ(k) ∼ πC(k)), nous
avonsGM = FM(v|XF M

). Par conséquent, d’après la proposition 4.17, nous avonsFMi ≈f FM

et commeGM ∈ J(FMi, φi)K, nous avons également quev|XF M
|= φf

i et par conséquentv |= φf
i .

Nous en déduisons queπC , k |= T (EMS). La réciproque disant que siπC , k |= T (EMS) alors
π, k |= EMS se prouve de manière identique.
Nous supposons maintenant le lemme vrai pour toutes les sous-formules deΦ et montrons que le
lemme reste vrai pourΦ. Soientπ une exécution deTS(S) etπC une exécution deTS(SC) vérifiant
les conditions énoncées. Soitk ∈ [0..|π| − 1].

– Si Φ = ¬Φ′, comme par hypothèse d’induction nous avonsπ, k |= Φ′ si et seulement siπC , k |=
T (Φ′) et commeT (¬Φ′) = ¬T (Φ′), nous avons bienπ, k |= Φ si et seulement siπC , k |= T (Φ).

– SiΦ = Φ′∧Φ′′, comme par hypothèse d’induction nous avonsπ, k |= Φ′ si et seulement siπC , k |=
T (Φ′) et π, k |= Φ′′ si et seulement siπC , k |= T (Φ′′) et commeT (Φ′ ∧ Φ′) = T (Φ′) ∧ T (Φ′′),
nous avons bienπ, k |= Φ si et seulement siπC , k |= T (Φ).

– SiΦ = XΦ′. Sik ≥ |π|− 1, nous avonsπ, k 6|= XΦ etπC , k 6|= XT (Φ). Supposons quek < |π|− 1,
alors par hypothèse d’induction nous avonsπ, k + 1 |= Φ′ si et seulement siπC , k + 1 |= T (Φ′) et
par conséquent nous avons bien queπ, k |= XΦ′ si et seulement siπC , k |= XT (Φ′).

– Si Φ = Φ′UΦ′′. Si il existej ∈ N tel quei ≤ j ≤ |π| et tel queπ, j |= Φ′′ et tel que pour tout
l ∈ N vérifiant i ≤ l < j, π, l |= Φ′ alors par hypothèse d’inductionπC , j |= T (Φ′′) et pour tout
l ∈ N vérifiant i ≤ l < j, πC , l |= T (Φ′). Par conséquentπC , k |= T (Φ′)UT (Φ′′). Si il existe
j ∈ N tel quei ≤ j ≤ |π| et tel queπC , j |= T (Φ′′) et tel que pour toutl ∈ N vérifiant i ≤ l < j,
πC , l |= T (Φ′) alors par hypothèse d’inductionπ, j |= Φ′′ et pour toutl ∈ N vérifiant i ≤ l < j,
π, l |= Φ′. Par conséquentπ, k |= Φ′UΦ′′.

– Si Φ = AΦ′. Supposons que pour toute exécutionπ′ deTS(S) telle queπ≤k = π′≤k, nous avons
π′, k |= Φ′. Soitπ′C une exécution deTS(SC) telle queπC≤k

= π′C≤k
. Alors en utilisant le lemme

5.6, commeπ(k) ∼ π′C(k), nous en déduisons qu’il existe une exécution deπ′ de TS(S) telle
queπ≤k = π′≤k et telle que|π′| = |π′C | et telle que pour touti ∈ [0..|π′| − 1], π′(i) ∼ π′C(i).
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En utilisant l’hypothèse d’induction, commeπ′, k |= Φ′, nous avonsπ′C , k |= T (Φ′). Nous en
déduisons queπC , k |= AT (Φ′). De la même façon, nous pouvons montrer que siπC , k |= AT (Φ′)
alorsπ, k |= AΦ′.

�

En utilisant le résultat du théorème 3.3, qui nous dit que le problème de model-checking symbolique
généralisé est décidable pour les systèmes à compteurs linéaires plats et à monoïde fini, nous obtenons
alors le résultat suivant :

Théorème 6.4Le problème de model-checking est décidable pour les systèmes à pointeurs dont le
système à compteurs associé est plat.

Preuve : Nous considérons un ensembleP de pointeurs et un ensembleX de compteurs tel que
2|P | ≤ |X|. SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs,(q0, EMS0) une configuration symbo-
lique initiale deTS(S) avecEMS0 = {(FM1, φ1), . . . , (FMt, φt)} etΦ une formule de la logique
CTL∗

mem[Q,P,X]. SoitSC = 〈QC ,X,EC 〉 le système à compteurs associé àS dont la construction
est décrite dans le chapitre précédent. Nous prenons un entier i ∈ [1..t] . Nous allons montrer que
pour toutes les exécutionsπ deTS(S) vérifiantπ(0) ∈ {q0} × J(FMi, φi)K, nous avonsπ, 0 |= Φ
si et seulement si pour toutes les exécutionsπC de TS(SC) vérifiant πC(0) ∈ {q0, FMi} × JφiK
nous avonsπC , 0 |= T (Φ). Remarquons que une fois que nous aurons montré cela, comme le système
à compteurs linéaireSC est plat (par hypothèse) et à monoïde fini (d’après le lemme 5.5) en utili-
sant le théorème 3.3, nous pourrons déduire le résultat énoncé en utilisant le fait que le problème du
model-checking symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à compteurs linéaires plats et
à monoïde fini.
Supposons que pour toutes les exécutionsπ de TS(S) vérifiant π(0) ∈ {q0} × J(FMi, φi)K nous
avonsπ, 0 |= Φ. Soit πC une exécution deTS(SC) vérifiant πC(0) ∈ {q0, FMi} × JφiK. Suppo-
sons queπC(0) = ((q0, FMi), v) alors nous avonsv |= φi et commeφ ∈ Presb(XFMi

), nous avons
v|XF Mi

|= φi et par conséquentFMi(v|XF Mi
) ∈ J(FMi, φi)K. Nous posonsc0 = (q0, FMi(v|XF Mi

)),
par définition de∼, nous avonsc0 ∼ πC(0). En utilisant le lemme 5.6, nous montrons facilement par
induction qu’il existe alors une exécutionπ deTS(S) tel que|π| = |πC | et π(0) = c0 et pour tout
j ∈ [0..|π| − 1], π(j) ∼ πC(j). Commeπ, 0 |= Φ, en utilisant le lemme 6.3, nous déduisons que
πC , 0 |= T (Φ). De la même façon, nous pouvons montrer que si pour toutes lesexécutionsπC de
TS(SC) vérifiantπC(0) ∈ {q0, FMi} × JφiK nous avonsπC , 0 |= T (Φ), alors pour toutes les exécu-
tionsπ deTS(S) vérifiantπ(0) ∈ {q0} × J(FMi, φi)K, nous avonsπ, 0 |= Φ. �

Nous avons vu avec la proposition 5.14 que pour les systèmes àpointeurs plats sans déplacement au
successeur (c’est-à-dire sans action de la formep′ := p.succ), le système à compteurs associé était
plat, nous avons donc le corollaire suivant :

Corollaire 6.5 Le problème de model-checking est décidable pour les systèmes à pointeurs plats sans
déplacement au successeur.

Dans les sections qui suivent nous allons nous intéresser aumême problème pour d’autres classes de
systèmes à pointeurs plats.
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6.2.2 Une nouvelle traduction vers des systèmes à compteurs

Nous présentons ici une nouvelle traduction vers les systèmes à compteurs dont nous nous servirons
pour montrer que certains des problèmes considérés précédemment sont décidables pour les systèmes
à pointeurs plats sans mise à jour destructive. Nous appelons mise à jour destructive (“destructive
update” en anglais) les actions de la formep.succ := p′ ou free(p) avecp, p′ ∈ P . Remarquons
que ces actions ont la particularité de modifier les successeurs d’un noeud dans un graphe mémoire,
contrairement aux autres actions qui ne font que déplacer les variables dans le graphe ou créer un
nouveau noeud. L’idée principale consiste à proposer une nouvelle traduction qui conserve la platitude
pour les systèmes sans mise à jour destructive. Comme nous l’avons vu dans la section 5.1.3, ceci n’est
pas le cas de la première traduction que nous avons donnée. Deplus, il s’avère que nous devrons aussi
faire une distinction entre les systèmes à pointeurs utilisant des tests d’alias et ceux n’en utilisant pas.
Une garde de pointeurs utilise un test d’alias si et seulement si elle utilise des gardes de la forme
p == p′ avecp, p′ ∈ P . Ainsi nous dirons qu’un système à pointeursS est sans test d’alias si aucune
des gardes apparaissant dans les transitions deS n’utilise de test d’alias. Les systèmes à pointeurs
sans test d’alias peuvent ainsi seulement tester si des variables pointent ou non vers le noeudnull.

6.2.2.1 Formes mémoire restreintes

Tout comme la traduction précédente utilisait les formes mémoire pour caractériser des graphes mé-
moire, nous introduisons maintenant une nouvelle façon de représenter des graphes mémoire, les
formes mémoire restreintes, dont nous nous servirons pour construire un système à compteurs.

Definition 6.6 (Forme mémoire restreinte) Une forme mémoire restreinte est une forme mémoire
FMR = (N,P,X, succ, loc, c) telle que pour toutn ∈ N , si loc−1({n}) 6= ∅ alors soitsucc−1({n})
= ∅, soitsucc−1({n}) = {n}.

En d’autres termes, les formes mémoire restreintes sont desformes mémoire pour lesquelles chaque
noeud pointé par une variable est soit un noeud à la tête d’uneliste, c’est-à-dire un noeud sans pré-
décesseur, soit l’unique noeud d’une liste cyclique qui n’est accessible par aucun autre noeud. Nous
notonsFMRP,X l’ensemble des formes mémoire restreintes utilisantP etX comme ensembles de
pointeurs et de compteurs.

Notation 6.7 Comme pour les formes mémoire, nous ne noterons pasP et X dansFMRP,X en
écrivant seulementFMR lorsque ces ensembles seront explicites.

Nous introduisons quelques notations sur les formes mémoire restreintes qui nous seront utiles par la
suite. SoitFMR = (N,P,X, succ, loc, c) une forme mémoire restreinte. Comme nous l’avons déjà
fait pour les formes mémoire, nous étendons la fonctionList aux formes mémoire restreintes. Pour
rappel, sin est un noeud deN , alorsList(FMR,n) = {m ∈ N ∪ {null,⊥} | ∃i ∈ N tel quem =
succi(n)}. Rappelons de plus queList(FMR, null) = {null} etList (FMR,⊥) = {⊥}. Et sip est
un pointeur dansP , nous notonsList(FMR, p) l’ensembleList (FMR, loc(p)). Nous introduisons
également une notation pour décrire l’ensemble des noeuds se trouvant entre deux noeuds donnés.
Ainsi pourn, n′ ∈ N , nous définissons l’ensembleEntre(FMR,n, n′) par :

– sin′ /∈ List (FMR,n) alorsList(FMR,n, n′) = ∅,
– sin′ = n alorsList (FMR,n, n′) = ∅,
– sin′ 6= n etn′ ∈ List (FMR,n), alorsEntre(FMR,n, n′) = {n1, . . . , nr} tel quen1 = succ(n)

etn′ = succ(nr) et pour touti ∈ [1..r − 1], succ(ni) = ni+1 et pour touti ∈ [1..r], ni /∈ {n, n
′}.
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Étant donnés deux noeudsn, n′ ∈ N , nous définissons aussi l’ensemblePartage(FMR,n, n′) =
List (FMR,n) ∩ List (FMR,n′) des noeuds partagés par les listes partant des noeudsn et n′. De
plus, nous dirons qu’un pointeurp est seul dansFMR si et seulement siloc−1({loc(p)}) = {loc(p)}
c’est-à-dire quep est la seule variable pointant vers le noeudloc(p). Finalement, nous dirons qu’un
noeudn ∈ N est sur une liste cyclique dansFMR si et seulement sin ∈ List(FMR, succ(n)).
Une forme mémoire restreinteFMR = (N,P,X, succ, loc, c) est acyclique si et seulement si pour
tout noeudn ∈ N , n n’est pas sur une liste cyclique dansFMR. Ces notions peuvent également être
appliquées à des formes mémoire et à des graphes mémoire.

Nous considérerons par la suiteP = {p1, . . . , pn} un ensemble de pointeurs etX un ensemble de
compteurs. Nous définissons alors l’ensemble de compteursYP = {y1, . . . , yn} tel queX ∩ YP = ∅,
obtenu en associant à chaque pointeurpi deP un compteuryi. Comme pour les formes mémoire,
si FMR = (N,P,X, succ, loc, c) est une forme mémoire restreinte,XFMR représente le sous-
ensemble deX tel quec(N) = XFMR. Si(FMR, v) est une paire telle queFMR = (N,P,X, succ,
loc) est une forme mémoire restreinte etv est une fonction deXFMR → N

∗ et siu : YP → N est une
fonction associant une valeur entière à chaque variable deYP , nous dirons queu est admissible pour
(FMR, v) si et seulement si pour toutpi ∈ P tel queloc(pi) /∈ {null,⊥}, les conditions suivantes
sont respectées :

1. si loc(pi) ∈ {null,⊥} alorsu(pi) = 0,

2. pour tout noeudn ∈ N tel quesucc−1({n}) = ∅, il existepi ∈ P tel queu(yi) = 0, et,

3. sisucc−1(loc(pi)) = ∅ et siList (FMR, pi) ∩ {⊥, null} 6= ∅ alors :

u(yi) ≤
∑

x∈List(FMR,pi)\{⊥,null}

v(x)

Remarquons que pour le cas 3, commeList(FMR, pi) ∩ {null,⊥} 6= ∅, l’ensemble des noeuds
appartenant àList (FMR, pi) est nécessairement fini, ceci car les noeuds⊥ et null n’ont pas de
successeur. Intuitivement, nous posons ces conditions carla valuationu : YP → N va nous servir à
positionner dans le graphe chaque pointeurp à une distanceu(p) du noeud où il pointe dansFMR, et
comme nous le verrons, siu n’est pas admissible, nous ne pourrons pas construire le graphe mémoire
correspondant.

De la même façon que nous avons associé une valuation de compteurs à une forme mémoire, nous
définissons maintenant les formes mémoires restreintes valuées.

Definition 6.8 (Forme mémoire restreinte valuée)Une forme mémoire restreinte valuée est un tri-
plet (FMR, v,u) telle que :

– FMR est une forme mémoire restreinte deFMRP,X ,
– v : XFMR → N

∗ est une fonction qui associe à chaque compteur deFMR une valeur strictement
positive,

– u : YP → N est une fonction qui associe à chaque compteur deYP une valeur entière, de telle sorte
queu est admissible pour(FMR, v).

Comme nous avons associé un graphe mémoire à une forme mémoire valuée (cf. section 4.3.1.2),
nous pouvons construire un unique graphe mémoire à partir d’une forme mémoire restreinte va-
luée. Soit(FMR, v,u) une forme mémoire restreinte valuée, nous lui associons le graphe mémoire
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FMR[v,u] construit de la façon suivante. Nous commençons par construire le graphe mémoire
GM = (N,P, succ, loc) tel queGM = FMR(v), c’est-à-dire en considérant(FMR, v) comme
une forme mémoire valuée et en appliquant la construction vue à la section 4.3.1.2 du chapitre
4. Nous avons ensuiteFMR[v,u] = (N,P, succ, loc′) où loc′ est tel que pour toutp vérifiant
loc(p) ∈ {null,⊥}, nous avonsloc′(p) = loc(p) et pour toutpi ∈ P vérifiant loc(pi) /∈ {null,⊥},
loc′(pi) = succu(yi)(loc(pi)). Ainsi les conditions 1, 2 et 3 écrites pour définir les valuations ad-
missiblesu prennent ici tout leur sens. En effet, on voit que si pour un noeud n ∈ N tel que
succ−1({n}) = ∅, il n’existe pas depi ∈ P telle queu(yi) = 0, alorsFMR[v,u] n’est plus un
graphe mémoire, car il existe des noeuds qui sont accessibles par aucune variable. Quant à la condi-
tion 3, elle sert à s’assurer que le noeudsuccu(yi)(loc(p)) est bien définie. Remarquons juste que si
List (FMR, pi) ∩ {⊥, null} = ∅, alors pour toutj ∈ N, le noeudsuccj(loc(p)) est bien défini, car
le fait queList (FMR, pi) ∩ {⊥, null} = ∅ implique qu’il existe un noeudn ∈ List(FMR, pi) tel
quen est sur une liste cyclique dansFMR.

p1 p2

x1

x2

FMR

v(x1) = 3
v(x2) = 2
u(y1) = 0
u(y2) = 6

p1

p2

x1

x2

FMR[v,u]

FIGURE 6.1 – Une forme mémoire restreinte valuée(FMR, v,u) et le graphe mémoire correspondant

Exemple 6.9 La figure 6.1 montre comment à partir d’une forme mémoire restreinte valuée, on
construit le graphe mémoire correspondant. Ainsi nous voyons que dansList(FMR, p2), il y a un
noeudn appartenant à une liste cyclique, et donc la valeur deu(y2) peut-être aussi grande que l’on
veut, et en appliquantu(y2) fois la fonctionsucc, on “tourne” dans cette liste cyclique.

Nous avons de plus la proposition suivante :

Proposition 6.10 Pour tout graphe mémoireGM ∈ GMP , pour tout ensemble de compteursX avec
2|P | ≤ |X|, il existe une forme mémoire restreinte valuée(FMR, v,u) avecFMR ∈ FMRP,X

telle queGM = FMR[v,u].

Idée de la preuve : À partir du graphe mémoireGM , on commence par construire la forme mé-
moire valuée(FM, v) telle queGM = FM(v). Une telle forme mémoire valuée existe d’après la
proposition 4.15. On modifie ensuite la forme mémoire valuéeet la valuationv de façon à mettre
les variables qui sont accessibles par un noeud sans prédécesseur sur ce noeud, et les variables qui
pointent vers un noeud appartenant à une liste cyclique qui n’est pas accessible par un noeud sans
prédécesseur sont toutes rattachées à un unique noeud. Ensuite, on supprime les noeuds non étiquetés
par une variable et ayant un unique prédécesseur, et on met à jour les valeurs des compteurs de façon
à obtenir une forme mémoire restreinte valuée telle queGM = FMR[v,u] �
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6.2.2.2 Définition de la traduction

SoitP = {p1, . . . , pn} un ensemble de compteurs etX un ensemble de compteurs tel que2|P | ≤ |X|.
Nous définissonsXP l’ensemble de compteurs égal àX ⊎ YP . Pour rappelYP = {y1, . . . , yn} est un
ensemble de compteurs associé aux pointeurs deP .

Notation 6.11 Dans la suite de ce chapitre, lorsque nous considérerons unevaluation v : XP →
N, nous noteronsvP la restriction dev aux variables dansYP et siFMR est une forme mémoire
restreinte, nous noteronsvFMR la restriction dev aux variables dansXFMR.

Nous allons commencer par définir une fonctionTest : GP × FMRP,X → Presb(XP ) qui étant
données une garde de pointeurs et une forme mémoire restreinte retourne une formule de Presburger.
Ainsi pour g ∈ GP et FMR ∈ FMR, nous souhaitons construire une formuleTest(g, FMR)
de telle façon que la propriété suivante soit vérifiée : pour toute valuationv : XP → N telle que
(FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire restreinte valuée, nous avons :

FMR[vFMR, vP ] |= g si et seulement siv |= Test(g, FMR)

Toutefois, remarquons que siFMR est une forme mémoire contenant une liste cyclique, et sig est
une garde sur les pointeurs de la formepi == pj alors la formule arithmétique engendrée devrait
utiliser des propositions de la formex divisey qui ne peuvent pas être décrites dans l’arithmétique de
Presburger. Ainsi sipi etpj sont deux variables de pointeurs pointant dansFMR sur l’unique noeud
d’une liste cyclique dont l’arc est étiqueté par le compteurx, tester sipi == pj se ferait grâce à la
formule (yi ≥ yj ⇒ x|yi − yj) ∨ (yj ≥ yi ⇒ x|yj − yi) (où le symbole| veut dire ici “est un
diviseur entier de”). Pour éviter cette situation, nous restreignons le domaine deTestde telle sorte que
dom(Test) = {(g, FMR) ∈ GP × FMRP,X | g n’est pas un test d’alias ouFMR est acyclique}.
Soientg ∈ GP une garde sur les pointeurs etFMR = (N,P,X, succ, loc, c) une forme mémoire
restreinte telles que(g, FMR) ∈ dom(Test), la figure 6.3 donne la définition deTest(g, FMR) par
induction surg.

Exemple 6.12 La figure 6.2 nous montre le résultat de la fonctionTestappliquée à la gardep1 == p2

et à la forme mémoire restreinteFMR dessinée. Si nous considérons une valuationv : XP → N telle
que(FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire restreinte valuée, alors pour que la garde p1 == p2

soit satisfaite parFMR[vFMR, vP ], il faut déjà que les variablesp1 et p2 appartiennent à la même
liste simplement chaînée, c’est à cela que servent les conditionsy1 ≥ x1 et y2 ≥ x2 et il faut que la
position du noeud pointée par chacune de ces deux variables soit la même dans cette liste chaînée,
d’où la conditiony1 − x1 = y2 − x2.

Avant de donner les propriétés vérifiées par la fonctionTest, nous construisons, comme nous l’avons
fait pour la traduction présentée au chapitre précédent, une fonctionPOST2 : AP × FMRP,X →
P(Presb(XP ,X

′
P )×FMRerr

P,X) avecFMRerr
P,X = FMRP,X ∪{Seg, Leak, Seg}. Cette fois-ci au

lieu de prendre comme argument une forme mémoire (comme c’est le cas de la fonctionPOST), la
fonctionPOST2 prend comme argument une forme mémoire restreinte. Nous restreignons là encore le
domaine de la fonctionPOST2 de telle façon quedom(POST2) = {(a, FMR) ∈ AP ×FMRP,X |
a n’est pas une mise à jour destructive}, ceci car nous nous servons de cette traduction pour établir
des résultats de décidabilité sur les systèmes à pointeurs sans mise à jour destructive. Le principe
de la fonctionPOST2 que nous définissons ici est le même que celui de la fonctionPOST définie
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p1 p3

x1

p4p2

x2

x3

null

FMR

Test(g, FMR) = y1 ≥ x1∧
y2 ≥ x2∧
y1 − x1 = y2 − x2

FIGURE 6.2 – Exemple de l’application de la fonctionTestavec la gardeg = p1 == p2

au chapitre précédent. Nous construisons ainsi la fonctionPOST2 de telle sorte que pour toute paire
(φ, FMR′) ∈ POST2(a, FMR), où a n’est pas une mise à jour destructive, pour toutes valuations
v, v’ : XP → N telles que(FMR, vFMR, vP ) et (FMR′, v′FMR, v

′
P ) sont des formes mémoire

restreintes valuées, nous avons :

JaKP (FMR[vFMR, vP ]) = FMR′[v′FMR, v
′
P ] si et seulement si(v, v′) |= φ

Les figures 6.4 à 6.9 donnent la définition de la fonctionPOST2 en fonction des différentes actions
sur les pointeurs possibles. Pour chaque forme mémoire restreinte possibleFMR, nous fournissons
les paires(φ, FMR′) appartenant à l’ensemblePOST2(a, FMR). Pour l’actionskip, nous avons
POST2(skip, FMR) = {(

∧

x∈XP
x′ = x, FMR)}.
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Hypothèses Test(g,FMR)

g = true true

g = pi == null et
loc(pi) = null true

g = pi == null et
soit loc(pi) /∈ {null,⊥} et false
null /∈ List(FMR,pi)

soit loc(pi) = ⊥

g = pi == null et yi =
P

n∈List(F MR,pi)∩N c(n)

loc(pi) /∈ {null,⊥} et
null ∈ List(FMR,pi)

g = pi == pj et false
Partage(FMR, pi, pj) = ∅

yi ≥
P

n∈List(F MR,pi)\Partage(F MR,pi,pj) c(n)∧

g = pi == pj et yj ≥
P

n∈List(F MR,pj)\Partage(F MR,pi,pj) c(n)∧

Partage(FMR, pi, pj) 6= ∅ yi −
P

n∈List(F MR,pi)\Partage(F MR,pi,pj) c(n) =

yj −
P

n′∈List(F MR,pj)\Partage(F MR,pi,pj) c(n′)

g = ¬g′ ¬T (g′, FMR)

g = g′ ∧ g′′ T (g′, FMR) ∧ T (g′′, FMR)

FIGURE 6.3 – Définition deTest(g, FMR)
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POST2(a, FMR)
Hypothèses

φ FMR′

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) y′
i = yj∧

et loc(pi) ∈ {null,⊥}
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

etpi 6= pj

pi = pj

V

x∈Xp
x′ = x FMR

W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) y′
i = yj∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

et loc(pi) /∈ {null,⊥}
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

etpi n’est pas seul dansFMR
etpi 6= pj

et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique
V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ Leak

V

x∈Xp
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥}

etpi n’est pas seul dansFMR y′
i = yj∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

etpi 6= pj

V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

et loc(pi) est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
etpi est seul dansFMR

V

x∈Xp
x′ = x Leak

et loc(pi) /∈ {null,⊥}
etpi 6= pj

FIGURE 6.4 – Définition dePOST2 pour l’actiona = (pi := pj)
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POST2(a,FMR)
Hypothèses

φ FMR′

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
V

x∈Xp
x′ = x (N, P, X, succ, loc[pi 7→ null], c)

et loc(pi) ∈ {null,⊥}

W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧

y′
i = 0∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ null], c)

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

et loc(pi) /∈ {null,⊥}
etpi n’est pas seul dansFMR

et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique
V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ Leak

V

x∈Xp
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥} y′

i = 0∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ null], c)
etpi n’est pas seul dansFMR

V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

et loc(pi) est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
etpi est seul dansFMR

V

x∈Xp
x′ = x Leak

et loc(pi) /∈ {null,⊥}

FIGURE 6.5 – Définition dePOST2 pour l’actiona = (pi := null)
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POST2(a, FMR)
Hypothèses

φ FMR′

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) y′
i = yj + 1∧

et loc(pi) ∈ {null,⊥}
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

et loc(pj) /∈ {nullp,⊥}
et∃n ∈ List(FMR,pj) tel que

n est sur une liste cyclique

yj <
P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) y′
i = yj + 1∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

et loc(pi) ∈ {null,⊥}
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

et loc(pj) /∈ {null,⊥}
et 6 ∃n ∈ List(FMR, pj) tel que

n est sur une liste cyclique yj ≥
P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧ Seg

V

x∈Xp
x′ = x

yj <
P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧

W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

y′
i = yj + 1∧

V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥} yj <

P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧

et loc(pj) /∈ {null,⊥}
V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ Leak

etpi n’est pas seul dansFMR
V

x∈Xp
x′ = x

et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique
et 6 ∃n ∈ List(FMR, pj) tel que

n est sur une liste cyclique yj ≥
P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧

W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧ Seg

V

x∈Xp
x′ = x

yj ≥
P

m∈List(F MR,pj)∩N c(m)∧
V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ LeakSeg

V

x∈Xp
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

et loc(pi) /∈ {null,⊥} y′
i = yj + 1∧

et loc(pj) /∈ {null,⊥}
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

etpi n’est pas seul dansFMR
et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique

et∃n ∈ List(FMR,pj) tel que
V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ Leak

n est sur une liste cyclique
V

x∈Xp
x′ = x

FIGURE 6.6 – Définition dePOST2 pour l’actiona = (pi := pj.succ) (i)
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POST2(a, FMR)
Hypothèses

φ FMR′

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) yj <
P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)

et loc(pi) /∈ {null,⊥} y′
i = yj + 1∧

et loc(pj) /∈ {null,⊥}
V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

etpi n’est pas seul dansFMR
et loc(pi) est sur une liste cyclique
et 6 ∃n ∈ List(FMR, pj) tel que yj ≥

P

m∈List(F MR,pj)∩N
c(m)∧ Seg

n est sur une liste cyclique
V

x∈Xp
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥}
et loc(pj) /∈ {null,⊥} y′

i = yj + 1∧ (N, P, X, succ, loc[pi 7→ loc(pj)], c)
etpi n’est pas seul dansFMR

V

x∈Xp\{yi}
x′ = x

et loc(pi) est sur une liste cyclique
et∃n ∈ List(FMR,pj) tel que

n est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥}
et loc(pj) /∈ {null,⊥}

V

x∈XP
x′ = x Leak

etpi est seul dansFMR
et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique

et∃n ∈ List(FMR,pj) tel que
n est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) yj <
P

m∈List(F MR,pj)∩N c(m)∧ Leak

et loc(pi) /∈ {null,⊥}
V

x∈XP
x′ = x

et loc(pj) /∈ {null,⊥}
etpi est seul dansFMR

et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique yj ≥
P

m∈List(F MR,pj)∩N c(m)∧ LeakSeg

et 6 ∃n ∈ List(FMR, pj) tel que
V

x∈XP
x′ = x

n est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥} y′

i = yj + 1∧ FMR
et loc(pj) /∈ {null,⊥}

V

x∈XP
x′ = x

etpi est seul dansFMR
et loc(pi) est sur une liste cyclique

etpi = pj

FIGURE 6.7 – Définition dePOST2 pour l’actiona = (pi := pj .succ) (ii)
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POST2(a,FMR)
Hypothèses

φ FMR′

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥}
et loc(pj) /∈ {null,⊥}

V

x∈XP
x′ = x Leak

etpi est seul dansFMR
et loc(pi) est sur une liste cyclique

etpi 6= pj

et∃n ∈ List(FMR, pj) tel que
n est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) yj <
P

m∈List(F MR,pj)∩N c(m)∧ Leak

et loc(pi) /∈ {null,⊥}
V

x∈XP
x′ = x

et loc(pj) /∈ {null,⊥}
etpi est seul dansFMR

et loc(pi) est sur une liste cyclique yj ≥
P

m∈List(F MR,pj)∩N c(m)∧ LeakSeg

etpi 6= pj

V

x∈XP
x′ = x

et 6 ∃n ∈ List(FMR, pj) tel que
n est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) ∈ {null,⊥}

V

x∈Xp
x′ = x Seg

et loc(pj) ∈ {null,⊥}

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧ Seg

et loc(pi) /∈ {null,⊥}
V

x∈Xp
x′ = x

et loc(pj) ∈ {null,⊥}
etpi n’est pas seul dansFMR

et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique
V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ LeakSeg

V

x∈Xp
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥}
et loc(pj) ∈ {null,⊥}

V

x∈Xp
x′ = x Seg

etpi n’est pas seul dansFMR
et loc(pi) est sur une liste cyclique

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
et loc(pi) /∈ {null,⊥}
et loc(pj) ∈ {null,⊥}

V

x∈Xp
x′ = x LeakSeg

etpi est seul dansFMR

FIGURE 6.8 – Définition dePOST2 pour l’actiona = (pi := pj.succ) (iii)
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POST2(a, FMR)
Hypothèses

φ FMR′

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) y′
i = 0∧ (N ′, P, X, succ′, loc′, c′)

et loc(pi) ∈ {null,⊥} z′ = 1∧ avecN ′ = N ⊎ {n}
et z ∈ X \ XF MR

V

x∈Xp\{yi,z} x′ = x succ′ = succ[n 7→ ⊥]

loc′ = loc[pi 7→ n] et c′ = c[n 7→ z]

W

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk = 0∧ (N ′, P, X, succ′, loc′, c′)

∧y′
1 = 0 ∧ z′ = 1∧ avecN ′ = N ⊎ {n}

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
V

x∈Xp
x′ = x succ′ = succ[n 7→ ⊥]

et loc(pi) /∈ {null,⊥} loc′ = loc[pi 7→ n] et c′ = c[n 7→ z]
etpi n’est pas seul dansFMR

et loc(pi) n’est pas sur une liste cyclique
et z ∈ X \ XF MR

V

pk∈loc−1({loc(pi)})\{pi}
yk 6= 0∧ Leak

V

x∈Xp
x′ = x

FMR = (N, P, X, succ, loc, c) y′
i = 0∧ (N ′, P, X, succ′, loc′, c′)

et loc(pi) /∈ {null,⊥} z′ = 1∧ avecN ′ = N ⊎ {n}
etpi n’est pas seul dansFMR

V

x∈Xp\{yi,z} x′ = x succ′ = succ[n 7→ ⊥]

et loc(pi) est sur une liste cyclique loc′ = loc[pi 7→ n] et c′ = c[n 7→ z]
et z ∈ X \ XF MR

FMR = (N, P, X, succ, loc, c)
etpi est seul dansFMR

V

x∈Xp
x′ = x Leak

et loc(pi) /∈ {null,⊥}

FIGURE 6.9 – Définition dePOST2 pour l’actiona = (pi := malloc)
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Exemple 6.13 La figure 6.10 donne un exemple de l’application de la fonction POST2 avec comme
arguments l’action de pointeursp1 := p2.succ et la forme mémoire restreinteFMR. Ainsi si nous
considérons une valuationv : XP → N telle que(FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire restreinte
valuée, etGM = FM [vFMR, vP ] est le graphe mémoire correspondant, nous voyons que si la valeur
du compteury2 est supérieure ou égale à la valeur dex1 (en réalité elle ne peut au plus qu’être égale
à la valeur dex1 pour satisfaire la définition des formes mémoire restreintes valuées), alors l’action
p1 := p2.succ conduira à une erreur de segmentation, ceci car nous savons alors que dans le graphe
mémoireGM la variablep2 pointe sur le noeudnull. En revanche, si la valeur associée au compteur
y2 est strictement plus petite que la valeur dex1, l’action p1 := p2.succ ne réalise pas d’erreur et
on peut alors insérer le noeudp1, pour se faire on le fait pointer sur le noeud pointé parp2 et on met
le compteury1 à jour de façon à ce que le noeud pointé parp1 dans le graphe mémoire obtenu soit à
une distance égale à1 du noeud pointé parp2.

FMR

p2

p3

x1

p1 null

FMR′
p1p2

p3

x1

null

Segy2 ≥ x1 ∧ x
′
1 = x1∧

y′3 = y3 ∧ y
′
2 = y2∧

y′1 = y1 ∧ x
′
1 = x1

y2 < x1 ∧ y
′
1 = y2 + 1∧

y′2 = y2 ∧ y
′
3 = y3∧

x′1 = x1

FIGURE 6.10 – La fonctionPOST2 appliquée à l’actionp1 := p2.succ et àFMR

De façon à montrer les propriétés des fonctionsTest et POST2, nous introduisons deux relations
∼R et∼ac

R , toutes deux incluses dansGM × (FMR × N
XP ). Ainsi pour toutGM ∈ GM et tout

(FMR, v) ∈ FMR× NXP , nous avons :

– GM ∼R (FMR, v) si et seulement si

(FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire restreinte valuée etGM = FMR[vFMR, vP ]

– GM ∼ac
R (FMR, v) si et seulement si

GM ∼R (FMR, v) etFMR est acyclique

Remarquons que siGM ∼ac
R (FMR, v) alorsGM aussi est acyclique, ce point pouvant être véri-

fié grâce à la définition deFMR[vFMR, vP ]. Nous étendons ensuite ces deux relations aux paires
dansGMerr × (FMRerr × N

XP ) de telle façon que pour toute valuationv ∈ N
XP , Seg ∼R

(Seg, v), Seg ∼ac
R (Seg, v), Leak ∼R (Leak, v),Leak ∼ac

R (Leak, v), LeakSeg ∼R (LeakSeg, v)
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et LeakSeg ∼ac
R (LeakSeg, v). Dans un premier temps, nous avons la propriété suivante concernant

la fonctionTest :

Lemme 6.14 SoientGM ∈ GM, g ∈ G une garde sur les pointeurs et(FMR, v) ∈ FMR× N
XP

tels queGM ∼R (FMR, v). Si g n’utilise pas de test d’alias, nous avons alorsGM |= g si et
seulement siv |= Test(g, FMR). De plus siGM ∼ac

R (FMR, v) alorsGM |= g si et seulement si
v |= Test(g, FMR).

Idée de la preuve : Nous considérons un graphe mémoireGM , et une paire(FMR, v) ∈ FMR×
N

XP tel queGM ∼ac
R (FMR, v). Nous nous intéressons au cas où la gardeg vautpi == pj. Sup-

posons queGM |= g. Nous posonsFMR = (N,P,X, succ, loc, c). Nous avons alorsGM =
FMR[vFMR, vP ]. Alors nécessairement par définition de la concrétisationFMR[vFMR, vP ], nous
ne pouvons pas avoirPartage(FMR, pi, pj) = ∅, par conséquent nous sommes dans le cas de la
ligne 6 du tableau de la figure 6.3. Ainsi commePartage(FMR, pi, pj) 6= ∅, l’inégalité v(yi) ≥
∑

n∈List (FMR,pi)\Partage(FMR,pi,pj)
v(c(n)) est vraie et il en va de même pour la condition similaire

surv(yj) sinon cela signifierait que les deux pointeurs ne se trouventpas sur la même liste chaînée.
Finalement la dernière conjonction d’égalité est satisfaite car sinon les deux pointeurs pointeraient
sur deux noeuds différents. Ce cas est bien illustré par l’exemple de la figure 6.2. La réciproque est
de plus vraie pour les mêmes raisons. Nous ne traitons pas lesautres cas comme par exemple pour
g = pi == null qui se déduisent facilement en utilisant la définition de la fonctionTest et de la
relation d’équivalence∼R. �

Nous donnons également la propriété vérifiée par la fonctionPOST2 qui est similaire à celle donnée
pour la fonctionPOSTau chapitre précédent avec le lemme 5.3.

Lemme 6.15 SoientGM ∈ GM, a ∈ A une action de pointeurs telle quea n’est pas une mise à jour
destructive et(FMR, v) ∈ FMR × N

XP tel queGM ∼R (FMR, v). Pour toutGM ′ ∈ GMerr,
nous avonsGM ′ = JaKP (GM) si et seulement si il existe(FMR′, v′) ∈ FMRerr × N

XP et
φ ∈ Presb(X,X ′) tels que :

– GM ′ ∼R (FMR′, v′) et
– (φ, FMR′) ∈ POST2(a, FMR) et
– (v, v′) |= φ.

Idée de la preuve : La preuve se fait par une étude de cas similaire à celle dont nous avons donné
les principales lignes dans la preuve du lemme 5.3. Là encorele résultat énoncé est une conséquence
directe de la construction de la fonctionPOST2 de de l’application des définitions deJaKP (GM) et
deGM ′ ∼R (FMR′, v′).

SoientGM ∈ GM, une actiona ∈ A et(FMR, v) ∈ FMR×N
XP tel queGM ∼R (FM, v). Nous

posonsFMR = (N,P,X, succ, loc, c). Par définition de∼R nous avonsGM = FMR[vFMR, vR].

Si par exemple nous considérons l’actionpi := pj (aveci 6= j). SoitGM ′ ∈ GMerr tel queGM ′ =
JaK(GM). SoitGM ′ ∈ GMerr.

– Supposons queGM ′ 6= Leak. Nous sommes alors dans le cas présenté à la première ligne du
tableau de la figure 4.5.
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– Si loc(pi) ∈ {null,⊥} alorspi pointe surnull ou⊥ dansGM et la propriété est démontrée en
utilisant la première ligne du tableau de la figure 6.4. On ne fait que déplacer le pointeurpi vers
le noeud pointé parpj en passant deGM àGM ′ et si on considère la forme mémoire restreinte
FMR′ dans la ligne 1 du tableau de la figure 6.4, le pointeurpi pointe sur le même noeud quepj

et de plus en prenant la valuation de compteursv′ telle que(v, v′) |= φ, on a bien quepi pointe
au même endroit quepj dansFMR′[v′FMR′ , v′P ] car la valeur du compteuryi est égal à la valeur
du compteuryj.

– Si maintenantloc(pi) /∈ {null,⊥}, en accord avec la définition deFMR[vFMR, vP ], nous en
déduisons que nécessairementpi n’est pas seul dansFMR (sinonpi serait seul aussi dansGM
et l’action pi := pj réaliserait une fuite mémoire, car sipi est seul dansFMR, soit le noeud
pointé parpi dansGM est un noeud sans prédécesseur, soit il s’agit de l’unique noeud pointé
par une variable dans une liste cyclique). Nous avons alors les deux cas suivants :

1. siloc(pi) n’est pas sur une liste cyclique le déplacement du noeudpi ne génère pas une fuite
mémoire et cela est vrai si et seulement si il existe un autre pointeurpk tel queloc(pk) =
loc(pi) et tel quev(yk) = 0 (c’est-à-dire que le noeud pointé par ce pointeur dansGM
correspond au même noeud dansFMR). Ceci correspond au premier cas de la ligne 3 du
tableau de la figure 6.4.

2. Si loc(pi) est sur une liste cyclique, alors la ligne 4 du tableau de la figure 6.4 permet de
traiter ce cas.

Pour ces deux cas, nous constatons que dansFMR′ le pointeurpi pointe vers le même noeud
quepj et que de plus la formuleφ assure que les valeurs des compteurs sont mis correctement à
jour.

– Il est facile de voir que le cas oùGM ′ = Leak fonctionne également en utilisant les arguments
déjà donnés.

Nous ne détaillons pas les autres cas qui se déduisent de façon identique en utilisant la définition de
la fonctionPOST2 et de la concrétisationFMR[vFMR, vP ]. �

Le lemme précédent est valable pour la relation∼R, mais remarquons que comme nous considérons
des actions qui ne sont pas des mises à jour destructive, ces actions ne créent pas de cycle dans les
graphes mémoire acycliques, par conséquent, nous en déduisons le résultat suivant :

Lemme 6.16 SoientGM ∈ GM, a ∈ A une action de pointeurs telle quea n’est pas une mise à jour
destructive et(FMR, v) ∈ FMR × N

XP tel queGM ∼ac
R (FMR, v). Pour toutGM ′ ∈ GMerr,

nous avonsGM ′ = JaKP (GM) si et seulement si il existe(FMR′, v′) ∈ FMRerr × N
XP et

φ ∈ Presb(X,X ′) tels que :

– GM ′ ∼ac
R (FMR′, v′), et,

– (φ, FMR′) ∈ POST2(a, FMR), et,
– (v, v′) |= φ.

Preuve : Comme nous l’avons dit il suffit de constater que lorsqueGM est acyclique et quea n’est
pas une mise à jour destructive alorsJaKP (GM) est encore acyclique et nous pouvons ensuite utiliser
le résultat du lemme 6.15. �

SoitS = (Q,P,E) un système à pointeurs sans mise à jour destructive. En utilisant les fonctionsTest
etPOST2 que nous venons de définir, nous construisons le système à compteursSR = (QR,XP , ER)
avec :
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– QR = Q×FMRerr
P,X ,

– ER ⊆ (Q×FMR)× Presb(XP ,X
′
P )×QR vérifie la condition suivante :

((q, FMR), φ, (q′, FMR′)) ∈ ER

si et seulement si
il existeφ1 ∈ Presb(XP ) etφ2 ∈ Presb(XP ,X

′
P ) et (q, (g, a), q′) ∈ E tels que :

1. (g, FMR) ∈ dom(Test) et,

2. φ = φ1 ∧ φ2, et,

3. φ1 ≡ Test(g, FMR), et,

4. (φ2, FMR′) ∈ POST2(a, FMR).

Comme pour le système à compteursSC , étant donné que les formes mémoire restreintes sont des cas
particuliers de formes mémoire, nous en déduisons que l’ensembleFMRerr

P,X est fini et par consé-
quentSR a bien un nombre fini d’états de contrôle. Remarquons que là encore, il est possible de
construire le système à pointeursSR en utilisant les définitions des fonctionsTest et POST2. Nous
allons par la suite utiliser ce système à pointeursSR pour montrer des résultats de décidabilité sur les
systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive.

6.2.2.3 Propriétés de la traduction

SoientS = (Q,P,E) un système à pointeurs sans mise à jour destructive etSR = (QR,XP , ER) le
système à compteurs construit à partir deS en utilisant la méthode donnée dans la section précédente.
Nous étudions ici les différentes propriétés du système à compteursSR.

Tout d’abord la définition des fonctionsTest et POST2 dont nous nous servons pour construire les
formules étiquetant les transitions deSR nous permettent d’établir la propriété suivante :

Lemme 6.17 Le système à compteursSR est un système à compteurs linéaire à monoïde fini.

Preuve : La preuve est similaire à la preuve du lemme 5.5 du chapitre précédent où nous avons
montré que le système à compteursSC était un système à compteurs linéaire à monoïde fini.
Nous commençons par montrer queSR est un système à compteurs linéaire. D’après la définition
1.15, il faut montrer que pour tout((q, FMR), φ, (q′, FMR′)) ∈ ER , la formuleφ correspond à
une fonction Presburger-linéaire. Or si((q, FM), φ, (q′, FM ′)) ∈ ER, cela signifie qu’il existe une
formule de Presburgerφ1 ∈ Presb(XP ) et une formule de Presburgerφ2 dansPresb(XP ,X

′
P ) telles

queφ = φ1 ∧ φ2. Il nous faut donc vérifier que la formuleφ2 correspond à une fonction Presburger-
linéaire. D’après la définition deER, il existe une action de pointeursa (qui n’est pas une mise à jour
destructive) telle que(φ2, FMR′) ∈ POST2(a, FMR) et en regardant la définition de la fonction
POST2 fournie par les tableaux des figures 6.4 à 6.9, nous constatons que la formuleφ2 définit dans
chaque cas une fonction Presburger-linéaire.
Nous montrons maintenant que le système à compteurs linéaireSR est à monoïde fini. Nous utilisons
un argument similaire à celui donné pour prouver queSC est à monoïde fini. En effet, nous avions
alors utilisé le fait que dans la première traduction, chaque matriceA appartenant à une fonction
Presburger-linéaire présent dansSC , était telle que chaque colonne deA ne comprenait que des0
sauf un élément qui était égal à1. Remarquons que pour cette nouvelle traduction, cet argument n’est
plus valable, car nous avons parfois des actions de la formey′i = yj + 1 ∧ y′j = yj et la matrice
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correspondante à deux éléments égaux à1 dans laj-ème colonne. En revanche, pour toute fonction
Presburger-linéaire(ψ,A,b) tel qu’il existe((q, FMR), (ψ,A, b), (q′ , FMR′)) ∈ ER, nous remar-
quons que la matriceA est une matrice telle que chaque ligne deA ne contient que des0 excepté
un élément qui est égal à1, or là encore le monoïde multiplicatif engendré par un tel ensemble de
matrices est nécessairement fini. �

De plus par construction deSR, nous avons également :

Lemme 6.18 SiS est un système à pointeurs plat, alorsSR est un système à compteurs plat.

Preuve : Nous rappelons que si((q, FMR), φ, (q′, FMR′)) ∈ ER alors il existe une formule
φ2 dansPresb(XP ,X

′
P ) et (q, (g, a), q′) ∈ E tels que(φ2, FMR′) ∈ POST2(a, FMR). Or pour

tout FMR ∈ FMR et pour touta ∈ AP , si nous regardons la définition de la fonctionPOST2,
nous nous apercevons qu’il existe au plus une paire(φ2, FMR′) ∈ POST2(a, FMR) telle que
FMR′ /∈ {Seg, Leak, LeakSeg}. Comme de plus dansSR, il n’y a pas de transition partant d’états
contenant une forme mémoire restreinte dans{Seg, Leak, LeakSeg} et commeS est plat, nous en
déduisons queSR est lui aussi plat. �

Nous verrons par la suite que le fait que le système à compteurs linéaireSR est à monoïde fini nous
servira pour réutiliser les résultats de décidabilité sur cette classe de système, en particulier le lemme
1.47 qui nous dit que la relation d’accessibilité des systèmes à compteurs linéaires plats et à monoïde
fini est effectivement définissable dans Presburger, et le théorème 3.3 qui nous dit que le problème
de model-checking symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à compteurs linéaires plats
et à monoïde fini. Nous voyons de plus apparaître l’importance d’avoir un système à compteurs plat
pour pouvoir exploiter ces résultats.

Avant de montrer comment nous utilisons ces différents résultats, nous donnons le lien qui existe
entre les systèmes de transitionsTS(S) = 〈Q × GMerr, E,→〉 etTS(SR) = 〈(Q × FMRerr) ×
N

XP , ER,→R〉. Nous commençons par étendre les relations∼R et∼ac
R aux configurations deTS(S)

et deTS(SR). Ainsi nous considérons la relation∼R⊆ (Q× GMerr)×
(

(Q×FMRerr)× N
XP

)

telle que(q,GM) ∼R ((q′, FMR′), v) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

– q = q′ et
– GM ∼R (FMR, v).

De la même façon, nous avons la relation∼ac
R⊆ (Q×GMerr)×

(

(Q×FMRerr)×N
XP

)

telle que
(q,GM) ∼ac

R ((q′, FMR′), v) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

– q = q′ et
– GM ∼ac

R (FMR, v).

Autrement dit pour tout(q,GM) ∈ Q × GMerr et ((q′, FMR), v) ∈
(

(Q × FMRerr) × N
XP

)

,
nous avons(q,GM) ∼ac

R ((q, FMR), v) si et seulement si(q,GM) ∼R ((q, FMR), v) etFMR est
acyclique. En utilisant les propriétés vérifiés par la relation ∼R données par les lemme 6.14 et 6.15,
nous obtenons le résultat suivant qui nous dit que cette relation est une bisimulation pour les systèmes
à pointeurs sans test d’alias :

Lemme 6.19 Nous considérons(q1, GM1) ∈ Q×GM
err et((q1, FMR1), v1) ∈ QR×N

XP tels que
(q1, GM1) ∼R ((q1, FMR1), v1). SiS est sans test d’alias, alors pour tout(q2, GM2) ∈ Q×GM

err,
(q1, GM1)→ (q2, GM2) si et seulement si il existe((q2, FMR2), v2) ∈ QR × N

XP tel que :
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– ((q1, FMR1), v1)→R ((q2, FMR2), v2) et
– (q2, GM2) ∼R ((q2, FMR2), v2).

Preuve : Supposons que(q1, GM1)
e
→ (q2, GM2) avece = (q1, (g, a), q2). CommeGM2 =

JaKP (GM1), en utilisant le résultat du lemme 6.15, nous en déduisons qu’il existe (FMR2, v2) ∈
FMRerr × N

XP et φ ∈ Presb(XP ,X
′
P ) tels queGM2 ∼R (FMR2, v2) et aussi(φ, FMR2) ∈

POST2(a, FM1) et (v1, v2) |= φ. Par définition deER commeg n’est pas un test d’alias, nous avons
de plus que la transitione′ = ((q1, FMR1),Test(g, FMR1) ∧ φ, (q2, FMR2)) appartient àER.
Finalement, encore une fois commeg n’utilise pas de test d’alias et queGM1 |= g et GM1 ∼R

(FMR1, v1), nous avons d’après le lemme 6.14,v1 |= Test(g, FMR1). Par conséquent, nous en
déduisons que(v1, v2) |= Test(g, FMR) ∧ φ et donc nous avons bien((q1, FMR1), v1) →R

((q2, FMR2), v2). Comme de plusGM2 ∼R (FMR2, v2), nous avons également(q2, GM2) ∼R

((q2, FMR2), v2). La réciproque se prouve de la même façon. �

Nous avons le lemme équivalent en considérant la relation∼ac
R , mais cette fois nous pouvons prendre

en compte des systèmes à pointeurs utilisant des tests d’alias.

Lemme 6.20 Nous considérons(q1, GM1) ∈ Q × GM
err et ((q1, FMR1), v1) ∈ QR × N

XP tels
que (q1, GM1) ∼

ac
R ((q1, FMR1), v1). Alors pour tout(q2, GM2) ∈ Q × GMerr, (q1, GM1) →

(q2, GM2) si et seulement si il existe((q2, FMR2), v2) ∈ QR × N
XP tel que :

– ((q1, FMR1), v1)→R ((q2, FMR2), v2) et
– (q2, GM2) ∼

ac
R ((q2, FMR2), v2).

Preuve : Supposons que(q1, GM1)
e
→ (q2, GM2) avece = (q1, (g, a), q2). CommeGM2 =

JaKP (GM1), en utilisant le résultat du lemme 6.16, nous en déduisons qu’il existe (FMR2, v2) ∈
FMerr × N

XP et φ ∈ Presb(XP ,X
′
P ) tels queGM2 ∼

ac
R (FMR2, v2) et aussi(φ, FMR2) ∈

POST2(a, FM1) et(v1, v2) |= φ. Par définition deER commeFMR1 est acyclique (par définition de
∼ac

R ), nous avons de plus que la transitione′ = ((q1, FMR1),Test(g, FMR1)∧φ, (q2, FMR2)) ap-
partient àER. Finalement, commeGM1 |= g etGM1 ∼

ac
R (FMR1, v1), nous avons d’après le lemme

6.14,v1 |= Test(g, FMR1). Par conséquent, nous en déduisons que(v1, v2) |= Test(g, FMR) ∧ φ
et donc nous avons bien((q1, FMR1), v1) →R ((q2, FMR2), v2). Comme de plusGM2 ∼

ac
R

(FMR2, v2), nous avons également(q2, GM2) ∼
ac
R ((q2, FMR2), v2). La réciproque se prouve de

la même façon. �

Ce lemme nous permet alors d’établir une propriété sur les ensembles d’accessibilité deS et deSR, à
savoir :

Lemme 6.21 Soientc0 ∈ Q × GMerr une configuration initiale deTS(S) et c′0 ∈ QR × N
XP tels

quec0 ∼R c′0. Nous avons :
– SiS est sans test d’alias, alors :

Reach(S, c0) = {c ∈ Q× GMerr | ∃c′ ∈ Reach(SR, c
′
0) tel quec ∼R c′}

– Sic0 ∼ac
R c′0, alors :

Reach(S, c0) = {c ∈ Q× GMerr | ∃c′ ∈ Reach(SR, c
′
0) tel quec ∼ac

R c′}
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Preuve : Supposons quec0 ∼R c′0. Nous nous attachons à montrer le premier point. Nous supposons
queS est sans test d’alias. Soitc ∈ Reach(S, c0). Montrons qu’il existec′ ∈ Reach(SR, c

′
0) tel que

c ∼R c′. Commec ∈ Reach(S, c0), il existe une exécution dansTS(S) de la formec0 → c1 . . .→ cf
avecf ∈ N et cf = c. Nous raisonnons par induction sur la taille de cette exécution, c’est-à-dire sur
f , en utilisant le lemme 6.19. Sif = 0, alors nous avons bienc0 ∼R c′0 (par hypothèse) etc′0 ∈
Reach(SR, c

′
0). Supposons quef > 0 et que pour toutj ∈ [0..f − 1], il existec′j ∈ Reach(SC , c

′
0)

tel quecj ∼ c′j . En particulier, nous avons quecf−1 ∼R c′f−1 et commecf−1 → cf , d’après le
lemme 6.19, il existe une configurationc′ de TS(SC) telle quec′f−1 →R c′ et cf ∼ c′. Comme
c′f−1 ∈ Reach(SC , c

′
0), nous avons bien quec′ ∈ Reach(SC , c

′
0).

La réciproque se prouve par une induction similaire. Le deuxième point se prouve aussi de la même
façon en utilisant cette fois-ci le résultat du lemme 6.20 sur la relation∼ac

R . �

Nous verrons par la suite comment nous pouvons utiliser cette caractérisation sur l’ensemble d’acces-
sibilité du système à pointeursS muni d’une configuration initialec0, mais avant nous devons prouver
quelques propriétés concernant les formes mémoire symboliques et les formes mémoire restreintes
valuées.

6.2.2.4 Encoder des formes mémoire symboliques avec des formes mémoire restreintes

Nous allons montrer dans cette section, comment encoder desformes mémoire symboliques avec
des formes mémoire restreintes. Pour rappel, une forme mémoire symbolique est une paire(FM,φ)
telle queFM est une forme mémoire etφ une formule de Presburger dansPresb(XFM ) vérifiant
φ ⇒

∧

x∈X x > 0. Une forme mémoire symbolique permet de définir un ensemble de graphes
mémoireJ(FM,φ)K = {FM(v) ∈ GM | v |= φ}. Comme nous l’avons vu, une forme mémoire res-
treinte valuée(FMR, v,u) permet aussi de définir un graphe mémoire que nous notonsFMR[v,u].
Nous allons maintenant faire un lien entre les graphes mémoire encodés par une forme mémoire sym-
bolique et les graphes mémoire que l’on peut encoder en utilisant des formes mémoire restreintes.

Soient(FM,φ) une forme mémoire symbolique avecFM ∈ FM etφ ∈ Presb(XFM ), etFMR ∈
FMR une forme mémoire restreinte. Nous considérons alors l’ensemble des valuations possibles
v : XP 7→ N telles que(FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire retreinte valuée et telles que le
graphe mémoire correspondant appartient àJ(FM,φ)K. Nous appelonsTFMR(FM,φ) cet ensemble.
Formellement, nous avons :

TFMR(FM,φ) =
{v ∈ N

XP | (FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire restreinte valuée
etFMR[vFMR, vP ] ∈ J(FM,φ)K}

Nous allons montrer qu’il existe une formule du fragment existentiel de la logique du premier ordre
sur les entiers avec addition et divisibilité telle qu’une valuation vérifiera cette formule si et seulement
si elle appartient à l’ensembleTFMR(FM,φ). Tout d’abord, nous définissons le fragment existentiel
de la logique du premier ordre sur les entiers avec addition et divisibilité. Nous notons(N,+, |, 0, 1)∃

ce fragment logique. L’ensemble des formules de(N,+, |, 0, 1)∃ peut être décrit par la grammaire
suivante, oùt représente un terme,φ une formule sans quantificateur de(N,+, |, 0, 1)∃ et Ψ une
formule de(N,+, |, 0, 1)∃ :

t : := 0 | 1 | x | t+ t
φ : := t = t | t|t | ¬φ | φ ∨ φ
Ψ : := φ | ∃y.Ψ
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où x et y appartiennent à un ensemble de variables et la formulet′|t signifie que le termet′ est un
diviseur entier det. Nous ne détaillons pas la relation de satisfiabilité de cette logique qui est similaire
à celle définie pour l’arithmétique de Presburger excepté pour les formules de la formet′|t. Ainsi nous
dirons que pour une fonctionf : var(Ψ)→ N, nous avons :

– f |= t′|t si et seulement siAppf (t′) 6= 0 etAppf (t′) est un diviseur entier deAppf (t).

Comme pour les formules de l’arithmétique de Presburger, nous interprétons les formules de la lo-
gique(N,+, |, 0, 1)∃ sur l’ensembleN des entiers naturels. De plus, étant donné un ensembleX de
variables, nous notonsL∃| (X) l’ensemble des formules de(N,+, |, 0, 1)∃ qui ont leurs variables libres
dansX. Une propriété intéressante de ce fragment logique réside dans le fait que, tout comme pour
l’arithmétique de Presburger, le problème de satisfiabilité d’une formule de(N,+, |, 0, 1)∃ est déci-
dable. La décidabilité de ce problème est prouvé dans [Lip78].

Avant de montrer comment définir l’ensembleTFMR(FM, phi) grâce à une formule de(N,+, |, 0, 1)∃,
nous introduisons quelques notations. SoientFM une forme mémoire symbolique etFMR une
forme mémoire restreinte. Nous dirons queFMR est compatible avecFM , notéFMR ≻ FM ,
si et seulement siTFMR(FM,

∧

x∈XF M
x > 0) 6= ∅.

Nous considérons maintenant une forme mémoireFM = (N,P,X, succ, loc, c) et une forme mé-
moire restreinteFMR = (N ′, P,X, succ′, loc′, c′). Nous notonsNR (respectivementN ′

R) l’en-
semble des noeuds deFM (respectivement deFMR′) n’ayant pas de prédécesseur. C’est-à-dire
queNR = {n ∈ N | succ−1({n}) = ∅} etN ′

R = {n ∈ N ′ | succ′−1({n}) = ∅}. De la même fa-
çon, nous notonsN2 (respectivementN ′

2) l’ensemble des noeuds deFM (respectivement deFMR)
ayant au moins deux prédécesseurs. Nous avons doncN2 = {n ∈ N | |succ−1({n})| ≥ 2} et
N ′

2 = {n ∈ N ′ | |succ′−1({n})| ≥ 2}. Pour finir, nous notonsNC (respectivementN ′
C) l’en-

semble des noeuds deFM (respectivement deFMR) qui appartiennent à une liste cyclique et qui
ne sont pas accessibles par un noeud sans prédécesseur. Par conséquentNC = {n ∈ N | n ∈
List (FM, succ(n)) et 6 ∃m ∈ NR tel quen ∈ List (FM,m)} et de la même façonN ′

C = {n ∈ N ′ |
n ∈ List (FMR, succ(n)) et 6 ∃m ∈ N ′

R tel quen ∈ List (FMR,m)}. Nous disons alors qu’une
fonction g : N ′ → N est une fonction de compatibilité entreFMR et FM si et seulement sig est
une fonction totale injective telle que :

– g(N ′
R) = NR, g(N ′

2) = N2 etg(N ′
C) ⊆ NC , et

– pour tout noeudn,m ∈ N ′,m ∈ List(FMR,n) si et seulement sig(m) ∈ List (FM, g(n)), et,
– pour tout noeudn ∈ N ′, null ∈ List(FMR,n) si et seulement sinull ∈ List (FM, g(n)), et,
– pour tout noeudn ∈ N ′,⊥ ∈ List(FMR,n) si et seulement si⊥ ∈ List(FM, g(n)), et,
– pour toute variablep ∈ P , loc(p) ∈ List (FM, g(loc′(p))).

Intuitivementg est une sorte d’isomorphisme entre le graphe deFMR et celui deFM modulo les
noeuds qui sont enlevés en passant deFMR à FM lorsque les variables sont déplacés de façon
à satisfaire les conditions données par la définition des formes mémoire restreintes pour lesquelles
chaque variable est soit sur un noeud sans prédécesseur soitsur un noeud qui est l’unique noeud
d’une liste cyclique, non accessible par d’autres noeuds. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 6.22FMR ≻ FM si et seulement si il existe une fonction de compatibilité entre FMR et
FM .
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Preuve : Nous rappelons queFM = (N,P,X, succ, loc, c) etFMR′ = (N ′, P,X, succ′, loc′, c′).
Nous reprenons les notations introduites pour définir les fonctions de compatibilité en ce qui concerne
les ensemblesNR,N ′

R,N2,N ′
2,NC etN ′

C .
Supposons queFMR ≻ FM , nous avons donc qu’il existe une valuationv : XFM → N

∗ et une
valuationv′ : XP → N tels que(FMR, v′FMR, v

′
P ) est une forme mémoire restreinte et telle que

FM(v) = FMR[v′FMR, v
′
P ]. Nous allons maintenant construire une fonction de compatibilité entre

FMR etFM en utilisant les définitions des concrétisationsFM(v) etFMR[v′FMR, v
′
P ].

– Tout d’abord remarquons que pour tout pointeurp ∈ P , si loc(p) ∈ NR alors nous avons dans
FMR, loc′(p) ∈ N ′

R ceci car au moment de la construction deFM(v) les variables ne sont pas
déplacées mais des noeuds sont insérés (par conséquent comme dansFM(v) le pointeurp pointe
aussi vers un noeud sans prédécesseur). Ainsi pour tout noeud n ∈ NR, nous pouvons associer un
unique noeudn′ dansN ′

R tel queloc−1({n}) ⊆ loc′−1({n′}) et de cette façon nous définissons
g(n′) = n. Remarquons que nous avons alors bieng(N ′

R) = NR.
– Nous considérons maintenant un noeudn dansN2. CommeFM(v) = FMR[v′FMR, v

′
P ], nous

avons nécessairement|N2| = |N ′
2| et de plus pour chaque noeudn dansN2, par définition des

formes mémoire, il existe une variablep ∈ P telle queloc(p) ∈ NR et n ∈ List(FM, loc(p)).
Comme au moment des concrétisationsFM(v) etFMR[v′FMR, v

′
P ] nous n’insérons pas de nou-

veaux noeuds avec deux prédécesseurs, nous en déduisons quepour chaque noeudn ∈ N2, nous
pouvons associer un noeudn′ dansN ′

2 de telle sorte que sim′ est un noeud dansN ′
R tel quen′ ∈

List(FMR,m′) alorsn ∈ List (FM, g(m′)). Remarquons que nous avons alors bieng(N ′
2) = N2.

– Nous considérons finalement les noeudsn dansNC . Nous pouvons partitionnerNC en un en-
sembleN1

C ⊎ . . . ⊎ N
r
C de telle sorte que pour touti ∈ [1..r], pour tous noeudsn,m ∈ N i

C ,
n ∈ List (FM,m) (et par conséquent nous avons aussim ∈ List (FM,n)) et de plus, pour tout
j ∈ [1..r] tel quej 6= i, pour tout noeudm ∈ N j

C et n ∈ N i
C nous avonsm /∈ List(FM,n).

Ainsi la partitionN1
C ⊎ . . . ⊎N

r
C regroupe ensemble les noeuds appartenant à une même liste cy-

clique dansFM . Remarquons que par définition deFM(v) et deFMR[v′FMR, v
′
P ], nous avons

r = |N ′
C | (car il y a autant de listes cycliques non accessibles par un noeud sans prédécesseur dans

FM que dansFMR et que dansFMR ces listes cycliques ne comportent qu’un unique noeud).
Ainsi nous pouvons associer à chaque noeudn′ ∈ NC un entieri ∈ [1..r] différent de telle sorte
queloc′−1({n′}) = loc−1(N i

C), et finalement la fonctiong associe àn′ un des noeuds deN i
C .

Comme, par définition des formes mémoire restreintes,N ′ = NR ⊎N
′
2 ⊎N

′
C , nous avons bien défini

une fonction totale et injective deN ′ versN . De plus, on peut vérifier que par construction cette
fonctiong est bien une fonction de compatibilité entreFMR etFM .
Nous supposons maintenant qu’il existe une fonction de compatibilité g entreFMR et FM . Soit
v : XFM → N

∗ une valuation sur les compteurs deFM , nous allons montrer que nous pouvons
construire une valuationv′ : XP → N telle que(FMR, v′FMR, v

′
P ) soit une forme mémoire restreinte

valuée vérifiantFMR[v′FMR, v
′
P ] = FM(v). Ainsi pour tout noeudm ∈ N ′, nous définissons

v′(c′(m)) = v(c(g(m)) +
∑

n∈Entre(FM,g(m),g(succ′(m))∩N

c(n)

Et pour chaque variable de pointeurpi ∈ P tel quem = loc′(pi), sim ∈ {null,⊥} alorsv′(yi) = 0,
sinon nous posons :

v′(yi) = v(c(g(m))) +
∑

n∈Entre(FM,g(m),loc(pi))∩N

c(n)
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Et finalement, pour toutx ∈ XP \ (XFMR ∪ YP ), nous posonsv′(x) = 0. En utilisant les défini-
tions, on peut facilement montrer que(FMR, v′FMR, v

′
P ) est une forme mémoire valuée telle que

FM(v) = FMR[v′FMR, v
′
P ]. �

p1
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x1

x2

null

p3p4

x3
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p1 p2
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FIGURE 6.11 – Une forme mémoire restreinte compatible avec une forme mémoire(FMR ≻ FM)

Exemple 6.23 Sur la figure 6.11 nous avons représenté la forme mémoire retreinteFMR compatible
avec la forme mémoireFM . Si nous notonsFMR = ({n′1, n

′
2}, P,X, succ

′, loc′, c′) de telle sorte
que loc′(p1) = n′1 et loc′(p3) = n′2 et si nousFM = ({n1, n2, n3, n4}, P,X, succ, loc, c) de telle
façon queloc(p1) = n1, loc(p2) = n2, loc(p3) = n3 et loc(p4) = n4 alors la fonctiong définie de la
façon suivante :g(n′1) = n1 etg(n′2) = n3 est une fonction de compatibilité entreFMR etFM .

Comme il est possible de vérifier si une fonction totale et injective deN ′ dansN est une fonction de
compatibilité entreFMR etFM et comme le nombre de telles fonctions est fini, nous en déduisons
que :

Lemme 6.24 Décider si une forme mémoire restreinte est compatible avecune forme mémoire est un
problème décidable.

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour prouver le lemme suivant, qui nous montre com-
ment encoder une forme mémoire symbolique grâce à une forme mémoire restreinte :

Lemme 6.25 Soit (FM,φ) une forme mémoire symbolique etFMR une forme mémoire restreinte.
Alors il existe une formule effectivement calculableΨFMR(FM,φ) deL∃| (XP ) telle que pour tout
v : XP → N, nous avonsv ∈ TFMR(FM,φ) si et seulement siv |= ΨFMR(FM,φ). Et siFM est
acyclique alorsΨFMR(FM,φ) est une formule de l’arithmétique de Presburger.

Preuve : Nous supposons queFM = (N,P,X, succ, loc, c) etFMR = (N ′, P,X, succ′, loc′, c′).
Nous rappelons que comme(FM,φ) est une forme mémoire symbolique,φ ∈ Presb(XFM ). Nous
posonsXFM = {x1, . . . , xk}. Nous lui associons l’ensemblêXFM = {x̂1, . . . , x̂k} et nous construi-
sons la fonction̂c telle que pour toutn ∈ N , ĉ(n) = x̂i si et seulement sic(n) = xi. De plus,
nous notonŝφ la formule obtenue à partir deφ en renommant chaquexi par x̂i. Nous construisons la
formule logiqueΨFMR(FM,φ) sur les variablesXP en suivant les étapes suivantes :
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– SiFMR 6≻ FM alorsΨFMR(FM,φ) = false
– Si FMR ≻ FM alors soitg une fonction de compatibilité entreFMR et FM (il en existe

nécessairement une d’après le lemme 6.22) :

1. Pour chaque noeudm ∈ N ′, nous construisons la formuleψm qui permet d’assurer que les
longueurs des segments de listes dans les graphes mémoire correspondent :

ψm =
(

c′(m) = ĉ(g(m)) +
∑

n∈Entre(FM,g(m),g(succ′(m)))∩N

ĉ(n)
)

2. SoitNCl ⊆ N (resp.N ′
Cl ⊆ N ′) l’ensemble des noeuds appartenant à une liste cyclique

dansFM (respectivement dansFMR). Pour chaque pointeurpi ∈ P , nous définissons une
formuleψi pour garantir la position des pointeurs dans les graphes mémoire :

(a) Siloc(pi) ∈ {null,⊥} alors :
ψi = (yi = 0)

(b) Si loc(pi) /∈ NCl etm = loc′(pi) alors :

ψi =
(

yi = ĉ(g(m)) +
∑

n∈Entre(FM,g(m),loc(pi))∩N

ĉ(n)
)

(c) Si loc(pi) ∈ NCl et loc′(pi) ∈ N ′
Cl (dans ce cas la lise cyclique à laquelle appartient

loc′(pi) dansFMR n’est pas accessible par un noeud sans prédecesseur) , nous notons
alorsL =

∑

n∈List (FM,loc(pi))
ĉ(n), intuitivementL encode la taille de la liste cyclique

et nous avons alors :

ψi =
(
∧

{pj |loc(pj)=loc(pi)}
(yi)mod(L) = (yj)mod(L)∧

∧

{pj |loc(pj)∈List (FM,loc(pi))\{loc(pi)}}
(yj)mod(L) =

(yi + ĉ(loc(pi)) +
∑

n∈Entre(FM,loc(pi),loc(pj))
ĉ(n))mod(L)

)

(d) Finalement, siloc(pi) ∈ NCl et loc′(pi) /∈ N
′
Cl (dans ce cas la lise cyclique à laquelle ap-

partientloc′(pi) dansFMR est accessible par un noeud sans prédecesseur, en particulier
le noeud pointé parpi), nous notons alorsL =

∑

n∈List (FM,loc(pi))
ĉ(n), intuitivementL

encode la taille de la liste cyclique, etS =
∑

n∈List(FM,g(loc′(pi))\NCl
ĉ(n), c’est-à-dire

la taille du segment partant deg(loc′(pi)) et finissant sur la liste cyclique, nous avons
alors :

ψi =
(

yi ≥ S∧
ĉ(g(loc′(pi)) +

∑

n∈Entre(FM,g(loc′(pi)),loc(pi))
ĉ(n) = S + (yi − S)mod(L)

)

3. Nous avons finalement :

ΨFMR(FM,φ) = ∃x̂1. . . . ∃x̂k.φ̂ ∧
∧

m∈N ′

ψm ∧
∧

pi∈P

ψi

Tout d’abord remarquons queΨFMR(FM,φ) est bien une formule deL∃| (XP ), ceci car même si

il peut y avoir des quantificateurs universels dans la formule de Presburger̂φ, ceux-ci peuvent être
éliminés car l’élimination des quantificateurs universelsest possible pour une formule de Presburger
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(ceci est une propriété classique de l’arithmétique de Presburger que l’on peut redémontrer en utili-
sant le fait que les ensembles Presburger-définissables sont exactement les ensembles semi-linéaires
[GS66]). De plus, dans les formules que nous construisons, nous avons des sous-formules de la forme
(t)mod(L) = (t′)mod(L) qui peuvent se réécrire de la façon suivante :∃z.(t = z + t′ ∨ t′ =
t + z) ∧ L|z. Finalement, nous constatons que siFM ne contient pas de liste cyclique, la formule
construite est une formule de l’arithmétique de Presburger.
Finalement en utilisant les définitions deFMR[vFMR, vP ] et de J(FM,φ)K et des fonctions de
compatibilité, nous avons bien que pour toutv ∈ N

XP , v |= ΨFMR(FM,φ) si et seulement si
(FMR, vFMR, vP ) est une forme mémoire restreinte valuée telle queFMR[vFMR, vP ] ∈ J(FM,φ)K.
a �

p1

p2

x1

x2

null

p3p4

x3

x4

FM

p1 p2

x1

null

p3

p4

x2

FMR

ΨFMR(FM,φ) = ∃x̂1.∃x̂2.∃x̂3.∃x̂4.φ̂∧
x1 = x̂1 + x̂2 ∧ x2 = x̂3 + x̂4∧

y1 = 0 ∧ y2 = x̂1∧
(y4)mod(x̂3 + x̂4) = (y3 + x̂3)mod(x̂3 + x̂4)∧
(y3)mod(x̂3 + x̂4) = (y4 + x̂4)mod(x̂3 + x̂4)

FIGURE 6.12 – Exemple du calcul deΨFMR(FM,φ)

Nous allons voir par la suite que le résultat de ce dernier lemme est très important pour établir les
résultats de décidabilité.

6.2.3 Systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive

Grâce aux différents outils que nous avons mis en place dans les sections précédentes nous allons
maintenant pouvoir établir différents résultats de décidabilité. Nous montrerons ensuite que les hypo-
thèses que nous posons pour obtenir la décidabilité peuventdifficilement être relâchées. Les résultats
que nous donnons ici concernent les systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive. Notons
que dans [BI07] les auteurs ont aussi étudié la décidabilitéde certains problèmes sur des programmes
plats. Le principal problème traité dans [BI07] consiste à savoir si, étant donnés l’équivalent d’une
forme mémoire et un programme muni d’assertions à vérifier à certaines lignes du programme, dans
toutes les exécutions partant de graphes mémoires pouvant être encodé grâce à la forme mémoire
donnée, les différentes assertions sont toujours respectées. Notons que les assertions insérées dans le
programme sont des combinaisons booléennes de propositions de la formep == null ou p == p′

dans lesquellesp et p′ sont des variables de pointeurs. Ils montrent ainsi que dansle cas de pro-
grammes plats sans mise à jour destructive et avec une forme mémoire initiale contenant au plus
une liste cyclique, le problème considéré est décidable, mais que lorsque la forme mémoire initiale
contient plus d’une seule liste cyclique le problème devient indécidable. Ainsi, le problème étudié dans
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[BI07] est un cas particulier de problème d’accessibilité symbolique généralisé, par conséquent nous
en déduisons que dans le cas de systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive le problème
d’accessibilité généralisé est indécidable. Notons de plus que la traduction vers les systèmes à comp-
teurs présentée dans ce chapitre s’inspire de la méthode utilisée dans [BI07]. Remarquons également
que les propriétés que nous pouvons exprimer sont plus fortes que dans [BI07] car nous considérons
des formes mémoire symboliques qui nous autorisent à manipuler les longueurs des différentes listes
avec des formules de Presburger.

6.2.3.1 Décidabilité

Dans un premier temps, nous proposons une nouvelle classe desystèmes à pointeurs plats sans mise
à jour destructive pour laquelle nous avons le résultat de décidabilité suivant :

Théorème 6.26Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à
pointeurs plats sans mise à jour destructive et sans test d’alias.

Preuve : SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs plat sans mise à jour destructive et sans
test d’alias et(q0, EMS0) et (q,EMS) deux configurations symboliques dansQ× EMS telles que
EMS0 = {(FM1, φ1), . . . , (FMk, φk)} et EMS = {(FM ′

1, φ
′
1), . . . , (FM

′
l .φ

′
l)}. Nous considé-

rons de plus le système à compteursSR = 〈QR,XP , ER〉 dont nous avons présenté la construction
précédemment. Nous notonsTS(S) = 〈Q × GMerr, E,→〉 et TS(SR) = 〈QR × N

XP , ER,→R〉
les systèmes de transitions associés àS etSR. Pour rappel nous avonsQR = Q×FMR.
D’après le lemme 6.17,SR est un système à compteurs linéaire à monoïde fini, de plus commeS est
plat, d’après le lemme 6.18,SR est aussi plat. Nous pouvons alors réutiliser le résultat duthéorème
[FL02] qui nous dit que la relation d’accessibilité d’un système à compteurs linéaire plat et à monoïde
fini est effectivement définissable dans Presburger. Nous notonsXP 0 l’ensembleXp ⊎ {x0} dont la
variablex0 nous servira pour parler des états de contrôle deSR qui, comme nous l’avons déjà vu pour
d’autres systèmes à compteurs, peuvent être considérés comme des entiers de[1..|QR|]. Il existe alors
une formule de PresburgerΦ→ ∈ Presb(XP 0,X

′
P 0) telle que→R= JΦ→KXP 0,X′

P 0
.

Soient i ∈ [1..k] et j ∈ [1..l] et FMR,FMR′ ∈ FMR, nous construisons alors la formule
Φi,j(FMR,FMR′) suivante :

x0 = (q0, FMR) ∧ΨFMR(FMi, φi) ∧ Φ→ ∧ x
′
0 = (q, FMR′) ∧Ψ′

FMR′(FM ′
j , φ

′
j)

où la formuleΨ′
FMR′(MS′

j, φj) est la formuleΨFMR′(MS′
j , φj) dans laquelle les variables libres

dansXP ont été renommés avec leur version primée appartenant àX ′
P . D’après le lemme 6.25, les

formulesTFMR(MSi, φi) etT ′
FMR′(MS′

j, φ
′
j) appartiennent à logique(N,+, |, 0, 1)∃ et en utilisant

l’élimination des quantificateurs pour les formules de l’arithmétique de Presburger, nous en déduisons
que la formuleΦi,j(FMR,FMR′) peut être récrite en une formule de(N,+, |, 0, 1)∃ .

Nous montrons maintenant qu’il existeGM ′ ∈ J(FM ′
j, φ

′
j)K tel que nous avons(q,GM ′) dans

Reach(S, (q0, (FMi, φi)) si et seulement si il existeFMR et FMR′ dansFMR tels que la for-
muleΦi,j(FMR,FMR′) est satisfiable.

Supposons qu’il existeGM ′ ∈ J(FM ′
j , φ

′
j)K tel que(q,GM ′) ∈ Reach(S, (q0, (FMi, φi)). Il existe

doncGM ∈ J(FMi, φi)K tel que(q,GM ′) ∈ Reach(S, (q0, GM)). Alors, en utilisant le lemme
6.10, il existe une forme mémoire restreinteFMR et une valuationv : XP → N telles queGM =
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FMR[vFMR, vP ]. D’après le lemme 6.25, nous avons alorsv |= ΨFMR(FMi, φi). De plus, par
définition de la relation∼R, nous avons(q0, GM) ∼R ((q0, FMR), v). Or, d’après le lemme 6.19,
commeS est un système sans test d’alias, la relation∼R est une bisimulation entreTS(S) etTS(SR)
et en utilisant le résultat du lemme 6.21, comme(q,GM ′) ∈ Reach(S, (q0, GM)), nous en dé-
duisons qu’il existe une forme mémoire restreinteFMR′ et une valuationv′ : XP → N tels que
(q,GM ′) ∼R ((q, FMR′), v′) et ((q, FMR′), v′) ∈ Reach(SR, ((q0, FMR), v). Comme nous
avons(q,GM ′) ∼R ((q, FMR′), v′), nous en déduisons queFMR[v′FMR′ , v′P ] ∈ J(FM ′

j , φ
′
j)K

et doncv′ |= ΨFMR′(FM ′
j , φ

′
j). Ainsi si nous récapitulons, nous avons :

– v |= ΨFMR(FMi, φi), et,
– v′ |= ΨFMR′(FM ′

j , φ
′
j), et,

– ((q0, FMR), v)→∗
R ((q, FMR′), v′).

Comme→R= JΦ→KXP 0,X′
P 0

, nous en déduisons que la formuleΦi,j(FMR,FMR′) est satisfiable.
Nous pouvons prouver de la même façon la réciproque, à savoirque si il existeFMR etFMR′ dans
FMR tels que la formuleΦi,j(FMR,FMR′) est satisfiable alors il existeGM ′ ∈ J(FM ′

j , φ
′
j)K tel

que(q,GM ′) ∈ Reach(S, (q0, (FMi, φi)).

Nous avons finalement que le problème d’accessibilité symbolique généralisé est vérifié avec les ins-
tancesS, (q0, EMS0) et (q,EMS) si et seulement si il existei ∈ [1..k] et j ∈ [1..l] tels qu’il existe
GM ∈ J(FM ′

j, φ
′
j)K vérifiant (q,GM) ∈ Reach(S, (q0, (FMi, φi)) c’est-à-dire si et seulement si il

existei ∈ [1..k] et j ∈ [1..l] etFMR etFMR′ dansFMR tels que la formuleΨi,j(FMR,FMR′)
est satisfiable. Comme de plus, pour touti ∈ [1..k] et j ∈ [1..l] et FMR et FMR′ dansFMR,
la formuleΦi,j(FMR,FMR′) appartient à la logique(N,+, |, 0, 1)∃ pour laquelle le problème de
satisfiabilité est décidable et comme le nombre de formes mémoire restreintes est fini, nous en dédui-
sons la décidabilité du problème d’accessibilité symbolique généralisé pour les systèmes à pointeurs
plats sans mise à jour destructive et sans test d’alias. �

Nous allons maintenant nous intéresser au problème de model-checking pour les systèmes à pointeurs
plats sans mise à jour destructive muni d’une configuration symbolique initiale acyclique. Nous dirons
qu’un état mémoire symboliqueEMS = {(FM1, φ1), . . . , (FMk, φk)} est acyclique si et seulement
si pour touti ∈ [1..k], la forme mémoireFMi est acyclique. Rappelons que lorsque nous considérons
une forme mémoire symbolique acyclique(FM,φ), pour toute forme mémoire restreinteFMR, la
formuleΨFMR(FM,φ) est une formule de l’arithmétique de Presburger. Ceci va nous permettre de
traduire une formule de CTL∗mem sur le système à pointeurs sans mise à jour destructiveS en une
formule de FOCTL∗(Pr) surSR.

SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs plat sans mise à jour destructive et(q0, EMS0) une
configuration symbolique acyclique dansQ×EMS telle queEMS0 = {(FM1, φ1), . . . , (FMk, φk)}.
Nous considérons le système à compteursSR = 〈QR,XP , ER〉 dont nous avons présenté la construc-
tion précédemment. Nous notonsTS(S) = 〈Q×GMerr, E,→〉 etTS(SR) = 〈QR×N

XP , ER,→R〉
les systèmes de transitions associés àS etSR. Pour rappel, nous avonsQR = Q × FMR. Comme
pour la preuve du théorème 6.4, dans lequel nous avons montréque le problème de model-checking
est décidable pour les systèmes à pointeurs dont le système àcompteurs obtenue avec la première
traduction est plat, nous construisons maintenant à partird’une formuleΦ de CTL∗mem[Q,P,X] une
formule de FOCTLX∗(Pr)[XP 0] T (Φ). La construction deT (Φ) se fait par induction de la façon
suivante :
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– T (q) =
∨

FMR∈FMR x0 = (q, FMR),
– si Φ = EMS avecEMS = {(FM1, φ1), . . . , (FMt, φk)} alorsT (Φ) =

∨

i∈[1..t] T (FMi, φi),
avec :

– siFM n’est pas acyclique,T (FM,φ) = false,
– siFM est acyclique,

T (FM,φ) =
∨

q∈Q

∨

FMR∈FMR

x0 = (q, FMR) ∧ΨFMR(FM,φ)

– T (¬Φ) = ¬T (Φ),
– T (Φ ∧ Φ′) = T (Φ) ∧ T (Φ′),
– T (XΦ) = XT (Φ),
– T (ΦUΦ′) = T (Φ)UT (Φ′),
– T (AΦ) = AT (Φ).

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 6.27 SoitΦ une formule deCTL∗
mem[Q,P,X]. Pour toutes exécutionsπ deTS(S) etπR de

TS(SR) telles que|π| = |πC | et telles que pour touti ∈ [0..|π| − 1], π(i) ∼ac
R πC(i), et pour tout

entierk ∈ [1..|π| − 1], nous avonsπ, k |= Φ si et seulement siπC , k |= T (Φ).

Preuve : La preuve se fait par induction structurelle sur la formuleΦ. Tout d’abord montrons que si
Φ = q ou siΦ = EMS le lemme est vrai.
Supposons queΦ = q. Soientπ une exécution deTS(S) etπR une exécution deTS(SR) vérifiant les
conditions énoncées. Soitk ∈ [0..|π| − 1]. Nous avonsπ(k) = (q′, GM) etπR(k) = ((q′′, FM), v).
Commeπ(k) ∼ac

R πR(k), nous avons nécessairementq′ = q′′ et par conséquentπ, k |= q si et
seulement siπR, k |=

∨

FMR∈FMR x0 = (q, FMR) et ceci si et seulement siq′ = q.
Supposons queΦ = EMS avecEMS = {(FM1, φ1), . . . , (FMt, φt)}. Soientπ une exécution
deTS(S) et πR une exécution deTS(SR) vérifiant les conditions énoncées. Soitk ∈ [0..|π| − 1].
Nous notonsπ(k) = (q,GM) et πR(k) = ((q, FMR), v). Supposons queπ, k |= EMS. Alors
il existe i ∈ [1..t] tel queGM ∈ J(FMi, φi)K. Comme de plusGM ∼ac

R (FMR, v) (ceci car
π(k) ∼ac

R πR(k)), nous avonsGM = FMR[vFM , vP ]. Par conséquent, d’après le lemme 6.25, nous
avonsv |= ΨFMR(FMi, φi). Et comme nécessairementFMi est acyclique (carGM est acyclique),
nous en déduisons queπR, k |= T (EMS). Le fait que siπR, k |= T (EMS) alorsπ, k |= EMS se
prouve de manière identique.
Nous supposons maintenant le lemme vrai pour toutes les sous-formules deΦ et montrons que le
lemme reste vrai pourΦ. Soientπ une exécution deTS(S) etπR une exécution deTS(SR) vérifiant
les conditions énoncées. Soitk ∈ [0..|π| − 1].

– Si Φ = ¬Φ′, comme par hypothèse d’induction nous avonsπ, k |= Φ′ si et seulement siπR, k |=
T (Φ′) et commeT (¬Φ′) = ¬T (Φ′), nous avons bienπ, k |= Φ si et seulement siπR, k |= T (Φ).

– SiΦ = Φ′∨Φ′′, comme par hypothèse d’induction nous avonsπ, k |= Φ′ si et seulement siπR, k |=
T (Φ′) et π, k |= Φ′′ si et seulement siπR, k |= T (Φ′′) et commeT (Φ′ ∨ Φ′) = T (Φ′) ∨ T (Φ′′),
nous avons bienπ, k |= Φ si et seulement siπR, k |= T (Φ).

– SiΦ = XΦ′. Sik ≥ |π|− 1, nous avonsπ, k 6|= XΦ etπR, k 6|= XT (Φ). Supposons quek < |π|− 1,
alors par hypothèse d’induction nous avonsπ, k + 1 |= Φ′ si et seulement siπR, k + 1 |= T (Φ′) et
par conséquent nous avons bien queπ, k |= XΦ′ si et seulement siπR, k |= XT (Φ′).
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– Si Φ = Φ′UΦ′′. Si il existej ∈ N tel quei ≤ j ≤ |π| et tel queπ, j |= Φ′′ et tel que pour tout
l ∈ N vérifiant i ≤ l < j, π, l |= Φ′ alors par hypothèse d’inductionπR, j |= T (Φ′′) et pour tout
l ∈ N vérifiant i ≤ l < j, πR, l |= T (Φ′). Par conséquentπR, k |= T (Φ′)UT (Φ′′). Si il existe
j ∈ N tel quei ≤ j ≤ |π| et tel queπR, j |= T (Φ′′) et tel que pour toutl ∈ N vérifiant i ≤ l < j,
πR, l |= T (Φ′) alors par hypothèse d’inductionπ, j |= Φ′′ et pour toutl ∈ N vérifiant i ≤ l < j,
π, l |= Φ′. Par conséquentπ, k |= Φ′UΦ′′.

– Si Φ = AΦ′. Supposons que pour toute exécutionπ′ deTS(S) telle queπ≤k = π′≤k, π′, k |= Φ′.
Soit π′R une exécution deTS(SR) telle queπR≤k

= π′R≤k
. Alors en utilisant le lemme 6.20,

commeπ(k) ∼ac
R π′R(k), nous en déduisons qu’il existe une exécution deπ′ deTS(S) telle que

π≤k = π′≤k et telle que|π′| = |π′R| et telle que pour touti ∈ [0..|π′| − 1], π′(i) ∼ac
R π′R(i).

En utilisant l’hypothèse d’induction, commeπ′, k |= Φ′, nous avonsπ′R, k |= T (Φ′). Nous en
déduisons queπR, k |= AT (Φ′). De la même façon, nous pouvons montrer que siπR, k |= AT (Φ′)
alorsπ, k |= AΦ′.

�

Nous pouvons alors donner le théorème suivant qui étend au model-checking les résultats de [BI07]
dans le cas d’une configuration initiale acyclique, à savoir:

Théorème 6.28Le problème de model-checking est décidable pour les systèmes à pointeurs plats
sans mise à jour destructive et munis d’une configuration symbolique initiale acyclique.

Preuve : SoientS = 〈Q,P,E〉 un système à pointeurs plat sans mise à jour destructive,(q0, EMS0)
avecEMS0 = {(FM1, φ1), . . . , (FMt, φt)} une configuration symbolique initiale acyclique de
TS(PS) et Φ une formule de CTL∗mem[Q,P,X]. Nous considérons le système à compteursSR =
〈QR,XP , ER〉. Soit i ∈ [1..t] . Nous allons montrer que pour toutes les exécutionsπ deTS(S) véri-
fiantπ(0) ∈ {q0} × J(FMi, φi)K, nous avonsπ, 0 |= Φ si et seulement si pour toutFMR ∈ FMR
et pour toutes les exécutionsπR deTS(SR) vérifiant πR(0) ∈ {q0, FMR} × JΨFMR(FMi, φi)K
nous avonsπR, 0 |= T (Φ). Remarquons qu’une fois que nous aurons montré cela, comme le système
à compteurs linéaireSR est plat (d’après le lemme 6.18 et le fait queS est plat) et à monoïde fini
(d’après le lemme 6.17) et comme de plus il existe un nombre fini de formes mémoire restreintes,
en utilisant le théorème 3.3 nous pourrons déduire le résultat énoncé en utilisant que le problème du
model-checking symbolique généralisé est décidable pour les systèmes à compteurs linéaires plats et
à monoïde fini.
Supposons que pour toutes les exécutionsπ de TS(S) vérifiant π(0) ∈ {q0} × J(FMi, φi)K nous
avonsπ, 0 |= Φ. Soit FMR ∈ FMR et soit πR une exécution deTS(SR) vérifiant πR(0) ∈
{q0, FMR} × JΨFMR(FMi, φi)K. Supposons queπR(0) = ((q0, FMR), v) alors nous avonsv |=
ΨFMR(FMi, φi) et par conséquentFMR[vFMi

, vP ] ∈ J(FMi, φi)K. Nous posons maintenantc0 =
(q0, FMR[vFMi

, vP ]), par définition de∼ac
R , nous avonsc0 ∼ac

R πR(0) (carFMi est acyclique). En
utilisant le lemme 6.20, nous montrons facilement par induction qu’il existe alors une exécutionπ
deTS(S) tel que|π| = |πR| et π(0) = c0 et pour toutj ∈ [0..|π| − 1], π(j) ∼ac

R πR(j). Comme
π, 0 |= Φ, en utilisant le lemme 6.27, nous déduisons queπR, 0 |= T (Φ). De la même façon, nous
pouvons montrer que si pour toutFMR ∈ FMR, pour toutes les exécutionsπR deTS(SR) vé-
rifiant πR(0) ∈ {q0, FMR} × JΨFMR(FMi, φi)K nous avonsπR, 0 |= T (Φ), alors pour toutes les
exécutionsπ deTS(S) vérifiantπ(0) ∈ {q0} × J(FMi, φi)K, nous avonsπ, 0 |= Φ. �

Nous avons ainsi établi différentes classes de systèmes à pointeurs plats pour lesquelles certains des
problèmes que nous avons donnés précédemment sont décidables.
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6.2.3.2 Indécidabilité

Dans cette section, nous allons voir que les hypothèses permettant d’obtenir les résultats de décida-
bilité dans les théorèmes 6.26 et 6.28 présentés précédemment, peuvent difficilement être relâchées.
Pour montrer les résultats d’indécidabilité qui suivent, nous réduisons un problème indécidable de
satisfiabilité de formules arithmétiques vers différents problèmes.

Nous exposons d’abord le problème arithmétique que nous considérons (ce problème est une variante
d’un problème équivalent introduit dans [BI07]). SoitZ = {z1, ..., zk} un ensemble de variables et
nous considérons une formule arithmétiqueE =

∧

i∈[1..t] Ei qui est une conjonction de formules de
la formezi = zj + zk ou zi = a (où a est un entier) ouzi = ppcm(zj , zk) (ppcm désignant ici
le plus petit multiple commun). Le problème consiste à savoir si il existe une valuation de variables
v : Z → N telle que cette valuation satisfait la formuleE . Il s’avère que le 10ème problème de
Hilbert se réduit à ce problème. Le 10ème problème de Hilbertconsiste à savoir si étant donné un
polynômeP (x1, . . . , xn) à coefficients dansZ sur un ensemble de variables{x1, . . . , xn}, il existe
une solution entière{k!, . . . , kn} ∈ N

n telle queP (k1, . . . , kn) = 0. Le 10ème problème de Hilbert
a été montré indécidable dans [Mat70]. Les idées clefs, qui sont données dans [BI07], pour réduire le
10ème problème de Hilbert à notre problème sont les suivantes. Pour toutx, y, z ∈ N, nous avons :

– y = x2 si et seulement siy + x = ppcm(x, x+ 1), et,
– z = xy si et seulement si4z = (x+ y)2 − (x− y)2.

Il est ainsi possible en ajoutant des variables de réduire le10ème problème de Hilbert à la satisfiabilité
d’une formuleE ayant la forme donnée ci-dessus. Notons que, sans perte de généralités, nous pou-
vons supposer que nous cherchons une valuation à valeurs dans N

∗ et que ce problème est également
indécidable

Nous allons montrer comment encoder les propositions de la forme zi = zj + zk ou zi = a ou
zi = ppcm(zj , zk) dans un système à pointeurs plat sans mise à jour destructive.

Tout d’abord nous considérons le système à pointeursS et la forme mémoireFM représentée à
la figure 6.13. Nous constatons que si(FM,φ) est une forme mémoire symbolique telle queFM
est la forme mémoire représentée à la figure 6.13, alors il existeGM ∈ GM tel que(q0, GM) ∈
Reach(S, (q1, (FM,φ))) si et seulement siφ⇒ x3 = x1 + x2. De plus le système à pointeursS est
plat sans mise à jour destructive et sans test d’alias.

Considérons le système à pointeursS et la forme mémoireFM représentée à la figure 6.14. Nous
constatons que si(FM,φ) est une forme mémoire symbolique, alors il existeGM ∈ GM tel que
(q0, GM) ∈ Reach(S, (q1, (FM,φ))) si et seulement siφ⇒ x1 = a aveca ∈ N

∗. De plus, là encore
le système à pointeursS est plat sans mise à jour destructive et sans test d’alias.

Considérons le système à pointeursS et la forme mémoireFM représentée à la figure 6.15. Nous
constatons que si(FM,φ) est une forme mémoire symbolique, nous avons qu’il existeGM ∈ GM
tel que(q0, GM) ∈ Reach(S, (q1, (FM,φ))) si et seulement siφ⇒ x3 = ppcm(x1, x2). Ceci car si
nous regardons le système à pointeursS, nous nous apercevons que si une exécution partant de l’état
q1 avec un graphe mémoire dansJ(FM,φ)K arrive dans l’étatq0, alors la gardep == p0 ∧ s ==
s0 ∧ r == null assure que la valuation associé àx3 est un multiple des valuations associées àx1 et
x2, de plus la garde entre l’étatq4 etq1 assure qu’il s’agit du plus petit multiple. Là encore le système

210



6.2. Analyse des problèmes d’accessibilité et de model-checking

q1

q2

¬p == null ?p := p.succr := r.succ

q3

p == null ?

q4

¬s == null ?s := s.succr := r.succ

q0

r == null ?skip

p
p0

s
s0

r
r0

x1

x2
x3

null

FIGURE 6.13 – Un système à pointeurs pour encoderx3 = x2 + x1

q1

q2

¬r == null ?r := r.succ

q3

¬r == null ?r := r.succ

...

qa

qa+1

¬r == null ?r := r.succ

q0
r == null ?skip

r
r0

x1

null

FIGURE 6.14 – Un système à pointeurs pour encoderx1 = a
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à pointeursS est plat sans mise à jour destructive mais il comporte des tests d’alias.

q1

q2

p := p.succ

q3

s := s.succ ?

q4

r := r.succ

¬(p == p0 ∧ s == s0)∧
¬r == null?skip

q0

p == p0 ∧ s == s0∧
r == null?skip

p
p0

r
r0

s
s0

x1

x3
x2

null

FIGURE 6.15 – Un système à pointeurs pour encoderx3 = ppcm(x1, x2)

Si maintenant nous considérons une formuleE =
∧

i∈[1..t] Ei où pour touti ∈ [1..t], Ei est une formule
de la formezi = zj +zk ouzi = a (aveca ∈ N

∗) ouzi = ppcm(zj , zk) alors nous pouvons construire
un système a pointeursSE qui revient en fait à connecter pour touti ∈ [1..(t−1)], l’état de contrôleqi

0

(l’état correspondant àq0 sur les différentes figures) du système à pointeurs permettant d’encoder la
propositionEi à l’état de contrôleqi+1

1 (l’état correspondant àq1 sur la formule) du système à pointeurs
encodant la propositionEi+1. Le système à pointeurs obtenuSE est alors un système à pointeurs plat
sans mise à jour destructive. De la même façon, nous construisons une forme mémoireFME de façon
à regrouper au sein d’une même forme mémoire (en faisant une union disjointe) les différentes formes
mémoire nécessaires pour encoder chaqueEi, la formuleφ ∈ Presb(XFME

) s’assure juste que les
compteurs des différentes listes dansFME encodant les mêmes variables font bien la même longueur.
Remarquons de plus que la forme mémoireFME construite n’est pas acyclique (car chaque forme
mémoire utilisée pour encoder les propositions de la formezi = ppcm(zj , zk) contient aux moins
deux listes cycliques). D’après les propriétés des différents systèmes à pointeurs des figures 6.13
à 6.15 que nous avons données précédemment, nous en déduisons qu’il existe un graphe mémoire
GM tel que(qt

0, GM) ∈ Reach(SE , (q01 , (FME , φ))) si et seulement si la formuleE est satisfiable.
Remarquons de plus, que le système à pointeursSE muni de la configuration symbolique initiale
(q01 , (FME , φ)) a un comportement sans erreur, par conséquent nous pourrions ajouter une variable
de pointeursp pointant toujours sur le noeudnull et réaliser l’actionp := p.succ une fois arrivé dans
l’état qt

0. Ceci aurait pour conséquence d’effectuer une erreur de segmentation. Nous pourrions de plus
réaliser un stratagème similaire pour les fuites mémoire. L’indécidabilité du problème de satisfiabilité
des formules de la formeE , nous permet alors de donner le théorème suivant :

Théorème 6.29Les problèmes d’accessibilité généralisés d’une erreur desegmentation et d’une fuite
mémoire sont indécidables pour les systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive.
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En utilisant la proposition 4.23 qui nous dit que ces problèmes peuvent se ramener à un nombre fini
d’instances du problème d’accessibilité symbolique généralisé, nous obtenons :

Corollaire 6.30 Le problème d’accessibilité symbolique généralisé est indécidable pour les systèmes
à pointeurs plats sans mise à jour destructive.

Ainsi avec le théorème 6.28, nous avons montré que le problème de model-checking est décidable
pour les systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive muni d’une configuration symbolique
initiale acyclique, et nous voyons ici que si nous supprimons l’hypothèse sur les configurations acy-
cliques, le problème devient indécidable. De la même façon avec le théorème 6.26, nous avons mon-
tré que le problème d’accessibilité symbolique généraliséest décidable pour les systèmes à pointeurs
plats sans mise à jour destructive et sans test d’alias, et nous voyons que si nous retirons l’hypothèse
de l’absence de test d’alias, là encore le problème devient indécidable.

q1

q2

p := p.succ

q3

s := s.succ ?

q4

r := r.succ

¬r == null?skip

q0

r == null?skip

p
p0

r
r0

s
s0

x1

x3
x2

null

FIGURE 6.16 – Un autre système à pointeurs pour encoderx3 = ppcm(x1, x2)

Pour finir une preuve similaire à celle présentée ci-dessus va nous permettre de montrer que le pro-
blème de model-checking est indécidable pour les systèmes àpointeurs plats sans mise à jour des-
tructive et sans test d’alias, en d’autres termes que le résultat du théorème 6.26 ne s’étend pas au
model-checking. Pour ce faire, nous modifions la façon d’encoder les formules de la formezi =
ppcm(zj , zk), car nous avons constaté que le système à pointeurs proposé dans la figure 6.15 était
effectivement plat et sans mise à jour destructive, mais en revanche il utilise des tests d’alias. Nous
utilisons maintenant le système à pointeurs de la figure 6.16qui est en fait le même que celui de la
figure 6.15 dans lequel les tests d’alias ont été tout simplement enlevés, quant à la forme mémoire
FM considérée elle reste la même.

Cependant avec ce nouveau système à compteurs nous ne pouvons plus garantir pour une forme
mémoire symbolique(FM,φ) qu’il existe un graphe mémoireGM tel que(q0, GM) appartient à
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Reach(S, (q1, (FM,φ)) si et seulement siφ ⇒ x3 = ppcm(x1, x2) car c’étaient précisément les
tests d’alias qui permettaient de garantir ce point. Cependant nous pouvons construire une formule de
CTL∗

memqui permet de simuler l’effet des gardes. En effet, il suffit que nous nous assurions que parmi
toutes les exécutions commençant avec la configuration symbolique initiale il existe une exécution
telle que lorsque elle est dans l’étatq4, nous avons¬(p == p0 ∧ s == s0) jusqu’à ce qu’elle arrive
dans l’étatq4 et que la garde(p == p0 ∧ s == s0 ∧ r == null) est satisfaite. Cette propriété
s’exprime facilement avec une formule de CTL∗

memutilisant le quantificateur existentiel sur les che-
mins et l’opérateur temporelU qui permet de dire “jusqu’à”. En effet, si nous considérons la formule
Ψ = E((q4 ⇒ EMS1)U(q4 ∧ (EMS2)) oùEMS1 est la disjonction de toutes les formes mémoire
symboliques vérifiant¬(p == p0 ∧ s == s0) et EMS2 est la disjonction de toutes les formes
mémoire symboliques satisfaisant(p == p0 ∧ s == s0 ∧ r == null), nous en déduisons que le
problème de model-checking avec les instancesS, (q1, (FM,φ)) etψ retourne vrai si et seulement si
φ⇒ x3 = ppcm(x1, x2).

En utilisant une méthode similaire à celle décrite auparavant, il est ainsi possible de réduire le pro-
blème de satisfiabilité pour une formuleE au problème de model-checking pour les systèmes à poin-
teurs plats sans mise à jour destructive et sans test d’alias, d’où nous déduisons le résultat déjà énoncé
plus haut à savoir :

Théorème 6.31Le problème du model-checking est indécidable pour les systèmes à pointeurs plats
sans mise à jour destructive et sans test d’alias.

Ce dernier théorème conclut notre étude des systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive.

6.2.4 Tableau récapitulatif

Le tableau de la figure 6.17 récapitule les différents résultats de décidabilité et d’indécidabilité que
nous avons établis dans ce chapitre concernant les problèmes d’accessibilité symbolique généralisé et
de model-checking pour les systèmes à pointeurs plats.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un cadre pour vérifier des propriétés temporelles sur les sys-
tèmes à pointeurs en étendant la logique CTL∗ de façon à pouvoir utiliser des états mémoire symbo-
liques comme proposition atomique afin de parler de l’évolution du tas mémoire au cours du temps.
Dans [BI07], les auteurs ont montré que certains problèmes de sûreté étaient indécidables pour des
systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive et devenaient décidables lorsque l’on suppo-
saient que les systèmes à pointeurs considérés étaient munis d’une configuration symbolique initiale
contenant au plus une liste cyclique. Nous avons étendu ces résultats au model-checking dans le cas
de systèmes à pointeurs plats munis d’une configuration initiale acyclique. Nous avons de plus trouvé
une nouvelle classe de systèmes à pointeurs plats sans mise àjour destructive pour laquelle le pro-
blème d’accessibilité symbolique généralisé est décidable mais pas le problème de model-checking,
cette classe étant obtenue en considérant l’absence de tests d’alias dans les gardes utilisées. Nous
avons finalement montré que les hypothèses que nous faisionspour obtenir la décidabilité pouvait
difficilement être relâchées. Notons enfin qu’en faisant cette étude, nous espérions trouver une classe
de systèmes à pointeurs plats permettant de regrouper un certain nombre de programmes sans boucles
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Systèmes à pointeurs Configurations Problème Problème
plats symboliques de l’accessibilité symbolique du model-checking

initiales généralisé

sans déplacement Pas de Décidable Décidable
au successeur restriction

sans mise à jour Acycliques Décidable Décidable
destructive

sans mise à jour Pas de Indécidable Indécidable
destructive restriction

sans mise à jour
destructive Pas de Décidable Indécidable

et sans test d’alias restriction

FIGURE 6.17 – Tableau récapitulatif
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imbriquées et pour laquelle les problèmes d’accessibilitéseraient décidables. Cependant si nous ob-
servons les résultats obtenus, force est de constater qu’une telle classe de systèmes à pointeurs semble
difficile à trouver car même avec des restrictions très fortes comme l’absence de mise à jour destruc-
tive, nous n’avons pas la décidabilité dans le cas général.
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Chapitre 7

Translation of Programs Into Counter
Systems

Ce chapitre est dédié à la présentation de l’outilTOPICS que nous avons développé pendant cette
thèse et dont nous nous servons pour résoudre les problèmes d’accessibilité symbolique d’une fuite
mémoire et d’une erreur de segmentation sur des programmes écrits en C.

7.1 Présentation

TOPICS est l’acronyme pour “Translation Of Programs Into Counter Systems”. Cet outil implante
la traduction des systèmes à pointeurs vers des systèmes à compteurs que nous avons présentée au
chapitre 5.TOPICS prend en entrée un programme écrit dans un fragment syntaxique du langage
de programmation C ainsi qu’une description de la configuration initiale de la mémoire et à partir
de cela, il produit un système à compteurs. Les programmes donnés en entrée manipulent des listes
simplement chaînées, des entiers et des tableaux de taille fixe d’entiers et de listes. Les systèmes à
compteurs obtenus sont fournis dans trois formats différents :

1. au formatdot, qui permet ensuite grâce à l’outilGRAPHVIZ de visualiser une représentation
graphique du système à compteurs,

2. au format de l’outilFAST ,

3. au format de l’outilASPIC .

GRAPHVIZ est un outil qui, à partir d’une description structurelle d’un graphe, en génère une re-
présentation graphique que l’on peut ensuite exporter versdifférents formats. Cet outil est librement
disponible à l’adresse suivante :http://www.graphviz.org/.
Comme nous l’avons vu au chapitre 1,FAST est un outil qui vérifie automatiquement des systèmes
à compteurs en calculant de façon exacte leur ensemble d’accessibilité à partir d’un ensemble d’états
initiaux.
ASPIC est un outil permettant aussi de vérifier automatiquement des systèmes à compteurs. Cet outil
utilise la technique de l’interprétation abstraite [CC77]et calcule une surapproximation de l’ensemble
d’accessibilité d’un système à compteurs. La méthode implantée manipule des abstractions décrites
par des relations linéaires. Cette méthode est présentée dans [GH06]. L’avantage de cet outil est que
son calcul termine toujours, contrairement àFAST , en revanche il se peut qu’il ne puisse pas résoudre
un problème d’accessibilité à cause des surapproximationsréalisées et il renvoie alors la réponse “I
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don’t know”. Cet outil est disponible à l’adresse suivante :http://laure.gonnord.org/pro/
aspic/aspic.html

TOPICS est développé en JAVA et le code source est constitué d’environ 16000 lignes. Il utilise les
outilsJFLEX [JFl] etCUP [Cup] pour parcourir les fichiers donnés en entrée.TOPICS est donné sous
forme d’un fichierjar et par conséquent il peut être utilisé sur n’importe quelle plate-forme munie
d’un interpréteur Java sans qu’il y ait besoin d’une installation particulière.

Des informations supplémentaires surTOPICS sont disponibles à l’adresse suivante :
http://www.lsv.ens-cachan.fr/~sangnier/TOPICS/

7.2 Syntaxe d’entrée

Comme nous l’avons ditTOPICS prend deux fichiers en entrée :

1. un programme écrit dans un fragment syntaxique du C, et,

2. un fichier de description des configurations symboliques initiales.

Nous donnons maintenant la syntaxe que doivent vérifier ces deux fichiers.

7.2.1 Syntaxe des programmes

Dans le fichier correspondant au programme à analyser, l’utilisateur peut déclarer des types de struc-
tures de données, des variables globales et donner la définition de fonctions. La syntaxe des pro-
grammes pris en entrée parTOPICS est donnée par les figures 7.1 à 7.3.

Cette syntaxe a été définie dans le cadre du projet RNTL AVERILES [Ave] sur l’analyse et la véri-
fication de logiciels embarqués avec structures de mémoire dynamique. Elle sert de base commune
pour les différents outils développés dans le cadre de ce projet. Mis à part l’utilisation du symbole
any, cette syntaxe correspond à une restriction du langage C. Nous avons introduit ce symbole de
façon à pouvoir réaliser des tests non-déterministes, ce qui peut être utile pour donner àTOPICS un
programme qui soit l’abstraction d’un autre programme. En effet, lorsque ce symbole est utilisé dans
une garde, cela signifie que nous ne savons pas si la garde est vraie ou fausse, et nous supposons alors
qu’elle peut être soit l’un soit l’autre.

Avec cette syntaxe, nous remarquons qu’un utilisateur peutdéclarer des structures de données beau-
coup plus complexes que des listes simplement chaînées ou aussi définir des fonctions récursives,
toutefoisTOPICS vérifiera si le programme donné en entrée vérifie certaines conditions que nous
décrivons maintenant :

– Le programme ne peut comporter qu’au plus trois déclarations de type :

1. Un type pour définir des listes simplement chaînées pour lesquelles chaque cellule ne contient
qu’un seul champ permettant de stocker l’adresse de l’élément successeur,

2. Un type pour déclarer des tableaux d’entiers,

3. Un type pour déclarer des tableaux de listes simplement chaînées.

– Les fonctions définies ne doivent pas être récursives.
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program : :=
{

declaration
}∗

declaration : := type-declaration
| var-declaration
| function-declaration
| function-definition

type-declaration : := typedef type-name* identifier ;

| typedef struct identifier {
{

struct-field
}∗

} * identifier ;

struct-field : := type-name identifier;
| struct identifier* identifier ;

type-name : := int
| identifier

var-declaration : := type-name identifier
{

, identifier
}∗

;

function-declaration : := return-type identifier(
[

fpar
{

, fpar
}∗ ]

) ;

return-type : := type-name
| void

fpar : := type-name identifier

function-definition : := return-type identifier(
[

fpar
{

, fpar
}∗ ]

) block

FIGURE 7.1 – Déclarations

block : := { { statement} }
statement : := var-declaration

| /* empty */ ;
| lvalue-expression= rvalue-expression;
| identifier= malloc ( malloc-expression) ;
| free ( identifier ) ;

|
[

lvalue-expression=
]

identifier (
[

term
{

, term
}∗ ]

) ;

| break ;
| continue ;
| goto label ;

| return
[

term
]

;

| if ( boolean-expression) statement
| if ( boolean-expression) statementelsestatement
| while ( boolean-expression) statement
| label : statement
| block

FIGURE 7.2 – Instructions
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malloc-expression : := size-expression-point
| integer* size-expression-tab
| size-expression-tab* integer

size-expression-point : := sizeof( struct identifier )
size-expression-tab : := sizeof( type-name)

index-expression : := integer
| identifier

lvalue-expression : := identifier
| identifier [ index-expression]
| identifier -> identifier

term : := lvalue-expression
| integer
| NULL

rvalue-expression : := term
| term+ term
| term - term
| any

boolean-expression : := term== term
| term != term
| term<= term
| term>= term
| term< term
| term> term
| any
| ! boolean-expression
| boolean-expression&& boolean-expression
| boolean-expression|| boolean-expression
| ( boolean-expression)

FIGURE 7.3 – Expressions
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Lorsque ces conditions ne sont pas respectées,TOPICS le détecte et retourne alors un message d’er-
reur à l’utilisateur.TOPICS affichera un message d’erreur également lorsque le programme ne res-
pectera pas la syntaxe d’entrée ou bien des règles classiques de programmation, comme par exemple
lors de l’utilisation de variables non déclarées. Notons que TOPICS ne réalise pas de vérification
de typage, et l’on suppose que le programme donné en entrée est correct à ce niveau là. Ceci dit un
utilisateur peut vérifier ce point en utilisant un compilateur pour le C.

typedef struct List {
struct List *next;

}* Liste;

void main(){
Liste y,z;
y=NULL;
while(any){
z=malloc(sizeof(struct List));
z->next=y;
y=z;

}
y=reverse(z);

}

Liste reverse(Liste x){
Liste u,v;
u=NULL;
while(!(x==NULL)){
v=x;
x=x->next;
v->next=u;
u=v;

}
return u;

}

FIGURE 7.4 – Un programme C dans la syntaxe deTOPICS

Exemple 7.1 La figure 7.4 donne un exemple de programmes écrit dans la syntaxe deTOPICS . Le
symboleany est ici utilisé dans la boucle pour créer des listes de taillequelconque, ainsi la boucle
pourra être prise un nombre indéterminé de fois. Après avoircréé une liste de taille quelconque, la
fonctionmain appelle la fonctionreverse sur cette liste.

Étant donné qu’il peut y avoir plusieurs fonctions dans un programme donné en entrée deTOPICS ,
l’utilisateur doit spécifier quelle est la fonction qu’il souhaite analyser. Ainsi pour le programme
présenté à la figure 7.4, l’utilisateur pourra choisir d’analyser la fonctionreverse ou bien la fonction
main.
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7.2.2 Syntaxe pour les configurations initiales

La fonction donnée en entrée deTOPICS peut avoir des arguments, c’est pourquoi l’utilisateur doit
décrire la configuration initiale du programme. La syntaxe du langage permettant de décrire les confi-
gurations initiales est donnée par la figure 7.5. Avec ce langage, l’utilisateur a la possibilité de donner
les valeurs initiales des différents pointeurs, tableaux et entiers du programme. Il peut également utili-
ser des compteurs dont la valeur est implicitement strictement positive. Pour décrire le graphe initial,
l’utilisateur déclare des noeuds ou des noeuds abstraits qui sont étiquetés par des compteurs. Ces
compteurs ont alors le même rôle que dans les formes mémoire (à savoir qu’un noeud abstrait éti-
queté park, correspond à une succession dek noeuds). Il peut ensuite décrire des contraintes sur ces
compteurs en disant que les valeurs de deux compteurs sont égales ou que la valeur d’un compteur
est strictement plus grande qu’un entier. En ce qui concerneles tableaux, il peut dire quelle est la
taille d’un tableau et définir ces éléments. Dans le cas des tableaux d’entiers, l’utilisateur peut aussi
utiliser des compteurs, si il souhaite spécifier que la valeur d’un élément est n’importe quelle valeur
strictement positive. De la même façon, l’utilisateur peutassocier un compteur à une variable entière.
Grâce à ces compteurs, l’utilisateur peut vérifier des programmes de façon paramétrée.

Exemple 7.2 Par exemple, pour décrire que la variable de pointeursx pointe vers une liste de taille
quelconque paire terminant sur l’adresseNULL, nous utiliserons la description suivante :

counter k;
abstract node n[k];
abstract node n2[k];
pointer x->n;
succ n=n2;
succ n2=NULL;

Et pour décrire une configuration initiale dans laquelle le tableaut est de taille3, dont chacun des
éléments est un entier quelconque strictement supérieur à sa position dans le tableau, nous pouvons
utiliser le fichier de configuration initiale suivant :

counter k0;
counter k1;
counter k2;
int tab size t=3;
value t[0]=k0;
value t[1]=k1;
value t[2]=k2;
constraint k0>0;
constraint k1>1;
constraint k2>2;

Si le fichier de configuration initiale utilise des variablesd’entiers, de tableaux ou de pointeurs qui ne
sont pas des variables du programme donné en entrée,TOPICS affichera un message d’erreur. Cela
arrivera également si le graphe pour décrire le tas mémoire contient des noeuds non accessibles par
une variable, ou si des indices utilisés dans un tableau sontplus grands que la taille du tableau.
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7.2. Syntaxe d’entrée

configuration : :=
{

description
}∗

description : := counter-declaration
| node-delaration
| abstract-node-declaration
| succ-declaration
| pointer-declaration
| tab-int-declaration
| tab-list-declaration
| tab-declaration
| value-declaration
| constraint-declaration

counter-declaration : := counter identifier ;
node-delaration : := node identifier ;

abstract-node-declaration : := abstract node identifier [ identifier ] ;
succ-declaration : := succidentifier= identifier ;

| succidentifier= NULL ;
pointer-declaration : := pointer identifier -> identifier ;

| pointer identifier -> NULL ;
tab-int-declaration : := int tab sizeidentifier= integer ;
tab-list-declaration : := list tab sizeidentifier= integer ;

tab-declaration : := tab identifier= identifier ;
value-declaration : := value identifier [ integer] = identifier ;

| value identifier [ integer] = integer ;
| value identifier [ integer] = NULL ;
| value identifier= identifier ;
| value identifier= integer ;

constraint-declaration : := constraint identifier> integer ;
| constraint identifier= identifier ;

FIGURE 7.5 – Syntaxe deTOPICS pour la configuration initiale
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7.3 Fonctionnement

À partir d’un programme écrit dans le fragment syntaxique duC défini auparavant, du nom d’une
fonction du programme à analyser et d’un fichier de configuration initiale,TOPICS réalise les opéra-
tions suivantes :

1. Il construit le graphe de flots de contrôle de la fonction donnée en entrée en insérant les graphes
de flots de contrôle des différentes fonctions appelées. Comme il n’y a pas d’appel de fonctions
récursives, cette opération est possible. On obtient alorsun système à pointeurs étendu avec des
actions sur les entiers et des actions sur les tableaux.TOPICS produit de plus une représenta-
tion de ce système à pointeurs étendu au formatdot de façon à permettre à l’utilisateur de le
visualiser.

2. À partir du fichier de configuration initiale,TOPICS construit une forme mémoire et une for-
mule de Presburger représentant l’ensemble des configurations initiales du système à pointeurs
étendu.

3. En utilisant l’algorithme de traduction présenté au chapitre 5,TOPICS construit un système à
compteurs, qui nous le rappelons est bisimilaire au systèmeà pointeurs donné. Il produit alors
un fichier au formatdot qui permet de visualiser le système à compteurs obtenu ainsique les
formes mémoire associées à chaque état de contrôle. Il produit aussi des fichiers au format de
FAST et d’ASPIC . Le système à compteurs obtenu peut avoir quatre états de contrôle spéciaux :

(a) l’étatSegF qui est accessible si le programme initialisé réalise une erreur de segmenta-
tion,

(b) l’étatMemL qui est accessible si le programme initialisé réalise une fuite mémoire,

(c) l’étatOOBound qui est accessible si le programme initialisé réalise un débordement d’in-
dices sur un tableau,

(d) l’étatUndef qui est accessible si le programme initialisé teste des variables dont la valeur
n’a pas été définie auparavant.

Les fichiers au format deFAST et d’ASPIC contiennent alors une propriété à vérifier qui
consiste à savoir si ces états sont accessibles à partir de l’ensemble de configurations initiales
donné en entrée.

Comme nous l’avons signalé au chapitre 5, l’analyse du programme fourni en entrée deTOPICS se
fait en deux phases, car après la traduction, on peut déjà obtenir des informations. En effet, si un des
états spéciaux décrits précédemment n’est pas présent dansle système à compteurs produit alors on
sait que l’erreur à laquelle il correspond ne sera pas réalisée. Par exemple, si l’étatSegF n’existe
pas dans le système à compteurs, alors le programme ne réalise pas d’erreur de segmentation. En
revanche, si un état correspondant à une erreur est présent,il est nécessaire de lancer l’analyse du
système à compteurs pour vérifier si cet état est accessible ou non. Finalement remarquons que la
traduction présentée au chapitre 5 ne mentionne pas commenttraiter les opérations sur des entiers ou
sur des tableaux. En ce qui concerne les opérations sur les variables entières, la traduction implantée ne
fait que les insérer directement dans le système à compteursproduit. Pour l’instant, les opérations sur
les tableaux sont quant à elles traduites en considérant chaque élément du tableau comme une variable,
ce qui est possible car les tableaux ont une taille fixe connue. Notons que cette méthode permettant de
traiter les tableaux n’est pas efficace car elle peut générerun grand nombre de variables.

Exemple 7.3 La figure 7.6 montre le système à pointeurs étendu obtenu avecTOPICS à partir de
la fonctionmain du programme donné à la figure 7.4. Cette représentation graphique a été générée
grâce à l’outilGRAPHVIZ .
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7.4 Résultats expérimentaux

Le tableau de la figure 7.8 donne les résultats expérimentauxque nous avons eu pour des programmes
classiques manipulant des listes simplement chaînées. Cesdifférentes études de cas sont disponibles
à l’adresse :
http://www.lsv.ens-cachan.fr/~sangnier/TOPICS/

Pour réaliser l’analyse des systèmes à compteurs avecFAST , nous avons utilisé le pluginLASH . Il
s’avère que dans la plupart des cas, le calcul avecASPIC est plus rapide qu’avecFAST , ceci car
ASPIC calcule une surapproximation de l’ensemble d’accessibilité, alors queFAST calcule cet en-
semble de façon exacte. Remarquons que l’utilisation de cesdeux outils est assez complémentaire,
car dans certains casFAST prend trop de temps (ou ne termine pas) pour réaliser le calcul, comme
c’est le cas par exemple avec le programmemerge, mais dans d’autres casASPIC n’est pas capable
de dire si un des états d’erreur est accessible ou non, comme avec le programmedoubleFree, pour
lequel il ne peut pas dire si l’étatSegF est accessible. Finalement remarquons que l’une des princi-
pales difficultés posées par la traduction est qu’elle peut produire des systèmes à compteurs avec un
grand nombre d’états de contrôle. Ceci car le nombre de formes mémoire (que l’on trouve dans les
états de contrôle) est borné, mais par une fonction exponentielle dans le nombre de variables (cf. pro-
position 4.12). Toutefois, bon nombre de ces états de contrôle ne sont pas accessibles dans le système
à compteurs, une solution pour améliorer le fonctionnementdeTOPICS pourrait donc être d’essayer
de diminuer ce nombre d’états de contrôle avant d’analyser les systèmes à compteurs avecFAST ou
ASPIC .

Parmi les études de cas réalisées, le cas du programmedoubleFree est particulièrement intéressant
car la vérification de ce programme utilise pleinement le fait que l’on puisse exprimer des propriétés
sur la taille des listes. Ce programme est donné à la figure 7.7. Nous remarquons que ce programme
réalise une erreur de segmentation si on lui donne en entrée une liste acyclique de taille quelconque
pointée parx. Ceci est dû au fait qu’à chaque itération, on libère le noeudpointé parx et son succes-
seur en ne testant qu’une seule fois six pointe ou non vers le noeudNULL. Toutefois, si l’on considère
des listes de taille paire en entrée, ce programme ne réalisepas d’erreur. Nous avons pu vérifier cette
propriété avecTOPICS .

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’outilTOPICS implantant la traduction des systèmes à poin-
teurs vers les systèmes à compteurs présentée au chapitre 5.Cet outil nous a permis de constater que
les résultats théoriques présentés permettaient effectivement de vérifier des programmes manipulant
des listes simplement chaînées. Toutefois l’implantationpeut encore être améliorée de façon à pouvoir
traiter des programmes de plus grande taille.
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0

1

2

True? y := NULL

3

True? SKIP

4

True? SKIP

7

True? x := z

5

True? z := malloc

6

True? z->next := y

True? y := z

8

True? u := NULL

9

NOT (NOT ((x = NULL)))? SKIP

10

NOT ((x = NULL))? SKIP

True? y := u

11

True? v := x

12

True? x := x->next

13

True? v->next := u

True? u := v

FIGURE 7.6 – Système à pointeurs étendu pour la fonctionmain de la figure 7.4
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typedef struct List {
struct List *next;

}* Liste;

void doubleFree(Liste x){
Liste y;
while(x!=NULL){
y=x;
x=x->next;
free(y);
y=x;
x=x->next;
free(y);

}
}

FIGURE 7.7 – Le programmedoubleFree
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Etude Nb. états du Nb. états du Résultats Résultats Résultats
de cas système à système à après traduction ASPIC FAST

pointeurs étendu compteurs

create 7 14 No SegF No MemL No MemL
No Undef

No OOBound

insert 19 44 No SegF No MemL
No Undef

No OOBound

reverse 8 19 No SegF No MemL No MemL
No Undef

No OOBound

deleteAll 5 8 No SegF No MemL No MemL
No Undef

No OOBound

merge 20 532 No OOBound No SegF
No Undef No MemL

mainReverse 14 45 No SegF No MemL
No OOBound

doubleFree 8 15 No OOBound No MemL No MemL
No Undef SegF

doubleFree 7 15 No OOBound No MemL No MemL
listes paires No Undef No SegF

FIGURE 7.8 – Résultats obtenus avecTOPICS
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Bilan

Dans cette thèse, nous avons étudié le problème de la vérification pour deux classes de systèmes in-
finis, les systèmes à compteurs et les systèmes à pointeurs. Pour chacune de ces classes de systèmes,
nous avons dans un premier temps proposé des méthodes pour résoudre des problèmes d’accessibilité
symboliques. Nous avons ensuite défini des logiques temporelles pour décrire les exécutions de ces
systèmes et permettant en particulier de parler de l’évolution des configurations. Nous avons alors
étudié la décidabilité de problèmes de model-checking pources logiques temporelles.

En ce qui concerne les systèmes à compteurs, nous avons définiune nouvelle classe de systèmes
ayant un ensemble de configurations accessibles effectivement définissables dans l’arithmétique de
Presburger. Cette propriété est particulièrement intéressante car elle permet d’obtenir des algorithmes
pour résoudre le problèmes d’accessibilité symbolique. Cette classe étend la classe des machines
à compteursreversal-bornées introduites par Ibarra dans [Iba78]. Nous avons également étudié le
problème de savoir si l’on pouvait décider si une machine à compteurs appartenait ou non à cette
classe et nous avons vu que ce problème est en général indécidable sauf si la machine à compteurs
considérée est un SAVE (ou un réseau de Petri), c’est-à-direune machine dans laquelle on ne peut pas
tester si la valeur d’un compteur est égale à une constante.
Nous avons ensuite étudié le model-checking d’automates à un compteur avec des formules de lo-
giques pour les mots de données. Nous avons considéré deux logiques, la logique temporelle linéaire
avec registres et la logique du premier ordre sur les mots de données. De récents travaux étudiaient
principalement des problèmes de satisfiabilité pour ces logiques, et à notre connaissance c’est la pre-
mière fois que ces logiques sont utilisées pour spécifier lesexécutions d’un modèle opérationnel. Nous
nous sommes restreint au cadre des automates à un compteur car ces logiques permettent d’exprimer
des propriétés indécidables sur les machines à deux compteurs, en particulier l’accessibilité d’un état
de contrôle. Bien que les automates à un compteur soient un modèle très simple, nous avons vu que
dans le cas général le problème de model-checking de ces logiques est indécidable, mais qu’il devient
décidable pour des automates à un compteur déterministes.

Les systèmes à pointeurs que nous avons introduits dans la deuxième partie de cette thèse servent à
modéliser des programmes manipulant des listes simplementchaînées. Nous avons défini pour ces
systèmes une représentation symbolique permettant de décrire des propriétés paramétrées sur des pro-
grammes. Par exemple, nous pouvons exprimer le fait qu’un programme ne réalise pas d’erreur de
segmentation quelle que soit la taille de la liste simplement chaînée donnée en entrée. Nous avons
présenté une méthode pour analyser ces systèmes en les traduisant vers un système à compteurs bi-
similaire. Grâce à cela, nous pouvons réutiliser les algorithmes et les outils permettant d’analyser les
systèmes à compteurs pour vérifier le bon fonctionnement de programmes avec listes.
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Nous avons ensuite étudié la décidabilité de problèmes d’accessibilité et de model-checking de for-
mules de logiques temporelles pour ces systèmes. Il s’avèreque même dans le cas très simple de
systèmes à pointeurs plats sans mise à jour destructive, le problème d’accessibilité d’une erreur de seg-
mentation est indécidable, mais devient décidable si nous supposons que les configurations initiales
sont acycliques. Nous avons ainsi pu constaté qu’il était ardu de trouver une sous-classe intéressante
de systèmes à pointeurs pour laquelle les problèmes d’accessibilité sont décidables.

Pour finir, nous avons décrit le fonctionnement de l’outilTOPICS qui implante l’algorithme de tra-
duction des systèmes à pointeurs vers des systèmes à compteurs. Cet outil nous a permis de constater
sur des exemples de taille raisonnable que cette méthode permet effectivement de vérifier des pro-
grammes manipulant dynamiquement la mémoire. Toutefois pour pouvoir traiter des exemples de
plus grande taille, il faudrait développer des méthodes permettant de réduire la taille du système à
compteurs produit.

Perspectives

Comme cela apparaît dans les conclusions des différents chapitres, cette thèse ouvre la voie à de nom-
breuses directions de recherche.

Nous avons vu au deuxième chapitre que l’algorithme implanté dans l’outilFAST permet de calculer
l’ensemble d’accessibilité d’une machine à compteursreversal-bornée, mais il pourrait être intéres-
sant de développer un outil spécifique permettant l’analysede ces machines. Cet outil pourrait comme
FAST analyser également des machines à compteurs qui ne sont pas nécessairementreversal-bornées
en calculant les ensembles d’accessibilité de sous-systèmesreversal-bornés. De plus, un tel outil pour-
rait aussi être utilisé pour calculer la formule de Presburger correspondant à l’image de Parikh de
langages réguliers. En effet, si dans un automate fini on ajoute des compteurs comptant le nombre de
lettres lues, on obtient une machine à compteursreversal-bornée.

Une autre direction possible concerne l’étude de problèmesde model-checking de logiques sur les
mots de données en considérant d’autres modèles que les automates à un compteur. En particulier, le
problème du model-checking de la logique LTL avec registressur des machines à compteursrever-
sal-bornées reste ouvert.

En ce qui concerne l’analyse de systèmes à pointeurs, une direction possible de recherche consiste à
développer une méthode similaire de traduction vers des systèmes à compteurs pour des programmes
utilisant des structures de données plus complexes que des listes simplement chaînées comme par
exemple des listes doublement chaînées. Cette méthode pourrait ensuite être également utilisée par
TOPICS .

Finalement, une perspective plus générale de recherche dans le cadre du model-checking de systèmes
infinis pourrait être d’étendre la classe des systèmes à compteurs en leur ajoutant des formalismes
pris dans d’autres modèles. Cela permettrait de voir si les classes décidables de systèmes à compteurs
peuvent être étendues tout en gardant la décidabilité. Deuxclasses de systèmes semblent particulière-
ment intéressantes, la classe des systèmes à compteurs temporisés [BFS08] qui correspondent à des
systèmes à compteurs munis d’horloges, et la classe des systèmes à compteurs probabilistes, dans
lesquels des probabilités sont utilisées pour modéliser lachance qu’une transition a d’être franchise.
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