Préparation a ’agrégation

Grammaires algébriques

Exercice 1 (Exemples de langages algébriques)
Construire des grammaires pour les langages suivants :
- Ly ={a"b" | n >0}

= Ly ={w e {a,b}" | [wla = |wls}

Ly = {a™b" | n # p}

— L, = {mots bien parenthésés}, le langage de Dyck

Ly = {wew' | w, w' € {a,b}* et |w| = |w'|}

Exercice 2 (Simplification de grammaires)

Soit G = (V, X, S, R) une grammaire algébrique de langage associé non vide.

— @ est dite réduite si aucune variable de V' n’engendre un langage vide et si toutes les
variables de V' peuvent étre atteintes a partir de S.

— @ est dite propre si elle ne contient aucune regle de la forme X — cou X — Y (X
et Y sont des non-terminaux).

1. Montrer que pour toute grammaire algébrique G, il existe une grammaire algé-
brique G’ réduite engendrant le méme langage que G.

2. Construire une grammaire réduite équivalente a la grammaire suivante :
S— AB|a

A—a

3. Montrer que pour toute grammaire algébrique G n’engendrant pas le mot vide, il
existe une grammaire algébrique propre et réduite G’ engendrant le méme langage.

4. Donner une grammaire propre et réduite équivalente a la grammaire suivante :

S —YY |bBWTY
T —b|Wa

Y — WW | Tb
W —c¢e|aS

Exercice 3 (Forme normale de Chomsky)

Une grammaire algébrique G = (V,%, S, R) de langage associé non vide est dite sous
forme normale de Chomsky si toutes les productions de R sont de la forme X — Y Z ou
X —a.

1. Soit G une grammaire algébrique propre. Montrer qu’il est possible de transfor-
mer G en une grammaire (G; engendrant le méme langage que G et telle que
toutes les regles de GGy sont de l'une des deux formes suivantes : X — a et
X — X;...X,,,n>2o0ou X, X;...X, sont des non-terminaux et a est un ter-
minal.
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2.

3.

En déduire que toute grammaire algébrique n’engendrant pas le mot vide peut
étre transformée en une grammaire algébrique sous forme normale de Chomsky
engendrant le méme langage.

Mettre la grammaire suivante sous forme normale de Chomsky :
S — bA|aB

A—bAA|aS |a
B — aBB | bS | b

Exercice 4 (Forme normale de Greibach)

Une grammaire algébrique G = (V, 3, S, R) de langage associé non vide est dite sous
forme normale de Greibach si toutes les productions de R sont de la forme X — a«a avec
aceXetac (VUX)™

1.

4.

5.

Soit G une grammaire algébrique, X — Y« une regle de R et soit

Y —Bi| | Bm

I'ensemble des regles de R ayant Y comme membre de gauche. Vérifier que la
grammaire GG’ obtenue en remplacant la regle X — Y« par les regles X — [«
(pour 1 < i < m) engendre le méme langage que G.

Soit G une grammaire algébrique propre, X — Xa; | --- | X, 'ensemble des
regles de R ayant X comme membre gauche et X comme symbole le plus a gauche
dans les membres droits, X — f3; | - -- | (s le reste des regles de R ayant X comme
membre gauche. Montrer que la grammaire GG’ obtenue en ajoutant une variable
Z et en remplacant 'ensemble des régles ayant X comme membre gauche par les
regles

X%51Z|~--55Z|51""‘5s

Z—oZ|...onZ|oq]| | a

engendre le méme langage que G.

. On considere une grammaire algébrique G = (V, X, S, R), propre et réduite. On

suppose que V = {X; ... X,,} et S = X;. Montrer que I'on peut construire une suite
(Gk)o<k<n de grammaires engendrant le méme langage que G telles que Gy = G et
pour tout 0 < k < n, Gy a pour ensemble de non-terminaux V, = V U{Z; ... Z;}
et vérifie : pour tout 1 < i < k, X; — ~ implique v commence par un terminal ou
par X; avec j > 1.

En déduire qu’on peut obtenir a partir de (7, une grammaire algébrique sous forme
normale de Greibach engendrant le méme langage que G.

Mettre la grammaire suivante sous forme normale de Greibach :
Ay — Ay As
AQ — AgAl | b
A3 — A1A2 | a




