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TD 6

Exercice 1. Prouvez que pour tout environnement p, il n’existe pas d’environnement p’ tel que
ptwhileldo skip = p'.
Exercice 2. Etant donnés deux programmes c1, ¢, on dit que ¢ et co sont équivalents, noté
¢1 ~ ¢y ssi pour tout environnements p, o/, (o1 = p') & (pk e = p')

1. Montrer que while e do ¢ ~ if e then (¢; while e do ¢) else skip

2. Quels sont les programmes équivalents 4 while 1 do skip?
Exercice 3. L’un des objectifs des cours suivants sera d’introduire les outils mathématiques
nécessaires pour pouvoir définir une sémantique dénotationnelle de IMP : [c]p = p’, ce qui
signifie que lexécution du programme c¢ dans l’environnement p méne & l'environnement p’.

Cette écriture < fonctionnelle » suggere que I'environnement p’ est entierement déterminé par ¢
et p (bien slr, puisque nos programmes sont <« déterministes ).

1. Montrer cette propriété pour la sémantique opérationnelle : pour tout c, p, p1, p2, si p =
c= p1 et pc= pyalors p; = po.

2. On considere le langage non déterministe donné par la syntaxe suivante :
cu:=skip|z:=e|¢c| if e then c else ¢ |whileedoc|cVe

ou l'instruction ¢ V ¢o signifie < exécute ¢ ou exécute co, de maniére non déterministe >.
Proposez une sémantique opérationnelle de ce langage.

Exercice 4. En cours, vous avez apergu la distinction entre sémantique dénotationnelle et

sémantique opérationnelle des programmes IMP. Cependant, vous n’avez utilisé qu’une sémantique
dénotationnelle des expressions arithmétiques (rappelée ci dessous). Dans cet exercice, on s’étudie

le cas de deux extensions des opérations arithmétiques :

1. On étend nos expressions arithmétiques par la syntaxe suivante :
ex=x|nlete| el fle)
Pour interpréter le symbole f , on suppose disposer d’une fonction partielle f des entiers

dans les entiers.

(a) Donnez une sémantique opérationnelle & grands pas (inspirez vous de celle pour IMP,
vue en cours et rappelée en figure 1) pour ces expressions.

(b) Etendez la sémantique dénotationnelle vue en cours pour ces expressions.
(¢) Montrez ’équivalence des deux sémantiques.

(d) Quelle différence essentielle rend la sémantique dénotationnelle pour les expressions
arithmétiques beaucoup plus simple que celle pour les programmes ?

2. Expressions arithmétiques avec effets de bords : on étend nos expressions arithmétiques
par la syntaxe suivante :

ex=x|n|ete| —el|cresultise

Intuitivement, pour évaluer 'expression ¢ resultis e, on évalue d’abord la commande ¢
b b) )
puis on évalue e dans ’environnement obtenu.
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FIGURE 1 — La sémantique opérationnelle & grands pas de IMP.

(a) Donnez des sémantiques opérationnelle et dénotationnelle pour ces expressions (on
supposera disposer d’une sémantique pour les programmes c).

(b) Comment s’évalue le terme ((z := = + 1) resultis z) + ((y := = + z) resultis y)
dans l'environnement p = [z — 3.

(¢) Vous comprenez désormais les horreurs que permet d’écrire le C : T[i++] = i++.

Exercice 5. Dans cet exercice, on s’intéresse a la sémantique opérationnelle a petits pas de IMP,
rappelée en figure 2.

1. Progres : Montrez que les états terminaux, c’est & dire les couples (C, p) tels que pour
tous couples (C’, p'), (C,p) 4 (C',p’), sont exactement les couples de la forme (e, p).

2. Déterminisme : Montrez que pour tout état (C, p), il existe au plus un état (C’, p’) tel que
(C,p) = (C",p").

3. Non Terminaison : Donnez un exemple de programme c tel que pour tout environnement
p et pour tout état final (g, p'), (c-&,p) A* (g, p).

(2= e C,p) = (C, pl =+ [elo]) 1)
(skip- C,p) = (C,p) 2)

(c1;62-C,p) = (c1-¢c2-C,p) (3)

(if e then ¢; else co - C,p) — (c1 - C,p) sife]p #0 (4)
(if e then ¢; else ¢co - C,p) = (ca - C,p) sife]p=0 (5)
(while edo ¢-C,p) — (c¢-whileedoc-C,p) sife]p#0 (6)

(while edo c-C,p) = (C,p) sifelp=0 (7)

FIGURE 2 — La sémantique opérationnelle & petits pas de IMP.

Exercice 6. On s’intéresse a une sémantique opérationnelle des expressions arithmétiques dite
& petits pas (cf. figure 3).
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FIGURE 3 — Sémantique opérationnelle & petits pas des expressions arithmétiques.

1. Donnez une preuve que ((z 4 (~y)) + 2, plz = 3,y > 1]) —,, 4.
2. Montrez que les regles ont les propriétés suivantes :

(a) Progres : les états terminaux (ceux pour lesquels aucune régle ne s’appliquent) sont
de la forme (1, p) ol n est un entier.

(b) Déterminisme : étant donné une expression e et un environnement p, il existe au plus
un couple (¢/, p’) tel que (e, p) —pp (€', 0')



