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TD 9

Exercice 1. On considere le langage {*, e}* équipé de la sémantique & petits pas suivante :

X*xeY XY sidn>0.X=x%"
XexY - XY sidn>0.X ="
1. Montrez que cette sémantique est déterministe, i.e. si A — B et A — B’ alors B = B’.

2. On considere le DCPO (non pointé) {0,1} équipé de lordre discret (< plat »), et on se
donne la sémantique définie par :

[e]> =0;
[[aX]]g =1- [[X]]Q a < {*7.}

Montrez que cette sémantique est correcte par rapport a la sémantique a petits pas.

3. Méme question pour le DCPO (non pointé) des entiers relatifs équipés de 'ordre plat et
la sémantique suivante :

[e]lz =0
[«X]z =1+ [X]z
[eX]z = -1+ [X]z
4. On se donne la notion d’équivalence observationnelle suivante :
A ~ B lorsque pour tout contexte C[.], C[A] =* € ssi C[B] =* e.

Montrez qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. Les deux sémantiques dénotationnelles
ci-dessus sont-elles completement abstraites pour cette équivalence observationnelle 7

Exercice 2. On considere le langage IMP défini par la grammaire

ex=z|0]|1|et+e| —e|lexe (expressions)
bu=e=e|b|bAD (conditions)
cu=skip | z:=e| ¢;c | if b then c else ¢ fi | while b do ¢ (instructions)

ol x est une variable de programme, et la logique FO[0, 1, 4+, x| (une variante de I’arithmétique
de ROBINSON) définie par la grammaire

tu=eli (termes logiques)

pu=t=t|-p|eAp|Jip (formules logiques)

ou ¢ est une variable logique a valeur entiere.

1. La grammaire ci-dessus étend légerement le langage IMP vu en cours, en permettant d’uti-
liser des conditions d’instructions conditionnelles if ou d’instructions d’itération while.
On étend de ce fait la sémantique dénotationnelle des expressions pour traiter les condi-
tions :

0 sifei]p# [edp

[er = e2]p = {1 Sinon ;o [Pblp=1—[blp; [br Ab2]p=[b1]p x [b]p.
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Par ailleurs, il nous faut une sémantique pour les formules logiques. On définit pour une
interprétation p € Fnv la relation de satisfaction p = ¢ comme attendue :

pEL =1 st [talp = [t2]p;

pE-¢ sip e

pEGANY sipEpetpEY;

pE Jip si p | [i := n] pour un certain n .

Syntaxiquement, une expression e de IMP est aussi un terme logique, et par suite une
condition b de IMP est aussi une formule logique. Montrer que les deux sémantiques sont
équivalentes : pour toute condition b et tout environnement p, [b]p # 0 si et seulement si

pED.
2. On reprend la sémantique dénotationelle de IMP [¢] : Env — Env, vue en en cours :

[z :=e]p = plx — [elp] ;
[skip]p = p;

Bt sifelo =L,
ersealy {thh)ﬁmm

eilp st [blp 0.

[if b then ¢ else ¢, fi]p = .
[c2]p sinon;

[while b do c]p = lp(Fp.)(p),

ou Fy . : [Env — Env, ] — [Env — Env | est définie par :

P si [b]p=0,
Fype(f)(p) = L si [blp # 0 et [e]p =L,
f([c]p) sinon.

On appelle triplet de HOARE un triplet {¢} ¢ {¢»}. On dit qu’un triplet de HOARE
{¢} ¢ {¥} est valide, noté = {¢} ¢ {¥}, si pour tout p,

(plEeAlep# L) =lcp =14
On introduit les regles de déduction suivantes :

{onbh i {v}  {oA-b} e {4}
{o} skip {¢} {olz :=e]} z:=e {4} {p} if b then ¢, else c; fi {y}

Fe=¢  {¢}c{y} ' =
{¢} c {v}

Montrez que ce systeme de déduction est correct : tout triplet de HOARE prouvable est
valide.

3. Proposez une regle pour le while et la composition séquentielle, et étendez le résultat de
la question précédente au nouveau systeme.
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A Taide de ce systeme de preuve, donnez une preuve du triplet de HOARE
{t=0Ay=0A2=0An>0}c{z=n’}

ou c est le programme while z <3ndo z:=243; y:=y+22—-3; x:=x4+y—z+1.

On appelle plus faible précondition libérale ’ensemble

wip(c, ) == {p € Env | [c](p) = L ou [¢](p) |= ¢} -

Montrez que pour tout programme c sans boucle while et toute formule ¢, il existe une
formule WLP(c, ¢) qui caractérise wip(c, ¢), c’est a dire que pour tout p, p = WLP(c, )
ssi p € wip(c, ).

On admet que on peut définir une formule WLP(¢, ¢) pour tout programme c. En déduire
que la logique de HOARE est compléte : si le triplet {¢} ¢ {1} est valide, alors il est
prouvable.

Indication : on pourra commencer par montrer que le triplet {WLP(c,¢)} ¢ {¢} est prou-
vable.

On suppose fixé un systéme de preuve S de triplets de HOARE tel que

— & est correct : tous les triplets de HOARE prouvables sont valides.

— &S est vérifiable : on peut décider, étant donné un arbre de preuve, si cet arbre de
preuve est une preuve dans S.

Montrez que S est incomplet.

8. Pourquoi la logique de HOARE est-elle malgré tout complete ?

9. On admet que la formule dont ’existence est admise en question 6 est de plus calculable.

10.

En déduire que le probleme :

— Entrée : une formule ¢

— Question : est-ce que @ est valide ?
n’est pas récursivement énumérable.

Prouvez la correction de ’exponentiation rapide.

Exercice 3. On étend le langage IMP avec deux nouvelles commandes break et continue. Un
programme est dit bien formé si toute occurence de break et continue est a l'intérieur d’un
while ; dans la suite, on suppose toujours les programmes bien formés.

On généralise la notion de triplet de HOARE & des triplets de la forme II - {¢} ¢ {¢} ot II
est une pile de paires (¢,1), et on remplace la régle du while par la régle suivante :

1.

2.

(p, ) - I+ {p Ab} ¢;continue {1} OA-bEY
I+ {¢} while b do ¢ {¢}

Proposez deux regles pour break et continue de sorte que 1’on puisse prouver le triplet
de HOARE suivant :

F{y >0} while y >0do if y =1 then break else y :=y—2fi {y=0VvVy=1}

On appelle continuation une fonction k : Env — Env, et on note K l’ensemble des
continuations. Proposez une nouvelle sémantique dénotationelle [¢] ¢ps : K X (K x K)* —
K qui a une continuation k et a une pile de paires de continuations 7 associe la continuation

[[C]] Cps(k7 77)-
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3. On veut maintenant montrer que la logique de HOARE définie en premiere question est
correcte. On introduit les définitions suivantes.

— Une continuation k est @-sire, noté safe(k, ), si pour tout environnement p, p = ¢
implique k(p) = L.

— Une pile de paires de continuation 7 = (k¢ 1,kp,1) ... (ke n,kpn) est sire pour une
pile de paire de formules II = (¢1,%1) . .. (¢¥n, ¥n), safe(rm, II), si pour tout i =1...n,
safe(ke s, pi) et safe(ky i, ;).

— un triplet de HOARE II F {¢} ¢ {¢} est valide si pour tout k,w, safe(k, 1) et safe(m, II)
impliquent safe([c]cps(k, ), @).

Montrez que la logique de HOARE définie a la question 1 est correcte.



