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TD 5. Modélisation et DPLL

Exercice 1. Au plus k parmi n, au moins k parmi n.
Cet exercice complete ’exercice 4 du TD n°4.

(a) Ecrire deux formules propositionnelles py et ¥, en CNF n’utilisant que les propositions Py, ..., P,
telles que :

i. une interprétation I satisfait la formule ¢ si et seulement si au moins k propositions parmi
Py, ..., P, sont satisfaites par I, et

ii. une interprétation I satisfait la formule v si et seulement si au plus k propositions parmi
Py, ..., P, sont satisfaites par I.
(b) Que modélise la formule propositionnelle ¢y A 1)y 7
(¢) Quelle est la taille de ¢y, en fonction de k et n?
(d) En plus des propositions P; pour 1 < j < n, on va utiliser des propositions < auxiliaires > Q; ;
pour 1 <i<ket1l<j<n. On varelier ces nouvelles propositions @; ; aux propositions P; par

ﬂdéf /\ Pj<:> \/ Qi,j

1<j<n 1<i<k

Ecrire une formule propositionnelle X}, utilisant uniquement les propositions @); ; telle quune in-
terprétation I satisfait exactement k propositions parmi Pi,..., P, si et seulement s’il existe une
interprétation partielle J des propositions Q; ; telle que IJ = 9 A x.
Indication. La formule xj va exprimer que la relation définie par les propositions @;; est une
fonction injective sous l'interprétation partielle J (pourquoi?)

(e) Quelle est la taille de xy, ?

Exercice 2. (DPLL a la main)
Nous rappellons que 'algorithme DPLL décide la satisfiabilité d’une formule en CNF par I'application
des regles suivantes a ’ensemble de ses clauses, en priorisant les regles (unit) et (pure) (car elles ne
demandent jamais un retour en arriére) avant de brancher avec (splitp) ou (split_p).

(unit) FU{{{}} —gpn F[T/1]

(pure) F —qpn F[T /4] ou ¢ € Pur(F)
(splitp) F —4pn F[T/P] ou P € fp(F)
(Sp“tﬁp) F —qp1 F[T/—!P] ou P € fp(F)

Appliquer l'algorithme DPLL & la formule :

Y= (PVQVR) A (PV-QV-R) A (PV—S)
A(—QV-RV-S) A (=PV-QVR) A (TVvU)
A (Tv=U) A @QvV-T) A (~RV-T)

Exercice 3. Principe des tiroirs

Le principe des tiroirs affirme que k pigeons peuvent étre mis dans n tiroirs, de maniere a ce que chaque
pigeon soit dans un tiroir distinct, si et seulement si k < n.



LO5

12 octobre 2020 TD 5

Pour k,n fixés, donner un ensemble de propositions qui permettent de modéliser le placement des
k pigeons dans les n tiroirs.

Donner une formule sous CNF modélisant le fait que chaque pigeon est dans au moins 'un des
tiroirs.

) Donner une formule sous CNF modélisant le fait chaque tiroir contient au plus un pigeon.

Utiliser I'algorithme DPLL pour montrer que 2 pigeons peuvent se répartir entre 2 tiroirs.

) (Bonus) Utiliser I’algorithme DPLL pour montrer que 3 pigeons ne peuvent pas se repartir entre 2

tiroirs.

Exercice 4. Modélisation par recouvrement exact et résolution par DPLL
Le probléme de recouvrement exact peut étre décrit abstraitement de la maniere suivante : étant donnée
une matrice de Os et de 1s, existe-t-il un ensemble de lignes contenant exactement un 1 dans chaque
colonne ?

(a)

(b)

—~
o

La matrice suivante a-t-elle un tel ensemble de lignes ?

001 0110
1001 0 0 1
0110010
10 01 0 0 O
01 00001
0001 101

Le premier intérét du probleme de recouvrement exact est qu’il est facile a coder dans SAT-CNF.
Etant donné un probléme de recouvrement exact, expliquer comment construire une formule en
CNF ¢ telle que les interprétations qui satisfont ¢ correspondent aux solutions du probleme de
recouvrement exact.

) Appliquer cette méthode & la matrice ci-dessus et appliquer DPLL & la CNF obtenue.

Le second intérét du probleme de recouvrement exact est qu’il permet d’encoder simplement un
grand nombre de problemes combinatoires naturels. Etant donnée une grille de Sudoku 9 x 9 a
résoudre, expliquer comment construire un probléme de recouvrement exact dont les solutions cor-
respondent a celles de la grille.
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