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LOGIQUE INFORMATIQUE iii

AvVANT-PROPOS

Ces notes de préparation a I’agrégation d’informatique portent sur le programme de tronc
commun de logique, qui est en fait le programme de logique des classes préparatoires fi-
liere scientifique en voie mathématiques, physique, informatique (MP2I/MPI) premiere et
deuxiéme années'. Ce programme comprend trois grandes parties :

(1) syntaxe des formules logiques,
(2) sémantique de vérité du calcul propositionnel,
(3) déduction naturelle.

Laliste de lecons de ’agrégation d’informatique * comporte une lecon en lien avec la logique,
centrée sur la partie 2 du programme ci-dessus :
28. Formules du calcul propositionnel : représentation, formes normales, satisfiabilité.
Applications.

Ces notes de préparation suivent globalement la structure du programme, ce qui est par-
fois atroce d’un point de vue pédagogique (introduire la logique du premier ordre avant
la sémantique de la logique propositionnelle...), mais me semble préférable dans le cadre
d’une préparation a 'agrégation, ou la connaissance du programme est un point d’évalua-
tion. On trouvera aussi dans ces notes quelques notions utiles au programme complémen-
taire de I'agrégation d’informatique pour les épreuves de fondements de I'informatique *;
enfin, quelques compléments clairement hors-programme sont indiqués par une astérisque
(et grisés dans la table des matiéres), tandis que des activités sur machine sont identifiées
par le pictogramme &J.

Ces notes de préparation ne remplacent pas une lecture approfondie d’ouvrages; en
particulier, I’épreuve d’oral de lecon nécessite de sélectionner des ouvrages sur lesquels
construire sa lecon et ses développements. Des renvois vers des ouvrages de logiques sont
systématiques dans ces notes, et identifiés dans la marge par le pictogramme W.

Une bonne ressource sur le programme de classes préparatoires MP2I/MPI en général est
le livre de Vincent BARRA intitulé Informatique MP2I/MPI et publié chez Ellipses en 2021;
le programme de logique des classes préparatoires y est traité dans la partie V (chapitres 17
et 18). Il est cependant nécessaire pour agrégation d’aller un peu au-dela du programme
de classes préparatoires (en particulier, tout ce qui explicitement mentionné comme « hors

1. https://cache.media.education.gouv.fr/file/SPE1-MEN-MESRI-4-2-2021/64/6/
spe777_annexe_1373646.pdf, section 6

2. https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe_21/32/4/
p2022_agreg ext_informatique_lecons_1422324.pdf

3. https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe_21/22/3/
p2022_agreg ext_informatique_ 1414223.pdf
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programme » en MP2I/MPI est au programme de ’agrégation). Je recommande particulie-
rement le livre de Jacques DuPARC (2015) pour débuter en logique (mais sans insister sur
les aspects informatiques). Pour aller plus loin, les livres de Jean GOUuBAULT-LARRECQ et Ian
MaAckIE (1997) et de René Davip, Karim Nour et Christophe RAFFALLI (2003) sont de bonnes
références générales.
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Partie 1

Syntaxe des formules logiques

Programme officiel. Le but de cette partie est de familiariser progressivement les étudiants avec la
différence entre syntaxe et sémantique d’une part et de donner le vocabulaire permettant de modéliser une
grande variété de situations (par exemple, satisfaction de contraintes, planification, diagnostic, vérification
de modéles, etc.). L’étude des quantificateurs est I'occasion de formaliser les notions de variables libres et
liées, et de portée, notions que I'on retrouve dans la pratique de la programmation.

Notions Commentaires

Variables propositionnelles, connec- Notations : =, V, A, =, <.

teurs logiques, arité.

Formules propositionnelles, définition  Les formules sont des données informatiques. On fait le lien
par induction, représentation comme entre les écritures d’une formule comme mot et les parcours
un arbre. Sous-formule. d’arbres.

Taille et hauteur d’une formule.

Quantificateurs universel et existen-

tiel.

Variables liées, variables libres, portée.

Substitution d’une variable. On ne souléve aucune difficulté technique sur la substitution.
L’unification est hors programme.

Mise en ceuvre On implémente uniquement les formules propositionnelles sous forme d’arbres.

Le programme de logique introduit la syntaxe de la logique propositionnelle puis les
quantificateurs universel et existentiel. S’agit-il ici de quantificateurs sur les propositions,
ce qui menerait a 'étude de QBF les formules booléennes quantifiées ? Le programme com-
plémentaire de fondements de I'informatique indique pour sa part que la logique du premier
ordre est au programme. Dans ces notes, nous allons donc plutét préparer le terrain pour
le programme complémentaire et introduire la syntaxe de la logique du premier ordre en
section 1 — la syntaxe dans le cas propositionnel sera rappelée en section 4.

Autre étrangeté du programme : seule la sémantique du fragment propositionnel est au
programme (voir partie 2); la sémantique de la logique du premier ordre n’est abordée qu’a
un niveau intuitif dans la partie 3 sur la déduction naturelle. A nouveau, et en guise de
préliminaire pour le programme complémentaire de fondements de I'informatique, dans ces
notes nous allons aussi définir la sémantique de la logique du premier ordre en section 2 —
la sémantique dans le cas propositionnel sera rappelée dans la section 5.

La notion de substitution de variable est 'objet d’une section a part (la section 3), puis-
qu’elle pose effectivement des difficultés techniques, et que le concept d’a-renommage sera
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aussi utile pour le programme de fondements de I'informatique sur le A-calcul. On y trouvera
aussi en sections 3.3 et 3.4 deux algorithmes d’unification.



LOGIQUE INFORMATIQUE 3

1. SYNTAXE
Résumé. Une du premier ordre L = (F,P) est constituée de symboles
de fonction f € F et de symboles de relation R € P. On associe une dans N a

chaque symbole et on note « F,, » I’ensemble des symboles de fonction d’arité n et
« Py, » I'ensemble des symboles de relation d’arité m ; une fonction d’arité zéro est
une et une relation d’arité zéro est une ou « variable proposi-
tionnelle ».

Fixons une signature L = (F,P) et un ensemble infini dénombrable de
X.L’ensemble T'(F, X) des sur F et X est 'ensemble des arbres de la
forme
7 ou f

NN

oux € X,neN, feF,etty,ts,...,t, sont des termes.

Une est un arbre de la forme

ou \Y ou dx
A A E Ab A
oum € N, R € Py, t1,to,...,tm € T(F,X),z € X et ¢ et 1) sont des formules.
Une formule de la forme « R(t1, 2, .. . 7tm) » est dite

Un terme sans variable est un et on note « T'(F) » pour 'ensemble
des termes clos sur F. Une variable  qui apparait dans une formule mais pas sous
un quantificateur 3z est dite ; sinon elle est /iée. On note « Libres(p) » pour
I’ensemble des variables libres de ¢ et « Liées(¢) » pour son ensemble de variables
liées. Une formule sans variable libre est dite

1.1. Signatures. On définit tout d’abord une signature du premier ordre (aussi appelée un
« langage du premier ordre ») comme une paire L = (F,P) formée de deux ensembles
dénombrables F de symboles de fonction et P # () de symboles de relation (aussi appelés

« symboles de prédicat »), avec F NP = {, et tous deux munis d’une fonction d’arité $ On peut aussi travailler avec
des signatures non

mFUP =N Onnote Fr, {f e F | r(f) =nletP, X {R P | r(R)=n}leurs genombrables, mais les preuves
nécessitent alors d’utiliser des
notions de théorie des ensembles
comme le lemme de ZORN.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Zorn

M (Durarc, 2015, sec. I11.10.3),
(DAvID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
sec. 1.2), (GOUBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, sec. 6.1),
(HARRISSON, 2009, sec. 3.1).

® La logique propositionnelle
(aussi appelée « calcul des
propositions ») de la partie 2 est
obtenue en posant F = () et

P = Po, et en interdisant la
quantification 3z. dans la
syntaxe des formules.

M (Durarc, 2015, sec. I11.10.6),
(GoUBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, def. 6.3)
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restrictions aux symboles d’arité n. Une fonction d’arité zéro est appelée une constante; une
relation d’arité zéro est appelée une proposition, aussi appelée « variable propositionnelle ».

1.2. Formules. Soit X un ensemble infini dénombrable de symboles de variables. Les for-
mules de la logique du premier ordre sur une signature L = (F,P) (aussi appelées « L-
formules ») sont définies par la syntaxe abstraite

tu=x | f(tr,. ,tm)
o= R(t1,...,tm)
pu=a | | eVe | Jre

oux € X,meN, feF,etR € P,,.Lensemble des termes sur X et F est aussi dénoté
T(F, X). Un littéral est une formule atomique o ou sa négation —a.

On peut ajouter d’autres opérateurs booléens a cette syntaxe minimale. Alternativement,
ces symboles peuvent étre définis dans la logique :

(p/\wg_\(_\(p\/_\w)
TYve.R(z,...,2)V-R(z,... )

(termes)
(formules atomiques)

(formules)

Voo ¥ —3z.-p ¢ =9 apvay

LT peoPEodAY =y

ou R est un symbole arbitraire de P (qui est supposé non vide).

Comme pour les formules propositionnelles, les formules de la logique du premier ordre
sont donc des arbres de syntaxe abstraite. Par exemple, la figure 1.1 décrit la formule du
buveur Jz.(B(x) — Vy.B(y)). On a matérialisé dans cette figure les liens (en pointillés
rouges) entre quantification et occurrences de chaque variable.

dz

Bl
_>

/\
B Yy
N
r B
{
Y

FiGURe 1.1. L’arbre de syntaxe abstraite de la formule du buveur
Jz.(B(z) — Yy.B(y)).

1.3. Variables libres et variables liées. L’ensemble Libres(t) des variables libres (« free
variables » en anglais) d’un terme ¢ est défini inductivement par

Libres(z) & {z} , tm)) & | Libres(t;) .

1<i<m

Libres(f(t1,. .-

Un terme ¢ sans variable libre (i.e. Libres(t) = ()) est dit clos; ’'ensemble des termes clos est

noté T'(F).
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Les ensembles Libres(p) des variables libres et Liées(ip) des variables liées (« bound va-
riables » en anglais) d’une formule ¢ sont définis inductivement par

Libres(R(t1,...,tm)) & U Libres(t;),  Liées(R(t1,...,tm)) 20,

1<i<m
Libres(—¢p) & Libres(y) , Liées(—p) & Lices(p) ,
Libres(¢ V 1) & Libres(¢) U Libres()) , Lies(p V 9) & Liées(p) U Liées(1)) ,
Libres(Jz.) & Libres(¢) \ {2}, Liées(Fz.0) & {2} U Liées(p) .

Une formule ¢ sans variable libre (c’est-a-dire telle que Libres(¢) = ) est dite close. Par
exemple, la formule 3z.(B(z) — Vy.B(y)) représentée dans la figure 1.1 est close. Si ¢
est le nom d’une formule qui n’est pas close, on note couramment « ©(x1, ..., 2,) » pour
expliciter que x1, ..., x, est une énumération des variables de Libres(y) = {x1,...,2,},
voir exemples 2.10 et 3.6 pour des exemples d’utilisation de cette notation.
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2. SEMANTIQUE

Résumé. Soit L = (F,P) une signature du premier ordre et B & {F V} I'en-
semble des , ou F désigne « faux » et V désigne « vrai ». Une

I d’une signature (F,P) est définie par un domaine D; non vide, d'une
fonction f1: D? — Dy pour tout f € F,, et tout n et d’une relation R/: D™ — B
pour tout R € Py, et tout m.

Etant donnée une I de L etune p: X — Dy desvariables,
—la d’un terme ¢ est un élément [t]/ € Dj et
—la d’une formule ¢ est une valeur de vérité [¢]/ € B.

Dans les deux cas, ces sémantiques ne dépendent que de la valuation des variables
libres de t et ¢ (propriété 2.6). On note « I, p = ¢ » si ﬂgo]]g =V.

Une formule est s’il existe une interprétation I et une valuation p telles
que I, p = ¢. Une interprétation I est un d’une formule ¢ (noté « I = ¢ »)
si pour toute valuation p, on a I, p = (. Une formule ¢ est une
d’un ensemble de formules S (noté « S' = ¢ ») si, pour toute interprétation I et pour
toute valuation p telles que I, p = v pour toute formule ¢ € S,ona l,p = .
Enfin, une formule ¢ est (noté « = ¢ ») si pour toute interprétation I et toute
valuation p,ona I, p = ¢.

Fixons L = (F,P) une signature du premier ordre. On note B & {F,V} pour I'ensemble
des valeurs de vérité (aussi appelé « algebre de BOOLE »), ou F désigne « faux » et V désigne
« vrai », muni des opérations non : B — Betou: B2 — B, définies parnonV = FouF =F
etnonF = VouV = VouF = FouV = V. Pour une famille (b;);cs de valeurs de
vérité b; € B indexée par un ensemble J, on définit aussi la disjonction distribuée par
Oujeyb; = Vsiet seulement s’il existe j € J tel que b; = V.

2.1. Interprétations. Les formules du premier ordre sont interprétées sur des structures
trés générales, utilisables pour modéliser des structures mathématiques (ordres, groupes,
corps, etc.) ou des structures relationnelles comme utilisées en bases de données.

Une interprétation I d’une signature L = (F,P) (aussi appelée une « L-structure »)
est constituée d’un ensemble D; # (), appelé son domaine ou son support, d’une fonction

ft D;(f) — Dy pour chaque f € F, et d’une relation R’: D;(R) — B pour chaque R € P.
Une telle interprétation est notée I = (D, (f!)ser, (R')grep); dans le cas ot =T est
I’égalité sur Dy, on I'omet dans cette notation.

R (Davip, NOUR et RAFFALLI,
2003, sec. 2.2),
(GoUBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, sec. 6.2),
(HARRISSON, 2009, sec. 3.3).

M (Durarc, 2015, sec. II1.11.1)

A Lensemble des formules
valides change si I'on permet un
domaine vide.

® En théorie des modéles et en
théorie des modéles

finis (CHANG et KEISLER, 1990;
EBBINGHAUS, FLUuM et THOMAS,
1994 ; LIBKIN, 2004), le symbole
d’égalité est toujours présent et
interprété comme I’égalité

sur Dy ; on appelle de telles
interprétations des
interprétations normales.



LOGIQUE INFORMATIQUE

Exemple 2.1 (interprétations propositionnelles). Posons F & () et P & {P(©) Q©)} on
les exposants « () » indiquent des symboles d’arité 0. Dans cette signature, il n’y a pas de
symbole de fonction, et il y a deux symboles de relation P et (), tous deux d’arité 0. Une
interprétation possible pour cette signature est I de domaine D; % {e} avec P! & V et

Q' F.

Exemple 2.2 (ordres). Posons F & () et P & {<(2) =(2)}, Dans cette signature, il n’y a
pas de symboles de fonction, et il y a deux symboles de relation d’arité 2. Une interpré-
tation I = (Q, <) pour cette signature est définie par D; & Q, <! & < I'ordre habituel
sur les rationnels et =' ’égalité sur les rationnels.

Exemple 2.3 (arithmétique). Posons F & {+(2) x(2)} et P & [=(2)} Cette signature
comprend deux fonctions binaires + et X, et une relation binaire =. Une interpréta-
tion I = (N, +, x) pour cette signature est définie par Dy < N, +7: (n,m) — n + m,

x1: (n,m) — nm et =T Iégalité sur N.

F1GURE 2.1. Un graphe fini orienté.

Exemple 2.4 (graphe fini orienté). Considérons le graphe fini orienté avec des sommets
coloriés de la figure 2.1 et voyons comment le décrire comme une structure sur une signa-
ture appropriée. On pose pour cela F & (et P & {E(2) =) B} ou E va représenter
la relation d’adjacence du graphe et B indiquer pour chaque sommet s’il est bleu ou non.
Le graphe de la figure 2.1 correspond alors a I'interprétation I de domaine D; & {0, 1,2}
avec 1 & {(0,1),(0,2),(1,0),(2,1),(2,2)}, B! & {1,2}, et =! I’égalité entre som-

mets.

Exemple 2.5 (base de donnée relationnelle). Posons L & {F, P) ou
FU {shining(o) , player(o), easyrider(o)7 apocalypsenow(o), kubrick® | aliman'®,
hopper(o) , nicholson'®) | robbins® coppola(o) , champo(o) , odeon'”) }
et

p {Film(g), Seance'?, :(2)} .
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Une interprétation I possible pour cette signature a pour domaine
Dy % {Shining, The Player, Easy Rider, Apocalypse Now, KUBRICK, ALTMAN, HOPPER,
NicHOLSON, ROBBINS, HoPPER, Le Champo, Odéon}
ou les constantes sont interprétées de maniére évidente, et
Film' % {(Shining, KuBrick, NicHOLSON), (The Player, ALTMAN, ROBBINS),
(Easy Rider, HoPPER, NICHOLSON), (Easy Rider, HorPER, HOPPER),
(Apocalypse Now, CoproLa, HOPPER) } |
Seance’ & {(Le Champo, Shining), (Le Champo, Easy Rider), (Le Champo, The Player),
(Odéon, Easy Rider)}

et =! est Iégalité sur Dj. Cette interprétation correspond aux tables « Films » et
« Séances » de la base de donnée ci-apreés.

Films X
. T . R Séances
titre réalisation interprete . .
cinema titre
Shinin KuBrick  NICHOLSON
8 Le Champo Shining
The Player ALTMAN ROBBINS >
: Le Champo Easy Rider
Easy Rider HopprER NICHOLSON
) Le Champo The Player
Easy Rider HoPPER HopPPER ) ;
Odéon Easy Rider
Apocalypse Now CoppoLa  HOPPER

2.2. Sémantique. Une valuation dans I est une fonction p: X — D;. On notera ple/x]
pour la valuation qui associe e  x et p(y) & y # x. Pour un terme ¢, sa sémantique [[t]]i dans
une interprétation I pour une valuation p est un élément de D défini inductivement par

[['r]]/l) “ p(x) ) [[f(th s ’tm) ] fI([[tlﬂ;I)’ RS [[tm]]/l))

pour tout m et tout f € F,.
La sémantique [¢] £ d’une formule du premier ordre ¢ dans une interprétation I pour
une valuation p est une valeur de vérité dans B définie inductivement par

[R(th s ?tm)]][l) “ RI(Htl]]fIw cey [[tmﬂf)) )
LoV ely &[], ou [¥]5

[-¢l; = non [l

ef I
[Fz.¢], = eggl[[ﬂ]p[e/z] :

On dit que (1, p) satisfait p, noté I, p = ¢, si [[go]]f, = V; cette écriture peut étre définie
de maniére équivalente par

IpE Rty ... ty) si ([t1]), ..., [tm])) € R,
Ipe=-p sil,pt# ¢,

Ip=pVy sil,pEpoul,p=1,
I,pEdr.p side € Dr.I,ple/x] = ¢ .

® En général, une base de
donnée relationnelle peut-étre
vue comme une interprétation
de domaine fini sur une
signature dotée des symboles de
constantes adéquats, d’un
symbole de relation par table, et
du symbole d’égalité; on appelle
cela une signature
relationnelle.

M voir aussi (DUPARC, 2015,
sec. II.11.3) pour une définition
de la sémantique en termes de
Jeux



® On notera que cette formule
n’est pas valide si 'on permet
un domaine d’interprétation
vide. Elle n’est pas non plus
valide en logique intuitionniste
du premier ordre.
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2.3. Modéles, satisfiabilité et validité. Une formule ¢ est satisfiable s’il existe une inter-
prétation I et une valuation p telle que I, p = . On dit que [ est un modéle de ¢, noté
I = ¢, si pour toute valuation p, I, p = ¢. Une formule ¢ est valide, ce qui est noté = ¢,
si pour toute interprétation I et toute valuation p, I, p = ¢; autrement dit, ¢ est valide si
pour toute interprétation I, I est un modéle de ¢.

Pour un ensemble de formules S, une interprétation I et une valuation p, on écrit I, p = S
si I, p = 1 pour toutes les formules 1) € S. Si de plus ¢ est une formule, on écrit S = ¢
si pour toute paire (I, p) telle que I, p = S ona I, p = ¢. Un ensemble S de formules est
insatisfiable s’il n’existe pas I et p telles que I, p = S, ou de maniére équivalente si S = L.

Notons que la satisfaction d’une formule ne dépend que de la valuation de ses variables
libres.

Propriété 2.6. Pour toute formule  (resp. termet), toute interprétation I, et toutes valuations
p et p' telles que pour tout © € Libres(y) (resp. € Libres(t)) p(z) = p'(z), [[(p]]i = [[gp]]ﬁ,

(resp. [[t]]f, = [[t}]f), ).

Démonstration. Par induction structurelle sur ¢ (resp. t). O

En particulier, par la propriété 2.6, ¢ avec Libres(yp) = {z1,...,x,} est satisfiable si et
seulement la formule close 37 . .. 3x,.¢ est satisfiable, et ¢ est valide si et seulement si la
formule close V1 ... Vx,.p est valide.

2.4. Exemples de formules. Voici quelques exemples de formules du premier ordre.

Exemple 2.7 (loi de PEIRCE). Prenons la signature L = (), { P(©), Q(®)} de I'exemple 2.1.
La formule de Prirce ((P — @) — P) — P est une formule du premier ordre sur cette
signature. Elle est valide : pour toute interprétation I et pour toute valuation p, soit PT =
Vetalors I,p = Petdonc I,p= (P — Q) — P) — P,soit Pl = Fetalors I, p £ P
donc I,p= P — Q,donc I,pt (P — Q) = P,etenfinI,p £ (P — Q) = P) = P.

Exemple 2.8 (formule du buveur). Considérons la signature L = (), {B())}) avec une
relation unaire B. La formule 3z.(B(xz) — Vy.B(y)), qui se lit habituellement « il existe
un individu tel que s’il boit alors tout le monde boit », est valide.

Nous allons montrer que dans toute interprétation I et pour toute valuation p, I,p =
Jz.(B(z) — Vy.B(y)). Cela revient a montrer que pour toute interprétation I, il existe
un élément e € Dy tel que I, ple/z] = B(z) — Vy.B(y), c’est-a-dire tel que

I, ple/x] # Bla) ou I, ple/a] = Vy.B(y) .

Il y a alors deux cas selon 'interprétation B! du symbole de relation B :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_du_buveur
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D[ DI

soit BT C Dy :il existe un élément
« sobre » e € Dy tel que e & BY, et
on a bien

I, ple/x] # B(x)

soit Bl = Dj : comme D; # 0,
on peut choisir n’importe quel e €
Dy et on a bien

I, ple/] = Vy.B(y)

Exemple 2.9 (requétes sur un graphe). Considérons a nouveau la signature et 'interpré-
tation I de I'exemple 2.4 qui représente le graphe de la figure 2.1. On peut par exemple
déterminer s’il existe un sommet de degré sortant un par la formule close

Jz.(Jy.E(z,y) AVzy = 2V —E(z,2)) . (2.1)

Cette formule va s’évaluer a V dans 'interprétation I et pour n’importe quelle valuation p
(puisque la formule est close) : I est un donc modeéle de la formule. En effet,

I,pEeEJo.(Jy.E(x,y) AVzy = 2V -E(x, 2))

car I, p[l/z] = 3y.E(z,y) ANVz.y = 2V ~E(z, 2)

car I, p[1/2,0/y] = E(z,y) AVz.y = zV ~E(z, z)

car d’une part I, p[1/z,0/y
et d’autre part I, p[1/z,0/y
eneffet I, p[1/2,0/y,0/z
puis I, p[1/2,0/y,1/z
etenfin I, p[1/z,0/y,2/z

= E(x,y) puisque (1,0) € EX,
EVzy=2zV-E(z,z2):

Ey=2zV-E(z,z) puisque y et z sont valués a 0
=y =2V -FE(z,z) puisque (1,1) ¢ B!

=y =2V -FE(z,z) puisque (1,2) ¢ B

Exemple 2.10 (requétes sur une base de données). Considérons la signature et I'inter-
prétation I de 'exemple 2.5. Une formule du premier ordre permet d’exprimer des re-
quétes sur la base de données correspondante : si z1,. .., x, sont les variables libres de
o(x1,...,oy), lensemble de n-uplets

o) ¥ {(e1,...,en) | I[er/x1,...,en/xn] = 0}
est le résultat de la requéte. Le langage SQL de requétes sur une base de données permet
d’exprimer des requétes de lalogique du premier ordre, et nous allons donner des exemples
de requétes en SQL pour chaque formule.
— Les titres des films présents dans la base de données :

Irdi.Film(xz, 1, 1) (2.2)

avec pour résultat { Shining, The Player, Easy Rider, Apocalypse Now}. Cette requéte
peut étre exprimée en SQL sur la base de données de 'exemple 2.5 par
SELECT DISTINCT titre

FROM Films

& En bases de données, le
calcul relationel — qui est le
nom que l'on donne a la logique
du premier ordre sur une
signature relationnelle — est
équivalent a I’algébre
relationnelle — qui sont les
opérations implémentées au sein
des systémes de gestion de base
de données. Ce résultat connu
comme le théoréme de CopD
apparait dans le programme
complémentaire d’informatique
fondamentale, et peut étre
mentionné dans la lecon 23

« Requétes en langage SQL ».

M (JauME et al., 2020, chap. 10),
(ABITEBOUL, HULL et VIANU,
1995, chap. 5)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Théorème_de_Codd
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— Tous les cinémas qui diffusent un film avec HOPPER :

3t3r.Film(t, r, hopper) A Seance(x,t) (2:3)

avec pour résultat {Le Champo, Odéon}. La requéte SQL correspondante est
SELECT DISTINCT cinema
FROM Films NATURAL JOIN Seances
WHERE Films.interprete = 'Hopper'
Tous les cinémas qui diffusent un film de KuBrick avec HOPPER :

3t.Film(t, kubrick, hopper) A Seance(z,t) (2.4)

avec pour résultat (). La requéte SQL correspondante est
SELECT DISTINCT cinema
FROM Films NATURAL JOIN Seances
WHERE Films.interprete = 'Hopper'
AND Films.realisation = 'Kubrick'
Les interpreétes qui ont joué dans un film dirigé par KuBrick ou par COPPOLA :

3t.Film(t, kubrick, z) \V Film(t, coppola, x) (2.5)

avec pour résultat {NicHoLsoN, HoPpER}. La requéte SQL correspondante est
SELECT DISTINCT interprete
FROM Films
WHERE Films.realisation = 'Kubrick'
OR Films.realisation = 'Coppola'
Les réalisateurs qui ont joué dans un film qu’ils ont dirigé :

3t.Film(t, x, x) (2.6)

avec pour résultat {HoppeR}. Une requéte SQL correspondante est
SELECT DISTINCT Fl.realisation
FROM Films F1 JOIN Films F2
ON Fl.realisation = F2.interprete
AND F1.titre = F2.titre
Les réalisateurs et les cinémas qui diffusent leurs films :

3t3i.Film(t, x, 1) A Seance(y, t) (2.7)

avec pour résultat 'ensemble de paires {(KuBrick,Le Champo), (ALTMAN,Le
Champo), (HoppEr, Le Champo), (HoppeR, Odéon)}. Une requéte SQL correspon-
dante est
SELECT DISTINCT realisation, cinema

FROM Films NATURAL JOIN Seances
Les réalisateurs dont les films passent dans tous les cinémas :

Ve.(3t.Seance(c, t)) — (3t3i. Film(t, z, ) A Seance(c,t)) (2.8)

avec pour résultat {Horper}. Une requéte SQL possible pour cela est
SELECT DISTINCT Fl.realisation
FROM Films F1
WHERE NOT EXISTS
(SELECT S1.cinema
FROM Seances S1
EXCEPT
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SELECT S2.cinema
FROM Seances S2 NATURAL JOIN Films F2
WHERE F1.realisation = F2.realisation)
A noter ici que par souci de lisibilité, on aurait pu définir une formule cinema(c)
3t.Seance(c, t) et écrire notre requéte (2.8) comme

Ve.cinema(c) — 3t3i.Film(t, x, 1) A Seance(c,t) . (2.9)

def

Comme la langue francaise est ambigué, on aurait aussi pu comprendre cette requéte
comme
3t3i.Film(t, x, i) A Ve.cinema(c) — Seance(c,t) (2.10)
qui retourne aussi {HOPPER}.
— Les interprétes qui ont joué dans un film de HoPPER mais pas dans un film de
KuBRICK :

(3t.Film(t, hopper, x)) A —(3t.Film(t, kubrick, x)) (2.11)

avec pour résultat {HoppER}. Une requéte SQL possible pour cela est
SELECT interprete
FROM Films
WHERE realisation = 'Hopper'
EXCEPT
SELECT interprete
FROM Films
WHERE realisation = 'Kubrick'
— Les interprétes qui n’ont joué que dans un seul film :

3t3r.Film(t,r, z) AV Film(t' v’ z) >t =1 (2.12)

avec pour résultat {RoBBINs}. Une requéte SQL possible pour cela est
SELECT interprete

FROM Films
EXCEPT
SELECT F1l.interprete

FROM Films F1, Films F2

WHERE F1.interprete = F2.interprete
AND Fl.titre <> F2.titre

Exemple 2.11 (propriétés des ordres). Dans la signature de 'exemple 2.2, interpréta-
tion I de domaine QQ est un modéle de la formule

Vedyy < x (2.13)

qui exprime le fait que I'ordre n’est pas borné a gauche; la formule est donc satisfiable.
Il en serait de méme si on avait pris D; & Z et <! 'ordre sur les entiers relatifs. En
revanche, si on avait pris D; % N, la formule (2.13) serait devenue fausse : cette formule
n’est donc pas valide.

La formule close

VaVyr <y = Jzax<zAz<y (2.19)



® La décidabilité et la
complexité sont au programme
MPI, section 9. Les exemples
issus de la logique du premier
ordre sont un peu avancés par
rapport d ce programme, mais
sont en revanche bien en lien
avec le programme
complémentaire de fondements
de I'informatique et peuvent
servir d’illustrations pour la
lecon 27 « Décidabilité et
indécidabilité. Exemples ».
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exprime que l'ordre est dense. Elle est vraie sur (Q mais pas sur Z et est donc satisfiable
mais pas valide. La formule

VedyVzx <y A-(x < zAz<y) (2.15)

est au contraire vraie sur Z mais fausse sur Q.

2.5. * Calculabilité et complexité. La définition de la sémantique des formules du pre-
mier ordre ainsi que les définition de validité et de satisfiabilité aménent a des questions
algorithmiques naturelles : peut-on vérifier automatiquement si oui ou non une formule
close s’évalue a V dans une certaine interprétation ? Peut-on décider si une formule du pre-
mier ordre est satisfiable ? Si elle est valide ?

2.5.1. Cas général : structures potentiellement infinies. Dans le cas général, les structures sont
a priori infinies (mais pas nécessairement). Le probléme d’évaluation nécessite alors soit un
moyen de décrire de maniere finie 'interprétation sur laquelle on souhaite travailler, soit de
fixer cette interprétation.

Evaluation et équation diophantiennes. Le probleme d’EVALUATION DANS I ot I est une
interprétation fixée est le probléme de décision suivant :

Probléme (EVALUATION DANS 1I).
instance : une formule close ¢
question : est-ce que I = ¢?

On va voir que ce probléme est indécidable.

Une équation diophantienne est une équation p(z1,...,x,) = 0 ol p est un polyndéme a
coefficients dans Z pour laquelle on cherche une solution (z1, . . ., ) dans Z™. Par exemple,
323 — 27129 — 2373 — 7 = 0 est une équation diophantienne qui a une solution (1,2, —2),
tandis que 2 + 23 + 1 = 0 n’a pas de solution. Le probléme de décision correspondant est
connu comme « dixiéme probleme de HILBERT ».

Probléeme (EQUATION DIOPHANTIENNE).
instance : une équation diophantienne p(z1,...,2,) =0
question : existe-t’il une solution dans Z™ ?

Une conséquence d’un résultat de MATIASSEVITCH en 1970 est qu’il n’existe pas d’algorithme
capable de dire s’il existe au moins une solution a une équation diophantienne.

Théoréme 2.12 (MATIASSEVITCH). Le probléme EQUATION DIOPHANTIENNE est indé-
cidable.

Une conséquence du théoréme de MATIASSEVITCH est que les théories arithmétiques sur
les entiers ou sur les naturels sont indécidables. Ici, on prend F = {+®) x@} et P =
{=@)1 et on dénote par (Z, +, x) 'interprétation sur les entiers de cette signature et par
(N, 4, x) celle sur les naturels.

Corollaire 2.13 (indécidabilité de 'EVALUATION). Pour I = (Z,+, x) oul = (N, +, x),
le probléeme d’'EVALUATION DANS T est indécidable.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Équation_diophantienne
https://fr.wikipedia.org/wiki/Dixième_problème_de_Hilbert
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Démonstration. Comme vu dans I’exemple 3.6, on peut exprimer par les formules zero(z) &

24z = z et un(u) & —zero(u) A u x u = u que les variables z et u soient valuées a 0 et 1
respectivement.

Etant donnée une équation diophantienne p(z1, ..., x,) = 0, on peut 'écrire de maniére
équivalente comme p; (21, . ..,Z,) = pa(x1, ..., T,) ol tous les coefficients de p; et ps sont
dans N. Par exemple, 3x% — 2x129 — x%xd — 7 = 0 s’écrit de maniere équivalente comme
395% =2x122 + x%xg + 7.

On peut alors construire une formule universelle close

© ¥ V2Vu.(zero(2) A un(u)) — Vi .. Ve, ~(t1 (21, ..., 20, 2,u) = to(21,. .., Tp, 2,1))

ol t; et t, sont des termes qui représentent les polyndmes p; et py. Par exemple, 327 est
représenté par 1 X 1 + 1 X x1 + 1 X 21, et 2x129 + (E%.Tg + 7 est représenté par
T1 X To+ X1 X Tog+ To X T X 3 +u+ u+ u—+ u—+u—+ u-+ u La formule ¢ est telle
que (Z, +, X) = @ si et seulement si I’équation diophantienne p(z1, ..., 2,) = O n’apas de
solution. Par le théoréme de MATIASSEVITCH, on ne peut donc pas décider si (Z, 4, X) = .

Pourlecas I = (N, +, x), on fait le méme raisonnement en observant que ’équation dio-
phantienne p(z1, ..., z,) = 0 a une solution dans Z" si et seulement si p(y1 — 21, ..., Yn —
Z,) = 0 a une solution dans N2, |

Satisfiabilité et probleme de pavage du plan. Le probléme de satisfiabilité pour la logique du
premier ordre est le probleme de décision suivant :

Probléme (SATISFIABILITE).

instance : une formule ¢
question : ¢ est-elle satisfiable ?

Dans cette section, nous allons voir que ce probléme est indécidable. Nous allons exhiber
pour cela une réduction depuis le probléme de pavage du plan. L’entrée de probléme est un
catalogue, qui est un ensemble fini C' de tuiles carrées avec une couleur par c6té comme
celles de la figure 2.2.

SHAaK

FIGURE 2.2. Un catalogue Cex = {to,t1,t0,t3,t4}.

Le but pour un catalogue C donné est de déterminer s’il est possible de couvrir le plan N x
N en respectant les couleurs. On peut pour cela réutiliser les tuiles du catalogue, mais celles-
ci ne peuvent pas étre tournées. La figure 2.3 montre deux exemples de pavages possibles
avec le catalogue de la figure 2.2. Formellement, un catalogue C' est associé a deux relations
binaires H C C' x C de contraintes horizontales et V' C C' x C' de contraintes verticales,
ou (t,t') € H si la couleur de droite de ¢ est la méme que la couleur de gauche de ¢’ et
(t,t') € V sila couleur du haut de ¢ est la méme que la couleur du bas de t'. Par exemple,

M (BORGER, GRADEL et
GUREVICH, 1997, sec. 3.1)
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~

FIGURE 2.3. Deux pavages du plan possibles avec le catalogue C¢ de la figure 2.2.

pour le catalogue de la figure 2.2, on a les contraintes suivantes :

H = {(to, t0), (to, 1), (to, t2), (o, 3), (t1, to), (t1, 1), (t1, t2), (t1, t3),
(t2,t0), (t2, 1), (2, t2), (t2,t3), (t3, ta), (ta, to), (ta, 1), (ta, t2), (ta, t3)}
V = {(to, t2), (o, t3), (t1, ta), (2, ta), (t3, t2), (L3, t3), (4, ta)}
Un pavage du plan par C' est alors une fonction p: N x N — C telle que
(1) sip(i,j) =tetp(i+1,j) =t alors (¢t,t') € H et
(2) sip(i,j) =tetp(i,j+1) =t alors (t,t') € V.
Le probléme de décision correspondant est le suivant.

Probleme (PAVAGE DU PLAN).
instance : un catalogue C et deux relations H,V C C' x C'
question : est-ce qu’il existe un pavage du plan par C'?

Le probléme de PAVAGE DU PLAN n’a pas de solution algorithmique.

Théoréme 2.14 (BERGER-GUREVICH et KorvakoVv). Le probléme de PAVAGE DU PLAN est
indécidable.

On peut modéliser un probleme de pavage comme un probléme de satisfaction. On utilise
pour cela une relation binaire non interprétée P, pour chaque tuile ¢ € C du catalogue;
l'idée ici étant que (z,y) € P, si p(x,y) = t. On écrit alors une formule close

po ©Va3aVy.o1(z,y) A or(z, 2’ y) A ey (e, y) (2.16)

qui force les relations P; a coder une fonction de pavage p en demandant que chaque posi-
tion (x, y) soit associée & une unique tuile par

Qpl(x,y)déf /\ _‘Pt(xay)\/_'Pt’(xay) ; (217)
—
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en vérifiant les contraintes horizontales par

@H(xwxlvy) déf \/ Pt(mvy)/\Pt’(x/7y) ) (218)
(t,t")eH

et en vérifiant les contraintes verticales par

pvi(z,a’y) e \/ Piy,z)APulya). (2.19)
(t,t")ev

Proposition 2.15. La formule o est satisfiable si et seulement si on peut paver le plan avec
les tuiles du catalogue C.

Démonstration. Notons tout d’abord que la skolémisation de ¢ est la formule

vo VYo (@, y) A (@, f),y) Aev(e, f(2),y)
ou l'on a introduit un nouveau symbole de fonction unaire f. La formule ¢}, est équi-
satisfiable avec ¢, donc il suffit de montrer que ¢, est satisfiable si et seulement si on pouvait
paver le plan avec les tuiles du catalogue C'

Sion peut paver le plan par une fonction p: NxN — C, alors il existe une interprétation [
telle que I = ¢}, On définit pour cela le domaine D; % N ot f est interprétée comme la
fonction successeur f1: n + n + 1 et chaque P; pour t € C est interprétée par la relation
PFEL(i,5) | p(i,j) = t}. La formule ¢/, est donc satisfiable dans ce cas.

Inversement, si ‘P/C est satisfiable, alors il existe une interprétation I telle que I = cp'C.
Par le théoréme de HERBRAND, on peut supposer sans perte de généralité que I a pour
domaine D; ¥ T(F) I'ensemble des termes clos sur 'ensemble de symboles de fonctions
F = {a, fU} et interpréte a comme le terme constitué d’une feuille étiquetée par a
et f comme la fonction f!: u +— f(u) qui rajoute une nouvelle racine étiquetée par f au-
dessus du terme u. On peut alors observer que I = ¢, implique I'existence d’un pavage du
planp: N x N — C ou p(¢, j) = t pour (7,7) € N x N si et seulement si la paire de termes

(S (fla)---)), f(f(--(f(a))))
4 fois 7 fois

appartient & l'interprétation P} de P;. O

On peut déduire le corollaire suivant du théoréme de BERGER-GUREVICH et KORYAKOV.

Corollaire 2.16 (indécidabilité de la SATISFIABILITE). Le probléme de SATISFIABILITE
est indécidable.

2.5.2. Le cas des structures finies. On peut reprendre les questions d’évaluation dans une
structure et de satisfiabilité dans le cas des structures finies; ce cas est particuliérement
intéressant en lien avec les bases de données, qui comme vu dans 'exemple 2.5 ne sont
apres tout rien d’autre que des structures finies sur une signature relationnelle.

Les deux problémes de décision qui nous intéressent ici sont les suivants :

Probléme (EVALUATION FINIE).
instance : une interprétation I de domaine Dj fini et une formule close ¢
question : est-ce que I = ¢?

A La skolémisation et le
théoréme de HERBRAND ne sont
pas au programme.

® L’indécidabilité du probléme
de SATISFIABILITE découle
aussi de 'indécidabilité de
I’Entscheidungsproblem, qui a
été démontrée par CHURCH et
TURING dans les années 1930.

M Voir (Duparc, 2015,

thm. 489), (GOUBAULT-LARRECQ
et MACKIE, 1997, thm. 6.20),
(CoRI et LASCAR, 2003, cor. 4.2),
(DAvID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
cor. 3.6.7).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Entscheidungsproblem

M (LiBKIN, 2004, thm. 6.16)

® Cette démonstration montre
que 'EVALUATION FINIE
est PSPACE-difficile méme si
on fixe I.

@ Dans le cas des bases de
données relationnelles, on
s’intéresse plutot a la complexité
en la taille des données : on fixe
la taille de la formule . On
obtient alors une complexité
dans la classe uniform-ACqy
(voir LIBKIN, 2004, chap. 6) et
une complexité paramétrée

AW |x]-compléte (voir FLUM et
GROHE, 2006, sec. 8.6).

W (LiBKIN, 2004, thm. 9.2).
L’énoncé (et la preuve) du
théoréme peut étre renforcé pour
ne nécessiter qu’un seul symbole
de relation binaire dans la
signature.
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Probléeme (SATISFIABILITE FINIE).
instance : une formule close ¢
question : existe-t’il une interprétation I de domaine Dy fini telle que I = ¢?

A noter qu’une interprétation I de domaine fini peut étre décrite en donnant explicitement
les tables des fonctions f! et les tuples des relations R’. Dans ces deux problémes, on se
concentre sur des formules closes pour simplifier la formulation.

Théoréme 2.17 (STOCKMEYER). Le probléme d’'EVALUATION FINIE est PSPACE-complet.

Démonstration. Commencons par noter que, dans le cas d’une interprétation I de domaine
fini, I’évaluation inductive de [[goﬂf) se fait en espace polynomial en la cardinalité |D;| du
domaine et la taille de .

Pour montrer que le probléme est PSPACE-difficile, on va exhiber une réduction depuis
QBF. Pour rappel, 'entrée de ce probléme est une formule booléenne quantifiée, c’est-a-dire
une formule de la forme Q1 P, - - - @, P,.¢ oules Py, ..., P, sont des propositions, chaque
Q; est soit 3 soit V, et ¢ est une formule propositionnelle sur P, ..., P,, et la question est
de savoir si la formule quantifiée s’évalue a V ou F quand on fait les quantifications des
propositions sur B.

On considére pour la réduction la signature L 2 (), {V(V}) et l'interprétation I &
(B, {V}), donc telle que V!(V) = Vet VI(F) = F.

A partir d’une formule booléenne quantifiée Q1 P; - - - Q,, P,,.1), on construit une formule
close du premier ordre Q121 - - - Q2. o @ est la formule 1) dans laquelle on a remplacé
chaque occurrence d’une proposition P; par la formule atomique V(z;). On a bien que
Q1P QnP, .1 s’évalue a V si et seulement si I = Q121 -+ QnTy.p. O

Théoréme 2.18 (TRAKHTENBROT). Le probléme de SATISFIABILITE FINIE est indécidable.

Démonstration. On exhibe une réduction depuis le probléeme de ’ARRET. Soit (M, w) une
instance de ce probléme, ou M = (Q, X, I',b, 0, g0, ¢a, ¢r) est une machine de TURING dé-
terministe a une bande, o () dénote son ensemble fini d’états, 3. son alphabet fini d’entrée,
T son alphabet fini de travail, b € T'\ ¥ un symbole blanc, §: Q@ xT' = (Q\ {¢a, ¢-}) X ' x
{—1,0, 1} sa fonction de transition (ot —1, 0 et 1 dénotent un mouvement vers la gauche,
sur place ou vers la droite), gy € () son état initial, g, € () son état d’acceptation et ¢, € )
son état de rejet, et w € X* est un mot d’entrée. Sans perte de généralité, on peut supposer
que w est le mot vide et que la machine ne va jamais a gauche de sa position initiale.

Nous allons construire une formule close ¢ A qui sera satisfiable dans une interprétation
de domaine fini si et seulement si la machine M s’arréte sur le mot vide. La signature que

nous allons utiliser est L & ({0(0)}, {<(®) (RELQ))aeF, (Tq(Z))qu}).

Domaine ordonné. On va commencer par imposer que, si I = ¢4 est de domaine fini, alors
<! est un pré-ordre total avec 0 comme élément minimal :

Ve.x <zx
VaVyVzx <yhy<z—zx <z

VaVy.x <yVy <z
Ve 0 <z

(réflexivité
(transitivité
(totalité

Nar NGO EENLS NS

(élément minimal
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On définit la formule « x = y » par x < y A y < x et on note =1 ¥ I >T.glors =/ est
une relation d’équivalence sur D et on impose que ce soit une congruence pour les autres
relations :

/\ VoV Vy Vyz.21 = y1 A xe = y2 — (Ra(x1,22) = Ra(y1,¥2)) (R,-congruence)
acl

/\ Vo VeV Vyo.x1 = y1 Az = yo — (Ty(z1,22) — Ty(y1,y2))  (T,-congruence)
q€Q

Sans perte de généralité, on pourra des lors supposer que I est une interprétation normale,
c’est-a-dire que =! est I'identité sur I, et donc que <’ est un ordre total avec un unique
élément minimal 07. Comme D est fini, cet ordre est discret, et on peut définir la notion de
successeur et de prédécesseur via la formule « x + 1 = y » définie comme z < y A —(y <
2)AVzx <zANz<y—=z<zVy<zetlaformule « z + (—1) = y » définie comme
y + 1 = x; on note aussi « x + 0 = y » pour la formule z = y.

Prédicats sur les configurations. Le domaine Dy d’une interprétation [ telle que I = @4 va
nous servir a la fois pour représenter des positions p sur la bande de la machine de TurING
et des configurations ¢ successives de la machine. L’intuition derriére les symboles R, est
que R (p,t) soit vrai quand la position p de la bande lors de la ¢ configuration contient le
symbole a € T, et que TqI (p, t) soit vrai quand la machine est dans I’état ¢ € @ avec sa téte
de lecture en position p lors de la ¢¢ configuration.

Pour que cette représentation soit correcte, il faut garantir qu’a tout moment, il y ait
exactement un symbole de I" par position sur la bande, un état courant, et une position de
la téte :

Yy. | Vz. \/ (Ra(z,y) A /\ —R.(z,y)) (unique symbole par position)
acl’ cel'\{a}
A | Jz. \/ (Ty(z,y) A /\ —Tp(z,y)) (unique état)
q€Q peQ\{q}
ANz ~(x = 2) — /\ —T,(2,y) (unique position de téte)
PEQ

On impose aussi que la configuration initiale commence avec la téte en position 07 dans
Pétat qg et que la bande soit initialement blanche :

T4, (0,0) AVz.Ry(z,0) (configuration initiale)

On impose ensuite que les configurations successives respectent la fonction de transi-
tion &; si d(q,a) = (p,c,d) € Q x T' x {—1,0,1} on note dg(g,a) & p, or(g,a) & cet
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0:1(g,a) e

Vavy. /\ Ty(w,y) A Ry, y) = 32"y . x + 6:1(q,a) =2 Ny +1 =1y
q€Q,ael’
A Tsg (g, (', y")
(mouvement de téte et nouvel état)

A Rér(q,a) (LL" y/)
(nouveau contenu a la position de téte)

AVz.=(z = x) /\ R.(z,y') <> Re(2,y)
cel’
(recopie du reste de la bande)
Enfin, on demande a ce que la machine M s’arréte a un moment en allant dans I’état ¢,
d’acceptation ou g, de rejet :

Az3y. Ty, (z,y) V Ty, (z,y) (arrét)

La formule ¢4 est la conjonction de toutes les contraintes précédentes, et garantit que,
s’il existe une interprétation I de domaine fini telle que I = @4, alors la machine M
s’arréte sur ’entrée vide. Inversement, si la machine s’arréte, alors il existe bien une inter-
prétation de domaine fini qui satisfait toutes les contraintes de ¢ o4, construite a partir de
I'unique exécution de M. O
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3. SUBSTITUTIONS

Résumé. Une est une fonction ¢ de domaine fini qui associe a toute
variable z € X un terme o(x) € T(F, X); par extension, to est le terme ¢ dans
lequel toutes les occurrences de chaque variable x ont été remplacées par o ().

Une substitution o est a une formule ¢ si elle n’interagit pas avec les
variables liées de ¢ ; on note alors « o » pour la formule ¢ dans laquelle toutes les
occurrences de chaque variable z ont été remplacées par o (z). Modulo )
qui consiste a renommer les variables liées de ¢, on peut toujours appliquer une
substitution (c.f. propriété 3.3).

Soit I une interprétation et p une valuation. On dénote par « po » la valuation qui
associe pour toute variable z € X I'élément (po)(z) & [o(x) 7 ; alors le lemme 3.5

de substitution dit que o] = [¢]?,.

Deux termes ¢ et t' de T'(F, X) s’ s’il existe une substitution o telle que
to = t'o, appelée leur . On définit le pré-ordre « < » entre substitutions
par ¢ 3 o’ s’il existe une substitution 7 telle que ¢’ = o7 ; on dira que o est plus

que ¢”. S’il existe un unificateur de ¢ et ¢/, alors il en existe un
(2 renommage ~ & < N 2 pres), noté mgu(t = '). Deux algorithmes d’unification
sont présentés en sections 3.3 et 3.4, le premier en temps exponentiel et le second en
temps presque linéaire.

Une substitution est une fonction o: X — T(F, X) de domaine dom(c) & {x € X | W (Durarc, 2015, sec. I1.10.7)
o(x) # x} fini. On note aussi o comme [o(z1)/x o(xn)/x,] ot x, sont les (GoUBAULT-LARRECQ ¢t

. R 1 Lyeees nipemn Lryeeesrdm MACKIE, 1997, def. 6.4),
variables distinctes de dom(c). (HARRISSON, 2009, sec. 3.4).

Une substitution définit une fonction ¢ +— to de T'(F, X) dans T'(F, X ) par induction

sur le terme ¢
o ¥ o(x), flt, ... tm)o ¥ f(tio, ... tno)

pour tout m € N et tout f € F,,,. Une substitution a image dans T'(F) est dite close.

Ces définitions s’étendent aussi aux formules. Cependant, du fait de la présence de va-
riables liées dans les formules, une substitution n’est pas applicable & n’importe quelle for-
x€dom(o) Libres<0(x))
son ensemble de variables images (« range variables » en anglais). On dit que o est applicable
ap si

mule. Pour une substitution o et une formule (, on note Images(c) & | J

(dom(o) UTImages(o)) N Liées(p) =0 ,



® L’ci-renommage est aussi
une notion de base du A-calcul,
Parchétype de langage de
programmation fonctionnelle
qui donne son nom (entre
autres) aux lambda-expressions
en OCaml.
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et dans ce cas on définit o comme 'application de o a ¢ par induction sur la formule ¢
R(t1,...,tm)o € R(tyo,... tmo), (=p)o & —(p0) ,

(pV)o = (o) V (vo) (Fz.p)o & Jz.(¢0) |

oum € Net R € Py,.

La composition oo’ de deux substitutions o et ¢’ est définie par p(c0’) & (po)o’. Par
exemple (B(x)V B(y))[y/x, z/y| = B(y)VB(2), (B(2)V B(y))ly/z][2/y] = B(2)VB(2),
et (B(z) V B(y))[z/z] = B(2) vV B(y).

3.1. Lemme de substitution. Les valuations fournissent le pendant c6té modeéles des sub-
stitutions c6té formules. Pour une substitution ¢ et une valuation p, notons op la valuation
T [[a(:v)M pour tout z € X. Nous préparons ici le terrain pour le lemme 3.5 de substitu-
tion, qui sera énoncé sous une forme plus générale un peu plus loin.

Lemme 3.1. Pour tout terme t, toute substitution o, toute interprétation I, et toute valuation
I_ I
P> [[ta]]p - [[t]]a'p

Démonstration. Par induction structurelle sur ¢.
Pour le cas de base d’une variable z, [[xa]]l [o(x )]]I = (op)(x) = [[xﬂI

Pourunterme f(t1,...,tm), [f(t1,...,¢t )0]]1 [f(tio, ... tmo)]] = fI([[tla]]
[[tmO'ﬂ ) & fl([[tlﬂa;ﬂ cey [[tm]]g'p) = [[f(tl? LR m) ép' D

Lemme 3.2. Pour toute formule o, toute substitution o applicable a , toute interprétation I,
et toute valuation p, [¢o]! = [¢]L,

Démonstration. Par induction structurelle sur (.
Pour une formule atomique R(t1,...,t, ), une négation -, ou une disjonction ¢ V 1,
cela découle du lemme 3.1 et de I'hypothése d’induction. Pour une quantification Jz.¢,

[[(Elx.go)a]]l [Fz. (goa)]]l Ou [[(poﬂp[e/x] = Ou [[80]]0(,) (e/2]) [[Elx.go]}{,p ,

ou il faut montrer pour justifier cette derniére étape que, pour toute variable libre z €
Libres(), (a(ple/x]))(z) = ((op)[e/x])(z), ce qui permettra de conclure par la propriété 2.6.
Siz = x,alors (o(ple/x]))(z) = [[U(x)ﬂf)[e/m] = [x]]g[e/x] =€e= [[x]]{gp)[e/w] = ((op)le/z])(x)
ou o(x) = x puisque, comme o est applicable a Jz.¢ et © € Liées(Fz.p), z ¢ dom(o).
Si 2 £, alors (o(ple/a])(2) = [0( MLy = [0 = ((op)le/a])(2), ob égalite
centrale repose sur le fait que ¢ Libres(o(z)), qui & son tour découle de Liées(Iz.) N
Images(o) = () puisque o est applicable & Jz.¢. O

3.2. a-renommages. Quand une substitution o n’est pas applicable a une formule ¢, il
est cependant possible d’effectuer un a-renommage a ¢ pour obtenir une formule ¢’ sur
laquelle appliquer ¢. On raisonnera donc implicitement non sur des formules mais sur des
classes de formules équivalentes a4 a-renommage preés. Il est important dans ce cas que cette
opération définisse une congruence (I'a-congruence) sur les formules pour pouvoir conti-
nuer a raisonner inductivement, et que opération préserve la sémantique des formules.
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On définit 'opération d’a--renommage comme une régle de réécriture sur les formules
.0 —a Jy.ply/7] (a-renommage)

ot y ¢ Libres(3x.p) et [y/z] est applicable & ¢. A noter que I’a-renommage n’impacte
que les variables liées de ¢, ce qui explique pourquoi il en préserve la sémantique (voir le
lemme 3.4 ci-dessous).

On définit ’a-congruence =, comme la plus petite congruence entre formules engendrée
par —, c’est-a-dire la plus petite relation réflexive, symétrique et transitive telle que p —,
v implique ¢ =, 1 et telle que si ¢ =, P et ¢’ =, Y/, alors ~¢ =, ), PV ' =4 YV Y’
et dx.p =, Iz ..

En appliquant des a-renommages inductivement sur les sous-formules croissantes de ¢,
on peut au besoin renommer toutes les variables liées de ¢, et on déduit :

Propriété 3.3 (applicabilité). Pour toute substitution o et toute formule o, il existe une for-
mule ' telle que © =q ¢ et que o soit applicable a ¢'. De plus, si p =, ¢" et o est aussi
applicable a ©", alors ' =, " et p'o =, ¢"0.

Il reste a vérifier que les a-renommages n’impactent pas la sémantique des formules.

Lemme 3.4 (w-congruence). Soient o et ) deux formules telles que p =, 1. Alors pour toute
interprétation I et toute valuation p, [¢]} = [¢]1.

Démonstration. Par induction sur la congruence =,,.
Le cas de base est celui d’un a-renommage 3z.¢ —, Jy.p[y/x] avec y & Libres(z.p)
et [y/x] applicable. Puisque [y/x] est applicable, par le lemme 3.2,

[By-ely/2Il;, = OU [[@[y/x]ﬂle/y] = OU [[@]][y/x 1ole/v]) = OB_[[@]];[e/m] = [Bz.¢l;,

ou nous devons ]ustlﬁer pour lavant—dermere étape que, pour toute variable libre z €
Libres(v), ([y/z](ple/y]))(2) = (ple/x])(z), ce qui permettra de conclure ce cas de base
par la propriété 2.6. Si x = z, alors ([y/x](ple/y]))(z) = [[y]]p[e/y =e = [[Iﬂi[e/m]
(ple/2])(2). i & # 2, alors d'une part ([y/a](ple/s))() = [21L.,, = [1L puisque
y & Libres(3x.¢) et donc y # z, et d’autre part (ple/z])(z) = [[z]]é[e/x] =[]

Le cas de base de la réflexivité ainsi que les étapes d’induction pour la symétrie, la tran-
sitivité, et la congruence pour —, V et 3 sont évidents puisque [] ! = [¢]] vue comme une
relation entre formules est aussi une congruence. O

La propriété 3.3 et le lemme 3.4 justifient un abus de notation : nous écrirons désormais
« @0 » pour une formule ¢’ ol ¢ =, ¢’ et o est applicable 4 ¢'. Le lemme 3.1 ainsi que le
lemme 3.4 d’a-congruence combiné au lemme 3.2 nous permettent alors d’énoncer le lemme
de substitution.

Lemme 3.5 (substitution). Pour tout terme t, toute formule ¢, toute substitution o, toute

interprétation I, et toute valuation p, [to]}, = [t]%, et [¢o]! = [¢]L,

On utilisera par la suite deux identités aisément démontrables par induction sur ¢ : en
appliquant au besoin une a-congruence a ¢ pour rendre les substitutions applicables, si
x ¢ Libres(y), alors

olt/z] =4 ¢, (3.1)

M (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, thm. 6.8).



M La référence principale pour
cette sous-section et la suivante
est (BAADER et NIPkow, 1998).
L’unification est utilisée entre
autres au sein des systémes de
preuve par résolution pour la
logique du premier ordre et pour
linférence de type dans les
langages fonctionnels.

M (BAADER et Nipkow, 1998,
sec. 4.6), (LALEMENT, 1990,

sec. 6.2), (DAVID, NOUR et
RAFFALLI, 2003, sec 7.2),
(GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, sec. 7.2), (JAUME
et al., 2020, sec. 8.3)
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et six ¢ Libres(y) \ {y}, alors

ol /ylit/o] =a wlt/9] (32)
Exemple 3.6 (propriétés arithmétiques). Dans la signature arithmétique avec F &
{+@ x@Y et P & (=)} de I'exemple 2.3 et interprétation I = (N, +, x), on peut
définir dans la logique :

— le nombre 0 par une formule avec une variable libre

zero(z) ¥ r+2=21. (3.3)

Pour rappel, si « ¢ » est le nom d’une formule qui n’est pas close, on peut expliciter
que Libres(y) = {z1,...,z,} en écrivant « @(x1,...,2,) ». Cest ce que l'on a
fait ici avec la formule « zero ». De maniére trés naturelle, on écrit alors « zero(y) »
pour le résultat zero[y /x| du renommage de = en y dans la formule zero.

Pour revenir a la sémantique de notre formule (3.3), on a I = Jx.zero(z) A
Vy.(zero(y) — x = y), Cest-a-dire qu’il y a exactement un élément e du domaine
D; ¥ Ntel que I, ple/x] & zero(x) : C’est e = 0.

— de méme, le nombre 1 par une formule avec une variable libre
def

un(z) = —zero(z) Nx X x =2 (3.4)
et alors I = Jz.un(z) AVy.(un(y) = = =y);
— Dlordre strict par une formule avec deux variables libres
r<y¥Iz-zeroz) Ny=x+z2; (3.5)
— le prédicat
pair(z) € IyFz.x =y x (2 4+ 2) Aun(2) ; (3.6)
— le prédicat
premier(x) & —zero(x) A =FyIz.x = y x 2 A ~un(y) A -un(z) ; (3.7)
— une formule close qui dit que tout nombre premier supérieur a 2 est impair :
Va.(premier(z) A Jy.x >y + y A un(y)) — —pair(z) . (3.8)

3.3. Unification. Deux termes t et t' de T'(F, X) s’unifient s’il existe une substitution o
telle que to = ', appelée leur unificateur. On définit le pré-ordre « X » entre substitutions
par o 3 o’ §’il existe une substitution 7 telle que 0/ = o7; on dira que o est plus générale
que ¢’. On peut montrer que s’il existe un unificateur de ¢ et ¢/, alors il en existe un plus
général (2 renommage ~ & =< N - prés), noté mgu(t = t'). Plus généralement, on pourra
considérer I'unification d’un ensemble fini E d’équations {t; = t},...,t, = t/,} (existe-t’il
o telle que t;0 = tio pour tout 1 < i < n?) ou d'un ensemble T de termes (existe-t’il o
telle que to = t'o pour tous ¢,¢' € T'?), dont on notera les unificateurs les plus généraux
mgu(F) et mgu(T) respectivement.

Le probléeme d’unification consiste a déterminer si deux termes donnés sont unifiables,
et le cas échéant a retourner leur mgu. L’algorithme « naif » pour ce probléme est adapté de
l'algorithme original de ROBINSON et sa présentation dans ces notes est due a MARTELLI et
MonTANARI. Cet algorithme est basé sur le systéme de réécriture de la figure 3.1 qui agit sur

des ensembles finis F d’équations. Dans ce systéme de réécriture, les équations ¢ = t’ sont
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vues comme commutatives. Pour un ensemble d’équations £ = {t; = t|,....t, = t.},

on note Libres( ) ¢, <isn Libres(t;) U Libres(t;), et si o est une substitutlon, on note

o ¥ {tioc Ltho,... ty,o = t,0}. Ondénote par U(E) 'ensemble des unificateurs de E :
({t1 L, t,ﬁt Mo | VI<i<n.tio=to}

Eu{t£t} -, FE (eff)
EU{f(ty,...,ta) = ft],.. )} = EU{t; =t),... t, =1} (dec)
Eu{z £t} =, Elt/z)U{x =t} (elim)

sixz € Libres(E), ¢ Libres(t) et (t € X out € Libres(E))

FIGURE 3.1. Les régles de I’algorithme d’unification naive.

On dit qu’une variable = est résolue dans ' si E = {x = t} U E' et v ¢ (Libres(t) U
Libres(E’)). L’objectif de 1'algorithme d’unification naive va étre de mettre toutes les va-
riables sous forme résolue : un ensemble d’équations est en forme résolue s’il est de la forme
{xy =t1,...,7, =t,} oules variables x1, ..., , sont résolues.

Lemme 3.7. Si E = {2 L,y = tn} ot x1,...,x, sont résolues, alors pour tout
o €U(E), o =[t1/x1,... . tn/Tn]o

Démonstration. Soit ¢ € U(E). On montre pour cela que, pour toute variable © € X,

x[t1/x1, ..., tn/xn]o = xo. Si & = x; pour un certain 1 < ¢ < n, alors d’une part
xilt1/x1, ..., tp/xn)o = t;o, et d’autre part x;0 = t;o puisque 0 € U(E). Sinon, on a
x & {x1,...,xp}, etalors xfty /z1,. .., ty/xn]0 = xO. O
Corollaire 3.8 (formes résolues). Si E = {x; = t1,...,o, = t,} ot x1,...,2, sont
résolues, alors mgu(E) = [t1/1,...,tn/Ty).

Démonstration. Posons o < [t1/x1,...,t,/T,]. Alors o est un unificateur : pour tout
1 <i<n,zj0p =t; = t;op, oula derniére égalité est justifiée par le fait que dom(og) N
Libres({t1,...,¢n}) = 0. Soit maintenant un unificateur 0 € U(FE). Par le lemme 3.7,
ogo = o donc og 3 0.0n abien o = mgu(F). |

Proposition 3.9 (terminaison). Le systéme de la figure 3.1 termine : il n’y a pas de séquence
infinie Eg —, E1 —y Fo —y -+ -

Démonstration. On définit une fonction de rang r des ensembles finis d’équations dans N>
telle que, si £ —,, E’ alors 7(E) >1y 7(E’) ot <je est Pordre lexicographique sur N2,
Alors l'existence d’une séquence infinie £y —, Fq —, FE2 —, --- impliquerait celle
d’une descente infinie 7(Fy) >1ex 7(E1) >lex 7(E2) >lex -+ dans N2, en contradiction
avec le fait que <y est bien fondé.

On considére pour cela I'ensemble nrv(E) & {z € Libres(E) | x non résolue} des

variables non résolues de E et la taille |E| & Zt—?t’eE |t| + |¢'| de E. Posons r(E) %
(Inrv(E)|, |E|). Il reste & montrer que r est une fonction de rang, c’est-a-dire que ¥ —,, E’

implique 7(E) >1ex 7(E’). On procéde pour cela & une distinction de cas.
Cas de (eff) : alors nrv(E’) C nrv(E) et |E'| = |E| — 2|t| et donc r(E') <jex 7(E).

M (BAADER et NiPKow, 1998,
lem. 4.6.2).

M (BAADER et Nipkow, 1998,
lem. 4.6.3).

M (BAADER et NiPKow, 1998,
lem. 4.6.5).
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Cas de (dec) : alorsnrv(E') C nrv(E) et |E'| = |E| — 2 et donc r(E) <jex 7(E).

Cas de (elim): alors E = FU{x =t} et E' = F[t/2] U {x =t} ou € Libres(F)\
Libres(t) et t ¢ X out € Libres(F). Montrons que nrv(E’) C nrv(E) et donc que
r(E') <iex 7(E).

D’une part « € Libres(F') donc = € nrv(FE), et d’autre part « ¢ Libres(F[t/x]) et
x ¢ Libres(t) donc = & nrv(E’).

Considérons maintenant une variable y € nrv(FE’), donc telle que x # y, et mon-
trons que y € nrv(E). Par 'absurde, supposons que y € nrv(E’) mais que y ¢
nrv(E), c’est-a-dire que F' = F'U{y = '} ou y ¢ Libres(t') ULibres(F") ULibres(t).
On a alors F[t/z] = F'[t/x] U {y = t'[t/z]} puisque x # y. Comme = # y et
y ¢ Libres(t') U Libres(F’) U Libres(t), y ¢ Libres(¢'[t/z]) U Libres(F'[t/z]) U
Libres(t) U {x} = Libres(#'[t/z]) U Libres(F’[t/z] U {x < t}) donc y est résolue

dans E’, contradiction. O
R (BAADER et Nipkow, 1996, Proposition 3.10 (correction). Les régles de la figure 3.1 sont correctes : si E —,, E’, alors
lem. 4.6.6). Z/{(E) _ U(E/)

Démonstration. On procéde par analyse de cas, selon la régle de la figure 3.1 employée.

Casde (eff): alors E = E' U {t = t}.Ona o € U(E) si et seulement si to = to et
o € U(E'"), ce qui est si et seulement si o € U(E").

Casde(dec): alors E = F U {f(t1,...,tn) = f(ty,...,t})} et B/ = FU{t; =
th,...,t, =t }. On ales équivalences
o €UE) ssi f(t1,...,tn)o = f(t},...,t))oeto eU(F)
ssitio =tho,... tyo =t oetoft/z] €U(F)
ssic eU(E") .
Cas de (elim) : alors E = FU {z =t} et E' = F[t/x] U {x = t} avec x € Libres(F) \
Libres(t) et t ¢ X out € Libres(F). Comme x ¢ Libres(t), {x = t} est un ensemble

d’équations sous forme résolue. Donc par le lemme 3.7, si o = to alors 0 = [t/z]o.
On a alors les équivalences

o €U(E)ssizo =toeto € U(F)
ssizo =to et [t/z]o € U(F)
ssizo =toeto € U(F[t/z])
ssic eU(E") . O

W (BAADER et Nipkow, 1998, Théoréme 3.11 (RoBINSON). Soit E un ensemble fini d’équations. On peut décider si E est
lem. 4.6.10). unifiable, et le cas échéant, calculer mgu(FE).

Démonstration. Etant donné E, on applique les régles de la figure 3.1 dans un ordre quel-
conque. Par la proposition 3.9, on obtient aprés un nombre fini d’étapes un systéme d’équa-
tions F’ tel que E —} E’ etaucune régle ne s’applique a E’. Par correction, U(E) = U(E").
On distingue tout d’abord deux cas particuliers.

(1) Si(t =) € E"avect,t’ ¢ X, alors comme (dec) ne s’applique pas, t = f(t1,...,t,)
ett' =g(t},...,t.) avec f # g, mais alors U(E') = U(E) = 0.
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(2) Si(x =t) € E" avec = € Libres(t), alors U(E") = U(E) = (.

Supposons maintenant qu’aucun des deux cas précédents ne s’applique et montrons
que E’ est nécessairement en forme résolue. Observons que E’ ne contient donc que des
équations de la forme x = t pour x € X et x ¢ Libres(t). Soit x = ¢ une telle équation;
écrivons £’ comme E' = {x = t} W E”. Comme (elim) ne s’applique pas et = ¢ Libres(t),
seuls deux cas sont possibles :

— siz & Libres(E"), alors x est résolue;

— sinon t est une variable y ¢ Libres(E") et comme = ¢ Libres(y), y ¢ Libres(x) : alors

y est résolue.
Ce raisonnement s’applique a toutes les équations de E’, qui est donc en forme résolue. Or,
par le corollaire 3.8, E’ est alors unifiable et on peut calculer mgu(E’); comme U(E) =
U(E") par la proposition 3.10, on a finalement mgu(E’) = mgu(E). O

Exemple 3.12. Soit le probléeme d’unification f(x,y) = f(g(y), g(2)). On a la réécriture
suivante dans le systéme de la figure 3.1 :

{F@.y) £ Fl90), ()} <P fo £ gw)y £ ()} T {2 L g(9(2)).y £ 9(=)}
qui est une forme résolue d’ou lon extrait mgu(f(z,y) = f(g(y),9(2))) =

[9(9(y))/z,9(2)/y]-

Exemple 3.13. Soit le probléme d’unification f(z,y) = f(g(y), g(z)). On a la réécriture
suivante dans le systéme de la figure 3.1 :

Aucune régle ne s’applique a ce dernier systéme d’équations qui n’est pas en forme réso-
lue, et en effet les termes n’étaient pas unifiables.

Exemple 3.14. Soit le probléme d’unification {z1 = f(xo,2), 72 = f(x3,23), 23 =
f(z4,24)}. On ala réécriture suivante dans le systéme de la figure 3.1 :
{z1 = fxa,22), 20 = f(x3,3), 13 = f(24,74)}
O, {1 £ f(f(ws,x3), f(w3,23)), 22 £ f(23,23), 25 £ f(2a,240)}
o o £ FF (U awa). fa, ), S (e, 2a), [ (@2, 22))),
vz = f(f(21,24), f(24,24)), 23 = f(z4,24)}

qui est une forme résolue d’oli I'on pourrait extraire le mgu. En généralisant cet exemple

sur n variables, on peut observer que I’algorithme naif peut avoir un cotit exponentiel, qui
est inévitable si l’on souhaite explicitement écrire le mgu.

3.4. * Algorithme d’unification par union-find. L’algorithme naif peut nécessiter un
temps exponentiel. Le probléme d’unification peut en fait étre résolu en temps détermi-
niste linéaire par un algorithme dii 8 PATERSON et WEGMAN (1978), mais celui-ci est assez
complexe. Nous allons voir un algorithme plus simple dt a HUET (1976, sec. 5.7), basé sur
union-find, qui travaille en temps déterministe presque linéaire.

{F@y) £ Fla),9(2)} L5, {2 2 g(y),y £ 9(@)} L2, {2 2 g(y),y £ 9(9(v))} -

M (BAADER et NIPkOW, 1998,
ex. 4.6.11).

® Les structures
d’'union-find sont appelées

« unir & trouver » dans le
programme MPI en section 3.3,
et peuvent étre abordées dans la
lecon 4 « Exemples de structures
de données. Applications. »
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3.4.1. Treillis des substitutions. Nous allons voir que I’ensemble des substitutions sur 7'(F, X)
ordonné par 3 (une fois quotienté par ~) forme un treillis complet. Nous allons construire
pour cela une correspondance avec un sous-treillis du treillis des relations d’équivalence sur
T(F,X).

On dénote par C l'ordre sous-terme strict sur T'(F, X), c’est-a-dire la cloture transitive
de la relation {(f(t1,...,tm),t;) | m € N;1 <4 < m,f € F,,}. Appelons une relation
d’équivalence sur T'(F, X)) valide si elle satisfait les trois propriétés qui suivent :

finitaire : il existe un nombre fini de classes d’équivalence [z]= pour x € X qui ne
soient pas des singletons {x},

homogene : f(t1,...,t,) = g(t},...,t,) implique f = g (et donc m = n)ett; = ¢}
pour tous 1 <7 < m, et

acyclique : la composition C § = est bien fondée,

ot 'on définit la composition entre relations binaires R et R par R § R’ < {(x,2) |
Jy . (z,y) € Ret (y,z) € R'}. A noter qu’une équivalence valide est nécessairement une
congruence.

Propriété 3.15. L’ensemble des relations d’équivalence valides sur T'(F, X ) ordonné par in-
clusion forme un treillis complet.

Démonstration. 1l suffit d’observer que si (=;);ecs est un ensemble de relations d’équiva-
lence valides sur T'(F, X'), alors son intersection [, ; =; est valide. O

Des substitutions aux équivalences valides. Soit o une substitution. On définit la relation
d’équivalence =, sur T'(F, X ) par t =, t' sitoc = t'o.

Propriété 3.16. L’équivalence =, est valide.

Démonstration. La relation =, est manifestement homogene; elle est finitaire puisque les
seules classes [¢]=, # {z} apparaissent pour x # zo, c’est-a-dire pour x € dom(o), qui
est fini. Enfin, T § = est bien fondée, sans quoi on aurait too = sgo Jt1j0 = s30 -+ une
descente infinie dans tgo par 'ordre de sous-terme strict. ]

Propriété 3.17. Sio 3 o’ alors=, C =/

-
Démonstration. Soit T une substitution telle que ¢’ = o7. Alors pour tous termes ¢ et ¢/,
to = t'o implique toT = t'oT. O

Des équivalences valides aux substitutions. Soit = une relation d’équivalence valide. Pour
toute classe d’équivalence e de =, on choisit un représentant canonique c(e) tel que, s’il
existe un terme ¢ € e \ X qui ne soit pas une variable, alors c(e) € X ne soit pas une
variable non plus. Il faut noter ici que le seul véritable choix est celui d’'un représentant
dans X quand e C X n’est pas réduit a un singleton : ’homogénéité de = fait que le choix
entre différents représentants canoniques quand e \ X # () est immatériel.

On ordonne X par z < ysiy C ¢([z]=); comme = est acyclique, < est bien fondé. On
peut alors définir une fonction o, =: X — T'(F, X) par induction bien fondée sur < :

oe=(2) € (c([z]2))00e,= -

Propriété 3.18. La fonction o. = est une substitution telle que, pour tous termes t,t' €

T(F,X),t =t impliqueto.= = t'o. =.
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Démonstration. La fonction o, = est bien une substitution : dom(o). = est fini puisque =
est finitaire et donc c[z]= = x pour un nombre cofini de variables z.

On montre que par induction bien fondée sur ¢, ¢’ pour 'ordre produit induit par C § =
que t =t/ implique to,. = = t'o. =.

Cas c([t]=),c([t']z) € X : alors ¢([t]l=) = f(t1,.. . tm) ete([t']=) = g(t1, ..., tn)-
Sit =t alors ¢([t]z) = ¢([t']z), et comme = est homogene, f = g, m = n, et

t; =t} pour tout 1 < ¢ < m. Par hypothése d’induction, applicable car ¢t = ¢([t]=) O
tiett’ = c([t']l=) T ¢] pourtout 1 < i < m, t;0.= = tjo.= pourtout 1l <i < met

donc to. = =t'o. =.
Casc([t]z) € X etc([t']=) € X : alorst # t’ par définition de c.
Cas c([t]z) &€ X etc([t']=) € X : symétrique du cas précédent.

Cas c([t]=),c([t']z) € X : alors ¢([t]=z) = z = c([z]z) et ¢([t']z) = o’ = ¢([2']2).
Alors t = t/ implique [t|= = [t']z etdonc to, = =z =2’ =t/o.=. O

Propriété 3.19. Si = C = sont valides et c est un choix de représentants canoniques pour =,
alors il existe ¢ un choix pour = tel que 0. = 3 0 .

Démonstration. Pour tout x € X tel que ¢([z]=) € X et [z]~ \ X # 0, on choisit ¢/ ([z]~) €
[z]a \ X. Dans tous les autres cas on pose ¢ ([t]~) & ¢([t]=).
On définit ensuite pour tout x € X

) & {c’([wh) sic(fa]=) = v # ¢(a])

x sinon.

C’est bien une substitution puisque = est valide. Il reste a vérifier que 0o/ = = 0. =7. Il suffit
de vérifier que 0/ ~(z) = 7(0.,=(x)) pour tout x € X telque c([z]=z) € X et [x]~\ X # 0.

Mais alors ¢([z]=) = y = ¢([y]=) et 7(y) = ¢/([y]~) par définition, et z = y implique z = y
et donc ¢/([y]=~) = ¢/([z]~) comme désiré. O

Lemme de HUET. Les propriétés précédentes permettent de déduire le résultat suivant.

Lemme 3.20 (HUET). Deux termest ett’ deT(F, X) sont unifiables si et seulement s’il existe
une relation d’équivalence valide telle que t = t', auquel cas il en existe une minimale.

Démonstration. La premiére partie de ’énoncé découle des propriétés 3.16 et 3.18. La se-
conde découle du fait que les relations d’équivalence valides forment un treillis complet par
la propriété 3.15. ]

sy ? . .
De plus, par les propriétés 3.17 et 3.19, le mgu(t = t') n’est autre que la substitution asso-
ciée a cette équivalence valide minimale, pour un certain choix de représentants canoniques
— mais les mgu ne sont uniques qu’a renommage par ~ pres.

Remarque 3.21 (congruence). Soient les deux termes t; % f(f(x1,2), f(x3,74)) et to &

f(f(z2,23), f(z4,71)) et Pinstance du probléme d’unification t; = t,. Un mgu est ¢ =
[x1/x2, 21 /%3, 21/24] qui rend f(x1,22), f(x2,23), f(x3,24) et f(aq, 1) tous équiva-
lents par =,. Cependant, la plus petite relation d’équivalence valide = telle que t; = {5 a
bien f(x1,22) = f(x2,23) et f(xs,24) = f(x4, 1) par homogénéité, mais f(z1,x2) #

f($37$4)-



M (BAADER et NIPKOW, 1998,
sec. 4.8) pour ce premier
algorithme.

W (BEAUQUIER, BERSTEL et
PHILIPPE, 1992, sec. 3.5),
(CorMEN et al., 2009, ch. 21). Les
procédures d’'union-find en
tant que telles sont au
programme MPI, section 3.3.
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Plus généralement, pour toute substitution o, =, est une congruence : t; =, t, pour

1 <4 < mimplique f(t1,...,tm) = f(t},...,t,,) pour tout f € Fy,. On a alors une ré-
ciproque de la propriété 3.18 : si = est une congruence valide, alors to, = = t'o. = implique
t=t.

Enfin, si = est une relation d’équivalence valide et 2 la plus petite congruence telle que
= C =, alors = est valide et de plus on peut utiliser le méme choix ¢ de représentants
canoniques pour les deux relations et 0. = = 0 ~.

3.4.2. Un premier algorithme d’unification efficace. Le principe de ce premier algorithme
d’unification de ¢ et t’ est

(1) de mettre ¢ et ¢’ sous la forme d’un unique graphe dirigé acyclique ot chaque variable
n’apparait qu’une seule fois;

(2) de construire, s’il en existe une, la relation d’équivalence finitaire homogéne mini-
male = telle que t = t/;

(3) de tester si = est acyclique : si elle ne I’est pas, alors aucune relation plus grande ne
peut ’étre non plus donc il n’existe pas de relation valide pour laquelle ¢ et ¢’ sont
équivalents.

On représente les classes d’équivalence avec les structures d’'union-find. En particulier, le
choix d’un représentant canonique pour chaque classe d’équivalence découle naturellement
des structures de données mises en place par union-find. L’algorithme fonctionne en
temps déterministe O(nlgn) ot n & |t| + |t/| est la taille de la représentation des termes

d’entrée, qui peuvent étre fournis sous forme arborescente ou de graphes dirigés acycliques.

Etape (1). Cette étape est typiquement implémentée  'aide d’une table de hachage. Si I’on
fait 'hypothése d’un hachage parfait, cette étape est en O(n).

Par exemple, le graphe de gauche de la figure 3.2 montre le résultat de 1’étape (1) pour
lentrée f(x,y) = f(g(y), g(z)), si 'on ignore les arcs en violet.

Etape (2). Cette étape commence par initialiser son entrée en ajoutant un pointeur « pa-
rent » de chaque noeud du graphe vers lui-méme : ces pointeurs sont indiqués en violet dans
la figure 3.2 et dénotés par x.p dans le pseudo-code. Le représentant canonique d’une classe
d’équivalence est obtenu en suivant ces pointeurs jusqu’a trouver un élément qui pointe sur
lui-méme.

Cette étape fait appel aux procédures union et £ind définies ci-apres : il s’agit ici d’'une
union naive de classes d’équivalence et d’'une recherche avec compression de chemins du
représentant canonique d’une classe d’équivalence.

Procédure naive-union(z, y)
1Yp:i==T
Procédure find-and-compress(x)

1 siz.p # x alors
2 L z.p := find-and-compress (x.p)

3 retourner z.p
La complexité de cette implémentation d'union-find est connue.
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Théoréme 3.22 (TARJAN et LEEUWEN, 1984, thm. 4). L’algorithme union-find avec com-
pression de chemin et union naive sur n éléments effectue m appels & find en temps O(n +

m 10g2+m/n ’fl)

L’étape (2) calcule ensuite récursivement la plus petite relation homogeéne qui rend ¢ et

t' équivalents. Par le théoréme 3.22, ce calcul termine en O(nlgn). A Alaligne 8, il est nécessaire
de rendre t’ représentant
Procédure homogenise (%, t) canonique pour la classe

1 t:=find(t) contenantt € X sit' ¢ X ; de

méme a la ligne 10 avec les roles

/e e
2 t/ ;= find(t) det ett’ échangés. Cela

3 8it = f(tl, R 7tm), t = g(tll, . ,t%) et f # g alors (non homogéne!) empé(j‘he d’ufilis.er les

4 ‘ échec:t ett' non unifiables techniques d’union par rang ou
. par taille; voir la section 3.4.3

5 sinonsit = f(ty,...,t,) ett' = f(t},...,t,,) alors pour une solution.

6 union(t,t')

7 pour i = 1 & m faire homogenise (¢;, t})

8 sinon sit € X alors

9 ‘ union (¢, t)

10 sinon (nécessairementt’ € X)
11 L union(t, t')

Exemple 3.23. La figure 3.2 présente la seconde étape de l'algorithme d’unification
sur entrée f(z,y) = f(g(y),g(2)) déja rencontrée dans I'exemple 3.12. Le mgu est
l9(9(2))/z,9(2)/y, z/ 2], lu en suivant les représentants canoniques de chaque variable.

f !
VAR VRN
a Y g g g ~
: Z g

FIGURE 3.2. Etape (2) de I'algorithme d’unification sur les termes d’entrée

f(z,y) et f(g9(y),9(2)).

Exemple 3.24. La figure 3.3 présente la seconde étape de I’algorithme d’unification sur
entrée o(x1, 2o, 73) = o(f(22,x2), f(23,3), f(x4,24)), qui encode 'exemple 3.14. On
retrouve bien le méme résultat, mais la représentation du mgu est linéaire en la taille de
Pentrée.

Exemple 3.25. La figure 3.4 présente la seconde étape de 'algorithme d’unification sur
lentrée f(x,y) = f(g(y), g(z)). Le résultat est la substitution [g(2)/z, g(2)/y, z/z], lue
en suivant les représentants canoniques de chaque variable.

On peut remarquer sur cette exemple que, lors de l'appel union(g,y) par
homogenise(y,g), la classe d’équivalence de y était {z,y}, plus grande pour les



M (Huet, 1976, sec. 5.7) pour cet
algorithme d’unification rapide.
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F1GURE 3.3. Etape (2) de I’algorithme d’unification sur les termes d’entrée
o(x1, 22, 73) et o(f (w2, 2), f(ws, x3), f(24, w4)).

algorithmes d’union par rang ou par taille que la classe de g qui était {g}. Nous avons
cependant été contraints de choisir ¢ comme représentant canonique.

rof s
YAYA [Ny
...... T ‘\y i P ~ T .5 Y.y i P

FIGURE 3.4. Etape (2) de I'algorithme d’unification sur les termes d’entrée
)

f(z,y) et fy,9(2)).

Etape (3). La derniére étape est de vérifier si la relation d’équivalence obtenue est bien acy-
clique. Il s’agit d’un simple test d’acyclicité dans le graphe obtenu, ol I'on cherche un cycle
non trivial utilisant les pointeurs « parents » et la relation de sous-terme. Ce test s’implé-
mente en O(n) par un parcours de graphe.

Exemple 3.26. La figure 3.5 présente la seconde étape de 1’algorithme d’unification sur
lentrée f(x,y) = f(g9(y), g(z)) déja rencontrée dans 'exemple 3.13. La troisiéme étape
échoue car il y a une cycle de x a lui-méme utilisant au moins un arc de relation sous-
terme; les termes n’étaient en effet pas unifiables.

3.4.3. Algorithme d’unification de HUET. Des améliorations de ce premier algorithme per-
mettant une union par rang ou par taille sont possibles, avec une complexité finale en
O(n-a(n,n)) ot aest la fonction d’ ACKERMANN inverse. Nous allons voir la version donnée
par HUET. Les trois étapes de I’algorithme restent les mémes, mais la structure sous-jacente
pour union-find al’étape (2) est différente, et les procédures union et £ind doivent étre
mises a jour.
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FIGURE 3.5. Etape (2) de I'algorithme d’unification sur les termes d’entrée

f(z,y) et f(9(y), 9(x)).

Structure de données. En plus du pointeur « parent » x.p, chaque noeud a aussi un booléen
x.r indiquant s’il est a la racine de la structure d’'union-find; au début de I’étape (2), ce
booléen est initialement 1. Le représentant canonique d’une classe est maintenant le nceud
pointé par x.p tel que x.77 = 1. Chaque nceud posséde également un attribut de « taille »
x.t, initialement 1.

Procédure find. La procédure find-and-compress fait appel a une procédure auxiliaire
root pour retourner le nceud racine; find-and-compress retourne alors le parent du
neeud racine, qui est le représentant canonique de la classe.

Procédure root (x)
1 si —x.7 alors
2 L x.p = root (x.p)
3 retourner x.p

Procédure find-and-compress(x)
1 retourner root(z).p

Procédure union. La procédure union-by-size recoit en argument des noeuds z et y qui
sont les représentants canoniques de leurs classes respectives, mais pas nécessairement les
racines de leurs classes. On commence donc par chercher ces racines aux lignes 1 et 2. La
nouvelle racine sera la racine de la classe de plus grande taille (voir les lignes 4 et 8). Enfin,
le représentant canonique de la nouvelle classe sera pointée par cette racine de 'union (rien
a faire aux lignes 4-6, mais voir la ligne 9).

Procédure union-by-size(x,y)
1z :=rxoot(x)

2 Yy := root(y)
3 six.t > y.t alors
4 yr:=0
5 Yypi=z
6 zt:=xl+4+y.t
7 sinon
z.r =0
9 Y.pi=z.p
10 Tpi=y
11 yti=xzt+y.t




M Voir (BEAUQUIER, BERSTEL et
PHILIPPE, 1992, thm. 5.3), ou
(CoRMEN et al., 2009,

thm. 21.14) pour une version
avec union par rang.
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Exemple 3.27. Reprenons 'exemple 3.25. La figure 3.6 présente la seconde étape de I’al-
gorithme d’unification de HUET sur l'entrée f(z,y) = f(g(y), 9(2)).

Initialement, tous les nceuds ont z.1 = 1, et sont indiqués en orange. Les tailles x.7 sont
indiquées en vert a coté de chaque neceud.

Le résultat est la substitution [g(z)/z, g(2)/y, 2/ 2], lue en suivant dans la figure de droite
les représentants canoniques de chaque variable : on remonte jusqu’a la racine de la classe

indiquée en orange, et on suit son lien parent en violet pour trouver le représentant ca-
nonique.

kf
VEREVARN VAR AR
Sy g e ~ Lo
...... 1 :1 1( xl\( 3\( gl
w L
e e

FIGURE 3.6. Etape (2) de I'algorithme d’unification de HUET sur les termes
dentrée f(z,y) et f(y, 9(2)).

Exemple 3.28. Reprenons I'exemple 3.26. La figure 3.7 présente la seconde étape de l'al-
gorithme d’unification de HUET sur entrée f(x,y) = f(g9(y), g(z)). La troisiéme étape
échoue comme il se doit, car il y a une cycle de = a lui-méme utilisant au moins un arc de
relation sous-terme; les termes n’étaient en effet pas unifiables.

FiGURE 3.7. Etape (2) de I'algorithme d’unification de HUET sur les termes
dentrée f(z,y) et f(g(y), 9(x)).

La complexité de cette implémentation d’'union-find est elle aussi connue, et donne au
final une complexité en O(n - «(n, n)) pour l'algorithme d’unification de HUET.

Théoréme 3.29. L’algorithme union-find avec compression de chemin et union par taille
surn éléments effectue m appels a £ind en temps O(m - a(m,n)).
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Partie 2

Sémantique de vérité du calcul propositionnel

Programme officiel. Par souci d’éviter trop de technicité, on ne présente la notion de valeur de vérité
que pour des formules sans quantificateurs.

Notions Commentaires

Valuations, valeurs de vérité d’'une for-  Notations V pour la valeur vraie, F pour la valeur fausse.

mule propositionnelle.

Satisfiabilité, modéle, ensemble de mo-  Une formule est satisfiable si elle admet un modéle, tautologique

deles, tautologie, antilogie. si toute valuation en est un modeéle. On peut étre amené a ajou-
ter a la syntaxe une formule tautologique et une formule anti-
logique; elles sont en ce cas notées T et L.

Equivalence sur les formules. On présente les lois de DE MORGAN, le tiers exclu et la décom-
position de I'implication.

Conséquence logique entre deux for- On étend la notion a celle de conséquence ¢ d’un ensemble de

mules. formules I" : on note I' = . La compacité est hors programme.

Forme normale conjonctive, forme Lien entre forme normale disjonctive compléte et table de vérité.

normale disjonctive.

Mise sous forme normale. On peut représenter les formes normales comme des listes de
listes de littéraux. Exemple de formule dont la taille des formes
normales est exponentiellement plus grande.

Probléeme SAT, kSAT, algorithme de On incarne SAT par la modélisation d’'un probléme (par
QUINE. exemple la coloration des sommets d’un graphe).

Lecon. Cette partie est aussi au programme de I’épreuve d’oral de lecon de 'agrégation.

Lecon 28. Formules du calcul propositionnel : représentation, formes normales, sa-
tisfiabilité. Applications.

Nous faisons un rapide rappel de la syntaxe et de la sémantique de la logique propo-
sitionnelle dans les sections 4 et 5; il s’agit d’'une reformulation de la partie 1 pour le cas
propositionnel. Les équivalences et conséquences logiques sont vues dans la section 6 et le
théoréme de compacité en section 6.5.

Les formes normales sont présentées dans la section 7; en particulier le traitement du
colit exponentiel de la mise sous forme normale se trouve en section 7.3.2. En guise de
supplément pour lalecon 28, on présente aussi rapidement les formes disjonctives premiéres
et minimales en sections 7.3.2 a 7.3.3 et les diagrammes binaires de décision en section 7.4.
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Le probleme de satisfiabilité et des exemples de modélisation sont donnés en section 8.
L’algorithme de QUINE de recherche de modéle par simplification est donné en section 8.3.2.
En guise de supplément pour la lecon 28, on présente aussi ’algorithme de recherche de
modeéle di a Davis, PuTNAM, LOGEMANN et LOVELAND en section 8.3.3.
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4. SYNTAXE
Résumé. Etant donné un ensemble dénombrable P, de , les formules
propositionnelles sont des arbres dont les feuilles sont des propositions et les noeuds
internes des connecteurs logiques. Ainsi, une est un arbre de

la forme

P ou - A

A Ad LA

ou P € Py et ¢ et ¢ sont des formules propositionnelles.

4.1. Arbres de syntaxe abstraite. Soit Py un ensemble infini dénombrable de symboles
de propositions (aussi appelés « variables propositionnelles »). La syntaxe de la logique
propositionnelle est définie par la syntaxe abstraite

pu=P | np | Vo | pAyp (formules propositionnelles)

ou P € Py.

Concretement, cela signifie qu'une formule propositionnelle est un arbre fini, dont les
feuilles sont étiquetées par des propositions tirées de Py, et dont les nceuds internes sont
étiquetés soit par — (pour « non ») et ont exactement un nceud enfant, soit par V (pour
« ou ») ou A (pour « et ») et ont exactement deux nceuds enfants. Par exemple, la figure 4.1
décrit une formule propositionnelle ¢ ., ou P et () sont des propositions de Py.

&A

ex —

\
\% P

/ N\
o
Q

FIGURE 4.1. Une formule propositionnelle.

M (Durarc, 2015, sec. 1.1.2),
(DavID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
sec. 1.2.6), (GOUBAULT-LARRECQ
et MACKIE, 1997, sec. 2.1),
(HARRISSON, 2009, sec. 2.1)



M (Duparc, 2015, sec. 1.1.4)
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L’intérét de travailler avec des arbres de syntaxe abstraite est que ceux-ci se prétent trés
bien aux définitions et aux algorithmes par récurrence. Par exemple, on peut définir I'en-
semble Props(¢) C Py des propositions qui apparaissent au moins une fois dans une for-
mule propositionnelle ¢ :

Props(P) & {P} , Props(—) & Props(¢) .

Props (i V 1) & Props(y) U Props(¢)) Props(p A ) & Props(¢) U Props(1)).
Dans l'exemple de la figure 4.1, Props(pe) = {P, Q}.

4.2. Syntaxe concrete. Cependant, dessiner des arbres a chaque fois que I'on veut écrire
une formule propositionnelle est plut6t laborieux. On utilise plut6t une écriture « linéaire »
en introduisant des parenthéses de maniére judicieuse. Par exemple, la formule proposition-
nelle de la figure 4.1 s’écrit e, & (P V =Q) A P). On se permet généralement des facilités
d’écritures, comme (P V —Q) A P pour ., — oi I'on a enlevé les parenthéses extérieures
—ouPAQARpour (PAQ)AR)ou(PA(QAR)) - car les opérateurs A et V sont

associatifs (voir section 6).
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5. SEMANTIQUE

Résumé. Soit B & {F,V} I'ensemble des , ou F désigne « faux »
et V désigne « vrai ». Etant donnée une I: Py — B, la

[]* d’une formule propositionnelle est une valeur de vérité, qui ne dépend en réalité
que des propositions qui apparaissent dans ¢ (propriété 5.3). On note « I = ¢ » si

I_
[#]" = V.

Ainsi, on peut aussi voir [¢] comme une qui prend en argu-
ment les valeurs de vérité de ses propositions et retourne une valeur de vérité, et
pour laquelle on peut écrire une . Inversement, pour toute fonction

booléenne f, il existe une formule propositionnelle ¢ telle que f = [¢] (théoréme 5.8
de complétude fonctionnelle).

Une formule propositionnelle ¢ est s’il existe une interprétation I telle
que [p]! = V. Elle est (noté « = ¢ ») si pour toute interprétation I, on a
[l = V.

5.1. Valeurs de vérité. On note B & {F, V} pour I'ensemble des valeurs de vérité : I'intui-

tion est que V dénote la valeur « vrai » et F la valeur « faux ». On définit aussi trois opérations
non:B — B et et,ou: B> — B définies parnonV = FouF = FetF =VetF=FetV=F
etnonF =VouV =VouF=FouV =VetV =V (voir la table 5.1). On appelle aussi B
muni des trois opérations non, ou et et « I'algébre de BOOLE ».

Remarque 5.1. En francais, le mot « ou » est ambigu, dans la mesure ou il peut étre compris R (Duparc, 2015, sec. 1.2.3)
de maniere inclusive (A ou B ou les deux) ou exclusive (A ou B mais pas les deux). Dans

I'usage courant, les deux cas A et B sont souvent implicitement exclusifs (« Je me leve a sept

ou huit heures selon les jours »). Le « ou » logique est en revanche inclusif.

5.1.1. Interprétations. Une interprétation est une fonction (aussi appelée une « valuation W (Durarc, 2015, sec. 1.2.1)
propositionnelle ») I: Py — B qui associe une valeur de vérité P! € B pour chaque pro-  On peut aussi voir une

position P € Py. Si I est une interprétation et P est une proposition, on écrit I[V/P)] ;Z;ir[; :lest:r:%lecomme u

(resp. I[F/P]) pour l'interprétation qui associe V a P (resp. F) et Q' a Q pourtout Q@ # P. [ (pc P, | PI =V} de
propositions dans 270 ; les deux
B . , . T , . points de vue sont bien sur
5.1.2. Sémantique. La sémantique [¢]]° € B d’une formule propositionnelle ¢ dans une syivalents.
interprétation I est définie inductivement par lq(DUPARC) 2015, sec. 1.2.2),
(GOUBAULT-LARRECQ et

PP ol Eronlel! LoV ol Sl vl [on ol Sl et ol



& On peut aussi définir la
sémantique d’une formule
propositionnelle via un jeu
d’évaluation ; voir (DUPARC,
2015, sec. 1.2.7).

M (HARRISSON, 2009, thm. 2.2)
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On dit que [ satisfait o (ou que I est un « modéle » de ), noté I = ¢, si [¢]! = V; cette
écriture peut étre définie de maniére équivalente par

I=P siPel,
I=—p sil ¢,
IT=pVy sil=poul =9,
IT=pAy sil=petl =1 .

On définit aussi Sat(p) & {I € BP> | I = ¢} I'ensemble des interprétations qui satis-
font .

Exemple 5.2. Considérons a nouveau la formule propositionnelle vy = (P V =Q) A P
de la figure 4.1, et interprétation I qui associe Pl=FaP, Q' =FaQ,etR =V
a toutes les propositions R € Py différentes de P et ). La sémantique @]’ se calcule
comme suit :

[(PV=Q) AP =[PV-Q]" et [P’

([P]" ou [-Q]") et [P]’

= (P ou [-Q]") et [P]’
(Fou [-Q]") et [P]*

= (Founon [Q]!) et [P]*

= (
(

F ou non Q7) et [P]!
F ounonF) et [P]!
= (FouV)et[P]*

A noter que I'on aurait pu atteindre ce résultat bien plus vite en écrivant
[(PVv=Q)AP]"=[PV-Q] et[P]'
=[PVv-Q] et P!
=[PV -Q]! etF
=F,

sans se préoccuper d’évaluer [PV —Q]".

On peut observer que la valeur de vérité de ¢ ne dépend que de l'interprétation des
propositions de Props(y) : si P ¢ Props(i), alors pour toute interprétation I, [¢]!V/F1 =
[]'F/71. Cela se démontre par induction structurelle sur ¢ comme suit.

Propriété 5.3. Pour toute formule propositionnelle o et interprétations I et I', si PT = Pr
pour toute proposition P € Props(¢), alors [¢]" = [¢]".

Démonstration. Par induction structurelle sur (.
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Pour le cas de base ¢ = P, ona P € Props(¢) donc P! = P! par hypothése sur I et I’,
et on a bien
[Pl =P =P =[P])" .
Pour Iétape d’induction, si ¢ = —), on a Props(¢) = Props(¢), donc PI = P!’ pour
toute proposition P € Props(¢) et on peut appliquer I'’hypothése d’induction a la sous-
formule v : on a bien

[=¢]" = non [¥]" & non [¥]"" = [-]"" .

Si = ¥V4)', onaProps(p) = Props(1)UProps(1), donc PT = P! pour toute proposition
P € Props(¢) ou P € Props(¢’) et on peut appliquer I’hypothése d’induction aux deux
sous-formules 1) et ¢’ : on a bien

[ v o'l =[] ou [w]" 2 [w] ouw]" =[vvy]" .

Enfin, le cas olt ¢ = ¢ A 1)’ est similaire au précédent. g

La propriété 5.3 signifie que, pour une interprétation I et une formule propositionnelle ¢,
seules les valeurs de vérité P! pour P € Props(i) influencent la sémantique []’. On
pourrait donc aussi employer des interprétations partielles I: Py - B pour peu que leur
domaine dom(7) contienne les propositions de Props(¢).

Introduisons quelques notations supplémentaires pour ces interprétations partielles. Pour
des propositions distinctes P, ..., P, et des valeurs de vérité by, ..., b, dans B, on note
[b1/Py, ..., b,/ P,] pour Uinterprétation partielle de domaine fini {P,..., P,} telle que
P][bl/ Proeba/Ful - del b; pour tout 1 < j < n. Pour deux interprétations partielles I et
I’, on dit que I’ étend I ou que I est la restriction de I' 4 dom(]), et on écrit I C I, si

dom(I) C dom(I)’ et pour toute proposition P € dom(I), PT = PT".

Exemple 5.4. Comme vu dans ’exemple 5.2, on a [e,]! = F pour toute interprétation I

qui étend 'interprétation partielle [F/P, F/Q)].

5.1.3. Tables de vérité. Les opérateurs non, ou et et sont des fonctions booléennes, c’est-
a-dire des fonctions f: B"™ — B pour un certain n > 0. Une facon de présenter de telles
fonctions est sous la forme de tables de vérité, ou chaque ligne indique les valeurs possibles
des arguments 1, . . . , x,, de la fonction ainsi que la valeur de f(z1, . . ., z,,) ; voir la table 5.1
pour les tables de vérité de non, ou et et.

TABLE 5.1. Les tables de vérité des fonctions non, ou et et.

- X1 X9 | T10UTy r1 Xo | x1etxo
o fnonay Ty Ty vV V| v
V| F V F % V F F
F \% F Vv \% F Vv F
- F F F F F F

Soit ¢ une formule propositionnelle. Par la propriété 5.3, la satisfaction de ¢ ne dépend
que de I'interprétation des propositions de Props(y). On peut ainsi voir ¢ comme définissant
une fonction des interprétations partielles I € BP*P(#) dans B : [¢] (1) & [¢]!. C’est donc

M (DupaRrc, 2015, sec. 1.2.8),
(JAUME et al., 2020, sec. 7.3.1);
les fonctions booléennes
apparaissent aussi dans la
lecon 19 « Fonctions et circuits
booléens en architecture des
ordinateurs ».
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une fonction booléenne B” — B a n = |Props(y)| variables, et on peut en donner la table
de vérité. Cependant, plutdt que de seulement donner la table de vérité de [¢], il peut étre
pratique de donner par la méme occasion la table de vérité de chacune de ses sous-formules.

TABLE 5.2. La table de vérité de la formule propositionnelle ¢, de la figure 4.1.
|
Exemple 5.5. Pour la formule propositionnelle ¢y de la figure 4.1, [¢ey] est une fonction
a deux variables qui représentent les valeurs de [ P] et [Q]’. La formule propositionnelle
©ex @ pour sous-formules P, Q, —=Q, P V =@, ainsi que (P V =Q) A P. La table de vérité
correspondante est donnée dans la table 5.2.

Les deux colonnes « =@ » et « PV—() » contiennent des calculs intermédiaires. La colonne
« =) » est obtenue en appliquant non a la colonne () ; la colonne « PV =@ » l'est en
appliquant ou aux colonnes P et =@ ; enfin, la colonne « (P V —Q) A P » est obtenue en
appliquant et aux colonnes PV —Q et P. A noter que la sémantique [¢]’ = F calculée
dans I'exemple 5.2 pour I étendant [F/P, F/Q)] correspond & la derniére ligne de la table.
On peut remarquer dans cette table que les colonnes « P » et « (PV—Q)AP » contiennent

les mémes valeurs de vérité : ces deux formules propositionnelles sont dites fonctionnel-
lement équivalentes, car elles définissent les mémes fonctions [P = [(P V —=Q) A P].

-Q PV-Q (PV-Q)AP

TT<<|N
T T<|O

\%
V
F
\%

<7< T
TTn< <

R (Durarc, 2015, sec. 1.2.11) 5.1.4. * Etendre la syntaxe. D’autres opérations booléennes que non, ou et et pourraient

étre utilisées dans la syntaxe des formules propositionnelles. Par exemple, il y a 22" = 16
fonctions booléennes a deux arguments, dont les fonctions indiquées dans la table 5.3.

TABLE 5.3. Les tables de vérité des fonctions booléennes xor (« ou exclu-
sif »), impl (« implique »), equiv (« si et seulement si ») et nand (« non
et »).

1 X2 ‘ r1Xorxe x1implxrs 1 equivas x1 nand xo

V V

mTmm< <
<<
< <<

Vv
F F F
Y Vv F
F Vv Y

Pour chacune de ces fonctions, on pourrait étendre la syntaxe abstraite des formules
propositionnelles pour s’autoriser a les utiliser :

pu=- | pBo o= | ool ey,
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en étendant de méme la sémantique par
[ @ v]" =[] xor [¥]" [ — w1 = [e]" impl [¥]"
[p < ¥]" # [¢]' equiv [¢]' [ t 9] = L] nand [4]" .

Remarque 5.6. Comme mentionné dans la remarque 5.1, le « ou exclusif » xor correspond
au sens souvent implicite du mot « ou » en frangais (A ou B mais pas les deux).
L’implication impl correspond approximativement a « si A alors B » ou « A implique
B ». Mais en francais usuel, ces locutions établissent souvent un lien de causalité implicite
entre A et B, comme dans « S’il pleut, alors je prends mon parapluie. ». Cela rend aussi une
phrase comme « S’il pleut et que je mets mon pull bleu, alors il pleut. » assez étrange, alors
que (P A B) — P est une formule propositionnelle tout a fait raisonnable. L’implication
en francais courant peut aussi prendre un sens exclusif, comme dans « S’il reste ici, je m’en
vais. », qu’on formaliserait en R @ =V ou R dénote « il reste ici » et V' « je m’en vais ».

5.1.5. * Complétude fonctionnelle. Pour les applications de la logique propositionnelle, par
exemple pour les expressions booléennes dans les langages de programmation ou de circuits
logiques, il serait pour le moins souhaitable que toutes les fonctions booléennes soient ex-
primables comme la sémantique [[¢] d’une formule propositionnelle ¢. Une solution serait,
pour chaque fonction booléenne f: B — B, d’étendre la syntaxe abstraite des formules
propositionnelles par

pu=-| flo,...,9)
et leur sémantique par

[f (1, o)l E [l Tenl”) -

Fort heureusement, il n’est pas nécessaire d’enrichir la syntaxe et la sémantique des for-
mules propositionnelles par une infinité de cas — ce qui serait un obstacle pour leur im-
plémentation! En effet, toutes les fonctions booléennes peuvent étre exprimées a ’aide des
seules non, ou et et (et des fonctions de projection) en les composant de maniére appropriée.

Exemple 5.7. Les fonctions de la table 5.3 s’expriment comme suit :
Z1 Xor o = (x1 ou z3) et non (7 et xa) | x1 impl z2 = nonxy ou xy ,

x1 equivzo = (nonxj ou zg) et (nonzg ouxy), 1 nand z2 = non (x1 et x2) .

Intuitivement, les fonctions booléennes définissables comme des sémantiques [¢] de for-
mules propositionnelles sont justement les fonctions exprimables a I’aide des seules non, ou
et et; par exemple, impl = [Py V P,]. On obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 5.8 (complétude fonctionnelle). Pour tout n > 0 et toute fonction booléenne
f:B™ — B, il existe une formule propositionnelle @ sur n propositions P, ..., P, telle que

f=[¢].

Démonstration. Soit f une fonction booléenne B — B pour un certainn > 0.Sin = 1,
alors il y a quatre fonctions booléennes de B dans B, qui sont toutes exprimables a I’aide de
formules propositionnelles :

— la fonction identité est [P ],

— la fonction négation [P ],

— la fonction constante V est [P} V = P;] et

M (Duparc, 2015, sec. 1.2.3)

M (Duparc, 2015, sec. 1.2.12),
(FJAUME et al., 2020, sec. 7.2.1.1)



@ Cette expression pour f est
appelée sa forme normale
disjonctive complete ; voir la
section 7.3.

M (Durarc, 2015, sec. 1.2.9),
(HARRISSON, 2009, sec. 2.3)
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— la fonction constante F est [Py A —Py].
Sin > 1, alors

f= \/ @(bl,...,bn)]]

(b1,...,bn ) EB™:f(b1,...,bn )=V

pourvu que chaque formule propositionnelle ¢y, 5, soit telle que [, p,)]7 = Vsiet
seulement si pour tout 1 < i < n, P/ = b;. De telles formules propositionnelles O(by,eibn)
s’écrivent comme des conjonctions

Clorrebn) L\ Lo

1<i<n

ou les littéraux £(;, . 1,.),; sont définis par

P sib; =V
def @ v
Cbrba)i = {ﬁP,L- sib; =F. -

Exemple 5.9. Appliquons la preuve du théoréme 5.8 de complétude fonctionnelle a la
fonction equiv définie dans la table 5.3. Il y a deux valuations de (x1, x2) telles que 1 equiv
xo = V, a savoir (V,V) et (F,F). Les deux formules propositionnelles associées sont
@(V,V) g. Pl /\P2 et QO(F,F) g _\P1 /\"PQ, et on a bien equiv = [[(Pl /\PQ) V (_‘Pl /\_‘PQ)]].

5.2. Satisfiabilité et validité. Une formule propositionnelle ¢ est satisfiable s’il existe un
modeéle de ¢, c’est-a-dire s’il existe une interprétation [ telle que I = (. Elle est valide, noté
= ¢, si pour toute interprétation I, I = . Clairement, une formule propositionnelle valide
est en particulier satisfiable, mais I'inverse n’est pas toujours vrai.

En termes des tables de vérité de la section 5.1.3, une formule propositionnelle est donc
satisfiable si et seulement s’il existe au moins une entrée V dans sa colonne, et elle est valide
si et seulement si sa colonne est entierement constituée de V. On voit dans la table 5.2 que
la formule propositionnelle @, de la figure 4.1 est satisfiable mais pas valide.

En termes d’ensemble de modéles, rappelons que Sat(¢) & {I € BP0 | I = ¢} dénote
I’ensemble des interprétations qui satisfont . Alors ¢ est satisfiable si Sat(y) # 0, tandis
qu’elle est valide si Sat(y) = B”° est 'ensemble de toutes les interprétations possibles.

Exemple 5.10 (loi de PEIRCE). La formule propositionnelle ¢ & ((P — Q) — P) — P
est une variante du tiers exclu, et est valide en logique classique propositionnelle. En effet,

soit ] une interprétation quelconque. Si I = P, alors I = . Sinon, I = P — () donc
It (P— Q) — Petdonc! = .

Propriété 5.11 (dualité entre satisfiabilité et validité). Une formule propositionnelle @ n’est
pas satisfiable si et seulement si —p est valide; elle n’est pas valide si et seulement si —~p est
satisfiable.

Démonstration. Pour le premier énoncé, ¢ n’est pas satisfiable (aussi dite « contradictoire »)
— si et seulement si, pour toute interprétation I, I & ¢,
— si et seulement si, pour toute interprétation I, I = —¢,
— si et seulement si, ~¢ est valide.
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Pour le second énoncé, ¢ n’est pas valide (aussi dite « falsifiable »)
— si et seulement si, il existe une interprétation I telle que I H ¢,
— si et seulement si, il existe une interprétation I telle que I = —¢,
— si et seulement si, — est satisfiable. O

Pour un ensemble de formules propositionnelles .S et une interprétation I, on écrit [ = S
si I = 1) pour tout ¢ € S. Un ensemble S est insatisfiable s’il n’existe pas d’interprétation
Itelleque I = S.

Exemple 5.12 (ensemble insatisfiable). Soit 'ensemble F' de formules propositionnelles
suivant :

{PVQV-R, QVR, ~PV—-QVR, ~PV R, PV-Q}.

Soit I une interprétation. Supposons tout d’abord que I = P.Si I = R, alors [ £ ~P V
—R;sinonsil = @ alors I £ —PV —Q V R etsinon [ ¥ @ V R. Supposons maintenant
I# P.Sil = Q,alors I # PV —Q;sinonsil = Ralors I # PV QV —R et sinon
I#QVR.
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6. CONSEQUENCES ET EQUIVALENCES LOGIQUES

Résumé. Une formule propositionnelle ¢ est une d’une formule
propositionnelle 1) (noté « 1) = ¢ ») si pour toute interprétation I, si I = ) alors
I = . C’est le cas si et seulement si la formule propositionnelle ¢ — ¢ est valide,
si et seulement si [¢] < [¢] (lemmes 6.2 et 6.3). Les formules propositionnelles ¢
et ¢ sont siy) = p et p = ; cest le cas si et seulement si
1) > p est valide, si et seulement si [¢] = [¢].

Une est une fonction 7 de domaine fini qui associe a
toute proposition P € Py une formule propositionnelle 7(P) ; par extension, @7 est
la formule propositionnelle dans laquelle toutes les occurrences de chaque proposi-
tion P ont été remplacées par 7(P).

On dénote par I7 I'interprétation qui associe pour toute proposition P € Py la
valeur de vérité PI™ & [7(P)]”; alors le lemme 6.7 de substitution propositionnelle
dit que [o7]! = [¢]'". Cela implique en particulier que si ¢ est valide, alors 7 I'est
aussi, et permet de démontrer de nombreuses

Le énonce que, si un ensemble S' de formules proposi-
tionnelles est insatisfiable, alors il existe un sous-ensemble fini F' Cg, S qui est
insatisfiable. Par conséquent, si S = ¢, alors il existe F' Cg, S tel que F' = ¢
(corollaire 6.14).
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Comme nous I’avons vu dans Pexemple 5.5, il peut y avoir plusieurs formules proposi-

Démonstration. Ona () = ¢

tionnelles avec la méme sémantique. Le but de cette section est de mieux comprendre ce
phénomene.

6.1. Conséquences logiques. Si S est un ensemble de formules propositionnelles et ¢
est une formule propositionnelle, on dit que ¢ est une conséquence logique de S et on écrit
S E @ si pour toute interprétation [ telle que I = S on a I = ¢ — autrement dit, si pour
toute interprétation I, I = S implique I = ¢.

Propriété 6.1. Soit ¢ une formule propositionnelle. Alors ¢ est valide si et seulement si () = ,
c’est-a-dire @ est une conséquence logique de I’ensemble vide.

— si et seulement si, pour toute interprétation I, si I satisfait toutes les formules de

Pensemble vide, alors I = ¢,
— si et seulement si, pour toute interprétation I, ona I = ¢,
— si et seulement si, ¢ est valide.

O

M (Duparc, 2015, sec. 1.2.5)



M (Durakrc, 2015, sec. 1.2.4)
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Dans le cas d’un ensemble S = {t} constitué d’une seule formule propositionnelle ),
on notera plus simplement ¢ = ¢ et on dira que ¢ est une conséquence logique de 7). Si on
écrit Sat(p) & {I € BP° | I = ¢} pour I'ensemble des interprétations qui satisfont une
formule propositionnelle ¢, ¥ = ¢ revient a Sat(1)) C Sat(¢). On peut relier cette notion a
la validité d’une seule formule propositionnelle comme suit.

Lemme 6.2 (déduction). Soit S un ensemble de formules propositionnelles, et p et 1) deux
formules propositionnelles. Alors S U {¢} = ¢ si et seulement si S = ¢ — . En particulier
quand S = (), ¢ = ¢ si et seulement si1) —  est valide.

Démonstration. Ona SU {4} = ¢
— si et seulement si, pour toute interprétation I, si [ satisfait toutes les formules propo-
sitionnelles de S U {4}, alors I = ¢,
— si et seulement si, pour toute interprétation I, si I satisfait toutes les formules propo-
sitionnelles de S, et si de plus I = 1), alors I = ¢,
— si et seulement si, pour toute interprétation I, si I satisfait toutes les formules propo-
sitionnelles de S, alors I =9 — ¢,
— sietseulement si, S =Y — .
Par suite, le cas o S = () découle de la propriété 6.1. ]

Une autre facon de comprendre les conséquences logiques est de définir un pré-ordre a
'aide des sémantiques fonctionnelles [¢]. On considére pour cela 'ordre F < V sur les va-
leurs de vérités, et on dit que v est fonctionnellement plus petite que ¢, noté [¢] < [¢], si
pour toute interprétation I, [¢]! < [¢]. D’aprés cette définition, deux formules proposi-
tionnelles ¢ et ¢ sont fonctionnellement équivalentes, c’est-a-dire telles que [¢] = [¢], si et
seulement si [] < [¢] et [¥] < [¢]-

On peut visualiser le pré-ordre fonctionnel sous la forme d’un treillis comme celui de la
figure 6.1. Dans cette figure, on donne pour chacun des 16 cas possibles sur deux proposi-
tions P et () les valeurs de vérité des formules propositionnelles pour les interprétations
partielles [V/P,V/Q], [V/P,F/Q], [F/P,V/Q] et [F/P,F/Q], dans cet ordre. Chaque élé-
ment du treillis est illustré par un exemple de formule propositionnelle avec cette séman-
tique; il y en a bien siir d’autres, comme P A =@ pour FVFF ou =P V =@ pour FVVV, ou
comme vu dans 'exemple 5.5, (P V =Q) A P pour VVFF. Dans ce treillis, [¢/] < [¢] s’il
existe un chemin pointillé qui monte de [¢] a [¢].

Lemme 6.3 (pré-ordre fonctionnel). Soient ¢ et ¢ deux formules propositionnelles. Alors
¥ & @ si et seulement si [¢] < [¢].

Démonstration. Ona i = @
— si et seulement si, pour toute interprétation I, si I &= 1) alors I = ¢,
— si et seulement si, pour toute interprétation I, si [1/]7 = V alors [¢]! =V,
— si et seulement si, pour toute interprétation I, [/]! < [¢]’,
— si et seulement si, [¢] < [¢]. O

6.2. Equivalences logiques. On dit que deux formules propositionnelles et ¢ sont lo-
giquement équivalentes si 1) = ¢ et ¢ = 1, c’est-a-dire si, pour toute interprétation I,
I = ¥ si et seulement si I = ¢. En terme d’ensemble de modéles, cela revient a demander
Sat(¢)) = Sat(¢y). Par le lemme 6.2 de déduction, cela se produit si et seulement si 1) <> ¢
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VVVV
PV =P
VVVF VVFV VFVV FVVV
PVQ ol Qo P i P=Q . S(PAQ)
VVFF VFVF VFFV _ FVVF VFVF FFVV
P Q P Q I P®Q Q. =P
VFFF FVFF FFVF FFFV
PAQ . ﬁ(P—>‘Q) ﬁ(Q—>P) s -(PVQ)
FFFF
PA-P

FIGURE 6.1. Le treillis du pré-ordre fonctionnel sur deux propositions P et ().

est une formule propositionnelle valide. Par le lemme 6.3 de pré-ordre fonctionnel, cela se
produit si et seulement si ¢ et ¢ sont fonctionnellement équivalentes, c’est-a-dire si et seule-

ment si [¢] = [¢].

Comme nous allons le voir, I’équivalence logique permet de remplacer une formule pro-
positionnelle, qui représente par exemple une expression booléenne d’un programme ou
un circuit logique, par une autre formule propositionnelle équivalente potentiellement plus
efficace a évaluer; ainsi, dans 'exemple 5.5, la formule propositionnelle P est plus facile a
évaluer que (P V =Q) A P.

11 est donc treés utile de savoir dire si deux formules propositionnelles ¢ et ¥ sont logi-
quement équivalentes ou non. Cela peut se faire a ’aide de tables de vérité

— d’apres le lemme 6.2 de déduction, en vérifiant si ¢ <> 1) est valide, ou

— d’aprés le lemme 6.3 de pré-ordre fonctionnel, en vérifiant si [¢] = [¢].

Exemple 6.4. Appliquons les lemmes 6.2 et 6.3 & 1’équivalence entre =(PVQ) et ~PA—Q.
La table de vérité correspondante est donnée dans la table 6.1 ci-dessous.

On vérifie dans cette table que la troisiéme colonne (—(P V @)) et la cinquiéme colonne
(=P A Q) sont identiques, donc ces deux formules propositionnelles sont logiquement
équivalentes par le lemme 6.3 de pré-ordre fonctionnel. La sixiéme colonne (—(PV Q) <
—P A =Q) ne contient que des V, donc cette formule propositionnelle est valide, ce qui
montre aussi que les deux formules propositionnelles sont logiquement équivalentes par
le lemme 6.2 de déduction.

Cette approche via les tables de vérité a 'inconvénient de nécessiter de tester toutes
les interprétations des propositions de Props(¢) UProps(¢), soit un nombre exponentiel de
possibilités. Nous verrons des techniques qui permettent souvent de n’explorer qu’une toute



M (DupaRc, 2015, sec. 1.2.6),

(GouBAULT-LARRECQ et MACKIE,

1997, def. 2.4), (DaviD, NOUR et
RAFFALLL, 2003, def. 4.6.4),
(HARRISSON, 2009, p. 41)

M (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, thm. 2.10),
(HARRISSON, 2009, thm. 2.3)
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TABLE 6.1. Table de vérité de =(P V @), “P A =~Q et (P V Q) +» =P A =Q.

P Q|PVQ —(PVQ)|-P —-Q -PA-Q|~(PVQ) <+ -PA-Q
VvV V \% F F F F \Y
V F \ F F \ F V
F V \ F \ F F \Y
F F F \ \ \Y \ \Y

petite partie de cet espace de recherche. En attendant, nous allons voir une approche qui
s’applique bien a de petites formules propositionnelles et des raisonnements « a la main ».

6.3. Substitutions propositionnelles. Une substitution propositionnelle (aussi appelée
une

« transduction propositionnelle ») est une fonction 7 qui associe a chaque proposition P €
Py une formule propositionnelle 7(P), de tel sorte que son domaine dom(7) & {P € Py |

7(P) # P} soit fini. On écrit [¢1 /P, . . ., ¢n/Py] pour la substitution propositionnelle de
domaine {Py,...,P,} oules P; sont distinctes et qui associe ; & P;. Toute substitution
propositionnelle se reléve en une fonction des formules propositionnelles dans les formules
propositionnelles :

PrEr(P), (~o)TE=(er), (oVO)TE () V(7)) (9 AY)TE (p1) A (YT) .

Exemple 6.5. Considérons la formule propositionnelle ¢ = (P A @), ainsi que la substi-
tution propositionnelle 7 = [(P V =Q)/P, P/Q)]. Alors Y7 = (P V =Q) A P.

3.1. Lemme de substitution propositionnelle. Pour une interprétation I et une substitution
63.1. L de substitution propositionnelle. P interprétation I et bstituti
propositionnelle 7, on définit I'interprétation /7 comme associant P! & [7(P)]! a chaque
proposition P de Py.

Exemple 6.6. Soit I une interprétation qui étend [F/P,F/Q] et = [(PV—Q)/P, P/Q).
Alors PI" =[PV -Q]! =VetQ!" =[P}l =F.

Lemme 6.7 (substitution propositionnelle). Pour toute formule propositionnelle @, toute sub-

stitution propositionnelle T et toute interprétation I, [o7]! = [p] ™.

Démonstration. Par induction structurelle sur . Pour le cas de base ou ¢ = P € Py,
[Pr]' =[r(P)] = [P]'".
Pour I’étape d’induction ou ¢ = —),
[(=9)71" = [=(r)]" = non [yor]" 2 non [¥]'" = [-¢]"" .
Pour I’étape d’induction ot p = ¢’ V 1),
[(¢' vo)r] = [('T) v (7)) = [¢'7]" ou [pr]"2 [¢']'7 ou [¥]'7 = [¢" v 4] '™ .

L’étape d’induction ot ¢ = ¢’ A 1) est similaire. ]
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Exemple 6.8. Considérons comme dans les exemples 6.5 et 6.6 une interprétation I qui
étend [F/ P, F/Q), la substitution propositionnelle 7 = [(PV —Q)/P, P/Q], et la formule
propositionnelle ¢ = (P A Q). Alors dun coté [¢7]! = [(P Vv Q) A P]F/PF/Ql = F,
et de l'autre [¢]/™ = [P A Q]IV/PF/Q = F,

Corollaire 6.9. Soit @ une formule propositionnelle valide et T une substitution proposition- R (HARRISSON, 2009, cor. 2.4)
nelle. Alors pT est valide.

Démonstration. Par le lemme 6.7 de substitution propositionnelle, pour toute interpréta-
tion I, [o7]! = [¢]'". Or, comme ¢ est valide, [p] /™ = O

Exemple 6.10. Voyons tout de suite une application de la corollaire 6.9. Nous avons vu
dans 'exemple 6.4 que ~(PV Q) + (=P A—Q) est valide. Dés lors, pour toutes formules
propositionnelles ¢ et 1, on peut appliquer la substitution propositionnelle [¢/ P, 1)/ Q)] et
déduire que = (¢ V 1¢) <> (¢ A 1)) est valide — autrement dit, que = (¢ V ¢) et " A =)
sont logiquement équivalentes.

6.4. Equivalences usuelles. Enappliquant le méme raisonnement que dans I’exemple 6.10, W (HARRISSON, 2009, pp. 44-46)
on a plus généralement les équivalences logiques suivantes.

Résumé. Pour toutes formules propositionnelles ¢, ¥, et ¢,

(pVep) o, (idempotence de V)
(VYY) & (WVe), (commutativité de V)

(o V) VYY) < (oV (VY (associativité de V)
(eAp) <o, (idempotence de A)
(eAY) < WAp), (commutativité de A)

(e AY)AY) & (A (W AY)) (associativité de A)
TP e, (double négation)

(p AW VY)) < ((pAY)V ( A, (distributivité de A sur V)
(pV W AY)) < ((pV)A(eVY)), (distributivité de V sur A)
(V) < (mp A —nﬁ) (dualité de DE MORGAN pour V)

(e AY) & (mpV ), (dualité de DE MORGAN pour A)

(g =) & (mp V), (définition de I'implication)

(p =) & (¢ — o), (contraposition)
((pAY) =) & (o= (=) . (curryfication)

Ces équivalences logiques sont aussi trés utiles pour simplifier des formules proposition-
nelles. On repose pour cela sur la propriété suivante.

Corollaire 6.11. Soit @ une formule propositionnelle, et T et ' deux substitutions proposition-
nelles telles que, pour toute proposition P € Py, 7(P) soit logiquement équivalente a 7' (P).
Alors o7 est logiquement équivalente a o7’
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Démonstration. Pour montrer que (7 et 7’ sont logiquement équivalentes, on va montrer
que pour toute interprétation I € B, [or]! = [o7'] .

Par hypotheése, pour toute proposition P € Py, 7(P) et 7/(P) sont logiquement équiva-
lentes. Cela signifie que pour toute interprétation I et toute proposition P, par définition
de It et I7', PI™ = [r(P)]! = [«'(P)]’ = P!, c’est-a-dire que pour toute interpréta-
tion I, IT = I7’ sont une seule et méme interprétation. On en déduit par le lemme 6.7 de
substitution propositionnelle que 7] = [¢]'™ = [¢7]’ = [¢]'". O

Exemple 6.12. Voici une illustration : on souhaite montrer que (P — Q) — P est logi-
quement équivalente & P. Les deux substitutions propositionnelles [(P — Q)/P, P/Q)]
et [(-P V Q)/P, P/Q] sont bien telles que (P — Q) «+ (=P V Q) (par définition de
Pimplication) et P <+ P est immédiat. En appliquant la corollaire 6.11 a la formule propo-
sitionnelle ¢ = (P — @), on en déduit que (P — @) — P est logiquement équivalente
a(-PVvQ)— P.

Puis, par des raisonnements similaires, par définition de I'implication, elle est logiquement
équivalente & (=P V Q) V P, puis par dualité de DE MORGAN pour V,a (=P A-Q)V P,
par double négation, a (P A =Q) V P, par commutativité de V, a P V (P A —=Q), par
distributivité de V sur A, a (P V P) A (P V —Q), par idempotence de V,a P A (P V —Q),
par commutativité de A, a (P V =Q) A P, qui comme nous l’avons vu dans I'exemple 5.5
est logiquement équivalente a P.

6.5. Compacité. Le théoréme de compacité énonce qu'un ensemble S de formules propo-
sitionnelles est satisfiable si et seulement si tous ses sous-ensembles finis le sont aussi; sous
forme contrapositive, S = L si et seulement si IF Cg, S tel que F' = L.

Théoréme 6.13 (compacité). Soit S un ensemble insatisfiable de formules propositionnelles.
Alors il existe un sous-ensemble fini F' de S qui est déja insatisfiable.

Ce théoreéme peut étre montré

— comme une conséquence du théoréme de TYCHONOFF, voir la section 6.5.1;

— par la construction d’arbres sémantiques et le lemme de K6N1g, voir la section 6.5.2;

— comme une conséquence de la correction et complétude de systémes de preuves.
Voici enfin une formulation équivalente du théoréme en termes de conséquences logiques.

Corollaire 6.14. Soit S un ensemble de formules propositionnelles et o une formule proposi-
tionnelle. Si S = , alors il existe un sous-ensemble fini F' de S tel que F' = .

Démonstration. Si S = o, alors S U {—p} est insatisfiable. Par le théoréme de compacité, il
existe un sous-ensemble fini F/ Cg, SU{—¢} qui est déja insatisfiable. Soit F' & F'\ {=¢}.
Par contraposée, pour toute interprétation I, si I £ @ alors I # F, sans quoi on aurait
I = F’ qui contredirait son insatisfiabilité. O

6.5.1. Compacité par le théoréme de TycHONOFF. Cette preuve est trés simple mais nécessite
d’introduire quelques notions de base en topologie. A noter que cette preuve ne nécessite
pas de supposer Py dénombrable, puisque le théoréeme de TycCHONOFF s’applique aussi dans
le cas non dénombrable.
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Espaces topologiques. Un espace topologique est un ensemble 7" muni d’une topologie O, qui
est une collection non vide de sous-ensembles dits ouverts, telle que toute intersection finie
d’ouverts soit elle-méme un ouvert, et toute union arbitraire d’ouverts soit elle-méme un ou-
vert. A noter que T’ = ), et ) = | J, sont ouverts. Les ensembles fermés sont définis comme
les compléments T\ O d’ouverts O de O ils sont fermés par unions finies et intersections
arbitraires.
La topologie discréte sur T est celle ou les ouverts sont exactement les sous-ensembles
de T'. Cette topologie a plusieurs propriétés.
— Si O est un ouvert, alors c’est aussi un fermé et inversement.
— Un espace topologique T est séparé si pour tous © # 2’ € T, il existe deux ouverts
disjoints O et O’ tels que = € O et 2’ € O'. Un espace topologique discret est néces-
sairement séparé puisqu’il suffit de poser O & {2} et O’ & {2'}.

Un recouvrement d’un espace topologique 7" est une famille C d’ouverts telle que | J o O =

T. L’espace T' est compact s’il est séparé et que de tout recouvrement on peut extraire un
recouvrement fini. Si 7" est fini et séparé, alors il est nécessairement compact.

Soit (T})jes une famille d’espaces topologiques indexés par un ensemble J. Alors le
produit cartésien [] jes Ij muni de la topologie produit est un espace topologique. Dans
cette topologie, les ouverts sont des unions de produits de la forme [ | jes O ouchaque O
est un ouvert de 7;, mais ot seul un nombre fini de tels O; sont différents de I'espace 7); en
entier. Il s’agit bien d’une topologie : les ouverts sont bien fermés par union par définition, et
pour l'intersection finie, par distributivité on se ramene au cas ([[;c; O;) N ([[;e505) =
[1;c;(0; M O}) ol seul un nombre fini de O; N O’; peut étre différent de I'espace T} en
entier.

Théoréme 6.15 (TycHONOFF). Soit (T}),cs une famille d’espaces topologiques compacts.
Alors [ ;¢ ; T} est compact.

Démonstration du théoréme de compacité. L’'ensemble B = {F,V} des valeurs de vérité
muni de la topologie discrete est séparé, et comme il est fini, il est compact. Par le théoréme
de TycHONOFF, B7° muni de la topologie produit est compact; c’est I'espace des interpréta-
tions des variables propositionnelles de Py.

On montre par induction sur les formules propositionnelles ¢ que 'ensemble Sat(()
des interprétations qui satisfont ¢ est un sous-ensemble a la fois ouvert et fermé pour
la topologie produit sur B¥°. Pour le cas de base, Sat(P) est le produit {V} x [IpzpB
associant V & P et B = {F,V} a toutes les propositions P’ # P, qui est bien un ou-
vert (seule la proposition P est envoyée sur I'ouvert {V} de B muni de la topologie dis-
créte, les autres propositions sont envoyées sur U'espace B en entier) fermé (c’est le com-
plémentaire de {F} X [[p,,p B qui est aussi un ouvert de B7°). Pour I'étape d’induction,
Sat(—¢p) = B70 \ Sat(ip) est bien un ouvert fermé et Sat(p V 1) = Sat(y) U Sat(z)) est bien
un ouvert fermé.

Etant donné S un ensemble insatisfiable de formules propositionnelles, toute interpré-
tation I dans B”° satisfait au moins une des formules —¢ pour ¢ € S, donc BP0 =
Uges Sat(—). Par compacité, B”° a un recouvrement fini Uger Sat(—¢); cet ensemble
F C S est fini et insatisfiable. O

6.5.2. Compacité par arbres sémantiques et le lemme de K6NIG. Soit S un ensemble de for-
mules et Props(S) 'ensemble des propositions qui apparaissent dans S. Un arbre sémantique

M (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, thm. 2.25)

M (CHANG et LEE, 1973, sec. 4.4)



® Comme Py est supposé
dénombrable, Props(.S) est
aussi. Une fagon simple de
construire un arbre sémantique
est de fixer une énumeération
P1, P>, ... sans répétition de
Props(S) et d’étiqueter tous les
neeuds de profondeur n de
larbre binaire complet de
hauteur |Props(S)| par la
proposition P,.
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pour S est un arbre binaire, généralement infini si Props(.S) est infini, dont les noeuds sont
étiquetés par des propositions de Props(S) et tel que, pour toute branche de I’arbre, chaque
proposition de Props(.S) étiquette exactement un nceud de la branche.

Etant donné un arbre sémantique pour S, on peut associer & chaque nceud une interpré-
tation partielle. La racine de ’arbre est associée a I'interprétation de domaine vide. Pour tout
nceud étiqueté par P et d’interprétation I, le fils gauche est associé a I étendue par [F/P]
et le fils droit a I étendue par [V/P]. Une branche de I’arbre sémantique est donc associée
a une interprétation de domaine Props(S) entier. Pour une interprétation partielle I et une
formule ¢, on écrit I = ¢ s’il existe une interprétation totale I’ qui étend I (c’est-a-dire
avec PT = P!’ pour tout P € dom([)) telle que I’ = . On appelle un neeud d’échec pour
¢ € S un nceud minimal (le plus proche de la racine) d’interprétation partielle I tel que
I & ¢ : quel que soit le choix d’interprétation des propositions P qui n’ont pas été fixées
dans I, on est str de ne pas satisfaire .S.

Supposons S insatisflable. Pour toute interprétation I, il existe une formule ¢ € S telle
que I & . Donc toutes les branches d’un arbre sémantique pour S contiennent un neeud
d’échec. Un arbre sémantique fermé de S est un arbre sémantique élagué dés que 'on ren-
contre un nceud d’échec; on étiquette alors ce noeud d’échec par une formule témoin p € S
telle que I H ¢ ou [ est interprétation partielle du noeud. Par le lemme de K&N1G, un arbre
sémantique fermé est nécessairement fini. La figure 6.2 montre un arbre sémantique fermé
pour 'exemple 5.12.

Q R

¥\ SRV
R Pv-Q Q -pPv-r
QVR PVQV-R QVR -PVQV-R

FIGURE 6.2. Arbre sémantique fermé pour 'ensemble de formules de 'exemple 5.12.

Démonstration du théoréme de compacité. On considére un arbre sémantique fermé de S.
Comme il est fini, il y a un ensemble fini /' C S de formules témoin. De plus, pour toute
interprétation I, il existe un nceud d’échec le long de la branche correspondante de ’arbre
sémantique et une formule témoin ¢ € F' telle que I t ¢. Donc F est insatisfiable. ]


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_König

LOGIQUE INFORMATIQUE

7. FORMES NORMALES

Résumé. On peut mettre n’importe quelle formule propositionnelle sous

en « poussant » les négations vers les feuilles par application de la
double négation et des dualités de DE MORGAN ; la formule propositionnelle obtenue
est logiquement équivalente et de la forme

P ou - ou V ou A

» /N /N

AN

ou P € Py et o et 1 sont des formules propositionnelles sous forme normale néga-
tive. Les formules propositionnelles de la forme « P » ou « =P » sont appelées des
. On note « @ » pour la forme normale négative de —p.

Une formule propositionnelle est sous si elle s’écrit

comme
ANRYARZY

1<i<m 1<j<n;,
ol les /; j sont des littéraux; on appelle chaque disjonction \/, ;. ; ; une
On peut mettre une formule propositionnelle sous forme normale conjonctive a partir
d’une formule propositionnelle sous forme normale négative en « poussant » les
disjonctions vers le bas par application de la distributivité de V sur A. Une formule
propositionnelle est sous si elle s’écrit comme

VoA
1<i<m 1<j<n;
ou les ¢; ; sont des littéraux; on appelle chaque conjonction A <j<n, i, satisfiable
un . On peut mettre une formule propositionnelle sous forme normale dis-
jonctive a partir d’'une formule propositionnelle sous forme normale négative en
« poussant » les conjonctions vers le bas par application de la distributivité de A
sur V. Les formules propositionnelles sous forme normale conjonctive ou disjonctive
obtenues ainsi sont logiquement équivalentes a la formule d’origine mais potentiel-
lement de taille exponentielle (exemples 7.5 et 7.22).

Dans le cas des formes normales conjonctives, on préfére en pratique construire
des avec la formule d’origine (section 7.2.2); cette opération a un coit
linéaire dans le pire des cas.
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M (Davip, NOUR et RAFFALLL,

2003, sec. 2.6),
(GoUuBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, def. 2.38),
(HARRISSON, 2009, sec. 2.5)
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Dans le cas des formes normales disjonctives, on peut chercher a mettre la for-
mule sous forme , qui est une forme canonique (section 7.3.2). Cette forme
premiere peut ensuite étre (section 7.3.3).

Un dernier exemple de forme normale est 'emploi de
(section 7.4), qui dans leur version ordonnée et réduite donnent aussi lieu a
une forme canonique (théoréme 7.25).

Nous avons vu dans la section précédente qu’il existe de nombreuses maniéres d’écrire
des formules propositionnelles logiquement équivalentes (c.f. section 6). Parmi toutes ces
formules propositionnelles équivalentes, certaines seront plus faciles a traiter ; par exemple,
la formule propositionnelle P est plus facile a évaluer que la formule propositionnelle (P V
—Q) A P. En particulier, les algorithmes de recherche de modéle ou de recherche de preuve
que nous verrons par la suite travaillent sur des formules propositionnelles avec une syntaxe
restreinte — on parle alors de forme normale.

7.1. Forme normale négative. Une formule propositionnelle est sous forme normale né-
gative si elle respecte la syntaxe abstraite

=P | =P

pu=L] Ve | phy
ou P est une proposition de Py. En d’autres termes, les négations ne peuvent apparaitre que
devant des formules atomiques. Par exemple, la formule propositionnelle pex = (PV Q) A
P de la figure 4.1 est sous forme normale négative.

La mise sous forme normale négative procéde en « poussant » les négations dans I’arbre
de syntaxe abstraite de la formule propositionnelle vers les feuilles.

(littéraux)

(formules propositionnelles sous forme normale négative)

Définition 7.1 (forme normale négative). Pour une formule propositionnelle ¢, on notera
nnf(p) sa forme normale négative obtenue inductivement par

nnf(P) ¥ P | nnf(~P) & -p

nnf( V ¢) € nnf(g) Vnnf(y) . nnf(=(¢ V1)) < nnf(=p) A nnf(-¢) ,
nnf(p A ) € nnf(p) Annf(y) . nnf(~(¢ Av)) € nnf(~¢) V nnf(-)) ,
nnf(~=p) & nnf(p) .
On notera aussi en général
? < nnf(—y)

pour la forme normale négative de la negatlon de ¢, appelée la formule duale de .

A noter que les définitions dans la colonne de gauche de la définition 7.1 sont celles pour
des formules propositionnelles qui n’ont pas de symbole « = » a leur racine, tandis que
celles de la colonne de droite s’occupent des différents cas de formules propositionnelles
enracinées par « - ». En termes algorithmiques, cette mise sous forme normale négative se
fait en temps linéaire. Par les deux lois de dualité de DE MORGAN pour V et pour A et par
la loi de double négation, la mise sous forme normale négative préserve la sémantique des
formules propositionnelles : ¢ et nnf(p) sont équivalentes.
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Exemple 7.2. La loi de PEIrcE ((P — Q) — P) — P s’écrit ~(=(-PVQ)V P)V Pen
syntaxe non étendue. Sa forme normale négative est

nnf(=(=(-PV Q)V P)V P) = nnf(~(~(-PV Q) V P)) VP
= (nnf(——(=PV Q)) A=-P)V P
=((-PVQ)A-P)VP.
Sa formule duale est
“C(-PVQ)VP) = nnf(~(~(~(~PV Q) V P) v P))
= nnf(—-—(=(-PV Q) V P)) AP
nnf(—(=P Vv Q) V P) A =P
(nnf(=(—=PV Q))V P) AP
= ((nnf(-—P) A =Q) V P) A =P
=(PA-Q)VP)A-P.

7.2. Forme clausale. Une formule propositionnelle en forme normale négative n’a que des
opérateurs V et A en guise de nceuds internes, sauf potentiellement des — juste au-dessus
des propositions. En utilisant les lois de distributivité, on peut encore normaliser ces for-
mules propositionnelles pour imposer que tous les A soient au-dessus des V (forme normale
conjonctive) ou vice-versa (forme normale disjonctive). La forme clausale est ensuite sim-
plement une écriture « ensembliste » d’une formule propositionnelle sous forme normale
conjonctive, et est largement employée dans les algorithmes de recherche de modéle et de
recherche de preuve.

Nous allons voir deux techniques pour mettre une formule propositionnelle sous forme
normale conjonctive. La premiére est trés simple et s’appuie sur la loi de distributivité de Vv
sur A et construit une formule propositionnelle logiquement équivalente. Cependant, elle
peut avoir un cotit prohibitif en pratique, et nous verrons ensuite une technique qui construit
une formule propositionnelle équi-satisfiable, au sens suivant :

Définition 7.3 (équi-satisfiable). Soit ¢ et 1) deux formules propositionnelles. Elles sont
équi-satisfiables si @ est satisfiable si et seulement si v est satisfiable — autrement dit, 3.1 =
@ siet seulement si 31" . I’ = ).

7.2.1. Forme clausale logiquement équivalente. Soit ¢ une formule propositionnelle en forme
normale négative. En utilisant de maniére répétée la loi de distributivité de V sur A, on
« pousse » les disjonctions vers le bas et on obtient une mise sous forme normale conjonctive
cnf(¢) pour toute ¢ en forme normale négative. Le cas le plus important de cette transfor-
mation est le suivant :

enf(p V (1 AY')) Eenf(( AY') Vo) & enf(p V) Acnf(p V')

A noter que la formule ¢ est dupliquée lors de cette transformation. Cela explique que la
mise sous forme normale conjonctive peut avoir un cotit exponentiel (voir 'exemple 7.5 ci-
dessous). Une formule propositionnelle sous forme normale conjonctive s’écrit donc sous la

forme
ANV b

1<i<m1<j<n;

M (Duparc, 2015, sec. 1.2.10.2),
(DaviD, NOUR et RAFFALLI, 2003,
sec. 7.4.2)
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N cer s def 4
ol les £; ; sont des littéraux. Les sous-formules C; = \/, ;.. {; ; sont appelées les clauses
<j<ng

de la formule.

k-CNF. Quand les clauses sont des disjonctions d’au plus k littéraux, on dit que la formule
est sous forme « k-CNF ». Par exemple, la formule propositionnelle p., = (P V —Q) A P
de la figure 4.1 est déja sous forme normale conjonctive : cnf(ex) = @ex- Elle est composée
de deux clauses : PV —(@) et P; comme ces deux clauses contiennent chacune au plus deux
littéraux, c’est une formule en 2-CNF.

Forme clausale, forme k-clausale. Par les lois d’idempotence de V, de commutativité de V
et d’associativité de V, chaque clause peut-étre vue comme un ensemble de littéraux, pour
lequel les notations ensemblistes € et C s’appliquent ; par exemple, la clause PVQV—R peut
étre vue comme I’ensemble de littéraux { P, @, —R}. De méme, par les lois d’idempotence de
A, de commutativité de A et d’associativité de A, on peut voir une formule propositionnelle
en forme normale conjonctive comme un ensemble de clauses.

Pour une formule propositionnelle ¢ donnée, on note Cl(p) I’ensemble des clauses de
cnf(¢p) (ou chaque clause est vue comme un ensemble); on appelle cela sa forme clau-
sale. Pour la formule propositionnelle g, = (P V =Q) A P de la figure 4.1, Cl(pe) =
{{P,—Q},{P}}. L’ensemble de formules de I’exemple 5.12 peut aussi étre vu comme une
forme clausale

{{P5Q7_'R}v {QvR}v {_‘Pv _‘QvR}v {_'Pv _‘R}v {P7 _'Q}} :

Quand les clauses contiennent au plus k littéraux, on parle aussi de forme k-clausale.

Exemple 7.4. Comme vu dans 'exemple 7.2, la formule duale de la loi de PEirce ((P —
Q) — P) A =P s’écrit (P A =Q) V P) A =P. La mise sous forme conjonctive produit
(PV P)A(—QV P) A—P et donc la forme clausale {{ P, P}, {—-Q, P}, {—P}}.

Exemple 7.5. La mise sous forme normale conjonctive peut avoir un coiit exponentiel
du fait des duplications de formules. Par exemple, la formule propositionnelle en forme
normale disjonctive (P; AQ1)V (P2 AQ2) V (P3 AQ3) a pour forme normale conjonctive

(PLV P,V P) APV PV Qs)A(PLVQaV Ps)A(PLV Qs VQs)
ANQLV PV PN (Q1VPaVQ@3)A(Q1VQ2VP)A(Q1VEQ2VQs).
Cela correspond a la forme clausale
{Pr, Po, s} {P1, P, Q3},{P1,Q2, Ps}, {1, Q2,Qs},
{Q1, P2, s}, {Q1, P, Qs},{Q1, Q2, 5}, {Q1, Q2, Q3}} -

Sa généralisation \/,.,., P A @Q; a pour forme normale conjonctive
/\JC{1 o) Vicicplrionly; = Pisii € Jetl;; = Q; sinon; c’est une for-
mule contenant 2" clauses, chacune contenant n littéraux.

En conclusion, la mise sous forme normale conjonctive a I’aide de la distributivité de
V sur A produit une formule logiquement équivalente et est facile a utiliser sur de petits
exemples « a la main », mais I’exemple 7.5 montre que cette transformation peut avoir un
colit exponentiel, ce qui la rend inutilisable sur les formules propositionnelles que I’'on sou-
haite manipuler en pratique. Ce probléme a une solution : calculer une formule sous forme
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normale conjonctive équi-satisfiable a la place d’une formule logiquement équivalente; c’est
ce que nous allons voir maintenant.

7.2.2. Forme clausale équi-satisfiable. En général, étant donnée une formule proposition-
nelle ¢ en forme normale négative, on peut construire en temps linéaire une formule équi-
satisfiable sous forme clausale.

Pour chaque sous-formule ¢’ de ¢, on introduit pour cela une proposition fraiche @, ¢
Props() et on définit la formule propositionnelle

P sip/ =P,

awt ) P sip/ =-P,
7 Qcpl \/Qcpz Sig0/=g01\/g02,
Qui ANQyp, st/ =p1Npa.

La formule propositionnelle désirée est alors ¢ & Qo NN ' sous-formule de <P(QW — Pyr).
Cette formule propositionnelle a deux propriétés remarquables :

(1) elle est facile a mettre sous forme 3-CNF : c’est en effet une conjonction ou les impli-
cations peuvent étre mises sous forme normale conjonctive en utilisant la définition
de I'implication et au besoin la distributivité de V sur A : par exemple

(Qtpl/\tm — ¢w1A<P2) A ((_‘Q@M\tpz \ Qtpl) A (_'Qtpl/\sm \ Q@Q))
et
(Qg&l\/tpz — wcplwpz) A (ﬂQSOIVLP2 \ Qtﬂl \ Qip2) .

sa représentation arborescente est de taille linéaire en la taille de la formule ¢ : il y a
une implication QQ,; — 1),» par sous-formule ¢’ de ¢, et chacune de ces implications
est de taille bornée par une constante.

@

Proposition 7.6. Les formules propositionnelles o et 1) & Qp A /\w’ sous-formule dw(QW —
) sont équi-satisfiables.

Démonstration. Supposons ¢ satisfaite par une interprétation /. On étend cette interpréta-
tion en associant, pour chaque sous-formule ¢’, [']’ & la proposition @, ce qui définit
une nouvelle interprétation I’ & I[[¢']!/ Q] sous-formule de - Montrons que I” = 1) et
donc que 1) est satisfiable. Il suffit de montrer que chacune des clauses de v est satisfaite
par I'.

Tout d’abord, comme I = ¢, I’ = Q. Puis on montre par analyse de cas que, pour toute
sous-formule ¢’, ona I’ = Qur — .

— cas ¢’ = P :on veut montrer que I’ = Qp — P. Supposons pour cela que I’ = Qp.
Alors par définition de I’, I = P. Toujours par définition de I’, I’ = P comme désiré.

— cas ¢’ = —P : on veut montrer que I’ = Q_p — —P. Supposons pour cela que
I’ = Q-p. Alors par définition de I’, I = —P. Toujours par définition de I’, I’ = =P
comme désiré.

— cas ¢’ = @1 Ay : onveut montrer que I’ = Qur — Qu, A Q. Supposons pour cela
que I’ = Q. Alors par définition de I’, I = ¢, donc I = ¢ et I = 9. Toujours
par définition de I’, on a donc I’ = Q,, et I’ = @, comme désiré.

— cas ¢’ = (1 V o : on fait une analyse similaire.

R (PErRIFEL, 2014, prop. 3-Z),
(GoUBAULT-LARRECQ et MACKIE,
1997, exo. 2.23), (DAvID, NOUR et
RAFFALLI, 2003, def. 7.4.15),
(CARTON, 2008, p. 191),
(HARRISSON, 2009, sec. 2.8)

& Dans le cadre de la mise sous
forme clausale, cette
transformation est parfois
appelée « transformation de
TSEITIN », qui historiquement
ne suppose pas p sous forme
normale négative et utilise des
équivalences Q 51 <> V1 au
lieu des implications

Q(P/ — ’lliwl.


https://en.wikipedia.org/wiki/Tseytin_transformation

D La preuve de la

proposition 7.6 montre en fait
que si ) est satisfiable, alors elle
l’est par une extension d’une
interprétation qui satisfait .

M (Durarc, 2015, sec. 1.2.10.1)
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Inversement, supposons v satisfaite par une interprétation I’. On montre par induction
sur les sous-formules ¢’ de ¢ que I’ = @, implique I” = ¢'; comme I’ = @, on aura
bien I’ = ¢ et donc ¢ satisfiable.

Pour les cas de base ¢’ = P (resp. ¢’ = —P), on a par hypothése I' = Qp — P
(resp. I' = Q-p — —P)etdonc I' = Qp implique I = P (resp. I’ = —P). Pour I'étape
d’induction,

— si¢’ = @1 Apa, I' = Qy implique I’ = Qy, et I' = Q, (car par hypothése I’ =
Qp — (Qyy N Qy,)), qui implique I = o1 et I’ = ¢ (par hypothése d’induction),
qui implique I’ = ¢';

— si ¢’ = p1 V o, on fait une analyse similaire. O

Corollaire 7.7. Pour toute formule propositionnelle, on peut construire en temps déterministe
linéaire une formule équi-satisfiable sous forme 3-CNF.

Exemple 7.8. Reprenons la formule propositionnelle de 'exemple 7.5 pour n = 3 : la
formule \/, ., 5 P; A Q; est représentée dans la figure 7.1, ot 'on a annoté chacune des
sous-formules avec des noms de propositions en orange.

/\
N\

/ \ / \
P, Q2 P3 Qs

FIGURE 7.1. La formule propositionnelle \/, _, s P; A Q; annotée.

Une formule propositionnelle en forme normale conjonctive équi-satisfiable (légeérement
simplifiée par rapport a la transformation ci-dessus) est

R123 A\ (—‘ngg \Y Rl V R23) A (—\R23 V RQ V Rg) AN /\ (—\RZ V R) AN ("RZ \Y QZ) s
1<i<3
que 'on peut simplifier en
(R1 V Ry V Rg) A\ /\ (ﬁ]’%z V Pz) AN (ﬁ]’%z V Qz) .
1<i<3

La forme clausale correspondante est
{R1, R2, R3}, {~R1, P}, {~R1, Q1 }, {~ Rz, P2}, {~R2, Q2}, {3, P3}, {~R5,Q3}}.

7.3. Forme normale disjonctive. Toujours en utilisant la distributivité, on obtient une
mise sous forme normale disjonctive dnf(p) pour toute ¢ en forme normale négative; le cas
le plus important de cette transformation est

dnf(p A (1 V') & dnf((¥ V') A p) & dnf(o A ) Vdnf(e AY) .
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Le résultat est une formule propositionnelle \/, , .., A1 <<, ¢i,; ot les £; ; sont des litté-
raux. o o
Exemple 7.9. Considérons la formule propositionnelle

“(P+ (mQAR)). (7.1)
Sa forme normale négative est (P A (Q V —R)) V (=P A =Q A R). Une application de la

distributivité de A sur V fournit une formule logiquement équivalente sous forme normale
disjonctive

(PAQ)V (PA-R)V (=P A=QAR). (7.2)

Etant donnée une telle formule, déterminer si elle est satisfiable peut étre effectué en
temps linéaire (en supposant un hachage parfait des noms de propositions). En effet, une
conjonction M; = /\lﬁjém ¢; ; est satisfiable si et seulement si elle ne contient pas a la fois
une proposition P et sa négation —F; une formule \/, _, ., M est satisfiable si et seulement
si au moins une des conjonctions M; est satisfiable.

Comme la mise sous forme normale conjonctive, la mise sous forme normale disjonctive
peut avoir un colit exponentiel. Cependant, et contrairement a ce que nous venons de voir
pour la forme normale conjonctive en section 7.2.2, on ne peut pas espérer avoir un algo-
rithme en temps polynomial pour calculer une formule propositionnelle sous forme normale
disjonctive équi-satisfiable avec une formule donnée en entrée (sous réserve que P % NP),
puisque résoudre la satisfiabilité de cette forme normale disjonctive se fait ensuite en temps
polynomial.

7.3.1. Forme disjonctive compléte. Une alternative pour calculer une forme normale disjonc-
tive d’une formule ¢ est de calculer sa table de vérité et d’en déduire sa forme normale disjonc-
tive complete comme cela avait été fait dans la preuve du théoréme 5.8 de complétude fonc-
tionnelle. Formellement, ¢ est sous forme normale disjonctive compléte si p = \/ 1o M1
ou chaque conjonction My = /\PEProps(Lp) L1 p liste pour chaque proposition P € Props(yp)

les valeurs prises dans 'interprétation [ : {1 p o psi Pl =Vet lrp & P sinon.

Exemple 7.10. Reprenons la formule propositionnelle (P <+ (—wQAR)) de 'exemple 7.9.
Voici sa table de vérité.

Q R|-QAR P+ (-QAR)

—(P < (-Q A R))

T TN <L<<Z|N
mTm<<<TTn<<<L
M<K T
MmM<TmTmTn< T
<Tm<< < T
<1<

Il y a quatre interprétations partielles de P, ) et R qui satisfont la formule :
V/P,V/Q,V/R],[V/P,V/Q,F/R],[V/P,F/Q,F/R] et [F/P,F/Q,V/R)].Laforme nor-

male disjonctive compléte de la formule est donc la disjonction suivante de quatre

® Les formes normales
disjonctives pour des formules
propositionnelles trouvent des
applications en conception
assistée par ordinateur, pour
configurer des réseaux logiques
programmables par exemple de
type « PLA » ou « PAL », qui
prennent la forme de
disjonctions de conjonctions de
littéraux, et peuvent étre
évoquées dans la lecon 19

« Fonctions et circuits booléens
en architecture des

ordinateurs ».


https://en.wikipedia.org/wiki/Programmable_logic_device
https://en.wikipedia.org/wiki/Programmable_logic_device

M (KnuTH, 2008, pages 7-9)

& Le nom de « mondme » est
Jjustifié par le fait qu’une
formule sous forme normale
disjonctive est un polynéme sur
le demi-anneau booléen

(B, et, ou, F, V) a variables
dans Uensemble des littéraux
sur Po.
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conjonctions
(PANQAR)V(PAQA-R)V(PA=QA-R)V(-PA-QAR). (7.3)

Cette forme compléte est canonique : deux formules logiquement équivalentes ont la
méme forme normale disjonctive compléte (a associativité et commutativité pres). Cette
forme s’utilise relativement aisément pour configurer un circuit logique comme celui de la
figure 7.2.

(P) (@ (R (=P) (-Q) (=R)
O
P
*—
O
Q ~(P + (mQ A R))
O
R

FIGURE 7.2. Le circuit logique correspondant a la formule de ’exemple 7.10.

La forme normale disjonctive complete est cependant assez peu utile en pratique; en
particulier, la forme compléte d’une tautologie sur n propositions sera la disjonction de 2"
conjonctions.

7.3.2. * Forme disjonctive premiére. Si on compare les formes normales disjonctives obte-
nues en (7.2) et (7.3) pour la formule —(P > (—-Q A R)), on peut observer qu’elles ont la
conjonction =P A—=Q A R en commun, mais que la conjonction P A de la formule (7.2) im-
plique la disjonction (PAQAR)V(PAQA-R) de (7.3) et donc la formule entiére. De maniére
similaire, la conjonction P A —R implique la disjonction (P A Q A =R) V (P A =Q A = R)
et implique donc la formule entiére. Le processus de simplification qui permet de passer
de (7.3) a (7.2) peut étre appliqué de maniére systématique pour aboutir a la forme normale
premiére, aussi appelée « forme normale de BLAKE ».

Monémes et implicants. Fixons quelques notations. Une conjonction M = A, ¢; de
littéraux qui ne contient pas a la fois un littéral et son dual (autrement dit, pour tout 1 <
1 < j < n, {; # {;) est appelée un mondome. Par facilité d’écriture, on identifie un monéme


https://fr.wikipedia.org/wiki/Demi-anneau
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avec son ensemble de littéraux, ce qui permet d’écrire par exemple ¢ € M C M’ pour £ un
littéral et M, M’ deux monomes. Le mondme vide est aussi noté T.

Tout mondéme M qui a pour conséquence logique une formule propositionnelle ¢ est
appelé un implicant de . Si ¢ est sous forme normale disjonctive, alors chacun de ses mo-
ndmes en est aussi un implicant, mais il peut y en avoir d’autres, comme par exemple PA—R
pour la formule (7.3). Un implicant M est un implicant premier de  si, pour tout monoéme
M’ C M, M’ n’est pas un implicant de (.

Dans le cas ou la formule ¢ est déja sous forme normale disjonctive, c’est-a-dire est une
disjonction de mondmes, alors on peut se concentrer sur les littéraux présents dans ¢ :

Propriété 7.11. Soit D un ensemble de monomes. Si M est un implicant premierde\/ ., M,
alors M C Upprep M'.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu’il existe un littéral £ € M \ {J,; cp M'. On va
montrer que le monéme M \ {{} est aussi un implicant de \/ ., M’, ce qui contredira le
fait que M est premier.

Soit donc I une interprétation telle que I = M \ {¢}. Alors I[V/{] = M. Comme M
est un implicant de \/ /., M, on aaussi I[V/{] = \/,; cp M’ 1l existe donc M’ € D tel
que I[V/{] = M'. Comme ¢ ¢ M’', on a aussi I[F/{] = M’ et donc I = M’. Mais alors
I'=\pcp M', contradiction. 0

La forme normale premiére d’une formule propositionnelle ¢, aussi appelée « forme normale
de BLAKE », est la disjonction de ses implicants premiers.

Exemple 7.12. Reprenons la formule —=(P + (=Q A R)) de 'exemple 7.9 et sa forme
normale disjonctive (P A Q) V (P A —R) V (=P A =Q A R). Chacun de ses mondmes
en est aussi un implicant premier : elle est en fait sous forme normale premiére. Les deux
mondmes P A Q) et P AR en sont des implicants premiers car ni P, ni (), ni ~R ne sont
des implicants. Le monéme —P A =) A R est un implicant premier car ni =P A =), ni
=P A R,ni -Q A R ne sont des implicants.

La forme normale premieére d’une formule propositionnelle est elle aussi une forme ca-
nonique pour la formule. Elle est nécessairement de taille inférieure ou égale a celle de la
forme normale compleéte.

Couverture de monémes. Un ensemble D de monomes est une couverture d'un monéme M
si M est un implicant de la disjonction \/, ;. , M. C’est une couverture minimale si aucun
sous-ensemble D’ C D n’est une couverture de M.

Soit S un ensemble de littéraux sur Py. L’ensemble des littéraux purs de S est 'ensemble
des littéraux £ de S tels que leur négation ¢ ne soit pas dans S :

Pure(S) ¥ {te S | (¢ S}. (7.4)
Propriété 7.13. Si D est une couverture minimale de M, alors
Pure( U M) = U MnM .
M’eD M’eD
Démonstration de Uinclusion O. Par I’absurde, supposons qu’il existe un littéral £ € M qui

ne soit pas pur dans D, c’est-a-dire que £ € M"” € D. Alors, pour toute interprétation [
telle que I = M, I &= \/ ;. cp M’ puisque M est un implicant. Cependant, I = £ et donc

M Voir (KNUTH, 2008, exo. 32).
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It ¢ donc I # M"”.Onadonc/ = Varrep\qarry M. Cela montre que D\ {M"'} est une
couverture de M, ce qui contredit la minimalité de D. O

Démonstration de Uinclusion C. Par I’absurde, supposons qu’il existe un littéral £ pur tel que
¢ ¢ M. Soient I une interprétation I telle que I = M et D' € {M' € D | £ ¢ M'} C D;
on va montrer que I &= \/, ., M’, ce qui contredira la minimalité de D.

Comme ¢ ¢ M,onal[F/{] = M, etcomme D couvre M, I[F/{] = Jy; cpr M'. Comme
{ est pur, on a aussi £ ¢ M’ pour tout M’ € D ; autrement dit, la proposition de £ n’apparait
pas dans D'. Alors par la propriété 5.3, on a aussi I[V/¢] &= \/ ;. p, M'. Or soit I = I[V /4],
soit I = I[F/{], et dans tous les cas I = \/,; ., M’', contradiction. O

Corollaire 7.14 (nombre d’implicants premiers). Soit D un ensemble de monémes. Alors il
existe au plus 21P1 — 1 implicants premiers de Virep M.

Démonstration. Soit M unimplicant premierde \/,,, ., M’. Alorsil existe un sous-ensemble
D’ C D non vide qui est une couverture minimale de M. Par la propriété 7.13, M N
(Unprep M') = Pure(Uyscp M'). Par la propriété 7.11, M C Jy;cp M’, et donc
M = Pure(|J,; cpr M’) est déterminé par ce sous-ensemble D’ non vide.

Comme il y a 2/P! — 1 tels sous-ensembles D', il y a au plus 2/ — 1 implicants premiers

de \/]M’EDMI' D

Exemple 7.15. La borne supérieure du corollaire 7.14 est atteinte, par exemple par la
formule sous forme normale disjonctive

\/ PiNQUA-ANQim1 A Qi (7.5)

1<i<n

Pour tout ensemble non vide d’indices J C {1 < ¢ < n}, on définit le monéme M ; df

{Pi | i€ Jyu{Q1, ., Qumax)—1, @maxs} \ {Q:i | @ € J}. On peut noter quen
particulier Mgy = PEAQ1 A+ AQi—1 A —Q; pour tout 1 <7 < n.

Si I = My, soit j 'indice minimal de {1,...,n} tel que Q§ = F;comme QL ;= Fon
aj<maxJ. AlorsI = P; ANQi1 N---ANQj—1 AN—Qj, donc M est bien un implicant.
SiM C M,

— soit il existe un indice j € J tel que P; & M et alors il existe une interprétation I
avec PjI = QJI = Fet Q! =V pour tout i < j qui satisfait M mais ne satisfait pas
la formule (7.5) car, pourtout 1 < i <n, [ E P, ANQ1 N NQi—1 N—Q; :
pour i < j: puisque Q! =V,
pour ¢ = j : puisque Pj[ =F, et
pour ¢ > j: puisque Q]I =F;

— s0it "Quax s & M et alors interprétation I définie par Pil = Qf = V pour tout
1 < i < n satisfait M mais ne satisfait pas la formule (7.5) car, pour tout 1 < ¢ < n,
T# P, AQLA---AQi—1 A—Q; puisque Q! = V;

— soit il existe un indice j ¢ J, j < max J, tel que Q}; & M et alors I'interprétation I
définie par P/ = Vssii € Jet Qf = Vssii ¢ {j, maxJ} satisfait M mais ne
satisfait la formule (7.5), car, pour tout 1 <i <n, [ £ P,AQ1A---NQ;—1 AQ; :

pour i < j: puisque Q! =V,

pour i = j : puisque P/ = Fcarj ¢ J, et
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pouri > j: puisqueQ]I»:Fethi—l.

Cela montre que chaque M ; est premier.

Mise sous forme normale premiére. Le calcul des implicants premiers d’une formule sous
forme normale disjonctive compleéte est I'objet de ’algorithme de QUINE-McCLUSKEY. On
peut donner une version légérement généralisée de cet algorithme qui prend en entrée une
formule sous forme normale disjonctive (pas nécessairement compléte). Un préalable a ces
algorithmes est de savoir calculer les implicants premiers d’une disjonction de deux mo-
nomes.

Lemme 7.16 (de consensus). Soient M et My deux mondmes et M un implicant premier de
M VvV Ms. Alors

(1) soit M = My ou M = Mo,
(2) soit M = Pure(M,UMy) et il existe un littéral £ tel que M1\ M = {£} et Mo\ M = {¢}.

Dans le cas (2), on appelle M le consensus de M7 et Mo et on le note My LI M.

Démonstration. Si I'ensemble {M7, My} n’est pas une couverture minimale de M, alors
M = M; ou M = Ms. Mais alors My C M ou My C M, et comme M était supposé
premier, forcément M; = M ou Ms = M : nous sommes dans le cas (1).

Sinon, { M7, M>} est une couverture minimale de M. Dans ce cas, par la propriété 7.13,
M N (M7 U Msy) = Pure(M; U Ms). Comme M est supposé premier, par la propriété 7.11,
M C M; U My, et donc M = Pure(M; U M), ce qui correspond & la premiére condition
du cas (2).

Si My C M, on aurait M = M, ce qui contredirait que { M7, M>} est une couverture
minimale; donc M; ¢ M. 1l existe donc un littéral £ € M; \ M. Comme ¢ ¢ M =
Pure(M; U M,) et £ € M, on sait que £ € My \ M.

Nous avons presque vérifié la seconde condition du cas (2). Supposons par 'absurde qu’il
existe un autre littéral dans cette situation, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € (My \ M) \ {¢,¢}.
Encore une fois, ¢ € My \ M. On montre alors que M ne peut pas étre un implicant de
My V Ms. En effet, soit I une interprétation telle que / = M. Comme aucun des littéraux
00,07 n’apparait dans M, onaaussi I[F/¢,V/¢'] = M. Cependant I[F/¢,V/¢'] & ¢ donc
I[F/E,NV /U] £ My, et I[F/L,NV /U] 7 donc I[F/¢,V /U] # Ms, ce qui montre que M n’est

pas un implicant, contradiction. ]

Exemple 7.17 (consensus). Considérons I’ensemble de monémes {P AQ A R, P A Q A
-R, PA-QA—-R,—PA—-QA R} obtenu dans 'exemple 7.10. Alors (PAQ) = (PAQA
R)U (P AQA—R) mais le monéme P A Q A R n’est en consensus ni avec P A =Q A —R
ni avec P A =Q A R.On aaussi (P A—-R) = (PAQA-R)U (P A—=Q A —R) mais
PAQA—-Rn’est pas en consensus avec " P A—Q AR, qui n’est d’ailleurs pas en consensus
avec P A =@ A =R non plus.

Nous sommes maintenant préts a fournir un algorithme qui prend en entrée un ensemble
D de mondmes et retourne 'ensemble des implicants premiers de \/ ;. , M’

M Voir (KNUTH, 2008,
exos. 29-31).

& Voir KNUTH (2008, exo. 31)
pour une version plus efficace de
cet algorithme. L’algorithme de
QUINE-McCLUSKEY en est une
variante ot D est supposé étre
une forme normale compléte.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Théorème_du_consensus

A Le probléme de minimisation
d’une formule propositionnelle
donnée sous forme normale
disjonctive est Eg-complet
(UMANS, 2001).
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Fonction premiers (D)

1 n:= |Props(D)|; j :=n; E,, := minc D

2 tant que j > 0 faire

3 Ej—l = @;

4 pour tous les M € E; faire

5 pour tous les M, € Ej si M, U M; existe faire
6 L LM:ZMlLlMQ;Ej_liiEj_lu{M}

7 Ej,1 = ming(Ej U Ejfl);
8 | ji=75—-1

9 retourner E

Proposition 7.18. L’algorithme retourne l'ensemble des implicants premiers de I’ensemble de
monodmes D.

Démonstration. La boucle principale est itérée n = |Props(D)| fois; les boucles internes
itérent sur des paires {7, M>} de mondmes issus d’ensembles E; finis : 'algorithme ter-
mine bien.

Pour démontrer la correction de ’algorithme, on établit 'invariant suivant a la ligne 2 a
Pentrée de la boucle principale.

Enoncé 7.18.1. Pour tout implicant M de \/,, ., M’ avec |M| > j, il existe un impli-
cant M’ € E; tel que M" C M.

On montre 'invariant par récurrence descendante sur j < n. Initialement, j = n =
[Props(D)|, et donc tout implicant M de taille |M| > n est un mondme complet avec n
littéraux et doit contenir au moins un monéme de £,, = minc D. Puis, en cours d’exécution
de I'algorithme pour j < n, soit M un implicant de \/,,,., M" avec |M| > j. Comme
j§ < n, il existe une proposition P ¢ Props(M ). Alors M; & M U{P} et My & MU {-P}
sont aussi des implicants de \/,,/ ., M’, et sont tous deux de taille au moins j + 1. Par
hypothése de récurrence, il existe des implicants M7, M5 € E;q tels que M| C M; et
MY}, C M, et on va raisonner sur le corps de la boucle pour j + 1. Si M] C M ou M5 C M
on aura alors cet implicant ou un de ses sous-ensembles ajouté dans E; par la ligne 7. Sinon,
P € M{ et =P € M et leur consensus M| LI M3 C M est ajouté a F; alaligne 6 et lui ou
un de ses sous-ensembles est bien conservé dans I ligne 7.

Par cet invariant, pour tout implicant premier M, il existe un implicant M’ C M tel que
M’ € Ey ala fin de I'exécution; comme M est supposé premier, nécessairement M = M.
Inversement, si M € Ej a lissue de 'exécution, comme M est un implicant et comme il
n’existe pas M’ C M dans Ey, c’est un implicant premier. (]

7.3.3. * Forme normale disjonctive minimale. On parle de forme normale disjonctive mini-
. ) o I oor

male pour une disjonction \/,, ., M’ de monomes telle que >, ., |M’| soit minimale.

Comme le montre la propriété suivante, une forme normale disjonctive minimale est néces-

sairement une disjonction d’implicants premiers.

Propriété 7.19. La forme normale disjonctive minimale d’une formule propositionnelle ¢ est
une disjonction d’implicants premiers de .
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Démonstration. Ecrivons tout d’abord la forme normale disjonctive minimale de ¢ comme
la disjonction \/ ., M' de son ensemble D de mondmes. Chacun des monémes M’ € D
est un implicant de . Supposons par ’absurde que I'un d’entre eux ne soit pas premier
et appelons-le M. Alors il existe un mondéme M” C M qui est un implicant de ¢. On va
montrer que ¢ est logiquement équivalente & M" V' \/ /¢ p\ (ary M, ce qui contredira la
minimalité de D.

Montrons tout d’abord que M"V'\/ /¢ p\ (573 M est une conséquence logique de la dis-
jonction \/ ;. p M'. Comme M"” C M, ona M &= M". Supposons que I &= \/,;,cp M' et
faisons une distinction de cas : si I = M alors I = M" etdonc I = M"V \/M,GD\{M} M
sinon il existe M’ € D\ {M} telque [ = M’ etalors I = M" Vv \/M,eD\{M}

Montrons maintenant que la disjonction \/ M'eD M’ est une conséquence loglque de
M"V\ yprepyary M- Supposons que I = M"V /1 ¢ py ary et faisons une distinction de
cas:si I = M", comme c’est un implicant, I &= \/,, ., M’; sinon il existe M" € D\ {M}
telque I = M’ etalors I = \/,; .p, M'. O

Exemple 7.20. La forme normale premiére n’est pas forcément la forme normale disjonc-
tive minimale. Considérons par exemple la formule propositionnelle sous forme normale
disjonctive suivante

(PAR)V (P AQ) . (7.6)
Chacun de ses deux mondémes est un implicant premier. Cependant, ce ne sont pas les
seuls : sa forme normale premiére est

(PAR)V(QAR)V (-PAQ) . (7.7)

Il existe un cas particulier ou la forme normale premiére est minimale, qui est celui des
formules propositionnelles sans négation.

Théoréme 7.21 (QUINE). Soit @ une formule propositionnelle sans négation. Alors la forme
normale disjonctive minimale de ¢ est sa forme normale premiere.

Démonstration. Ecrivons \/ avep M pour la forme normale disjonctive minimale de . Par
la propriété 7.19, tous les monémes de \/ ;. , M’ sont des implicants premiers de (. Nous
allons montrer que tous les implicants premiers de ¢ doivent nécessairement apparaitre
dans D. Nous allons d’abord montrer le résultat suivant.

Enoncé 7.21.1. Soit i une formule propositionnelle sans négation. Alors, pour tout implicant
premier M de ¢, M ne contient que des littéraux positifs.

Démonstration de I’énoncé 7.21.1. On commence par montrer que, si ¢ est une formule pro-
positionnelle sans négation, alors [¢] est monotone au sens suivant : si I < I’ sont deux
interprétations — ot 'on considére 'ordre produit, c’est-a-dire P < P! l pour toute propo-
sition P € Py avec B ordonné par F < V - alors [¢]’ < [¢] . Cela se vérifie par induction
sur les formules sans négation :
— pour le cas de base d’une proposition P, [P]! = P! < P = [P]" par hypothése
sur [ < I';
— pour I’étape d’induction sur une formule ¢ V 1, [ V ¥]! = [¢]’ ou [¢]! ou par
hypothése d’induction [¢]? < []? et [/]7 < [¢]7 et donc, par monotonie de la

fonction ou, [¢]” ou [¥]" < [¢]” ou [¢]" = [ V] ;

M Voir (KNUTH, 2008, thm. Q).



M (CHINAL, 1967, sec. 10.4.1)
A A ne pas confondre avec
lalgorithme de QUINE de
recherche de modéle par

simplification de la section 8.3.2.
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— pour I’étape d’induction sur une formule ¢ A 1), on raisonne de méme en utilisant la
monotonie de la fonction et.
Revenons a I’énoncé 7.21.1. Supposons par I’absurde que M soit un implicant premier de ¢
et que =P € M pour une proposition P € Py, alors on va montrer que M \ {—P} est aussi
un implicant de ¢, ce qui contredira le fait que M était premier. En effet, si [ = M \ {—=P},
alors I[F/P] = M et donc I[F/P] = ¢ puisque M est un implicant, mais aussi I[V/P] = ¢
par monotonie de [¢], et donc I = . O

Supposons maintenant par ’absurde qu’il existe un implicant premier M de ¢ qui ne
soit pas dans D; comme on vient de le voir avec ’énoncé 7.21.1, M est un ensemble de
propositions. Considérons I'interprétation I définie par P7 & V pour tout P € M et Q7 &
F pour tout Q@ ¢ M. Alors I = M et donc I = ¢ puisque M est un implicant. Mais
I # \ypepM', car sinon il y aurait M’ € D tel que I &= M’ et comme M’ est un
implicant premier et ne contient donc pas de littéral négatif, nécessairement M’ C M, ce
qui est impossible : on a supposé M ¢ D donc M’ C M mais cela contredit le fait que
M soit un implicant premier. On vient de montrer que \/; . , M’ n’était pas logiquement
équivalente a ¢, ce qui est absurde. (]

Exemple 7.22. Voyons un example d’application du théoréme 7.21 de QUINE. Considérons
la formule propositionnelle
N\ PiveQs. (7.8)
1<i<n

Pour tout sous-ensemble d’indices J C {1,...,n}, le mondéme M def {P, | i€ J}U

{Qi | 1 < i< mn,i¢g J}estun implicant de la formule. En effet, si I = M, alors
P! = Vpour touti € Jet Q! =V pourtoutl < i < naveci ¢ J. Donc pour tout
1 <i < n, I satisfait la clause P; V Q); : I satisfait donc la formule.

De plus, si M est un implicant premier de la formule, alors il existe un ensemble d’indices J
tel que M; C M. En effet, d’apres le propriété 7.11 et I’énoncé 7.21.1, M est un sous-
ensemble de {P;,Q; | 1 < i < n}. Sion suppose par I’absurde que M; Z M pour
tout ensemble d’indices J, alors il existe 1 < i < ntel que P; ¢ M et Q; ¢ M. Mais
alors on peut définir une interprétation I par P' & V pour tout P € M et Q7 & F pour
tout Q & M. Cette interprétation est telle que I = M mais I &£ P; V Q;, et donc I ne
satisfait pas la formule (7.8) : cela contredit le fait que M est un implicant.

Dés lors, les monoémes M ; sont exactement les implicants premiers de la formule (7.8),
et par le théoréme 7.21, la formule \/JE{L---,"} M en est la forme normale disjonctive
minimale, qui est de taille n - 2™.

Algorithme de QUINE-McCrLuskey. On a vu jusqu’ici que 'on pouvait calculer la forme nor-
male disjonctive premiére par I’algorithme premiers, et qu’une forme normale disjonctive
minimale était constituée d’un sous-ensemble de ses mondmes (propriété 7.19). L’algorithme
de QUINE-McCLUSKEY cherche a déterminer une telle forme minimale :

(1) calculer la forme normale disjonctive compléte D a Paide de la table de vérité de la
formule,

(2) calculer la forme normale disjonctive premiére D’ en appelant premiers(D),
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(3) calculer pour chaque implicant premier M € D’ une couverture minimale Dy; C D
de M (qui n’est autre que Dpy = {M’' € D | M C M'} puisque D est sous forme
disjonctive compléte),

(4) résoudre (de maniére heuristique) 'instance du probléme de COUVERTURE D’EN-
SEMBLE défini par D et la famille de sous-ensembles { D} pre pr, Cest-a-dire cher-
cher a trouver un sous-ensemble D" C D’ de taille ), ., [M| minimale tel que

D =Uprepr D
Exemple 7.23. Appliquons l'algorithme de QUINE-McCLUskEY a la formule de
Pexemple 7.20.
(1) L’ensemble de ses mondmes complets est
D={PANQAR, PN-QAR, -PANQAR, -PANQA-R}.
(2) L’ensemble de ses mondmes premiers est
D'={PAR, QANR, -PAQ}.
(3) Ona
Dpar={PANQAR, PN-QAR},
Dornr={PANQAR, -PANQ AR},
D-prng ={"PAQAR, ~PAQA-R} .

comme ensembles de mondémes complets de D qui couvrent minimalement chaque
mondme de D’.

(4) Ona D = Dppagr U D-ppq et 'ensemble de monémes
D’ = {P/\R7 ﬁP/\Q}

correspond a une forme normale disjonctive minimale (P A R) V (=P A Q).

7.4. * Diagrammes binaires de décision. Pour finir cette section sur les formes normales
en logique propositionnelle, nous allons voir une représentation a I’aide de diagrammes bi-
naires de décision, qui fournissent des représentations canoniques pour les formules boo-
léennes.
On définit pour cela une formule de SHANNON comme une formule sur la syntaxe abstraite
Bu=Pg:B | T 1| L (formule de SHANNON)
ou P est une proposition de Py. Une formule de SHANNON est une formule propositionnelle
de forme particuliere, ou P73t : 31 (lu « si P alors B sinon /3 ») est du sucre syntaxique
pour (P — B1) A (=P — 1).
Comme pour les formules propositionnelles, une formule de SHANNON peut étre repré-
sentée (voir figure 1.1)
— sous forme arborescente, auquel cas on parlera d’arbre binaire de décision, abrégé par
BDT pour « binary decision tree », ou
— sous forme de circuit partageant les sous-formules isomorphes, auquel cas on parlera
de diagramme binaire de décision, abrégé par BDD pour « binary decision diagram ».

® Le probléme

COUVERTURE D’ENSEMBLE

est NP-complet (KArp, 1972;
GAREY et JOHNSON, 1979, [SP5]).
Il s’agit ici d’une version
pondérée du probléme, ot
chaque ensemble Dy a un
poids | M |.

M (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, sec. 1.4.4),
(LASSAIGNE et ROUGEMONT,
2004, sec. 1.3.5), (HARRISSON,
2009, sec. 2.11), (JAUME et al.,
2020, sec. 7.2.2)

® On ne parlera pas ici de
Palgorithmique des BDD, sujet
trés riche susceptible d’étre
abordé dans la lecon 4

« Exemples de structures de
données. Applications. » ; voir
(KNUTH, 2011, sec. 7.1.4).



& Cette complexité linéaire de
la satisfiabilité indique que la
mise sous forme d’OBDD doit
étre non polynomiale, sans quoi
on pourrait résoudre SAT

dans P. Il est en fait inutile de
supposer P # NP pour cela : il
existe une famille de fonctions
ISA,, surn + lgn variables
pour lesquelles il existe des BDT
(non ordonnés) de taille
n?/1gn (et donc des formules
propositionnelles de taille
O(n?/1gn)), mais qui
nécessitent des OBDD de taille
au moins 2(n/1gn) =3
(BREITBART, HUNT III et
ROSENKRANTZ, 1995, thm. 3).

M (WEGENER, 2000, thm. 2.3.1).
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Dans ces représentations, plutét que d’utiliser des sommets de degré sortant 3 vers P, S
et 31, on étiquette plutdt le sommet par P avec deux arcs sortants, I'un plein vers St et
lautre pointillé vers 3 ; voir figure 7.3.

Pl P1
) P~ Q1 @
TNy ¥\ N
Ps Q2 T Py
N ARV o v
1 Q3 Py T Py Q2 Q2
A X/ \; S/ \‘,‘ X/ = X/ <N
L T 1L Q3 1 Q3 Py T Py
NV NV NV SN
1L T 1 T 1 Qs Qs
NV RNV
1 T 1 T

FIGURE 7.3. Un BDT et un BDD pour (P A Q1) V (P2 A Q2) V (Ps A Q3).

Toute formule propositionnelle ¢ peut étre exprimée a I’aide d’'un BDD équivalent : si
P € Py, alors ¢ est équivalente & P?o[T/P] : ¢[L/P] par le lemme 6.7 de substitution
propositionnelle; il suffit d’itérer ce processus sur les propositions de Props(i). Le cotit de
cette transformation peut étre exponentiel.

7.4.1. Formules de SHANNON ordonnées. Fixons un ordre total < sur 'ensemble de proposi-
tions Py. Une formule de SHANNON est ordonnée par < si, pour toute sous-formule P75 :
B et pour toute proposition @@ € Props(8+) U Props(f.1), P < Q. En d’autres termes,
Pordre dans lequel les propositions sont testées est le méme pour toutes les branches de la
formule. Un BDD ordonné est aussi appelé un OBDD. On peut noter que le BDT et le BDD
de la figure 7.3 sont en fait ordonnés.

En particulier, dans une formule de SHANNON ordonnée, chaque proposition ne peut étre
testée qu’au plus une fois le long d’une branche : une telle branche décrit donc une inter-
prétation partielle. Cela signifie que la formule est satisfiable si et seulement si elle a une
branche qui finit par T, ce qui peut se tester en temps linéaire par un algorithme de parcours
de graphe.

7.4.2. Formules de SHANNON complétes. Un cas particulier des formule de SHANNON ordon-
nées est celui des formules compleétes sur un ensemble de propositions P; < --- < P, :
toutes ces propositions apparaissent dans I'ordre dans toutes les branches. Un OBDD com-
plet est aussi appelé un QDD. La figure 7.4 montre le QDD correspondant a la formule de la
figure 7.3.

cps - . L, omn
Proposition 7.24 (borne supérieure). Soit 3 un QDD sur n propositions. Alors |3 < =—.

Démonstration. Pour tout k£ < n, on construit un graphe acyclique dirigé pour une formule
de SHANNON compléte () équivalente & §; en identifiant les sous-graphes isomorphes de
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Py
NV
Q1 @
(VIR
Py Py
NERV W
Q2 Q2 Q2
ANy N\
P P
NERV W
Qs Q3 Q3
PNV,
1 T

FIGURE 7.4. Le QDD pour (P; A Q1) V (P2 AQ2) V (P3 A Q3).

Bk, on obtient alors le QDD f3. On choisit alors une valeur de k£ montrant que la taille de 3y,
et donc de 3, est bornée par %
Le graphe de ) est constitué de deux « étages ».

(1) L’un pour les variables P; pour ¢ < k : on développe pour cela le BDT complet de
profondeur k et donc de taille 28 — 1.

(2) Le second étage est constitué de BDT complets de profondeur n — k, enracinés dans
le premier étage, mais ou 'on a identifié les BDT de hauteur n — k isomorphes. Il y

a22""" fonctions booléennes sur n — k variables, chacune ayant un BDT complet de
taille 27 % — 1.

Le graphe de f3;, est donc de taille bornée par 2% + 2n—F . 22" 7" Posons maintenant k %
n — |lg(n — lgn)|. On a alors une borne sur la taille de Gy, :

|| = 2n—le(n=lem)] 4 ollg(n—lgn)] g2t

< gn—llg(n=lgn)] 4 ollg(n-lgn)]  on-lgn (car 27 est croissante)

—on. (Q—ngm—lgnu n ngg(n—lgn)J—lgn)

<2m. (27Ug("7lg ml . glle(n—lg ”)Jflg") (car 27 est convexe)

=9n.9 len 0

7.4.3. Formules de SHANNON réduites. Une formule de SHANNON est réduite si pour toute
sous-formule P75t : (1, les formules St et 5 ne sont pas logiquement équivalentes. Un
OBDD réduit est aussi appelé un ROBDD. On peut observer que le BDT et le BDD de la
figure 7.3 sont en fait réduits. A noter qu’un ROBDD est valide si et seulement s’il est égal
a T, et insatisfiable si et seulement s’il est égal a L.

Le principal résultat dans le cadre de la lecon 28 est I'unicité des ROBDD.

Théoréme 7.25 (canonicité). Soient 8 et 3’ deux ROBDD construits pour le méme ordre <
sur Po. Alors 8 et 3’ sont logiquement équivalents si et seulement s’ils sont égaux.

® Un QDD 3 sur

P < - < Py est
essentiellement isomorphe a
Pautomate déterministe complet
minimal pour
LB)E{IeB" | I=p}-
aux transitions sortantes des
sommets L et T preés
(WEGENER, 2000, sec. 3.2). Cela
montre que la représentation par
QDD est elle aussi canonique.

® Il existe des fonctions
booléennes a n arguments dont
le plus petit BDD (et donc le plus
petit OBDD et donc le plus petit
QDD) est de taille au moins

2t (1 —en)ou

n n
limy,— 00 €n = O (BREITBART,
HuUNT III et ROSENKRANTZ, 1995,
thm. 1), montrant que la borne
supérieure de la proposition 7.24
est optimale.

M (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, thm. 2.48),
(LASSAIGNE et ROUGEMONT,
2004, cor. 1.4), (WEGENER, 2000,
thm. 3.1.4 et 3.3.2)



& Changer l'ordre des variables
peut avoir des conséquences
dramatiques sur la taille des
OBDD, voir (WEGENER, 2000,

ch. 5) et (KNUTH, 2011,

sec. 7.1.4).
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Démonstration. Si 3 et 3’ sont égaux, alors ils sont clairement équivalents. Pour la réci-
proque, on montre par récurrence sur [Props(3)| + |Props(5’)| que si 8 et 8 sont logique-
ment équivalents, alors 8 = '
Pour le cas de base au rang n = 0, 3 et 3’ doivent étre la méme constante L ou T.
Pour I'étape de récurrence, soit P la proposition minimale de Props(S) UProps(8’). Sans
perte de généralité, on va supposer que P € Props(8). Comme P = minc Props(5), 5 =
P?3t: B
Si P & Libres(3’) : alors 3/, 51 et 3, sont logiquement équivalents, ce qui contredit
le fait que 5 était réduit. En effet, si I = (', alors par la propriété 5.3, I[V/P] = ('. Par
équivalence de S et 5, I[V/P] = 3, et donc I[V/P] = S et comme P ¢ Props(f57)
par la propriété 5.3 I = S~. Inversement, si I = f, alors I|V/P] = St par la
propriété 5.3, donc I[V/P] = 8; comme 8 = 3/, I[V/P] = (3 et par la propriété 5.3
I = . Le méme raisonnement vaut pour 3 .
Si P € Libres(3’) : alors 8’ = P73 : 3| etonobserve que Bt et 85 sont équivalents
et B, et 3/ aussi; par hypothése de récurrence on a alors St = S5 et 81 = (/) et
donc B = f'.

Détaillons 'observation pour le cas de 5. Si I &= 1, comme P ¢ Props(f5T), par
la propriété 5.3, I|V/P] = Bt et donc I[V/P] = S. Par suite, I[V/P] = (', donc
I[V/P] = B et P & Props(B%), I = B5. La direction opposée, tout comme le cas de
B1 = B, est similaire. O

Etant donné un OBDD non réduit, on peut le réduire de haut en bas : si on rencontre
P78 : 3 (le test d’égalité est en temps constant grace au partage des sous-formules), on
remplace ce sous-BDD par 3. On peut observer que ce processus appliqué a 'OBDD de la
figure 7.4 construit le ROBDD de la figure 7.3. Ce processus montre aussi que pour un ordre
donné, le ROBDD d’une formule est son OBDD de taille minimale.

7.4.4. Lien avec les automates finis. Rappelons que T dénote I'ordre d’extension sur les in-
terprétations partielles. Une interprétation partielle I est adéquate pour une formule ¢ si,
pour toute extension I’ 3 I, I’ = . Clairement, si I est une interprétation totale telle
que I = ¢, alors sa restriction de domaine Props(y) est adéquate par la propriété 5.3.
Cependant, cette restriction n’est pas nécessairement une interprétation adéquate mini-
male pour C : par exemple, [V/P,V/Q] est adéquate pour (P V =P) A Q, mais [V/Q]
Pest aussi. On définit donc 'ensemble des interprétations adéquates minimales de ¢ comme
MinSat(¢) € minc{I | VI' D I,I' = ¢}.

Fixons un ordre total sur Props(¢) = {P; < --- < P,}. On considére I'alphabet ¥ &
{P;,—P; | 1 < i < n} des littéraux sur Props(). A une interprétation partielle I avec
dom(I) = {P;, < --- < P;,} C Props(i), on associe le mot w; & a;, - - - a;, sur ¥, défini
para;, € P, sil] = P, eta;, © =P, sinon. On définit alors le langage L(¢) & {w; |
I € MinSat(yp)}.

Proposition 7.26. Soit @ une formule propositionnelle. Alors BDD(y) est isomorphe d 'au-
tomate minimal de L(¢).
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8. LE PROBLEME DE SATISFIABILITE

Résumé. De nombreux problémes informatiques, et en particulier tous les pro-
blemes NP-complets, peuvent étre exprimés comme la satisfiabilité d’une formule
propositionnelle de taille polynomiale. Les sont des logiciels dédiés a
ce probléme, qui prennent en entrée une formule propositionnelle sous forme nor-
male conjonctive (écrite au ), et cherchent a répondre si la formule
est satisfiable ou non.

Une maniére d’implémenter un solveur SAT est d’utiliser I’ daa
Davis, PuTNAM, LOGEMANN et LOVELAND. Cet algorithme travaille par
d’ensembles de clauses : la simplification d’un ensemble de clauses par un littéral ¢ éli-
mine les clauses qui contiennent £ et retire £ des clauses restantes. L’algorithme DPLL
simplifie en priorité par les littéraux
ne contient que ce littéral) et les littéraux
part dans 'ensemble de clauses).

(¢ est unitaire s’il existe une clause qui
(¢ est pur si le littéral £ n’apparait nulle

Tout probléme de décision dans NP a une réduction polynomiale vers SAT, ce
qui permet de traduire ’entrée du probléme en une formule propositionnelle et de
tenter de le résoudre a l'aide d’un solveur SAT. Deux exemples : la résolution de
dépendances logicielles (section 8.4) et la coloration de graphe (section 8.5).

8.1. Le probléme SAT. Le probléme de satisfiabilité est le probléeme de décision suivant.
Probléme (SAT).

instance : une formule propositionnelle ¢
question : ¢ est-elle satisfiable ?

Ce probléme est clairement dans NP : il suffit en effet de « deviner » non déterministi-
quement une interprétation I € BP°Ps(¥) telle que I &= (. Une telle interprétation est de
taille polynomiale, et vérifier I = ¢ se fait en temps polynomial. La difficulté est de montrer
que SAT est NP-difficile.

Théoréme 8.1 (COOK-LEVIN). SAT est NP-complet.

Dans de nombreuses utilisations de SAT, on suppose de plus que la formule ¢ est sous
forme k-clausale pour un certain k fixé. Le probléme de décision associé est kSAT.

Probléme (kSAT).

instance : un ensemble fini F' de k-clauses propositionnelles
question : F est-il satisfiable ?

R Voir (KNUTH, 2008, sec. 7.1.1)
et (KNUTH, 2015, sec. 7.2.2.2)
pour une présentation
approfondie des aspects
algorithmiques du probléme de
satisfiabilité.

® Plusieurs problémes de
décision de cette section peuvent
aussi servir dans la lecon 26

« Classes P et NP. Problémes
NP-complets. Exemples ».

R (PerIFEL, 2014, thm. 3-V),
(ARORA et BARAK, 2009,

thm. 2.10), (PAPADIMITRIOU,
1993, thm. 8.2), (CARTON, 2008,
thm. 4.19), (LASSAIGNE et
ROUGEMONT, 2004, thm. 11.1),
(GAREY et JOHNSON, 1979,

thm. 2.1); la preuve du théoréme
de COok-LEVIN sera vue dans le
cadre de la préparation en
calculabilité et complexité.



& Puisque tout probléme
NP-complet a une réduction en
temps polynomial vers SAT, on
dispose donc avec ces solveurs
d’implémentations souvent trés
efficaces en pratique pour
quantité de problémes difficiles
(voir la longue liste du GAREY et
JoHNSON) : on parle de

« révolution SAT »!
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Corollaire 8.2. kSAT est NP-complet pour tout k > 3.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme de Cook-LEVIN combiné au
corollaire 7.7. |

8.2. Solveurs SAT. Les solveurs SAT sont des programmes qui déterminent si une formule
propositionnelle ¢ donnée est satisfiable ou non, et si oui, fournissent une interprétation /
qui satisfait la formule, c’est-a-dire telle que I = ¢.

8.2.1. & Format DIMACS. Les solveurs SAT emploient un format de fichier standard pour
les formules propositionnelles en forme clausale, appelé « format DIMACS » du nom du Cen-
ter for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science qui avait organisé les premiéres
compétitions internationales. Voici par exemple comment représenter la forme clausale de
I'exemple 7.8 en format DIMACS :

c exemple 7.8 en format DIMACS
c table des propositions

c R, P, O; R P, Q. R; P; Qs
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9
c

P

97
1 0
-1
-1
-4
-4
-7
-7

\DOOO'\U‘IUJN»PE)
O O O O O 3

0

Le fichier commence par cinq lignes de commentaires, qui débutent par le caractére « ¢ ».
En format DIMACS, les propositions sont représentées par des entiers strictement positifs,
et on a ajouté en commentaire comment les noms des propositions de I’exemple 7.8 ont été
numérotés pour faciliter la lecture de ’exemple (mais rien n’impose de le faire). La sixiéme
ligne est le véritable début du fichier, qui commence par « p cnf » suivi de deux nombres :

— « 9 » correspond au nombre de propositions utilisées dans la forme clausale;

— « 7 » correspond au nombre de clauses.

Les clauses occupent les lignes suivantes. Chaque clause se termine par le caractére « 0 »,
et consiste en une séquence de nombres entiers non nuls : un nombre positif n désigne la
proposition numérotée par n, tandis qu'un nombre négatif —n désigne la négation de cette
proposition. Par exemple, a la huitiéme ligne, « -1 » correspond a =Ry, tandis que « 2 »
correspond a P;.

8.2.2. O Utilisation d’un solveur SAT. MINISAT (http://minisat.se/) est un solveur
SAT facile a installer puisqu’il existe des paquets pour distributions GNU/Linux. Un exemple
d’invocation sur le fichier DIMACS de la section 8.2.1 est d’appeler la commande « minisat
exemple-7-8.cnf exemple-7-8.modele ».Dansle cas oul’ensemble de clauses fourni
en entrée est satisfiable, une interprétation partielle est retournée :


http://minisat.se/
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SAT

-123-45673890
L’interprétation est retournée sous la forme d’une clause DIMACS, ot les propositions asso-
ciées a V apparaissent comme des entiers positifs et celles associées a F comme des entiers
négatifs. En 'occurrence, 'interprétation en termes de ’exemple 7.8 est

[F/RlaV/Plvv/leF/R27V/P27V/QQav/RdaV/Pdvv/QS] .

En terme de la formule originale de 'exemple 7.5, nous avons vu dans la preuve de la pro-
position 7.6 qu’il suffit d’ignorer les propositions fraiches ajoutées par la mise sous forme
équi-satisfiable; I'interprétation partielle suivante est donc un modéle de (P; A Q1) V (P2 A

Q2) V(P53 A Q3):
[V/P17V/QlaV/P27V/Q27V/P37V/Q3] .

8.3. Recherche de modéle. Cette section présente une des approches possibles pour ré-
soudre le probléme de satisfiabilité, qui a été utilisée jusque dans les années 1990 dans les
solveurs SAT, et qui est conceptuellement assez simple.

8.3.1. Recherche de modéle par énumeération. On peut résoudre automatiquement le pro-
bléme SAT : puisque par la propriété 5.3, il suffit de trouver une interprétation partielle
de domaine Props(y) qui satisfait ¢, on peut simplement énumérer les 2/P°°Ps(¥)| interpré-
tations possibles. En termes de tables de vérité, cela revient a construire la table de ¢ et de
tester si au moins une ligne met p a V.

Exemple 8.3. Reprenons la forme clausale de 'exemple 5.12

F={{P,Q R}, {Q R}, {~P,—Q, R}, {-P,~R}, {P,-Q}} .

Sa table de vérité est donnée dans la table 8.1.

TaBLE 8.1. La table de vérité de I’ensemble de clauses de 'exemple 5.12.

P Q R|{PQ-R} {QR} {-P-Q.R} {-P-R} {P-Q} F
V V V Y Y Y F Y F
V V F Y Vv F Y Vv F
V F V Y Vv Vv F Vv F
V F F Y F Y Y Y F
F V V Y Vv Y Y F F
F V F Y Vv Y Y F F
F F V F Y Y Y Y F
F F F Y F Y Y Vv F

On voit dans cette table que chaque ligne, c’est-a-dire chaque interprétation partielle de
domaine { P, ), R}, contient au moins une entrée F pour une des clauses de F'. Par consé-
quent, la colonne pour F' ne contient que des F : cette forme clausale est insatisfiable.

® On ne connait pas
d’algorithme pour SAT qui
travaille en temps polynomial
dans le pire des cas — on
soupgonne méme qu’un tel
algorithme en temps
sous-exponentiel n’existe pas, ce
qui est appelé I« exponential
time hypothesis ».


https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_time_hypothesis
https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_time_hypothesis

@ On peut observer que cet
arbre de recherche est un arbre
sémantique au sens de la
section 6.5.2.

76 LOGIQUE INFORMATIQUE

Plutot que d’écrire explicitement la table de vérité, on peut aussi représenter les inter-
prétations partielles de domaine Props(i) sous la forme d’un arbre : pour chaque proposi-
tion P € Props(y), on branche sur les deux choix I = =P et I = P.L’arbre correspondant
pour 'exemple 8.3 est donné dans la figure 8.1.

—Q . Q —Q . Q
-R. % -R. Y -R. \B: -R. %
(Q.R}  {P.Q.-R}  {P.-Q} (P.-Q}  {Q.R) (-P,-R} {-P,~Q.R}  {-P.-R}

FIGURE 8.1. Un arbre de recherche de modéle pour 'exemple 8.3.

Chaque branche de I’arbre décrit une interprétation partielle sous la forme d’une liste de
littéraux, et on a décoré chaque feuille de 'arbre par une clause non satisfaite par cette
interprétation ; par exemple, la branche la plus a gauche étiquetée par =P, =), =R corres-
pond a linterprétation partielle [F/P,F/Q,F/R] (qui est la derniére ligne de la table 8.1),
et cette interprétation ne satisfait pas la clause {Q, R}.

Cette représentation sous forme d’arbre de recherche a deux intéréts :

— d’une part, elle est moins longue a écrire a la main qu’une table de vérité,

— d’autre part, elle suggére un algorithme récursif qui explore I’arbre pour tester si une
formule sous forme clausale est satisfiable ou non : chaque nceud interne de I’arbre
correspond a un appel récursif d’une fonction pour tester la satisfiabilité, et aux feuilles
on vérifie s’il existe au moins une clause satisfaite par Uinterprétation partielle pour
cette branche.

A noter que, dans le cas de formules propositionnelles sous forme clausale, il est trés aisé
de vérifier siune clause C est satisfaite ou non par une interprétation : I = C'si et seulement
s’il existe ¢ € C' tel que I = £. Cela suggére le pseudo-code suivant pour évaluer la valeur
de vérité d’une clause C' sous une interprétation I :

Fonction evalueclause (C, I)
1 pour tous les ¢ € C faire
2 L si I = /¢ alors retourner V

3 retourner F

Par suite, pour une formule propositionnelle sous forme clausale, c’est-a-dire un ensemble
de clauses I, [ = F siet seulementsivVC € F, I = C':

Fonction evalueclausal (F, I)
1 pour tous les C' € F faire
2 L si non evalueclause(C,I) alors retourner F

3 retourner V
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Le pseudo-code qui suit décrit ’algorithme récursif suggéré par les arbres de recherche,
qui prend en entrée un ensemble de clauses F' et une interprétation partielle / de domaine
initialement vide.

Fonction satisfiable(F, I)

1 si dom(I) = Props(F) alors

2 L retourner evalueclausal(F,I)

3 sinon

4 choisir P € Props(F) \ dom(I)

5 retourner satisfiable(F,I[V/P])ousatisfiable(F, I[F/P])

Cette implémentation naive d'un solveur SAT suffit pour des petits exemples, mais prend

plus d’une seconde sur ma machine pour résoudre le probléme de coloriage de la section 8.5.

8.3.2. Recherche de modéle par simplification : Ualgorithme de QuINE. Un défaut de I’algo-
rithme par énumération de la section précédente est qu’il attend d’avoir construit une in-
terprétation partielle de domaine Props(y) avant de tester si les clauses sont satisfaites.
Pourtant, il est parfois possible de répondre plus tot : par exemple, dans I’arbre de la fi-
gure 8.1, le noeud atteint en suivant le chemin —P, () correspond a une interprétation par-
tielle [F/ P, V/Q] qui ne satisfait pas la clause { P, —Q}, quel que soit le choix de I'interpré-
tation de la proposition R. On aurait pu interrompre la recherche de modéle plus tot.

Cependant, évaluer toutes les clauses C' d’une formule a chaque nceud interne de arbre
d’interprétation partielle I telle que Props(C') C dom([) serait cotiteux. A la place, I'idée
de I'algorithme de QUINE est une recherche de modeéle par simplification de 'ensemble des
clauses au fur et a mesure de 'exploration de I'arbre.

Simplification de formes clausales. La recherche de modéle par simplification simplifie un
ensemble de clauses propositionnelles S jusqu’a obtenir une clause vide — auquel cas S
n’était pas satisfiable — ou un ensemble vide de clauses — auquel cas S était satisfiable. Soit
S un ensemble de clauses. On définit la simplification de S par un littéral £ comme I’ensemble
de clauses

ST/ {C | (CU{l}) eSoulgCeS)etltdC}

oul'on a éliminé les clauses de S contenant £ et simplifié les clauses de S de la forme C'U {0}
en leur enlevant /. Par exemple,

{P,Q}, {=P, R}, {P,-P}}[T/P] = {{R}},
{P,Q}, {=P, R}, {P,-P}}[T/-P] ={{Q}} .

La simplification revient effectivement a substituer T 4 £ et | a / dans toutes les clauses
de S et a simplifier le résultat en utilisant les équivalences logiques VT <> T,V L < ¢
et o A T < . La simplification d’'un ensemble F' de clauses par un littéral ¢ s’écrit en
pseudo-code comme suit.



78 LOGIQUE INFORMATIQUE

Fonction simplifie(F, ()
1 F =0
2 pour tous les C € F faire
3 L si¢ ¢ Calors F' := F'U{C\ {{}}

4 retourner [’/

Pour une interprétation I, on note I[V/¢] pour I'interprétation qui associe Va Psif = P,
Fa Psil=—P,etQ atoute proposition Q & Props(¥).

Recherche par simplification. L’algorithme de QUINE fait une recherche par simplification :
on cherche a trouver une interprétation qui satisfait toutes les clauses d’un ensemble F' de
clauses, en testant successivement si F/[T /P] ou F[T /—P)] est satisfiable ; voir la figure 8.2
(ou les littéraux colorés en orange sont impactés par la prochaine simplification).

"7, Q ~R}, {Q, R}, {~F, =Q, R}, {~F", =R}, {I", ~Q}}

~P . P
HQ, ~R}A{Q, B}, {03} He, rE (0@, B}, {~R}}
K IS
H{nh {1y {L} Hry - n) Hony {1
RN “RCNE “RSNR
w w 5
{L} {1} {L} {1} {1} {L}

FIGURE 8.2. Un arbre de recherche par simplification pour 'exemple 8.3.

Cette recherche réussit s’il existe une branche qui termine sur I’ensemble vide () de clauses,
et échoue si toutes les branches aboutissent a un ensemble qui contient la clause vide (celle-ci
est notée ). La recherche illustrée dans la figure 8.2 échoue : I'ensemble F' de 'exemple 8.3
était bien insatisfiable.

Exemple 8.4. Voici un autre exemple de recherche par simplification. Soit I’ensemble de
clauses F' & {{P, =R, =P}, {Q,-R}, {~Q}}. Un exemple de recherche par simplifica-
tion est donné dans la figure 8.3.

{7 ~R, 1} {Q. "R}, {~Q}}

o
H{Q, ~R}, {-0}} {HQ, ~R}, {-Q}}
o e 2 Ne
X
{13} {1} SR {1}
W W
0 {L} 0 {L}

FIGURE 8.3. Un arbre de recherche par simplification pour ’exemple 8.4.
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Cette recherche réussit, puisqu’il existe au moins une feuille étiquetée par '’ensemble vide
de clauses, par exemple la feuille atteinte par le chemin P, —Q), - R; et en effet, toute
interprétation qui étend [V/P,F/Q, F/R] est un modéle de F'.

Voici un pseudo-code pour une implémentation récursive de ’algorithme de QUINE de
recherche par simplification.

Fonction satisfiable (F)
1 si I’ = ) alors retourner V
2 si L € I alors retourner F
3 choisir P € Props(F)
4 retourner
satisfiable(simplifie(F,P))ousatisfiable(simplifie(F,—P))

Remarque 8.5. A noter dans ce pseudo-code que le choix de la proposition a utiliser pour sim-
plifier a la ligne 3 n’a pas besoin d’étre le méme le long de toutes les branches. Par exemple,
la figure 8.4 montre une recherche par simplification pour 'exemple 8.3 qui échoue plus
rapidement que celle de la figure 8.2. On obtient ici un arbre de recherche par simplification
isomorphe a arbre sémantique fermé de la figure 6.2.

W7 Q@ =REAQ R, {+1,—Q, R}, {7, ~R}, {7, ~Q}}

{0, R} {0, RY. 101 Q. 73, {~@, 1}, {1}
ko L
Honk {1y {+} Her {01} {L}
SN -Q '\
1 v
{L} {+} {L} {L}

FIGURE 8.4. Un autre arbre de recherche par simplification pour I’exemple 8.3.

Exemple 8.6. Considérons la formule sous forme clausale

{{Pa Qa R}a {_‘Pa Qa R}a {R}a {Pa _‘Qa _‘R}7 {_‘Pa _‘Qa _‘R}? {_‘R}} .
Si on effectue les simplifications sur P puis @) puis R, 'arbre de recherche obtenu est celui
de la figure 8.5, qui est aussi grand que celui d’une recherche par énumération exhaustive.
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W7, Q Ry, {~7,Q, R}, {R},{F", ~Q, 7R}, {1, =Q, =R}, {~R}}

HQ, RY AR @, =R}, {~R}}} H@, REARMQ, R}, {—~R}}}
N B N
IS K
(), () (R, (1) {-RY, () (oY, (7))
AN R\ ~RNE SN
X v % v
{L} {1} {L} {L} {1} {L} {L} {L}

F1GURE 8.5. Un arbre de recherche par simplification pour ’exemple 8.6.

11 est pourtant possible de faire une recherche par simplification beaucoup plus efficace,
en commengant par la proposition R, comme illustré dans la figure 8.6. En général, il
peut étre avantageux de simplifier en priorité sur des propositions qui apparaissent dans
beaucoup de clauses.

HP,Q, 1t} =P, Q, i}, {11}, {P, ~Q, 11}, {~P, ~Q, [t} {~/t}}
R R

S
{P, QL {-P,Q}, L} {P,-Q} {-P,-Q}, L}

FIGURE 8.6. Un autre arbre de recherche par simplification pour ’exemple 8.6.

Correction et complétude. 1 algorithme de QUINE de recherche de modéle par simplification
peut se comprendre par le biais de régles de réécriture qui agissent sur des ensembles de
clauses. Les regles (splitp) et (split_ p) de la figure 8.7 cherchent a montrer qu’un ensemble
fini F' est satisfiable en le réduisant a 'ensemble vide de clauses. Les arbres des figures 8.2
a 8.6 recensent des réécritures possibles par ce systéme de régles.

F =g F[T/P] ou P € Props(F) (splitp)
F —g F[T/=P] ou P € Props(F) (split_p)

FIGURE 8.7. Regles de réécriture de la recherche par simplification.

Il est aisé de voir que [ est satisfiable si et seulement si ' —; () alaide des régles (splitp)
et (split_p) pour P € Props(F'). En effet, notons I[V/{] pour l'interprétation qui associe V
aPsil =P, FaPsil =P, etQ atoute proposition Q ¢ Props(¢). On a alors la

conséquence suivante du lemme 6.7 de substitution propositionnelle

Propriété 8.7. Pour toute ensemble S de clauses, toute interprétation I et tout littéral {, I =
S[T /4] si et seulement si [[V/{] = S.

Une autre remarque importante est que la simplification par un littéral P ou —P conduit
a un ensemble de clauses ou ni P ni =P n’apparait.
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Propriété 8.8. Soit .S un ensemble de clauses et P une proposition. Alors P ¢ Props(S[T /P])
et P & Props(S[T/—P]).

Comme les régles de réécriture de la figure 8.7 n’appliquent la simplification qu’a une
proposition P € Props(F'), on a que F' —, F’ implique Props(F") 2 Props(F”), donc on
ne peut appliquer les régles qu’au plus |Props(F’)| fois a un ensemble F' donné : on dit que
ce systéme de régles de réécriture termine.

On en déduit le théoreme suivant des propriétés 8.7 et 8.8.

Théoreme 8.9. Soit F' un ensemble fini de clauses. Alors les régles de la figure 8.7 sont correctes

et complétes : I' est satisfiable si et seulement si F' —(, ().

Démonstration. Pour la correction, c’est-a-dire pour montrer que ' —, () implique I sa-

tisfiable, il suffit d’observer d’une part que 'ensemble vide de clauses () est satisfiable (il est
méme valide), et d’autre part que si F’ est satisfiable — disons par une interprétation I telle
que [ = F' — et F' =, F’ par une des régles de la figure 8.7, alors F est satisfiable :
— pour (splitp) : alors F/ = F[T/P] pour la proposition P : on a I[V/P] = F par la
propriété 8.7;
— pour (split_p) : alors F/ = F[T /= P] pour la proposition P:ona I[F/P] = F par la
propriété 8.7.

Une simple récurrence sur le nombre de réécritures dans F —

s ! démontre alors la cor-

rection.
Pour la complétude, c’est-a-dire pour montrer que F' satisfiable implique F' —>:p1 (), sup-
posons que I = F. On ordonne Props(F') de maniére arbitraire comme P} < --- < P,.

Soit Fy & F'; on applique pour chaque 1 < i < n 4 la proposition P; sur I'ensemble F;_;
— soit (splitp,) si I = P; etalors F; & F;_1[T/P;] et comme I = I[V/P}], I & F; par
la propriété 8.7;
— soit (split_p,) si ] = =P, etalors F; ¥ F;_1[T/~Pj] etcomme I = I[V/~P;],I = F}
par la propriété 8.7.
Comme Props(F;) = {P;41,..., Py} pour tout 0 < ¢ < n par la propriété 8.8, F), est un
ensemble de clauses sans propositions. De plus, il ne peut pas contenir la clause vide puisque
I = F,.Donc F,, = 0. O

8.3.3. " Algorithme de DAvis, PUTNAM, LOGEMANN et LOVELAND. Couramment appelé DPLL
d’aprés ses inventeurs, cet algorithme sert d’inspiration aux solveurs SAT actuels. L’algo-
rithme DPLL est un raffinement de I’algorithme de QUINE de recherche de modéle par sim-
plification vu dans la section 8.3.2.

L’idée de départ de 'algorithme DPLL provient de la remarque 8.5 : comment choisir les
littéraux par lesquels simplifier 'ensemble de clauses? Comme vu dans I'exemple 8.6, un
mauvais choix va résulter en un arbre de recherche tres grand, potentiellement aussi grand
que larbre de recherche par énumération naive de la section 8.3.1; a 'inverse, un bon choix
peut mener beaucoup plus rapidement a la réponse. L’algorithme DPLL fournit des heuris-
tiques pratiques pour choisir ces littéraux. Voici deux telles heuristiques, qui identifient les
littéraux unitaires et les littéraux purs de 'ensemble de clauses.

Littéraux unitaires. Dans un ensemble S de clauses, une clause C' est unitaire si elle ne
contient qu’un seul littéral, et on dit alors que ce littéral est unitaire. Formellement, ¢ est

M (ConcHON et SIMON, 2018,
sec. 2.2.3), (GOUBAULT-LARRECQ
et MACKIE, 1997, sec. 2.4.3),
(HARRISSON, 2009, sec. 2.9)
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unitaire dans S si S = S’ U {{¢}} pour un ensemble S’. Dans tout modéle I de S, c’est-a-
dire si I &= S, un littéral unitaire ¢ sera nécessairement satisfait par I : I = £. C’est donc un
bon choix pour une simplification.

Par exemple, dans ’ensemble de clauses de I'exemple 8.6, les littéraux R et —R sont
unitaires.

Littéraux purs. On définit de maniére similaire & I’équation (7.4) ensemble des littéraux
purs d’un ensemble S de clauses comme I'ensemble des littéraux / tels que £ n’apparait dans
aucune clause de S :

Pur(S) ¥ {¢ | VC€S.0¢C}.
Dans tout modele I de S, c’est-a-dire si I = 5, si £ est un littéral pur de S, alors I[V//] est
encore un modeéle de S. C’est encore une fois un bon choix pour une simplification.

Exemple 8.10. Soit 'ensemble de clauses

FE{{P,=Q, R}, {P,~R},{Q, R}, {P,-Q}}
Alors Pur(F) = {P}.

Correction et complétude. L’algorithme DPLL peut étre vu comme une extension du systeme
de régles de la figure 8.7, qui introduit deux nouvelles regles (unit) et (pure). Tout comme lors
de la recherche de modéle par simplification, les régles de la figure 8.8 cherchent a montrer
qu’un ensemble fini F' de clauses est satisfiable en le réduisant a ’ensemble vide.

FU{{t}} —an F[T/C] (unit)
F —aqpu F[T /] ot £ € Pur(F) (pure)
F —4n F[T/P] ou P € Props(F) (splitp)
F —aon F[T/—P] ou P € Props(F) (split_p)

FIGURE 8.8. Régles de réécriture de DPLL.

On montre que ce systéme de régles reste correct; la complétude découle directement de
celle du systéme de recherche de modéle par simplification.

Théoréme 8.11. Soit F' un ensemble fini de clauses. Alors les régles de la figure 8.8 sont cor-
rectes et completes : I est satisfiable si et seulement si ' —g, (.

Démonstration. Pour la correction, puisque la recherche de modéle par simplification était
correcte (voir le théoréme 8.9), il suffit de montrer que, si F” est satisfiable — disons par une
interprétation I telle que I = F’ — et F' — 4, F” par (unit) et (pure), alors F est satisfiable :
— pour (unit) : alors F' = F"[T /l] et F = F""U{{¢}} pour un littéral unitaire £ de F"' :
onaI[V/{] = F" par la propriété 8.7 et donc I[V/{] = F';
— pour (pure) : alors F/ = F[T/{] pour un littéral pur £ : on a I[V/{] & F par la
propriété 8.7.

Pour la complétude, c’est-a-dire pour montrer que F’ satisfiable implique ¥’ _>§pll (), cela

découle du théoreme 8.9. En effet, si I est satisfiable, alors F —>:p1 (0, c’est-a-dire F’ —>§pu 0

en n’utilisant que les régles (splitp) et (split_ p). O
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Algorithme DPLL. L’intérét des régles (unit) et (pure) est qu’elles sont inversibles, au sens
suivant.

Proposition 8.12 (inversibilité). Soient I et F deux ensembles de clauses. Si F est satisfiable
(unit) (pure

et F —gpn F' ou ' —)>dp11 F’, alors F’ est aussi satisfiable.
Démonstration. Supposons que I soit une interprétation telle que I = F'.

— Pour (unit) : alors FF = F U {{{}} et en particulier I = ¢. Donc I[V/{] = I = F et
par la propriété 8.7, I = F[T /{] = F'.

— Pour (pure) : alors F/ = F[T /] ou { est un littéral dans Pur(F). Si I = ¢, alors
IIV/f] = I & F et par la propriété 8.7 I = F[T/{] = F'. Inversement, si I - ¢,
alors comme I = F, dans toutes les clauses C € F, il existe un littéral /o € C
tel que I = l¢ et forcément £ # ¢ pour toutes les clauses C' € F. Mais alors
I[V/{] = {c pour toutes les clauses C' € F, et donc I[V/{] = F. Par la propriété 8.7,
I=F[T/f]=F'. O

L’inversibilité et la correction des régles (unit) et (pure) signifie que, si F’ ﬂdpu F’

ou I Mdpu F', alors F' est satisfiable si et seulement si F’ ’est. Autrement dit, il n’est

pas utile d’introduire des points de choix comme lors de l'utilisation des régles (splitp) et
(split_ p), pour revenir en arriére s’il s’avérait que F’ était insatisfiable. Les régles (unit) et
(pure) peuvent donc étre appliquées arbitrairement. La stratégie usuelle de I’algorithme DPLL
est de les appliquer en priorité (et dans cet ordre) avant d’essayer (splitp) ou (split_ p), de
maniere & accélérer la recherche de preuve en éliminant des points de choix. Voici le pseudo-
code de I’algorithme écrit en style récursif.

Fonction satisfiable(F')
1 si F' = () alors retourner V

si L € I' alors retourner F

si 3¢ . F = F U {{l}} alors retourner satisfiable(simplifie(F,¥))

si 3¢ € Pur(F') alors retourner satisfiable(simplifie(F,¥))

choisir P € Props(F)

retourner
satisfiable(simplifie(F,P))ousatisfiable(simplifie(F,—P))

A e W N

Comme dans le cas de la recherche par simplification, les réécritures du systéme de la
figure 8.8 sont de longueur au plus |Props(F')|.

Reprenons les différents exemples de cette section. Pour 'exemple de la figure 8.4, I’algo-
rithme DPLL construit (entre autres) I’arbre de recherche de la figure 8.9. Pour 'exemple 8.4,
larbre de recherche DPLL est celui de la figure 8.10. Pour 'exemple des figures 8.5 et 8.6, I’al-
gorithme DPLL construit (entre autres) I’arbre de recherche de la figure 8.11. Pour I’exemple 8.
I’algorithme DPLL construit arbre de recherche de la figure 8.12.

8.4. Application : résolution de dépendances logicielles. Voici un probléeme concret
en informatique : comment assurer que toutes les dépendances d’un logiciel soient correc-
tement installées et configurées ? Cela touche les programmes installés sur un systéme, par
exemple via un gestionnaire de paquets comme apt sur les systémes Debian Linux et ap-
parentés (comme Ubuntu), mais aussi les bibliotheques nécessaires pour compiler du code,

® L’algorithme DPLL est
implémenté sous forme itérative
en utilisant du backtracking.
Les performances des solveurs
SAT actuels tiennent d une
gestion fine des retours aux
points de choix, et lors de ces
retours a l’ajout de nouvelles
clauses inférées a partir de la
branche d’échec, ceci afin de
guider la recherche vers une
branche de succés; cette
technique est appelée

« conflict-driven clause
learning ».

M Voir (CONCHON et SIMON,
2018, sec. 2.2) et (ZHANG et al.,
2001).


https://en.wikipedia.org/wiki/Conflict-Driven_Clause_Learning
https://en.wikipedia.org/wiki/Conflict-Driven_Clause_Learning
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HP,Q, R} {Q, R}, {~F, =@, R}, {~F, =R}, {I", ~Q}}

=P e P
{{@, =R}, { ,R}»?N 1 {{Q, i}, {=Q, i}, {~12}}
—( unitaire =R unitaire
{RY AN o (01
R unitairel lQ unitaire
{L} {L}

FIGURE 8.9. Un arbre de recherche DPLL pour ’exemple 8.3.
{{P,~R, =P}, {0, =R}, {0}
—( unitaire
(P, 1 ~PY{ 1))
- R pur
1

FIGURE 8.10. L’arbre de recherche DPLL pour 'exemple 8.4.

{{P,Q, R}, {~P,Q, R}, {R}, {P,~Q, - R}, {~P,—Q, ~ R}, {~R}}
R unitaire
{{P,-Q}, {-P,-Q}, L}

FIGURE 8.11. Un arbre de recherche DPLL pour I’exemple 8.6.
{{r,=Q, R}, {F", ~R},{Q, R}, {I", -Q}}
P purl
{{@, R}}

Q purl
0

FIGURE 8.12. L’arbre de recherche DPLL pour I'exemple 8.10.
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par exemple via autoconf pour C/C++, maven pour Java, opam pour OCaml, pip pour
Python, etc. Des problémes surgissent assez vite avec tous ces systémes du fait de conflits
entre certaines versions de dépendances qui ne peuvent pas étre installées simultanément;
on parle couramment de « dependency hell ».

Comme nous allons le voir, on peut résoudre ces problemes de dépendances a I'aide d’un
modélisation en logique propositionnelle et d’un solveur SAT ; c’est d’ailleurs ce qui est fait
au sein du logiciel Eclipse a 'aide du solveur Sat4j pour la gestion des plugins.

8.4.1. L Modélisation sur un exemple. Voici un scénario concret de probléme de dépen-
dances avec le systéme apt. Ce genre de problémes peut cependant survenir avec la plu-
part des systémes de gestion de dépendances. Si vous avez un systéeme Linux basé sur De-
bian, vous pouvez méme tester ce scénario en ajoutant les deux lignes suivantes au fichier
/etc/apt/sources.list avant de lancer sudo apt-get update:

deb [trusted=yes] https://www.irif.fr/~schmitz/teach/2020_lo5/debs ./
deb [trusted=yes] https://www.irif.fr/~schmitz/teach/2020_lo5/debs-old ./

Un paquet logiciel Debian contient des méta-informations; voici par exemple les infor-
mations du paquet foo disponible aux adresses ci-dessus :

Package: foo

Version: 1.0

Architecture: all

Maintainer: anon

Depends: bar (>= 2.1), baz | qux

Filename: ./foo-1.0.deb

Size: 704

MD5sum: b898166d798077e84317686d66d259e5

SHA1l: e4c056543faf48b4ba97fd2b113fd05397ea8a7d
SHA256: 591489045bf2ce5bc7¢5d09cb3e9dd6416939ee23a38f4cd3ecba80889d717£7
Description: dummy foo-1.0 package
Description-md5: c777289cc850cccf5b3b07¢c9¢c31902£2

Ce qui nous intéresse est le nom du paquet (foo), sa version (1. 0), et ses dépendances (bar
(>= 2.1), baz | qux): le paquet foo dans sa version 1.0 dépend du paquet bar
dans une version supérieure ou égale a 2. 1, et soit du paquet baz soit du paquet qux, sans
contrainte de version.

A noter qu'un méme paquet peut étre disponible en plusieurs versions :

Package: quxx

Version: 1.4

Architecture: all

Maintainer: anon

Conflicts: quz

Filename: ./quxx-1.4.deb

Size: 664

MD5sum: ce56ed662469facfc2af728e75262849

SHA1: f1a91faf93a68b8eb626032607d148b494731124

& On ne va pas donner la
formulation générale du
probléme de résolution de
dépendances ici, mais il est
NP-complet (MANCINELLI et al.,
2006).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dependency_hell
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SHA256: b7c4498b4b16c84e9315cf2ecea613ec11d943564ff2ef7d0c8b762fel0eced2
Description: dummy quxx-1.4 package
Description-md5: 0d88c6b67d64002702518fb93a4ebfee

Package: quxx

Version: 1.3

Architecture: all

Maintainer: anon

Filename: ./quxx-1.3.deb

Size: 680

MD5sum: 3553398d7d504£d1993c719436709f68

SHA1: c3bac75a683808f515656eaa3cf6460d71ab933b
SHA256: f58ac7d4ad72bf47b2ed4afaf97f9770f048076cf17ef53dae523cd8d66ac25a
Description: dummy quxx-1.3 package
Description-md5: 94ff5e3c00228e821c8163972d5fael0

Ici, quxx existe en version 1.3 et en version 1. 4. Ces paquets n’ont pas de dépendances,
mais quxx version 1.4 est en conflit avec quz : il ne peut pas étre installé en méme temps
qu’aucune version de quz. Notons que les dépendances et conflits peuvent varier d’une
version a 'autre d’'un méme paquet. La figure 8.13 résume les dépendances (en orange) et
conflits (en rouge pointillé) entre les paquets de notre scénario.

foo
1.0
bar baz ¢
2.1 22 N
quZ{ ................. que
B e, 1.4 1.3

FIGURE 8.13. Les dépendances (en orange) et conflits (en rouge) entre paquets.

Si on essaie d’installer foo, on obtient un message d’erreur qui nous renseigne assez peu :

The following packages have unmet dependencies:
foo : Depends: bar (»= 2.1) but it is not going to be installed
E: Unable to correct problems, you have held broken packages.

Si on analyse la situation a 'aide du graphe de la figure 8.13, on peut voir que, pour
pouvoir installer foo, on doit installer bar, et que ce dernier exige I'installation de quz dans
saversion 2. 1. On doit aussi installer baz ou qux. Le paquet baz exige I'installation de quz
dans sa version 2. 2 : ceci est incompatible avec quz-2. 1 qui est une version différente du
méme paquet, donc on ne peut pas installer bar et baz en méme temps. Il reste donc qux,
mais on voit qu’il dépend de quxx qui dans sa version 1. 4 est en conflit avec quz, donc on
ne peut pas installer bar et qux-1.4 en méme temps. Ceci explique le message d’erreur
d’apt. Il y aurait cependant une solution si on se permettait d’installer des paquets dans
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des versions qui ne sont pas les plus récentes : installer bar-2.1, quz-2.1, qux-1.3 et
quxx-1.3.

Voyons maintenant comment modéliser notre scénario en logique propositionnelle. For-
mellement, on dispose d’un ensemble de paquets versionnés

1)§¥{foo—l.O,bar—Z.1,baz—2.2,qux—1.3,qux—l.4,quxx—l.B,quxx—1.4,quz—2.1,quz—2.2}

et on cherche une solution, c’est-a-dire un sous-ensemble £ C D tel que £ contienne foo-1.0
le paquet que nous voulons installer, et tel que les dépendances et conflits de la figure 8.13
soient respectés.

Choix des propositions. Nous allons utiliser des propositions (), pour chaque paquet ver-
sionné p € D. Une interprétation I de ces propositions définit alors le sous-ensemble
{p | QII, =V} C D.Les contraintes que nous allons écrire assureront ensuite que foo-1.0
appartienne au sous-ensemble ainsi défini et que les dépendances et conflits soient respectés.

Voici le préambule d’un fichier au format DIMACS ou on a indiqué en commentaire quel
entier strictement positif est associé a chaque paquet versionné p € D.

c Table des propositions : une proposition par version de paquet

c foo-1.0 bar-2.1 baz-2.2 qux-1.3 qux-1.4 quz-2.1 quz-2.2 quxx-1.3 quxx-1.4
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9

c

p cnf 9 12

Nous allons maintenant écrire une formule propositionnelle qui sera satisfaite par une
interprétation [ si et seulement si / définit une solution.

Le paquet foo-1. 0 appartient d la solution. On garantit cela a I’aide de la formule Qroo-1 .-
En format DIMACS :

c on souhaite installer foo-1.0
10

Dépendances. Dans les cas les plus simples, pour chaque dépendance p — p’ indiquée en
orange dans la figure 8.13, on va ajouter une contrainte de la forme @, — @, : sip est
installé, alors on doit aussi installer p’. Cela donne par exemple la formule Q¢po-1.0 —
Qbar—z L1

De maniére générale, une dépendance peut mener a une disjonction de paquets version-
nés, et la contrainte logique correspondante est alors une implication d’une disjonction des
propositions correspondantes; par exemple Q¢oo-1.0 = (@vaz-2.2 V Qqux-1.3 V Qqux-1.4)-

Ces deux contraintes peuvent étre mises sous forme normale conjonctive comme deux

clauses ﬁC2f00—1.0 \4 Qbar—z.l et ﬁC2f00—1.0 \% Qbaz—z.z vV Qqux—l.S \ Qqux—l.él; voici leur
traduction au format DIMACS :

c foo-1.0 dépend de : bar (>= 2.1), baz | qux
-1 2 0
-13450

Les autres dépendances sont traitées de maniere similaire.
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Conflits déclarés. 11 y a un conflit déclaré dans la figure 8.13 : quxx-1.4 est en conflit
avec quz. On peut modéliser cela par la formule Qqux-1.4 = (Qquz-2.1 V Qquz-2.2) : s
on installe quxx-1. 4, alors aucune version de quz ne peut étre installée. Cette formule est
logiquement équivalente & la formule (—Qqux-1.4 V "Qquz-2.1) A ("Qqux-1.4 V "Qquz-2.2)
sous forme normale conjonctive, et voici sa traduction au format DIMACS :

c quxx-1.4 est en conflit avec : quz
-9 -6 0
-9 -7 0

Conflits entre versions d’'un méme paquet. Enfin, il faut ajouter les conflits implicites : deux
versions différentes d’'un méme paquet ne peuvent pas coexister. Par exemple, pour qux,
cela revient a la formule propositionnelle =(Qqux-1.3 A Qqux-1.4), qui est logiquement équi-
valente a ~"Qqux-1.3 V 7Qqux-1.4 sous forme normale conjonctive; voici sa traduction au
format DIMACS :

c on ne peut pas avoir deux versions de qux
-4 -5 0

Des contraintes similaires doivent étre écrites pour quxx et quz.

Si on appelle un solveur SAT comme MINISAT sur le fichier DIMACS complet, celui-ci
trouve un modele

SAT
12-34-56-78-90

Cette interprétation satisfait nos dépendances et conflits et correspond a la solution
{foo—l .0,bar-2.1,qux-1.3,quxx-1.3,quz-2. 1} .

La commande sudo apt-get install quxx=1.3 qux=1.3 quz=2.1 bar=2.1 foo
fonctionne maintenant et permet d’installer foo.

8.5. Application : coloration de graphe. Les solveurs SAT sont particuliérement utiles
pour des problémes combinatoires pour lesquels on ne connait pas d’algorithme efficace
dans le pire des cas — et on soupconne qu’il n’existe pas de tels algorithmes. Il s’avére en effet
que les solveurs SAT permettent de résoudre ces problemes dans les cas qui apparaissent en
pratique.

8.5.1. L1 Modélisation sur un exemple. Notre probléme est le suivant : est-il possible de co-
lorier la carte de I’Australie (voir la carte %) avec seulement trois couleurs, disons rouge, vert
et bleu, de telle sorte que deux territoires adjacents aient des couleurs différentes? Ce pro-
bléme est en réalité un probléme de coloration d’un graphe non orienté comme illustré a
droite de la figure 8.14 : peut-on associer une couleur a chaque sommet du graphe, de telle

4. Auteur de la carte a gauche de la figure 8.14 : Lokal_Profil, licence [CC BY-SA 3.0], via Wikimedia Commons.
Les territoires sont : Western Australia (WA), Northern Territory (NT), South Australia (SA), Queensland (QLD), New
South Wales (NSW), Victoria (VIC) et Tasmania (TAS); on a ignoré le petit territoire de la capitale.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Australia_map,_States.svg
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WA

(5)
N

FIGURE 8.14. La carte des territoires de I’Australie? et le graphe associé.

sorte que deux sommets adjacents n’aient pas la méme couleur? La réponse est « oui » et
une telle coloration est donné dans la figure 8.15.

Notre objectif est cependant de trouver automatiquement une telle solution pour n’im-
porte quel graphe fini non orienté. Voyons comment procéder pour notre exemple.

FIGURE 8.15. Une coloration de la carte des territoires de I’Australie* et du
graphe associé.

Choix des propositions. Nous travaillons avec des propositions P, . ou v est un sommet
du graphe, c’est-a-dire un territoire dans {WA, NT, SA, QLD, NSW, VIC, TAS} et c est une
couleur dans C' & {R, V', B}. Cela signifie qu'une interprétation I de ces propositions
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décrira une relationincluse dans V' x C': pour chaque paire (v, ¢), I vaindiquer sile sommet v
du graphe est colorié par la couleur c.

Voici le préambule d’un fichier au format DIMACS ot on a indiqué en commentaire quel
entier strictement positif est associé a chacune des paires (v,c) € V x C.

c table des propositions

c WA,R WA,V WA,B NT,R NT,V NT,V SA,R SA,V SA,B QLD,R QLD,V QLD,B
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

¢ NSW,R NSW,V NSW,B VIC,R VIC,V VIC,B TAS,R TAS,V TAS,B

c 13 14 15 16 17 18 19 20 21

p cnf 21 55

Nous allons maintenant construire une formule propositionnelle qui sera satisfiable si et
seulement s’il existe une coloration du graphe. Toutes les interprétations I des propositions
de la forme P, . pour v € {WA,NT,SA, QLD, NSW, VIC, TAS} et ¢ € {R,V, B} ne sont
pas des colorations. Plusieurs conditions doivent en effet étre remplies.

Au moins une couleur par sommet. Nous ne devons pas laisser un territoire de I’Australie non
colorié. Cela correspond a vérifier que pour chaque territoire v € {WA, NT, SA, QLD, NSW,
VIC, TAS}, au moins 1'une des propositions parmi P, r, Py, v et P, p est vraie dans I, soit
la formule propositionnelle P, pV P, V P, 5. Voici les clauses correspondantes au format
DIMACS.

C au moins une couleur par sommet

1 2 30

4 5 60

7 8 90
10 11 12 0
13 14 15 0
16 17 18 0
19 20 21 O
Au plus une couleur par sommet. En effet, par exemple, le territoire de New South Wales
ne peut pas étre colorié a la fois en rouge et en vert. Cela correspond a vérifier que, pour
chaque territoire v € {WA, NT, SA, QLD, NSW, VIC, TAS} et pour chaque paire de couleurs
distinctes ¢ # ¢ issues de {R, V', B}, on n’ait pas a la fois P, . et P, . vraies dans I. Cela
correspond a la formule propositionnelle =(P, . A P, ), qui est équivalente a la clause
—P, .V —P, .. Voici les clauses correspondantes au format DIMACS pour WA, NT et SA.

(o] au plllS une couleur par sommet

-1 -2 0
-1 -3 0
-2 -30
-4 -50
-4 -6 0
-5 -6 0
-7 -8 0
-7 -9 0
-8 -9 0
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Avec ces deux types de clauses combinées, on garantit en fait qu’il existe une fonction
entre les sommets du graphe et les couleurs.

Couleurs distinctes pour sommets adjacents. Enfin, nous devons vérifier que pour toute paire
{u, v} de territoires adjacents, leurs couleurs associées sont distinctes, c’est-a-dire que
vérifie (P, AP, ) pour tout aréte (u, v) et toute couleur ¢; cela s’écrit sous forme clausale
comme P, . V =P, .. Par exemple, pour les arétes (WA, NT), (WA, SA) et (NT, SA), on
aura au format DIMACS :

c pas la méme couleur sur deux sommets adjacents
c aréte (WA,NT)

-1 -4 0
-2 -50
-3 -6 0
c aréte (WA,SA)
-1 -7 0
-2 -8 0
-3 -9 0
c aréte (NT,SA)
-4 -7 0
-5 -8 0
-6 -9 0

8.5.2. Réduction dans le cas général. En général, une k-coloration d’'un graphe non orienté
G = (V,E) est une fonction ¢: V' — {1,...,k} telle que, pour toute aréte {v,v'} de E,
c(v) # ¢(v'). Le probléeme de COLORATION DE GRAPHE prend en entrée un graphe
fini G et un nombre de couleurs £ et demande si une telle k-coloration existe.

On peut 1égérement reformuler le probleme de COLORATION DE GRAPHE comme ce-
lui de I’existence d’une relation binaire R C V' x {1,...,k} telle que

(1) R estle graphe d’une fonction de type V- — {1,...,k} et
(2) pour toute aréte {v,v'} € E et couleur 1 <i <k, (v,i) & Rou (v',i) € R.

On vient de voir dans le cas particulier de la section 8.5.1 comment réduire ce probléme
a SAT. L’idée plus généralement quand on recherche I'existence d’ une relation binaire R C
A x B pour deux ensembles finis A et B est de travailler sur les propositions P, ; pour
a € Aetb € B;une interprétation I de ces propositions P, ; définit en effet une relation

R ¥ {(a,b) e AxB | Pl,=V}. (8.1)

Dans le cas de I'exemple de modélisation de la section 8.5.1, on obtient le schéma de la
figure 8.16; dans le cas général du probléme de COLORATION DE GRAPHE, A = V et
B=A{1,...,k}.

8.5.2.(1). Graphe d’une fonction. On peut exprimer diverses contraintes sur une relation R;
définie par une interprétation I comme dans I’équation (8.1). En particulier, une telle re-
lation Ry est le graphe d’une fonction si et seulement si elle est totale et fonctionnelle,
c’est-a-dire dans le cas de k-coloration qui nous intéresse, si et seulement si elle satisfait

® Le probléme
COLORATION DE GRAPHE
est NP-complet, méme

pour k > 3 fixé (Karp, 1972;
GAREY et JOHNSON, 1979,
[GT4]).
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A = {WA,NT, SA, QLD, NSW, VIC, TAS} RCAxB B={R,V,B}

FIGURE 8.16. Une {R, V', B}-coloration de graphe vue comme ’existence
d’une relation R C V' x {R,V, B}.

I'ensemble {x, | v € V} de formules définies par

Xo & \/ P, | A /\ (=P, i V=P, )| - (totalité et fonctionnalité)
1<i<k 1<i<j<k

8.5.2.(2). k-coloration. La deuxiéme contrainte pour que la relation R; soit bien le graphe
d’une k-coloration s’exprime quant a elle par 'ensemble {x{, ..} | {v,v'} € E} de for-
mules définies par

X{v,0'} def /\ (=PyiV Py ;). (coloration)
1<i<k

En combinant ces deux ensembles de formules pour un graphe G = (V, E), on a que
I = oot pgy (/\vev Xv) A (/\{v,v’}EE X{v,v/}) si et seulement si la relation Ry
satisfait les conditions (1) et (2) de I'existence d’'une k-coloration : en d’autres termes, il
existe une k-coloriation de G si et seulement si la formule g 1 est satisfiable.

On peut noter que cette formule peut étre construite en espace logarithmique a partir de la
description de G et k, et est méme sous forme k-CNF. On vient donc de décrire une réduction
en espace logarithmique de COLORATION DE GRAPHE vers SAT. Ce n’est certainement
pas la démonstration la plus simple du fait que COLORATION DE GRAPHE soit dans NP;
I'intérét de cette réduction réside dans le fait que I'on dispose de solveurs SAT assez per-

formants en pratique pour ce type d’entrées, et donc aussi aptes a résoudre le probleme de
COLORATION DE GRAPHE.

8.5.3. " Théoréme de DE BRUIJN et ERDGs. La réduction de COLORATION DE GRAPHE a
SAT esquissée juste au-dessus peut étre combinée au théoréme de compacité pour fournir
une démonstration du théoréme suivant sur les colorations de graphes infinis.
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Théoréme 8.13 (DE BRUIJN et ERDOS). Un graphe infini a une k-coloration si et seulement si
chacun de ses sous-graphes finis a une k-coloration.

Démonstration. Siun graphe infini G = (V, E) aune k-colorationc: V — {1,...,k}, alors
pour tout sous-graphe fini (V', E’) avec V! C V et E’ C F, la restriction de la fonction ¢
a V' est une k-coloration.

Inversement, supposons que tout sous-graphe fini (V' E’) de G = (V, E) avec V' C V
et £/ C F a une k-coloration. On définit I’ensemble de formules propositionnelles

Sa = {XU | ve V} U {X{U,'U’} | {val} € E} :
Soit F' C S un sous-ensemble fini de S¢. Alorsil existe V/ C V et B/ C E deux ensembles
finis tels que F' = {x, | v € V'} U{x{w} | {v,v'} € E'}, et puisque le sous-
graphe fini (V/, E’) a une k-coloration, cet ensemble F est satisfiable. Par le théoréme 6.13
de compacité, comme on vient de montrer que tout sous-ensemble fini de S¢ est satisfiable,
I'ensemble est satisfiable. Mais alors G = (V, F) a une k-coloration. g
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Partie 3

Déduction naturelle

Programme officiel. 1l s’agit de présenter les preuves comme permettant de pallier deux problémes de la
présentation précédente du calcul propositionnel : nature exponentielle de la vérification d’une tautologie,
faible lien avec les preuves mathématiques.

1l ne s’agit, en revanche, que d’introduire la notion d’arbre de preuve. La déduction naturelle est pré-
sentée comme un jeu de régles d’inférence simple permettant de faire un calcul plus efficace que I'étude
de la table de vérité. Toute technicité dans les preuves dans ce systéme est a proscrire.

Notions Commentaires

Regle d’inférence, dérivation. Notation +—. Séquent Hi,...,H, +— C. On présente des
exemples tels que le modus ponens (p,p — q — q) ou le syllo-
gisme barbara (p — q,q —> T +—Dp —>T).

Définition inductive d’'un arbre de On présente des exemples utilisant les régles précédentes.

preuve.

Reégles d’introduction et d’élimination  On présente les régles pour A, V, - et —. On écrit de petits
de la déduction naturelle pour les for-  exemples d’arbre de preuves (par exemple — (p — ¢q) — —(pA
mules propositionnelles. —q), etc.).

Correction de la déduction naturelle

pour les formules propositionnelles.

Regles d’introduction et d’élimination  On motive ces régles par une approche sémantique intuitive.
pour les quantificateurs universels et
existentiels.

Mise en ceuvre 1l ne s’agit pas d’implémenter ces regles mais plutot d’étre capable d’écrire de petites
preuves dans ce systéme. On peut également présenter d’autres utilisations de régles d’inférences pour
raisonner.

Le probléme de validité est le probléme de décision suivant.

Probléme (VALIDITE).

instance : une formule propositionnelle ¢
question : ¢ est-elle valide ?

Une facgon de résoudre ce probléme nous est offerte par la dualité entre satisfiabilité et va-
lidité (voir la propriété 5.11) : ¢ est valide si et seulement si = n’est pas satisfiable. On peut
donc résoudre VALIDITE a I’aide d’un solveur SAT. Alternativement, on pourrait calculer
la table de vérité de ¢ et vérifier qu’elle ne contient que la valeur V pour toute interprétation.

Cependant, on souhaiterait aussi, dans le cas ou  est valide, avoir un certificat de validité,
qui « explique » pourquoi la formule propositionnelle est valide ; on voudrait de plus pouvoir



@ On soupconne que des
certificats de taille polynomiale
et vérifiables en temps
polynomial n’existent pas pour
VALIDITE, car cela
impliquerait NP = coNP.
Cette question de la « complexité
des preuves » a été initiée par
Cook et RECKHOW ; remarquons
au passage que NP % coNP
impliquerait P # NP.

96 LOGIQUE INFORMATIQUE

aisément vérifier, quand on dispose d’un tel certificat, que la formule propositionnelle était
bien valide. Les solveurs SAT récents fournissent des certificats d’insatisfiabilité, tandis que
la table de vérité elle-méme est un certificat de validité, mais dans ces deux approches ces
certificats n’expliquent pas grand-chose.

L’approche alternative que nous allons explorer dans cette partie est plutot de résoudre
le probléme de validité directement, a 'aide d’un systéme de preuve, c’est-a-dire de régles
de déduction qui garantissent la validité. L’intérét ici est que la preuve elle-méme, c’est-a-
dire arbre de dérivation dans le systéme de preuve, fait office de certificat. Un tel certificat
est tres facile a vérifier (et c’est d’ailleurs ce que font les assistants de preuve). Comme les
certificats d’insatisfiabilité des solveurs SAT et la table de vérité de la formule, cette dériva-
tion peut étre potentiellement de taille exponentielle en la taille de . Mais contrairement
aux ceux-ci, la dérivation dans le systéme de preuve a une valeur explicative, car elle re-
flete (de maniere trés formelle et détaillée) la facon dont on pourrait organiser une preuve
mathématique de validité (voir les exemples 9.1 & 9.3).


https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_complexity
https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_complexity
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9. DEDUCTION NATURELLE CLASSIQUE PROPOSITIONNELLE

Résumé. La est un systeme de déduction qui travaille sur des
de la forme I' — ¢, ou I' est un ensemble de formules propositionnelles

et ¢ une formule propositionnelle. Outre la régle d’axiome et la régle d’absurdité

classique, ce systéme de déduction comporte des régles d’ etd

pour chacun des connecteurs logiques —, V, A et —. Un séquent I' — ¢ pour lequel il

existe une dérivation dans le systéme de déduction est dit , ce qui est noté

« ' =Nk, @ ».

Un séquent I' — ¢ est si ¢ est une conséquence logique de I', c’est-a-
dire si I' = . Par le théoréme 9.10 de correction propositionnelle de la déduction
naturelle, siI" — ¢ est prouvable, alors il est valide. Inversement, par le théoréme 9.11
de complétude propositionnelle de la déduction naturelle, si I' — ¢ est valide, alors
il est prouvable. La déduction naturelle fournit donc un moyen d’établir la validité
d’une formule propositionnelle exclusivement par des manipulations syntaxiques.

Les régles de la déduction naturelle peuvent étre implémentées au sein d’'un
tel que CoQ, qui se charge de vérifier que la dérivation est bien correcte
(section 9.4).

En déduction naturelle, on va travailler avec une syntaxe quelque peu étendue pour les
formules propositionnelles :

pu=L [Pl p|leVel|loheg | ¢p—=¢

ou P est tiré de Py. Il existe plusieurs maniéres de présenter ce systeme de preuve, et nous al-
lons en voir une présentation a ’aide de séquents, qui sont dans cette section et la prochaine
des paires notées « I' — ¢ » et constituées d’un ensemble fini I" de formules proposition-
nelles (noté comme une liste de formules séparées par des virgules) et d’'une formule pro-
positionnelle . La virgule dénote 'union entre ensembles de formules dans des séquents :
par exemple, siI' et A sont des ensembles de formules et ¢ et 1) sont des formules, alors on
écriral', A, p — ¢ plutdt que T U A U {p} — 9.

Les regles de la déduction naturelle sont essentiellement scindées en deux groupes pour
chaque connecteur logique. Les régles dites d’introduction permettent de faire apparaitre un
connecteur logique dans la partie droite d’un séquent, tandis que les régles d’élimination
permettent de le faire disparaitre.

On dit qu’un séquent I' — ¢ est prouvable en déduction naturelle, noté I' —ng, ¢, sil
existe une dérivation du séquent a I’aide des regles de la figure 9.1.

R Voir (Duparc, 2015, sec. 1.3.3),
(DAvID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
sec. 1.3.3), (GOUBAULT-LARRECQ
et MACKIE, 1997, sec. 2.3.2),
(MANcosu, GALVAN et ZACH,
2021, chap. 3), (TROELSTRA et
SCHWICHTENBERG, 2000,

sec. 2.1.8).

@ La déduction naturelle
posséde aussi une version
minimale et une version
intuitionniste, c.f. (DUPARC,
2015, rem. 138), (DAVID, NOUR et
RAFFALLI, 2003, chap. 4),
(GoUBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, sec. 3.2).

C’est d’ailleurs pour ces
variantes et leurs relations avec
le lambda-calcul via
I’isomorphisme de
CURRY-HOWARD que la
déduction naturelle trouve tout
son intérét.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Correspondance_de_Curry-Howard
https://fr.wikipedia.org/wiki/Correspondance_de_Curry-Howard
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FIGURE 9.1. Déduction naturelle classique propositionnelle.

9.1. Exemples de dérivations en déduction naturelle. Les dérivations en déduction na-
turelle ont souvent une ressemblance avec l'organisation d’'une démonstration mathéma-
tique. Les trois premiers exemples ci-dessous fournissent de telles démonstrations annotées
par des régles de déduction naturelle.

Exemple 9.1 (modus ponens). Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre
PP — Q —nk, @

PP-Q-P=Q " PPSQ-P
PP—-Q+Q
Voyons comment on aurait pu montrer que () est une conséquence logique de l'en-
semble { P, P — Q} par un raisonnement sur les interprétations, annoté avec les régles
de déduction naturelle que nous venons d’utiliser.
Soit I une interprétation telle que I = P (ax) et [ = P — @ (ax). Alors I = @ (—e).

(ax)

(—e)

Exemple 9.2 (barbara). Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre P —
Q,Q—>R’—NKO P — R.

(ax)

- PSQQoRP-PoQ ™ P5QQ=RP-P "

P—-Q,Q—-RP—-Q—=R P—>Q7Q—>R,P>—Q(He)
P50QQ RP-R
P—-Q,Q—R~P—R

Voyons comment on aurait pu montrer que P — R est une conséquence logique de
I’ensemble { P — @), @ — R} par un raisonnement sur les interprétations, annoté avec
les régles de déduction naturelle que nous venons d’utiliser.
Soit I une interprétation telle que [ = P — @ (ax) et I = (Q — R (ax). Pour montrer
que I = P — R, on va supposer de plus que I = P (ax). Alors puisque I = P — @
et] = P, I = @ (—e). Comme de plus I = @ — R, onaussi ] = R (—e). On vient
de montrer que {P — Q,Q — R, P} = R, et par le lemme 6.2 de déduction, on en

déduit {P — Q,Q — R} = P — R (—i).

(=)
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Exemple 9.3. Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre que —ng, (P —
Q) = ~(PA—-Q),ouonanoté T ¥ P - Q, P A-Q.

(ax) I'e= PA _‘Q (Neg) —_— (ax)
I'-P—qQ r—pP '—PA-Q
T Q Y TTre Y
]_" . J_ (—e)

PoQ-(PA-Q)
= (P =Q) > ~(PA-Q)

Voyons comment démontrer la validité de la formule (P — Q) — —(P A —=Q) par un
raisonnement sur les interprétations. Soit / une interprétation. On va montrer que, si I =
P — @ (ax), alors I = —(P A =Q), ce qui permettra de conclure par le lemme 6.2 de
déduction que = (P — Q) — ~(P A Q) (—i).
Supposons par 'absurde que I = P A —() (ax) et montrons que ’'on aboutit a une contra-
diction (—i). On va montrer pour celaque I = Q et [ = Q) (—e):

— d’une part, comme I = P A —(Q, en particulier I = P (Ae,), et comme de plus

IEP—Q,aors I =Q (—e);
— d’autre part, comme [ = P A —(Q), en particulier I = —Q (/eq).

(=)

Plus généralement, le lien entre prouvabilité en déduction naturelle et conséquences lo-
giques sera établi formellement en section 9.3 dans les théorémes de correction et de complé-
tude. La recherche de preuve en déduction naturelle n’est pas aisée. On verra en section 11
comment on peut automatiser ce processus en faisant un détour par un autre systéme de
preuve plus adapté pour la recherche de preuve, mais pour des preuves « a la main » il faut
s’entrainer sur des exemples.

Exemple 9.4 (double négation). Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre
- P I—NKO P .

(ax) (ax)
ﬁﬁP,ﬁPP—‘!ﬁP ﬁﬁP’ﬁPp—ﬁP
(—e)
ﬁﬁP7ﬁPD— L
—————— (o)
—\ﬂPP— P

Exemple 9.5 (loi de PEIRCE). Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre que
la loi de PEIRCE de I’exemple 5.10 est prouvable : —nk, (P — Q) — P) — Q, ol ona
noté T ¥ (P - Q) — P.

(@) (ax)

T,-P,P,-Q+ —P [-PP-Q—P "
[-PP-Q- L
- _L-PP-Q
r-P—(P—=>Q)—>P I'-P~P—Q
r,-pP—-p ™ L-p-p o
I'=P+~ 1
— (L
I'— P

—(PoQ P P

Exemple 9.6 (dualité de DE MORGAN pour V). Voici une dérivation en déduction naturelle
qui montre —(¢ V 9) Nk, 7@ A =), olton a noté T' & =(p Vv 1)).




M (DaviD, NOUR et RAFFALLI,
2003, sec. 1.3.8)

M (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, lem. 2.20).
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(ax) ax)

(a%) Lore (Vig) (@) Ly ( (Vig)
Lo —levy) Lorovy = T-—(pvy) Ly—pvy
LorL LorLl |
T'——p '~ "
I'—=p A9

Exemple 9.7 (dualité de DE MORGAN pour A). Voici une dérivation en déduction naturelle
qui montre —(p A 1)) Nk, 7@ V —1b, ol on a noté T' & =(p A ), ~(=p V —h).

ax) (ax)

¢ -
w Loty Loy o
Lo ==(pAY) Loprony
L L -
Tio—— )
—“(ax) —_—— (Vig)
Lo (V1) Lor-pv
To—1
(=)
I'——p »
—_—— @) ——— (Vig)
Fn—ﬁ(ﬁ@\/ﬁw) T~ oV .

r— 1

— (L)
(e AY) — V-

Exemple 9.8 (implication). Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre —¢ V
Y —NK, P — Youonanoté I & —p Vv, p.

T,—p. b~ —p  Toop—~prp Zﬂ)>
o L1 L
I'——pVy —p=1 L= e
I'—v

(=)
PV ==

Exemple 9.9 (décurryfication). Voici une dérivation en déduction naturelle qui montre

© = (= 6) Nk, (@ AY) — §,otonanoté T & o — (¢ — §), 0 A

(@)

@) Lpnry (heg) —— (@)
I'—¢— (¢ —0) L—¢ L—onyg
'y —96 '~ o

'—9

(=)

o= (W —=0)—(pNY) =0

9.2. Regles admissibles et variantes. On peut ajouter de nouvelles régles de déduction
au systéme de régles de la figure 9.1 sans changer ’ensemble des formules prouvables.

9.2.1. Affaiblissement. Un premier exemple de régle admissible — que l'on trouvera sou-
vent incluse dans les présentations des regles de la déduction naturelle — est la régle dite
d’affaiblissement, pour tout ensemble A de formules :

(W)

On peut en effet montrer par induction sur la hauteur des dérivation que, si I' —nk, ©,
alors I'; A —nk, ¢, en ajoutant 'ensemble de formules A systématiquement a toutes les
parties gauches des séquents. On fait pour cela une (laborieuse) distinction de cas selon la

I'—o¢
Ao
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derniére régle employée; on ne va traiter ici que quelques cas pour se convaincre qu’une
telle démonstration est possible.

Pour la régle (ax) : Alors ' =I", ¢ et par (ax) on a aussi I/, A, ¢ —nk, ©-

Pour la régle (L) : Alors il existe une dérivation de I', = — _L de hauteur stricte-
ment plus petite, donc par hypothése d’induction il en existe une de I', A, = — L et
par (Lc), onaaussiI', A —ng, ¢

Pour la régle (Ve): Alors il existe trois dérivations montrant I' — § V v, de I',§ — ¢
et de I',y — ¢, toutes trois de hauteur strictement inférieure, donc par hypotheése
d’induction il existe aussi trois dérivations de 'y A — §V v, de I'; A, 6 — @ et de
I, A, v — ¢, et par (Ve), onaaussi I', A —nk, ®.

9.2.2. Substitutions propositionnelles. Soit T une substitution propositionnelle. On écrit I'r
pour I'ensemble {¢)7 | 1 € T'} ol 'on a appliqué la substitution 7 systématiquement a
toutes les formules de I'. La regle ci-dessous de substitution propositionnelle est alors admis-

sible :

I'—o (SO)

On peut en effet montrer par induction sur la hauteur des dérivations que, si I' —ngk, ¢ et
T est une substitution propositionnelle, alors I't —nk, (7. On se convaincra aisément qu’il
suffit d’appliquer 7 systématiquement dans tous les séquents de la dérivation de I" — ¢.

I't— o1

9.2.3. Coupure. La régle suivante est admissible :

P~y I'—op

T o (cut)
En effet, elle peut se dériver simplement par
Lo =)
F'—p—=29 I'—¢ o
I'—2

9.2.4. Double négation. On aurait pu remplacer dans le systéme de la figure 9.1 la régle (L)
d’absurdité classique par la régle de double négation ci-dessous :

(=)

En effet, cette régle est admissible car I'exemple 9.4 montre que -—P +—yg, P, puis (So)
permet de déduire ——¢p —yk, ¢ en appliquant la substitution propositionnelle [p/P], et la
régle d’affaiblissement (W) permet de conclure.

Inversement, dans le systéme ot 'on a remplacé (L) par (——), on peut vérifier que (W)
est encore admissible, et on a alors

| R 2

—_—
Lo Lmp— L
(=) (i)
I''— - = I+~ -

I'—o

M (Davip, NOUR et RAFFALLI,
2003, prop. 1.3.18); voir le
commentaire a coté de la
démonstration du théoréme 9.11
de complétude propositionnelle
de la déduction naturelle

page 134.

M (DupARc, 2015, ex. 134)



M (DupARc, 2015, ex. 131),
(DavID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
prop. 1.3.25)

M (Durarc, 2015, ex. 132),
(DavID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
prop. 1.3.27)

M (DupaRc, 2015, ex. 135),
(DAvID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
prop. 1.3.28)
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9.2.5. Absurdité intuitionniste. La régle ci-dessous d’absurdité intuitionniste est une version
plus faible de la régle (L) d’absurdité classique et est admissible :

I'— 1
—— ()
=@
En effet, elle se dérive comme suit.
D_iL (W)
Lioemd (Lo
I'—o ¢

9.2.6. Tiers exclu. La régle ci-dessous du tiers exclu découle elle aussi de la régle (L.).

L9 T,—p—1
I'—v

(te)
Elle peut en effet se dériver comme suit.

—_—— ()
o Do(pVp) oo
L, (e Vo) p = (e V —p) Lo(p Vo= pVap
Loo(p V) p— L
o L, =(p V) = —p o
T =(p V=) = =(p V) Lm(pV-p) —pV—p
Lolpv-p) =L
I'—oV-p T,o—1 T,—pr—1 o
I'—q

(Vig)

(—e)

(=i)

(—e)

Inversement, dans un systéme sans (L.) mais doté a la fois de (L;) et de (te), la régle
d’absurdité classique peut étre dérivée.
= €
@) P =
Lop—¢ | 2
I'—o

(te)

9.2.7. Contraposition. Larégle de contraposition ci-dessous est admissible, comme le montre
la dérivation qui la suit.

T4

————— (contra)
[y —p

o0 o=

L, =, 0 — ) L=, o1
I, =, o~ L
L= — =g

(W)

(—e)

(=)

La direction opposée (cc) de la régle de contraposition est elle aussi admissible :
L, I -
L=

Sa dérivation est quasiment identique mais nécessite cette fois d’utiliser ’absurdité clas-
sique :

(cc)
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Fﬁ -
E— T i SR — Py w)
Fﬂ/’aﬁ@*ﬂf Fﬂ/&“@"‘”f’ (=e)
I, = L o
T

Inversement, dans un systéme sans la régle (L), I'absurdité classique est admissible pour
peu que L'on se dote de la régle (cc) :

T-1-1 ™ T-I--I Eﬁ))
T-l-1
— W — @
Loy L e 2ol Lowed @ L=l
Limpm ot ol
-1l I'—-1 )
I'—o

9.3. Correction et complétude. Un séquent I' — ¢ est valide si ¢ est une conséquence lo-
giquedeT', c’est-a-dire siT" = ; dansle cas ou I = (), cela correspond bien 4 la validité de la
formule ¢. Les théorémes de correction et de complétude montrent que les séquents valides
sont exactement les séquents prouvable en déduction naturelle classique propositionnelle.

La correction du systéme de déduction de la figure 9.1 montre que toute formule prou-
vable, c’est-a-dire telle que —nk, ¢, est bien valide.

Théoréme 9.10 (correction propositionnelle de la déduction naturelle). SoitI" un ensemble
fini de formules propositionnelles et @ une formule propositionnelle. SiI' —nk, @, alorsT' = .

Démonstration. On va montrer que toutes les regles de la figure 9.1 sont correctes au sens
suivant : si tous les séquents prémisses sont valides, alors le séquent conclusion est lui aussi
valide. On ne va pas traiter tous les cas, mais un échantillon :

Reégle (ax) : Cette regle n’a pas de prémisse et on montre directement que sa conclusion
est valide. Si I = T" U {¢}, alors en particulier [ = ¢ :onabienT'U {p} = ¢.

Reégle (L¢) : Supposons que la prémisse I', ¢ — L soit valide, c’est-a-dire que I' U
{—¢} = L. Par le lemme 6.2 de déduction, I U {—p} = L si et seulement si I" =
- — 1,0l (- — L) <> ¢; cela montre que la conclusion de la régle I' — ¢ est
elle aussi valide.

Reégle (—e) : Supposons que les deux prémisses I' — - et I' — ¢ soient valides, c’est-
a-dire que I' = —~¢ et I' = . Supposons qu’il existe une interprétation I telle que
I =T. Alors I & petl = o, ce qui est absurde : une telle interprétation I n’existe
pas, autrement dit I" est insatisfiable : I' = L. Le séquent conclusion I' — L est donc
bien valide.

Régle (Ve) : Supposons que les trois prémisses I' — ¢ V 9, I', o — et T', ¢) — § soient
toutes trois valides. Soit I une interprétation telle que I = I'. Comme I' = ¢ V 1), on
aalors [ Epoul =1
— dans le premier cas, on a aussi I = ¢ puisque I' U {p} = J;

— dans le second cas, on a aussi I = ¢ puisque I' U {9} = 6.
On a donc I — § valide dans tous les cas.

M (Duparc, 2015, th. 139
pp- 207-210), (JAUME et al.,
2020, thm. 5.1)



M Voir (GouBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, th. 2.26) pour une
démonstration a I’aide d’arbres
sémantiques et (DUPARC, 2015,
th. 139 pp. 210-215) pour une
approche plus traditionnelle.
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Reégle (Ai) : Supposons que les deux prémisses I' — ¢ et I' — 1) soient valides, c’est-a-
dire que I' = ¢ et I' = 4. Soit I une interprétation telle que I = I'. Alors I = ¢ et
I = 1, et donc I = ¢ A ). Cela montre que le séquent conclusion I' — ¢ A 9 est
valide.

Reégle (—i) : Supposons que la prémisse I', ¢ — 9 est valide, c’est-a-dire que ' U{¢} =
1. Par le lemme 6.2 de déduction, I' = ¢ — 9 et le séquent conclusionI' — ¢ — ¢
est donc bien valide.

On démontre ensuite le théoréme par induction sur un arbre de dérivation du séquent
prouvable I' — . Cette dérivation est de la forme suivante pour un certain 0 < k < 3 et
une régle (R) de la figure 9.1 :

T Tk

' =1 Ty op
| )

(R)

Par hypothese d’induction, chacun des séquents I'1 — ¢1,..., I'y — ¢y, est valide, et comme
la régle (R) est correcte, I' — ¢ est lui aussi valide. O

Inversement, pour toute formule propositionnelle valide ¢, il existe une dérivation mon-
trant —nk, ¢ dans le systeme de la figure 9.1. Plus généralement, on a le résultat suivant.

Théoréme 9.11 (complétude propositionnelle de la déduction naturelle). SoitI' un ensemble
fini de formules propositionnelles et @ une formule propositionnelle. SiI' = , alorsT' —nk, -

On ne va pas fournir de démonstration directe du théoréme 9.11 ici, mais on l'obtiendra
comme corollaire des résultats de la section 11.4 sur 'automatisation de la recherche de
preuves en logique classique propositionnelle.

9.4. Assistants de preuve. Une excellente maniére de s’entrainer a faire des démonstra-
tions en déduction naturelle est d’employer un assistant de preuve, qui va vérifier de ma-
niére interactive que chaque application de regle respecte bien sa définition, indiquer quels
séquents restent encore a démontrer, rappeler quelles hypothéses ont été faites, ... De nom-
breux assistants de preuve existent, dont certains a vocation spécifiquement pédagogique
comme par exemple edukera’, et d’autres employés pour des projets de taille industrielle
comme par exemple CoQ°, qui est le systéme que nous allons explorer dans ces notes.

On ne va donner ici qu’un tout petit apercu de ce qui est possible en CoQ; on pourra
par exemple consulter des tutoriels” pour se familiariser avec le systéme. Un contexte I' va
maintenant étre un ensemble fini de paires h : ¢ ou ¢ est une formule et h est un identifiant.
Les séquents sont des paires I' — ¢ ou I est un contexte et ¢ une formule.

En Cog, on utilise des tactiques pour progresser dans la recherche de preuve; essentielle-
ment, une tactique peut étre vue comme une régle de déduction : si 'objectif courant instan-
cie la conclusion de la régle, on peut I'appliquer et les prémisses de la régles deviennent les

5. https://app.edukera.com
6. https://coq.inria.fr
7. https://coq.inria.fr/tutorial/1-basic-predicate-calculus


https://app.edukera.com
https://coq.inria.fr
https://coq.inria.fr/tutorial/1-basic-predicate-calculus
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nouveaux objectifs de preuve. La figure 9.2 présente quelques-unes des tactiques disponibles
dans Cog.

m (assumption) m (exact(classic (p))
el r I',h:
F:igo (eXfalSO) .. T ; m il (assert (h : ‘P))
orerm - (intro h) —-T% (destruct h)
j— Thiopr
r r I'1: 6 I,r: )
I'— ; \()‘/7 P (lEft) % (right) : F‘P}’:. Y 17p1:_ Z) - (destruct has [l|r])
I'—p T'+—2 D,l:pr:ped
T Tegng P has (1
T — o A d) (spllt) 1_" I . " 'QZ) — 35 (destruct as( ,r))
Th:p+—1 Toh:p— o
ki S SN h N
M@= (introh) Dh:p—=vY—1 (app1y h)
r
Ty G

FIGURE 9.2. Quelques-unes des tactiques propositionnelles disponibles en CoQ.

On retrouve dans la colonne de gauche de la figure 9.2 des régles familiéres de la déduc-
tion naturelle propositionnelle : aux identifiants preés, de haut en bas, (assumption) n’est autre
que (ax), (exfalso) est (L), (intro h) est (i), (1ert) et (rignt) sont (Vig) et (Vig), (sp1it) est (Ai),
(intro h) est (—i), et (c1ear h) est (W). Les régles de la colonne de droite sont quant a elles
différentes de celles de la déduction naturelle, 4 I'exception de (assert (h : ¢)), qui n’est autre
que (cut).

9.4.1. 8 Exemples de preuves en CoQ. Voyons quelques exemples de preuves en CoQ. Il est
recommandé de les tester dans un environnement interactif comme proofgeneral & sous
Emacs ou coqide ’. On commence par importer le module de raisonnement pour la logique
classique et par déclarer les noms de propositions P, (), R que nous allons utiliser dans nos
exemples.

Require Import Classical.
Variables P Q R : Prop.

Exemple 9.1. Voici maintenant une preuve en CoqQ de la prouvabilité de la formule (PA(P —
Q)) — @, ce qui correspond au séquent de 'exemple 9.1.

(* Exemple 9.1. modus ponens *)
Goal P /\ (P -> Q) -> Q.

intro h.

destruct h as (p,piq).

8. https://proofgeneral.github.io/
9. https://coq.inria.fr/refman/practical-tools/coqide.html


https://proofgeneral.github.io/
https://coq.inria.fr/refman/practical-tools/coqide.html
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apply piq.
assumption.
Qed.

Cette séquence de tactiques correspond en fait a Pexploration d’un arbre de dérivation
depuis l'objectif initial — (P A (P — Q)) — @, par applications successives des régles
de la figure 9.2. En mode interactif, on voit s’afficher le contenu du contexte I et les diffé-
rents séquents qu’il reste a prouver. Cette séquence de tactiques correspond a la dérivation
suivante avec les regles de la figure 9.2.

(assumption)

p:Ppiqg: P—=Q+~ P
p:Ppiqg: P> Q—Q
h:PAP—>Q) —Q
—PAP—=Q)—Q

(apply piq)

(destruct h as (p,piq))

(intro h)

Exemple 9.2. Voici une preuve de la formule (P — Q) A (Q — R)) — (P — R), qui
correspond au séquent de 'exemple 9.2.

(* Exemple 9.2. barbara *)

Goal (P -> Q) /\ (Q -> R) -> (P -> R).
intro h.

destruct h as (piq, qir).

intro p.

apply qir.

apply piq.

assumption.

Qed.

La dérivation correspondante utilisant les régles de la figure 9.2 est la suivante.

(assumption)

piq: P = Q,qir: Q - R,p: P+ Q
piq:P—>Q,qir:Q—>R,p:P>—Q( )
piq: P - Q,qir:Q > R,p: P~ R (apply i)
piq: P—=>Q,qir:Q— R+~ P — R
h:(P—-QANQ@—R)—P—R
—(P—-QANQ—R)—-P—R

apply piq)

(intro p)

(destruct has (piq,qir))

(intro h)

Exemple 9.3. En guise de troisieme exemple, voici une preuve de la formule de 'exemple 9.3.

(* Exemple 9.3. *)

Goal (P -> Q) -> ~ (P /\ ~ Q).
intro piq.

intro penq.

destruct penq as (p,nq).
destruct nq.

apply piq.

assumption.

Qed.

La dérivation qui est construite ici est la suivante.



(exact(classic P))
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(assumption)

piq: P> Q,p: P~ P
piq: P—=>Q,p: P~ Q
piq: P = Q,p: P,nq: ~Q+~ L
piq: P — Q,penq: PA—=Q +~ L
pig: P = Q+— (P A-Q)
= (P = Q)= ~(PA-Q)

(apply piq)

(destruct nq)

(destruct pengq as (p,nq))

(intro penq)

(intro piq)

Loi de Peirce. Nous n’avons jusqu’ici pas eu besoin d’employer la régle (exact(classic ¢)).
La loi de PEIRCE est un exemple de formule valide qui va nécessiter son emploi.

(* Exemple 9.5. loi de Peirce *)
Goal ((P -> Q) -> P) -> P.
intro piqip.

assert (ponp: P \/ ~P).
exact (classic P).
destruct ponp as [p|np].
assumption.

apply piqip.

intro p.

destruct np.

assumption.

Qed.

La dérivation correspondante avec les regles de la figure 9.2 est la suivante.

(assumption)
pigip: (P—Q) =+ P,p: P~ P
pigip: (P—= Q) — Pnp:—=P,p: P+ Q
piqip: (P = Q) — Pnp: P+~ P —
(assumpt ion) (apply piqip)
piqip: (P> Q) > Pp:Pr P piqip: (P> Q) = Poap: —P+— P
pigip: (P—> Q) =+ P+~ PV-P pigip: (P = Q) — P,ponp: PV—-P+ P
piqip: (P —=Q)— P+~ P
—(P—-Q)—P)—P

(destruct np)

(introp)

(destruct ponp as [plnp])

(assert (ponp: PV ~P))

(intro piqip)

9.4.2. * Admissibilité des tactiques de CoQ. Notre objectif dans cette sous-section va étre de
montrer que les regles de la figure 9.2 sont toutes admissibles en déduction naturelle. De par
le théoreme 9.10 de correction propositionnelle de la déduction naturelle, toutes les formules
dérivables a 'aide des régles de la figure 9.2 sont donc bien valides.

Comme mentionné juste en-dessous de la figure 9.2, la majorité des régles sont des régles
déja présentes dans la figure 9.1 — a savoir (assumption), (introh), (1eft), (right), (split) et
(introh) — ou bien ont déja été montrées admissibles dans la section 9.2 — c’est le cas de
(exfalso), (clear h) et (assert (h : QD))

Il reste a montrer que les Cil’lq régles (exact(classic (p)), (destruct h), (destruct has [l|r]),
(destruct has (1, r)) et (app1y h) sont admissibles. Parmi celles-ci, on verra que les deux régles
(destruct has [1|1]) et (destruct has (1, r)) correspondent aux régles d’introduction a gauche
(Vg) et (Ag) qui seront montrées admissibles dans la proposition 11.15 en section 11.4.1.

Admissibilité de (exact(c1assic ). Commencons par la régle de tiers exclu (exact (c1assic ).
Cette régle est réminiscente de la régle de tiers exclu, et peut étre dérivée de maniére simi-
laire dans le systéme de la figure 9.1.
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(ax)

- L, =(p V), 0= ¢
L, =(p V=), 0= (o V p) L,=(pVp—oVap
L,=(p V), o= L
o LolevVog) e
L =(p V) = (e V) L=(p V) = o Ve
L=(pV-op) = L
I'—pV-p

(Vig)

(—e)

(=i

(—e)

(Le)

Admissibilité de (destruct h). Considérons maintenant la régle (destruct h). Voici une dériva-
tion en déduction naturelle qui la montre admissible.

F'—o
—_ () —_— W
L —p =g Liemo
M(L.)
Fa_‘(p'*d) I

Admissibilité de (app1y h). Pour finir, voici une dérivation en déduction naturelle qui montre
que (apply h) est admissible.
(ax)

(ax)
Lyp—=dop—=y Lo—doreo
Lop—=v,p—19 Fp—=9Yr—op
L=~

(cut)

9.4.3. 0 Régles de la déduction naturelle en CoQ. Nous venons de vérifier en section 9.4.2
que les regles de la figure 9.2 étaient bien admissibles en déduction naturelle. Nous allons
voir ici qu’inversement, les régles de la déduction naturelle données en figure 9.1 peuvent
étre exprimées a I’aide des regles de la figure 9.2. Par le théoréeme 9.11 de complétude propo-
sitionnelle de la déduction naturelle, cela montrera que toutes les formules propositionnelles
valides ont bien une preuve en CoQ utilisant les régles dérivables a I’aide des regles de la
figure 9.2. Mieux encore : on peut écrire de nouvelles tactiques pour CoQ qui vont implé-
menter exactement les régles de la figure 9.1.

Reégles d’introduction. On peut commencer par ajouter des noms pour les régles d’introduc-
tion de la figure 9.1 ainsi que la régle d’absurdité intuitionniste, qui ont toutes une correspon-
dance directe avec des régles de la figure 9.2. On utilise pour cela « Tactic Notation » !
qui permet de définir de nouveaux noms de tactiques.

Require Import Classical.

Tactic Notation "ax" := assumption.

Tactic Notation "neg i" := intro.

Tactic Notation "neg i" ident(x) := intro x.
Tactic Notation "ou_ig" := left.

Tactic Notation "ou_id" := right.

Tactic Notation "et_i" := split.

Tactic Notation "impl_i" := intro.

Tactic Notation "impl_i" ident(x) := intro x.
Tactic Notation "absurdite i" := exfalso.

10. https://coq.inria.fr/refman/user-extensions/syntax-extensions.html


https://coq.inria.fr/refman/user-extensions/syntax-extensions.html
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Pour les autres régles de la figure 9.1, on va définir de nouvelles tactiques comme des
compositions de tactiques existantes a I'aide de « Ltac » '

Régle (—e). Ainsi, pour la régle d’élimination de —, on définit la tactique suivante.

(* Régle (-e) *)
Ltac neg_e P := match goal with
|- False => let H := fresh in
assert (H:~ P);
[ |destxruct H]
end.

Cette tactique vérifie que le conséquent du séquent conclusion est bien L, et dans ce cas
emploie la régle (assert (h : ¢)) puis (aestruct h) sur sa prémisse droite. La dérivation cor-
respondante avec les regles de la figure 9.2 est la suivante.

r
v (destruct H)

I'——p a:—-p~—_1
I'— L

(assert (H: )

Régle (Ve). Voici comment définir une tactique qui implémente la régle d’élimination de V.

(* Régle (\/e) *)
Ltac ou_e_tactic A 1l r :=
let H := fresh in
assert (H:A);
[ | destruct H as [1l|r]].
Tactic Notation "ou_e" constr(A) :=
let HO := fresh in
let H1 := fresh in
ou_e_tactic A HO H1.
Tactic Notation "ou_e" constr(A) "as" "[" ident(y) "|" ident(z)"]"
ou_e_tactic Ay z.

La premiére partie de I'implémentation définit une tactique ou_e_tactic en commencant
par employer (assert (h : ©)) puis (destruct h as [1|r]) sur sa prémisse droite. La seconde par-
tie de 'implémentation laisse le choix a l'utilisateur entre utiliser des identifiants générés
automatiquement ou fournis explicitement en argument. La dérivation avec les régles de la
figure 9.2 correspondant a cette implémentation est la suivante.

Mi:p—6 Or:¢y—9
F'—pvVvy LH: VY —6
=6

Régle (Neg). L’implémentation ci-dessous de la regle d’élimination de A trouve la formule
objectif B grace amatch goal with.

(destruct Has [1|r])

(assert (H: ¢ V 1))

(* Régle (/\eg) *)
Ltac et_eg A :=
let H := fresh in

11. https://coq.inria.fr/refman/proof-engine/ltac.html
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let HO := fresh in
let H1 := fresh in
match goal with
|- ?B => assert (H:B /\ A);
[ |destruct H as (HO,H1) ;assumption]
end.

La dérivation correspondante a I’aide des régles de la figure 9.2 est la suivante.

(assumption)
r A ]-—‘71}"10 : (,071'/1\1 ’ w . (destruct H as (Hg,H;))
T w iy "Q/J'*QD (assert (H: ¢ A )
| )

Régle (—e). Voici une implémentation de la régle d’élimination de — sous la forme d’une
tactique CoQ.

(* Régle (->e) *)
Ltac impl_e A :=
let H := fresh in
match goal with
|- ?B => assert (H: A -> B);
[ |apply H; clear H]
end.

La dérivation correspondante est la suivante.
I'—¢
LH:p=Pry
P—p—=9 LH:p—=Y—9
I'—v

(clear H)

(apply H)

(assert (H: ¢ — )

Régle (te). Avant de donner I'implémentation de la régle d’absurdité classique, nous com-
mengcons par implémenter la régle du tiers exclu comme suit.

(* Regle (te) *)
Ltac te_tactic A 1 r :=

let H := fresh in

assert (H: A \/ ~ A);

[exact (classic A) |destruct H as [1|r]].
Tactic Notation "te" constr(A) :=

let HO := fresh in

let H1 := fresh in

te tactic A HO H1.
Tactic Notation "te" constr(A) "as" "[" ident(y) "|" ident(z)"]"
te_tactic Ay z.

La dérivation correspondante est la suivante.
Fal:(p'_’(/} Fvl’i_‘@'—w
L—pVop LH:pVop =9
T'—q

(destruct Has [1]r])

(exact (classic ¢))

(assert (H: ¢ V —p))
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Régle (L). Finissons avec la régle d’absurdité classique, qu’on implémente a 1’aide de (te)
comme suit.

(* Régle (Bottom_c) *)

Lemma absc : forall A : Prop, (~ A -> False) -> A.
intro P.

intro npib.

te P as [p|np].

assumption.

exfalso.

apply npib.

assumption.

Qed.

Ltac absurdite_c h := apply absc; intro h.

On commence ici par montrer la validité de la formule (—¢ — L) — ¢, a partir de laquelle
une simple utilisation de (intro h) donnera la tactique désirée. La dérivation de notre formule
se montre comme suit.

- (assumption)
npib: - — L np: @~ e )
e T (apply npib)
(assumption) npib - L S (exfalso)

npib:—p = Lip:p—p npib: - — Linp: @+~

(t [pnp])
npib: -~ = L~ cwasto

—(e—= 1) =

(intro npib)

Exemple d’utilisation. Toutes les nouvelles tactiques que nous avons implémentées per-
mettent de vérifier directement des dérivations en déduction naturelle dans Cog. Ainsi, la
dérivation de I'exemple 9.9 est prouvée en CoQ comme suit.

(* Exemple 9.9. décurryfication *)
Goal (P -> (Q -> R)) -> ((P /\ Q) -> R).
impl_i.

impl_i.

impl_e Q.

impl_e P.

ax.

et_eg Q.

ax.

et_ed P.

ax.

Qed.
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10. DEDUCTION NATURELLE CLASSIQUE DU PREMIER ORDRE

Résumé. Le systéme de régles de la déduction naturelle classique propositionnelle
peut étre étendu a la logique du premier ordre a I’aide de régles d’introduction et
d’élimination des quantificateurs. Cela permet de raisonner sur des séquents I" — ¢
ou les formules de I" et la formule ¢ sont des formules de la logique du premier
ordre. Une attention particuliere doit étre portée au traitement des variables libres et
liées dans ces régles (voir section 10.1). Un séquent I' — ¢ pour lequel il existe une
dérivation dans le systéme de déduction est dit ,cequiestnoté « I' —nk ¢ ».

Comme dans le cas propositionnel, un séquent I' — ¢ est sil' = ¢. Par
les théorémes 10.9 et 10.10 de correction et de complétude, un séquent est valide si
et seulement s’il est prouvable.

Comme dans le cas de la déduction naturelle classique propositionnelle en section 9, nous
allons travailler avec une présentation sous la forme d’un systéme de régles de déduction
qui travaillent sur des séquents I' — ¢, ou I est un ensemble de formules et ¢ une formule,
et en utilisant une syntaxe étendue

tu=a | f(t,...,1)
pu=R(t,....t) | o | Vo | oAp | o= ¢ | Jzp | Voo
ouz € X, f € F et R € P sont des symboles de variable, de fonction, et de relation.
Les régles de la déduction naturelle du premier ordre sont alors celles de la figure 9.1

complétées par une reégle d’introduction et une regle d’élimination pour chaque symbole de
quantification, et données dans la figure 10.1.

Tr r . r
Fig[;/w] ) — e @F L. z[y/l’] AYER
.flt e T(F,X) ouy ¢ Libres(T", Iz.p, 1)
'~ oly/x] . I' —Vz.p
——— (Vi) ———— (Ve)
I'—Va. I'—plt/x
ou fg Libres(T", Vx.¢) SD[ / J)ﬁt eT(F,X)

FiGUrE 10.1. Régles de quantification en déduction naturelle classique du
premier ordre; les substitutions doivent étre applicables.

Un séquent I — ¢ pour lequel il existe une dérivation dans le systeme de déduction des
figures 9.1 et 10.1 est dit prouvable et on note alors « I' —nk ¢ ».

R (DuraRc, 2015, sec. I1.13.2),
(DavID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
sec. 1.3), (GOUBAULT-LARRECQ et
MACKIE, 1997, fig. 6.1)
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Exemple 10.1. Comme dans le cas propositionnel, les dérivations en déduction naturelle
reflétent assez fidélement les étapes d’une démonstration mathématique. Nous allons illus-
trer cela pour la formule Vz.p — Jx.p. Celle-ci peut étre dérivée comme ci-dessous, ou
la régle (cut) de coupure reste bien admissible en déduction naturelle du premier ordre,
et ot les substitutions [t/x] des applications des régles (Ve) et (3i) utilisent ¢ & et sont

donc l'identité.

[ — ) —_— ()
V.o, 0 +— @ - Va.p — Va.p o
Vr.p, o+~ 3z V.o — @ .
cut
Vz.p — Jx.p
(=)
—Ve.po = dz.p

Le raisonnement sous-jacent a cette dérivation est le suivant. Pour montrer que Vz.p —
Jx.p est valide, par le lemme 6.2 de déduction, il suffit de montrer que, pour toute inter-
prétation [ et toute valuation p, si I, p = Vx.p alors I, p = Jx.¢ (—i). On montre pour
cela (cut)
— d’une part que I, p = V.o (ax) implique qu’en particulier, pour 'élément e & p(z)
issu du domaine Dy # (), I, p = ¢ (Ve) et
— d’autre part que si I, p = ¢, alors cet élément e = p(x) permet de déduire que
I,p =3z ().

Exemple 10.2 (Formule du buveur). Voyons un autre exemple dans le cas de la formule
du buveur « il existe un individu tel que s’il boit alors tout le monde boit » qui avait
été montrée valide dans 'exemple 2.8. Notre objectif est de montrer que la formule ¢ &
Jz.(B(z) — Yy.B(y)) est valide, c’est-a-dire que dans toute interprétation I et pour
toute valuation p,ona I, p = .

On commence par noter que la régle (te) du tiers exclu reste bien admissible en déduction
naturelle au premier ordre. La premiére étape dans 'exemple 2.8 est alors d’utiliser le tiers
exclu (te) en distinguant deux cas :

— soit I, p = Jz.—B(x), autrement dit il existe une personne qui ne boit pas : B! ¢

Dr;
— soit [, p &= =(3z.—~B(x)), autrement dit il n’existe pas de personne qui ne boit pas :
B! = Dy.

Cela correspond a la premiére étape de recherche de preuve ci-dessous.

Jz.~B(x) — ¢ ﬂ(HxﬁB'(w)) =@
=@

(te)

Si B! C Dy, dans la branche de gauche, on a la dérivation suivante :

~B(2), B(z) ~ ~B(z) . —B(z),B(z)— Blz)

-B(z),B(z) — L
“B(@), B) ~ W)
-B(z) — B(z) — Vy.B(y)
@) Bla) - o w)
Jz.-B(z) — Jz.-B(z) Jz.—B(z),-B(x) — ¢
Jz.-B(z) — ¢

(—e)
(L)

(=)

(30

(3e)
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Le raisonnement dans ce premier cas est le suivant. Puisque I, p = 3z.—B(z), il existe un
élément dans D;\ B, disons e & p(z), tel que I, p = =B(z) (Je, ax et W). On veut montrer
que I, p = Jz.B(x) — Vy.B(y). Gardons le méme élément e = p(z) (Ji) et montrons
que I, p = B(z) — Yy.B(y), c’est-a-dire que (—i), si I, p = B(z) alors I, p = Vy.B(y).
Mais I, p & B(z) est impossible (1) puisque 'on aurait & la fois I, p = = B(x) (ax) et
I, p = B(x) (ax), une contradiction (—e).

Si B! = Dy, dans la branche de droite, on a la dérivation suivante :

~(3~B(2)), B(x), ~Bly) — -B(y)

~(32.-B(x)), B(x), ~B(y) — ~(Fz.+B(x)) | ~(3z.~B(x)), B(x), 7B(y) — 3x.-B(x)
(%ﬁM)%(@ﬁ(le
~(3z.-B(x)), B(z) — B(y)
~(Fz.-B(x)), B(x) — Vy.B(y)
—(3z.-B(x)) — B(z) — Yy.B(y)
—(Fz.~B(z)) — ¢

Dans ce deuxiéme cas ou I, p = —(3z.—B(z)), on veut montrer que I, p = 3z.B(z) —
Vy.B(y). On va exhiber un élément e & p(2) du domaine (Ji) qui montre que I, p =
B(x) — Yy.B(y). Supposons pour cela que de plus (—i) I, p = B(z) et montrons que
I, p = Vy.B(y). Prenons un élément quelconque ¢’ & p(y) du domaine (Vi) et montrons
pour cela que I, p = B(y). Par 'absurde (1), supposons que I, p = —B(y) et dérivons
une contradiction. Par hypothése, I, p = —(3z.—B(z)) (ax), et on va obtenir cette contra-
diction en montrant que I, p = 3x.~B(x) (—e). Il suffit pour cela de considérer 4 nouveau
I’élément ¢’ = p(y) (Ji) pour lequel on a bien I, p = = B(y) (ax).

[ED)}

(—e)

(Lo)
(i)
(=1)

(ED)

10.1. Eigenvariables. Les conditions sur la variable y dans les régles (Je) et (Vi) — aussi ap-
pelée une eigenvariable — sont indispensables, comme nous allons le voir dans les remarques
ci-dessous.

Remarque 10.3. Les conditions y ¢ Libres(I') et y & Libres(¢)) dans les définitions des M (Duparc, 2015, rem. 424),
régles (Vi) et (Je) sont nécessaires pour la correction de la déduction naturelle. Sinon, on g_AX;’_J}ﬁO]?ZZt)RAFFALU’ 2003,
pourrait dériver la formule (3x.B(z)) — (Vx.B(z)) par I'une ou 'autre des dérivations

suivantes, ou les étapes en pointillés sont incorrectes.

(ax) (ax) (ax)

. L AeB@,B@)r- Bl o FeB@)-deB@) 32.B(z), Bx) - B(x)
Jz.B(x) — 32.B(x) Jz.B(z), B(z) — Vz.B(x) . Jz.B(z) — B(z) “
3z.B(z) — Va.B(x) . Jz.B(z) — Va.B(x) o
— (3z.B(z)) = (Vo.B()) — (3z.B(z)) = (Vz.B())

Cette formule n’est cependant pas valide : par exemple D; & {a, b} avec B! ¥ {a} en
fournit un contre-modéle.

De maniére similaire, la condition y ¢ Libres(I") de la régle (Je) est elle aussi nécessaire
pour la correction de la déduction naturelle, sans quoi on aurait la dérivation suivante (ou
l'on emploie la regle (Ag) d’introduction de A a gauche qui sera montrée admissible dans la
proposition 11.15).
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J0.B(x), A(y) — 3o B(@) A(y), Bly) - 32 A() A B(z) .
L HJBOL)’A(‘U) ,,HZA(Z)/\ B(Z> ....... (,v‘./) ............. (3e)

Jy.A(y), 3z.B(z) — Jy.A(y) ( Jy.A(y), Jz.B(x), A(y) — 3z.A(z) A B(z)
Jy.A(y), . B(z) — Fz.A(2) A B(z)
(3y.A(y)) A (3z.B(z)) — 32.A(2) A B(z)

)A v
— (3yA@) A (Gz.B@) — G2A) ABR)

(ne)

Cette formule n’est cependant pas valide : par exemple D; & {a,b} avec A’ & {a} et
B! ¥ b} en fournit un contre-modéle.

Remarque 10.4. Les conditions y ¢ Libres(Vx.¢) ety & Libres(3z.) des régles (Vi) et (Je)
sont nécessaires pour la correction de la déduction naturelle. Sinon, dans le cas de (Vi),
on aurait la dérivation suivante, ou I'application incorrecte en pointillés utilise la substi-
tution [y/x| alors que y € Libres(Vz.B(x) — B(y)) :

~Bly) - Bly)

— VYyVz.B(x) — B(y)

Cette formule n’est cependant pas valide : par exemple D; & {a,b} avec B! ¥ {a} en
fournit un contre-modele.

Dans le cas de (Je), 'application incorrecte en pointillés utilise la substitution [y /z] alors
que y € Libres(Fz.R(z,y)) :

(ax) (ax)
Vy3e. R(z,y) = Vy3z.R(z,y) Vy3z.R(x,y), R(y,y) — R(y,y) -

Vy3x.R(z,y) — 3x.R(z,y) ) Vy3x.R(z,y), R(y,y) — 32.R(z, z)
Vy3dz.R(z,y) — 32.R(z, 2) :
— (Vy3z.R(z,y)) — (32.R(z, 2))
Cette formule n’est cependant pas valide : par exemple I'interprétation I = (D, R') définie
par D; ¥ {a, b} et R' ¥ {(a,b), (b,a)} en fournit un contre-modele.

10.2. * a-renommages. On trouve souvent dans la littérature une écriture différente des
régles (Vi) et (Je) :

'—op " '—3dz.p T,p—1 ,
I'—Vz.p (v1') I'—2 (3¢)
ouz & Libres(T") ouz & Libres(T", v)

Dans cette présentation des régles, on utilise I’a-renommage de maniére implicite, 1a ou les
régles (Vi) et (Je) permettent explicitement d’opérer a un a-renommage. Considérons par
exemple la formule B(x) — (Va.B(x) — B(z)). Par le lemme 3.4 d’a-congruence, on
aurait pu chercher a prouver la formule logiquement équivalente B(zx) — (Vy.B(y) —
B(y)) ala place, qui a bien une dérivation :
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(ax)

—i)

(vi')
(=)

B(z), B(y) — B(y)
B(z) — B(y) = B(y)
B(x) —vy.B(y) — B(y)
= B(z) = (Vy.B(y) = B(y))
En fait, on peut se convaincre que cette variante de la déduction naturelle a besoin d’utiliser
des a-renommages implicites pour étre compléte, sans quoi on n’arrive pas a prouver le

séquent valide B(x) — (Vx.B(z) — B(z)), car B(x) fera partie de tous les contextes I" des
séquents que ’'on peut trouver dans une recherche de preuve.

Remarque 10.5. Sil’on s’interdit d’utiliser I’ a-renommage implicitement, mais sil’on se dote
de la régle d’affaiblissement, on est en mesure de dériver ce séquent.

(ax)

B@) - B@)

— B(z) — B(x)
— Va.B(z) — B(z)
B(x) — Vz.B(z) — B(x)
— B(z) — (Vz.B(x) — B(x))
Cependant, ’admissibilité de la regle (W) (si on ne 'ajoute pas a priori au systéme de dé-
duction) n’est pas évidente en déduction naturelle du premier ordre : par exemple, si on
ajoute un ensemble A aux hypothéses d’un séquent I' — ¢ ol « ¢ Libres(I"), pour pouvoir
appliquer la régle (Vi’) et déduire ', A — Va.¢, il faut aussi que 2 & Libres(A), ce qui peut
nécessiter un a-renommage !

i)

(=)

Dans le systeme de régles des figures 9.1 et 10.1, il est possible de démontrer ’admissibilité
de 'a-renommage, et de justifier par la méme occasion I’emploi d’a-renommages implicites
dans les régles (Fe’) et (Vi').

Commencons par étendre I’a-congruence aux ensembles : si ¢; =, 9; pour tout 1 <
1 < n,alors ¢1,...,¢0n = ¥1,-..,%Py,. Une substitution o est applicable a un ensemble
T si elle est applicable a chacune des formules de I'. Si c’est le cas, on définit ’application
d’une substitution o aI' = ¢, ..., ©,, comme une application simultanée de o a toutes les
occurrences de formules dans T': To & ¢,0, ..., p,0. Comme d’habitude, nous faisons un
abus de notation et nous écrivons « ['c » pour un ensemble Ao tel que A =, T et tel que
o soit applicable a A.

Les trois régles ci-dessous sont alors admissibles en déduction naturelle du premier ordre.

2 2 g
—— (=4 R - ' (W
Ao (=a) Tor o (S) T Ao (W)
oull =, Aetp =4 Y ou o est une substitution

Lemme 10.6 (a-congruence syntaxique). Soient I’ =, A deux ensembles finis de formules
du premier ordre, et p =, 1 deux formules du premier ordre. Si 1" —nk @, alors A —nk @ par
une dérivation de méme taille.

La démonstration du lemme d’a-congruence syntaxique est technique et nous n’allons pas
la faire dans ces notes; voir 'ouvrage de MANcosU, GALVAN et ZAcH, lem. 3.18 pour une
démonstration d’un énoncé un peu plus faible mais qui suffit pour la suite.

Lemme 10.7 (substitution syntaxique). SoitI" un ensemble fini de formules du premier ordre,

M (Mancosu, GALVAN et ZACH,
2021, lem. 3.18)

n (MaNcosu, GALVAN et ZACH,
2021, thm. 3.20), (Davip, Nour
et RAFFALLI, 2003, thm 1.6.8)



& Comme le probléme de
VALIDITE de la logique du
premier ordre est indécidable
(par le corollaire 2.16), la
PROUVABILITE en déduction
naturelle du premier ordre Uest

donc aussi.
M (Davip, NOUR et RAFFALLL,

2003, prop. 2.5.13), (JAUME et al.,
2020, thm. 5.1)
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o une formule du premier ordre, et o une substitution. SiI' —nk @, alors 'c —nk @0 par une
dérivation de méme taille.

Voir (MAaNcosu, GALVAN et ZAcH, 2021, thm. 3.20) ou (DAviD, NOUR et RAFFALLI, 2003,
thm 1.6.8) pour une démonstration du lemme 10.7 de substitution syntaxique.

Lemme 10.8 (admissibilité de l'affaiblissement). Soient I" et A deux ensembles finis de for-
mules du premier ordre et  une formule du premier ordre. SiT" —nk ¢ alorsT'; A —nxk @ par
une dérivation de méme taille.

Démonstration. On démontre le lemme par induction sur la taille des dérivations, en faisant
une distinction de cas selon la derniére régle employée. Plusieurs cas ont déja été évoqués
pour le fragment propositionnel dans la section 9.2.1; ici on va traiter les cas ou la derniére
régle employée est (Ji) ou (Je).
Pour la régle (3i) : Alors il existe une dérivation 7 de I' — o[t/x] ou t € T(F, X) qui
permet de déduire I' — 3z, pour une taille totale ||+ 1. Par hypothése d’induction,
il existe une dérivation de I'; A — [t/z] de taille ||, et en appliquant (3i), on obtient
une dérivation de I'; A — Jz.¢p de taille |7| + 1 comme désiré.

Pour la régle (Je) : Alorsil existe deux dérivations m; de ' — Jz.petmade T, p[y/x] —
1) pour une variable y ¢ Libres(T', 2., 1) qui permettent de déduire I' — 1), pour
une taille totale |71 | + |ma| + 1.

Soit z ¢ Libres(T', A, 3z.p,¢) ; comme I" et A sont finis, une telle variable existe
bien dans X qui est supposé infini. Alors, par le lemme 10.7 de substitution syntaxique,
il existe aussi une dérivation de I'[z/y], p[y/x][z/y] — ¥[z/y] de taille |5

Par hypothése d’induction, il existe donc aussi des dérivations de I', A — Jz.p et
de T'[z/y], A, oly/x][z/y] — ¥[z/y] de tailles |71 ] et |m3].

Comme y ¢ Libres(T', ¢), par ’équation (3.1), ona ' =, I'[z/y] et b =, ¥[z/y],
et comme z ¢ Libres(3z.¢p), par I'équation (3.2), on a [y /z][z/y] =a ¢[z/x]. Par le
lemme 10.6 d’a-congruence syntaxique, il existe donc une dérivationde I'; A p[z/x] —
1 de taille |72 |. En appliquant la régle (e), on a alors une dérivation de I';, A — 1) de
taille || + |m2| + 1 comme désiré. O

10.3. Correction et complétude. Comme dans le cas propositionnel, un séquent I' — ¢
est valide si I' = ¢, et les théorémes 10.9 et 10.10 montrent qu’'un séquent est valide si et
seulement s’il est prouvable. En particulier, une formule du premier ordre ¢ est valide si et
seulement si —yk .

Théoréme 10.9 (correction de la déduction naturelle). Soit I' un ensemble fini de formules
du premier ordre et ¢ une formule du premier ordre. Sil' —xk @, alorsT' = .

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur les dérivations, et consiste & mon-
trer comme dans le théoréeme 9.10 de correction propositionnelle de la déduction naturelle
que chacune des régles est correcte. On va traiter ici le cas des régles (3i) et (Je); les autres
cas sont similaires.

Régle (Ji) : Supposons que la prémisse I' — [t/x] soit valide pour un certain terme
t € T(F, X). Soient I une interprétation et p une valuation telles que I, p = T". Alors

I, p = @[t /x]. Par le lemme 3.5 de substitution, on a aussi I, p[[t]/ /] = ¢. Autrement

dit il existe e [t]] € D; tel que I, ple/x] = ¢, et donc I, p = 3.0 comme désiré.
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Régle (Je) : Supposons que les deux prémisses I' — Jx.p et ', p[y/x] — 1 soient va-
lides. Soient I une interprétation et p une valuation telles que I, p = I' et montrons
que I, p = 1.

Tout d’abord, par validité de la premiére prémisse, I, p = 3x.¢ donc il existe e €
Dy tel que I, ple/x] = .

Par ailleurs, par validité de la seconde prémisse, pour tous I’ et p/, si I',p' = T
et I',p' & ply/z], alors I', p’ = 1. Par le lemme 3.5 de substitution, cette deuxiéme
condition est équivalente & demander I', p'[[y] t{i /] &= @, soitencore I, p'[p'(y)/x] =
®.

En particulier, pour I’ & T et o' & ple/y], on aura bien
— I,ple/y] =T par la propriété 2.6 car y ¢ Libres(I') et I, p =T, et
— I ple/a] & ¢ car p'[p' (y) /2] = ple/z].

On en déduit que I, p[e/x] = 1), et comme y ¢ Libres(1)), encore par la propriété 2.6,
on a aussi I, p = 1 comme désiré. O

Théoréme 10.10 (complétude de la déduction naturelle). SoitI" un ensemble fini de formules
du premier ordre et ¢ une formule du premier ordre. Sil' = ¢, alors " —nk .

On ne donnera pas la démonstration du théoréme 10.10, qui fait partie du programme com-
plémentaire de fondements de I'informatique.

M (Duparc, 2015, thm. 439),
(DavID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
sec. 2.5.2), (JAUME et al., 2020,
sec. 5.2)
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11. RECHERCHE AUTOMATIQUE DE PREUVE EN LOGIQUE PROPOSITIONNELLE

Résumé. Le est un systéme de déduction qui ma-
nipule des séquents — I', ou I' est maintenant un multi-ensemble fini de formules
propositionnelles sous forme normale négative. Un séquent — I" pour lequel il existe
une dérivation dans ce systéme de preuve est dit ,ce quiestnoté « —yg, I'».

On peut implémenter la dans le calcul des séquents proposi-
tionnel : cela tient a la propriété 11.7 de branches linéaires, et de plus on peut faire
une implémentation sans retours sur erreurs grace au lemme 11.8 d’inversibilité syn-
taxique.

Un séquent — I est , si pour toute interprétation I, il existe une formule
propositionnelle ¥ € dom(I") du séquent telle que I = ¢. Par le théoréme 11.14
de , si — I est valide, alors il est
prouvable.

Enfin, une preuve en calcul des séquents propositionnel peut étre traduite en une
preuve en déduction naturelle propositionnelle (théoréme 11.16), ce qui par complé-
tude propositionnelle du calcul des séquents montre aussi la complétude proposi-
tionnelle de la déduction naturelle.

La recherche de preuve est le processus ou l'on part d’'un séquent que l'on cherche a dé-
montrer, et ou 'on vise a en trouver une dérivation ou a établir qu’il n’en existe aucune.
Autrement dit, on cherche une dérivation « du bas vers le haut ».

Déja dans le cas propositionnel de la section 9, la recherche de preuve en déduction na-
turelle est plutdt ardue. Ainsi, s’il est généralement indiqué d’appliquer les regles d’intro-
duction autant que possible, 'emploi des régles d’élimination nécessite de « deviner » de
nouvelles formules (a savoir ¢ dans (—e), (Aeq) et (—e€), ou § dans (Ve) ou encore ¢ dans
(Aeg)). Cela crée une infinité d’instanciations possibles de ces regles : la recherche a une
« largeur » infinie.

De plus, le long d’une branche de recherche de preuve, on peut retomber sur un séquent
que l'on a déja rencontré; un exemple trés simple est le suivant, ou on fait une recherche
de preuve pour le séquent ¢ — 1, et on enchaine inutilement les regles d’élimination et
d’introduction de I'implication avant de se retrouver a rechercher encore une preuve de

o1

7§0 i 1/} (—)
==Y o=
o=

R L ¢limination de ces
redondances s’appelle la
normalisation ; voir (TROELSTRA
et SCHWICHTENBERG, 2000,
chap. 6) ou (MANCOsU, GALVAN
et ZACH, 2021, chap. 4).



M Voir (TROELSTRA et
SCHWICHTENBERG, 2000,

chap. 3) pour un panorama de
différentes présentations du
calcul des séquents; notre calcul,
appelé « GS3p », y est introduit
en sec. 3.6. Voir plus
généralement (DUPARCc, 2015,
sec. 1.3.5), (GOUBAULT-LARRECQ
et MACKIE, 1997, sec. 2.3.3),
(DAvID, NOUR et RAFFALLI, 2003,
chap. 5) pour des présentations
plus habituelles du calcul des
séquents sous la forme bilatére
avec coupure.

A Dans notre calcul des
séquents, on travaille
exclusivement avec des formules
sous forme normale négative.

& Ce calcul ne contient pas ni
la régle structurelle d’échange,
qui est implicite parce que nous
travaillons avec des
multi-ensembles, ni la régle
structurelle d’affaiblissement,
qui est implicite dans la régle
d’axiome (ax), ni la régle
structurelle de contraction (qui
sont toutes admissibles), ni la
regle de coupure (qui peut étre
éliminée).
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Ces redondances font que la recherche de preuve en déduction naturelle a aussi une « hau-
teur » infinie.

Pourtant, par correction et complétude propositionnelle de la déduction naturelle, un sé-
quent est prouvable si et seulement s’il est valide, et le probléme de VALIDITE est décidable
dans le cas propositionnel. Il est donc possible de déterminer automatiquement 1existence
d’une preuve en déduction naturelle propositionnelle. Ainsi, dans le systéme CogQ de la sec-
tion 9.4, au lieu de chercher manuellement une preuve de la loi de PEIRCE comme nous
I’avons fait en section 9.4.1, on aurait pu utiliser la tactique tauto comme ci-dessous :

Lemma peirce
tauto.
Qed.

((P -> Q) -> P) -> P.

En réalité, la tactique tauto de CoQ fournit plus qu’une simple implémentation d’un al-
gorithme pour le probléme de VALIDITE propositionnelle. Cette tactique fait une recherche
de preuve dans un systéme de preuve mieux adapté et traduit ensuite la dérivation trouvée
(s’il en existe une) en une dérivation en déduction naturelle. Le reste de cette section est
dédié a un tel systéme de preuve adapté pour la recherche de preuve, qui est un calcul des
séquents, et a la traduction des dérivations du calcul des séquents vers la déduction naturelle,
que nous verrons en section 11.4.

11.1. * Calcul des séquents propositionnel. Le systéme de preuve que nous allons étu-
dier pour la recherche de preuve est un systéeme de calcul des séquents. Il y a quantité de
variantes du calcul des séquents pour la logique classique propositionnelle. Le systéme que
nous étudions ici est un calcul monolatere inversible sans coupure, qui a ’avantage de ne
comporter que peu de regles et de se préter particulierement bien a la recherche de preuve.

Un multi-ensemble fini sur un ensemble S est formellement une fonction m: S — N de
domaine dom(m) & {e € S | m(e) > 0} fini; on peut aussi voir m comme une séquence
finie de S* modulo permutation.

Dans le calcul de la figure 11.1, un séquent est un multi-ensemble fini I' de formules en
forme normale négative, et est noté — I'. La virgule dénote I'union de multi-ensembles : par
exemple, I', A,  dénote le multi-ensemble avec I'(¢) + A(¢) + 1 occurrences de la formule
propositionnelle ¢, et T'(¢)) + A(t)) occurrences de ) # . On note le séquent vide — L,

ol L () & 0 pour toute formule ¢.

=0 =1

— I,

=100

(ax) —

(N) (V)

FIGURE 11.1. Calcul des séquents propositionnel monolatere.

Chaque regle comprend une formule principale dans sa conclusion, indiquée en orange
dans les regles de la figure 11.1. Un séquent — I' est prouvable, noté —rk, I, s’il en existe
une dérivation dans le systéme de la figure 11.1.
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Exemple 11.1. La loi de PEIRCE de I'exemple 7.2 est prouvable. La dérivation correspon-
dante (avec la formule principale indiquée en orange a chaque étape) est :

—_—— (ax)
—
@ V) @)

Exemple 11.2. Considérons la formule propositionnelle (P A P) <+ P. Sa forme normale
négative est (-PV—PV P)A(=PV(PAP)). Cette formule est prouvable ; une dérivation
est:

(ax) (ax) (ax)
— 9 _‘Pa — Y = 9
(V) (A)
— ﬁP, — —|P’
(V) (V)
— —

—

Exemple 11.3. Considérons la formule propositionnelle (P A (Q V R) — (P A Q) V
(P A R)). Sa forme normale négative est =P V (-Q A —R) V (P A Q) V (P A R). Cette
formule est prouvable; une dérivation est :

(ax) (ax)

@ = P, R i 0 o)
w o QARG — P, QR
— P, ~QA-R,,PAR — —P,~Q AR, 0, N
— —P,-Q AR, PAR
— —P,-Q AR,
—5 %

™)

—

Exemple 11.4. Considérons les trois formules propositionnelles suivantes :
pa¥B—>D, op ¥ =B — (~DA-U), pc¥BVDVU.

On souhaite montrer que B A D est une conséquence logique de o4 A @B A pc. Par le
lemme 6.2 de déduction, p s Ao Apc = BAD sietseulementsi (paAppApc) — BAD
est valide, autrement dit si et seulement si sa forme normale négative 4, V @5 V @ V

(B A D) est valide, ou

La dérivation ci-dessous montre que —1x, P4 V@5 VP V (B A D), ce qui implique par
le théoréme 11.11 de correction propositionnelle du calcul des séquents que la formule est
bien valide et donc que B A D est bien une conséquence logique de 4 A o A @

@) (@) T

— 5, ,@c, D — , B, Pq, :
_ _ 0 Pc - »Pes » B C
— P4, B, Pc, ~ 74,789, D %4, D, U9, BAD

— — (N — — V)
~ P4, B, %0, —¥Yas 9o, BAD @

%495, Pc, BAD w

— %A, 9B w

—Pa

(V)
—

ou la dérivation m de — @4, D, U, P, B A D est
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Tr/
7—(@0 — :
v PaDU B, ~%4.D.U-B.D
—$4D,U,U;BAD — ¥4, D,U,-B,

(ax) (]

=%a, DU, D,BAD —%4,D,U, ,BAD
=94, DU oc,BAND

)

et la dérivation 7’ de — B4, D, U, =B, D est

(ax) (ax)

~B,D,U,B,D D, D,U,-B,D
—-.,D,U-B,D

()

11.2. * Recherche de preuve en calcul des séquents propositionnel. La recherche de
preuve en calcul des séquents propositionnel vise a répondre au probléme de décision sui-
vant.

Probléme (PROUVABILITE).
instance : un séquent propositionnel — I
question : — I est-il prouvable dans le calcul des séquents propositionnel ?

Comme pour le probléme de satisfiabilité, on peut aussi retourner une preuve de —yx, ¢
quand la réponse est positive. Comme nous le verrons dans la section 11.3, le calcul des
séquents est correct et complet : en particulier, pour une formule propositionnelle ¢ en
forme normale négative, —1k, ¢ si et seulement si ¢ est valide. Modulo une mise sous
forme normale négative, résoudre PROUVABILITE permet donc de résoudre VALIDITE.

Recherche de preuve. La recherche de preuve tente de développer un arbre de dérivation
avec — I pour conclusion, de la racine vers les feuilles. Une branche de recherche de preuve
est une séquence potentiellement infinie de séquents —I' = — I'g,— I'y,... calculée
par la recherche de preuve : pour tout ¢ > 0, — I'; est une prémisse d’une regle dont
— I';_1 est la conclusion. Une branche d’échec est une branche de recherche de preuve fi-
nie — I'g,— I'y,...,— I'y, ot aucune régle ne s’applique a — I',,, c’est-a-dire qu’il n’est le
séquent conclusion d’aucune regle.

Points de choix. La recherche de preuve n’est pas déterministe : il peut y avoir plusieurs
régles applicables pour un méme séquent — I'. Par exemple, pour — =PV @, RV P, on
peut commencer par sélectionner =P V () comme formule principale et appliquer (V) :

—-P,Q,RVP
— ,RV P
Mais on aurait aussi pu sélectionner R V P comme formule principale et appliquer (V) :
—-PVQ,R,P
— —\P V Q7

En général — mais comme nous allons le voir, pas dans le calcul des séquents de la figure 11.1
— il est nécessaire dans un algorithme déterministe de recherche de preuve de mémoriser de

(V)

V)

tels points de choix pour pouvoir y revenir par backtracking en cas d’échec.

Exemple 11.5. La formule propositionnelle g, = (P V —=Q) A P de la figure 4.1 n’est
pas prouvable : il n’y a aucun point de choix dans la recherche de preuve qui échoue
ci-dessous :



LOGIQUE INFORMATIQUE 125

échec
— P, -Q W échec
— — P
N
—

Les deux séquents — P, =(Q) et — P sont des séquents d’échec, c’est-a-dire des séquents
sur lequel aucune régle ne s’applique. Les deux branches de recherche de preuve sont des
branches d’échec, car elles terminent sur des séquents d’échec.

Exemple 11.6. La formule propositionnelle (PV —=Q) A (=P A R) n’est pas prouvable. En
effet, une recherche de preuve pour cette formule commence nécessairement par appliquer
(V):

—PVQ-PAN-R

(V)

—

Il y a la un point de choix, selon qu’on utilise P V Q ou =P A R comme formule prin-
cipale dans le séquent — P V ), ~P A —R. Si on fait le premier choix, la recherche de
preuve échoue puisqu’une des branches (celle de droite) termine sur le séquent d’échec
— P,—Q, R et est donc une branche d’échec :

- échec
— P,—0Q), — P -Q,R
= P, _'Q, N ()
— ,mPAR

Si on fait 'autre choix, celui de considérer —P A R comme principale, la recherche de
preuve échoue aussi :

échec
— ) _‘Q7 — P7 _‘Q7 R
V) V)
— - P — R
(N
— PV -Q,
Comme quel que soit le choix de formule principale, la recherche de preuve échoue, la

formule n’est pas prouvable.

11.2.1. Propriété de branches finies. On peut montrer que les branches de recherche de preuve
dans le calcul des séquents propositionnel de la figure 11.1 sont toutes finies, et méme li-
néaires en la taille du séquent — I" que I'on cherche a prouver.

On définit pour cela la taille d’un multi-ensemble I" comme la somme des tailles de ses
occurrences de formules |T'| & > pcdom(m) [¢l - (), ot la taille |¢| d’une formule propo-
sitionnelle  en forme normale négative est définie comme le nombre de noeuds étiquetés
par A ou V dans son arbre de syntaxe ; formellement :

DR oVl =lo Ayl E 1+l + Y] .

Intuitivement, la taille d’une formule propositionnelle est le nombre de noeuds étiquetés par
«V »ou « A » de son arbre de syntaxe abstraite, et la taille d'un séquent est la somme des
tailles de ses formules.

Propriété 11.7 (branches linéaires). Soit — I' un séquent propositionnel. Alors toutes les
branches d’une recherche de preuve pour — I" sont de longueur au plus |T'|.
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Démonstration. On peut vérifier que pour chacune des régles (ax), (V) et (M), la taille de
chaque séquent prémisse est strictement inférieure a celle du séquent conclusion. g

Voici comment la recherche de preuve pourrait s’écrire en pseudo-code, qui pour un
séquent courant — I essaye tour & tour d’utiliser chaque formule ¢ € dom(T") en guise de
formule principale.

Fonction prouvable (+ I')
1v:=F
2 pour tous les ¢ € dom(T") faire
3 sip=/etlc dom(l) alors
4 L retourner V
5 sip = ¢’V alors
6 A:=T\¢p
7 L v := v ouprouvable(— A, ¢’ 1)
8 sip = ' A1) alors
9 L A:=T\¢p

10 v:=wvou (prouvable(— A, ¢’) et prouvable(— A, v))

11 retourner v

Par la propriété 11.7 de branches linéaires, cet algorithme termine bien : la profondeur
des appels récursifs est bornée par |T'|.

11.2.2. Inversibilité et algorithme de recherche de preuve. Nous allons maintenant voir que le
choix d’une formule principale n’est pas important dans notre calcul des séquents, et que 'on
peut donc considérablement simplifier le pseudo-code de prouvable. On peut commencer
par observer que, dans nos deux exemples précédents, la recherche de preuve réussit pour
nos deux choix de formule principale :
—_——— (%) —_——— (%)
- QR ) - QR )
— P Q, — ,R,P
- RrRvp " ——PVOQ, e
Une régle de déduction est syntaxiquement inversible si, quand il existe une dérivation de
son séquent conclusion, alors il existe une dérivation de chacun de ses séquents prémisses.
Laregle (ax) est bien siir syntaxiquement inversible puisqu’elle n’a aucune prémisse. Mais ce
qui est plus intéressant, c’est que toutes les autres regles de la figure 11.1 sont elles aussi syn-
taxiquement inversibles. Cela signifie que dans une recherche de preuve, on peut appliquer
ces régles de maniére gloutonne sans faire de backtracking — donc sans avoir a mémoriser de
points de choix — et que si ’on arrive & un séquent pour lequel aucune regle ne s’applique,
alors c’est qu’il n’y avait pas de preuve.

Lemme 11.8 (inversibilité syntaxique). Les régles du calcul des séquents propositionnel sont
syntaxiquement inversibles.

Démonstration. Comme déja mentionné, la regle (ax) est syntaxiquement inversible par dé-
finition puisqu’elle n’a pas de prémisses.
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Pour la régle (V) : supposons qu’il existe une dérivation 7 du séquent — I', o VV 1. On
montre par récurrence sur la profondeur de 7 que —k, I', ¢, 9.
— Si 7 se termine par (V) ol ¢ V 9 est principale, alors évidemment il existe une
sous-dérivation de 7 pour sa prémisse — I', ¢, 1.
— Sinon 7 se termine par une régle (R) o ¢ V 9 n’est pas principale. Par inspection
des régles, on est nécessairement dans une situation
T Tk

'_1—‘17@\/1# >—Fk,cp\/1/2
(R)
—TeVey
ou 0 < k < 2 (k = 0 correspondant au cas de la régle (ax)). Pour tout 1 < ¢ < k,
par hypothése de récurrence sur 7;, il existe des dérivations 7 de — T';, ¢, 9. On
a donc la dérivation

/ !
™ T,

’_Flu(paw ’_Fk;,(P,'l/J
(R)
=T
Pour la régle (A) : supposons qu’il existe une dérivation 7 du séquent — I', o A ). On
montre par récurrence sur la profondeur de 7 que —k, I', p et —1x, I, 9.
— Si 7w se termine par (A) ol ¢ A 1 est principale, alors évidemment il existe des
sous-dérivations de 7 pour chacune de ses prémisses — I', p et — I, 2.
— Sinon 7 se termine par une régle (R) ou ¢ A v n’est pas principale. Par inspection
des régles, on est nécessairement dans une situation
1 Tk

'_Fl7@/\w ’_Fkn(p/\w
(R)
=LoNy
ou 0 < k < 2 (k = 0 correspondant au cas de la régle (ax)). Pour tout 1 < < k,
par hypothése de récurrence sur 7;, il existe des dérivations 7} et ) de — I';, p et
de — I';, . On a donc les dérivations

™ w; ! !
et

'*]-—‘1750 HFka‘p ®) HFlaw Hrkaw ®)

=1 N
O

Exemple 11.9. Reprenons la recherche de preuve de 'exemple 11.6. Considérons I’appli-
cation de la régle (V) sur la formule principale P V —() dans

0 échec
— P, =Q, —P,-Q,R "
~ P o0, V)
— ,~PAR

Au moins une prémisse de cette régle n’est pas prouvable, a savoir — P,—Q,—~P A R.
Par le lemme 11.8 d’inversibilité syntaxique, la conclusion — PV =@, —~P A R n’est pas
prouvable. Il est donc inutile d’essayer de choisir la formule =P A R comme principale,



& Par la correction et
complétude du calcul des
séquents propositionnel, on a
une réduction @ VALIDITE et
donc une preuve aisée que
PROUVABILITE est

dans coNP. L’intérét ici est
qu’on obtient cette méme borne
de complexité directement par
la recherche de preuve.

A Cette notation ne correspond
pas a la notion habituelle de
satisfaction d’un ensemble de
formules : ici on considére la
disjonction des formules de I’
au lieu de leur conjonction.
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puisque la recherche de preuve échouera aussi dans ce cas (comme on a pu le vérifier dans
Pexemple 11.6).

De plus, quand on a comme ici le choix entre formule V et une formule A comme princi-
pale, il vaut mieux choisir la formule V qui méne a un arbre de recherche de preuve plus
petit (comme on a aussi pu le voir dans I'exemple 11.6).

Gréce au lemme 11.8 d’inversibilité syntaxique, la recherche de preuve peut s’implémen-
ter trés aisément par un programme récursif qui travaille en temps au pire exponentiel et
dont voici le pseudo-code.

Fonction prouvable (+— I')
1si—I'=+ A P —P alors
2 L retourner V

3si—I'=+ A oV alors
4 L retourner prouvable(— A, p, 1))

5 si—I'=+ A, p A1 alors
6 L retourner prouvable(— A, ) et prouvable(— A, )

7 retourner F
Corollaire 11.10. PROUVABILITE est dans coNP.

Démonstration. On implémente la recherche d’une preuve pour — I' dans le calcul des
séquents propositionnel a I’aide d’'une machine de TURING alternante. Celle-ci a des états
existentiels pour choisir quelle régle appliquer au séquent courant et des états universels
pour choisir quelle prémisse de cette régle on va continuer a explorer. Par la propriété 11.7,
toutes les branches sont finies et de longueur linéaire en |T'|; de plus vérifier qu’une régle
est applicable au séquent courant est aussi en temps polynomial. Cela fournit en premiére
analyse un algorithme en AP = PSPACE.

Cependant, par le lemme 11.8, tous les choix de régle a appliquer se valent, donc les états
existentiels peuvent étre remplacés par un choix déterministe. L’algorithme résultant est
alors en coNP. d

11.3. * Correction et complétude du calcul des séquents propositionnel. Un séquent
— I est satisfait par une interprétation I, ce qu'on écrit I = I, §’il existe une formule
témoin ¥ € dom(T") telle que I = ¥. On dit qu'un séquent — I est valide et on écrit = T si
pour toute interprétation I, I =1T'.

Notons que ces définitions généralisent bien les notions de satisfiabilité et de validité
des formules propositionnelles. En effet, si ' = ¢ une formule propositionnelle en forme
normale négative, par la définition ci-dessus, —  est satisfait par une interprétation I si et
seulement s’il existe une formule témoin ¥ € dom(T') telle que I &= ¢; comme dom(T") =
{¢}, le seul choix possible pour ¥} est ¥ = ¢, et donc I satisfait — ¢ si et seulement si I = ¢.

La correction et la complétude du calcul des séquents montrent qu’un séquent est prou-
vable si et seulement s’il est valide. La correction se montre par une simple induction sur
les dérivations en calcul des séquents.

Théoréme 11.11 (correction propositionnelle du calcul des séquents). Soit I' un multi-
ensemble fini de formules propositionnelles sous forme normale négative. Si —1x, I, alorsi=T.
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Démonstration. On procéde par induction structurelle sur une dérivation de — I', en mon-
trant pour chaque régle du calcul des séquents que si les prémisses sont valides, alors la
conclusion 'est aussi.

Pour (ax) : alors I' = T, P, - P pour une formule ¢. Pour toute interprétation I, soit
I = P,soit [ = —P;dans touslescas I =1

Pour (V): alorsT' =TV, ¢ V ¢ o —1k, I”, ¢, ¥. Soit I une interprétation quelconque;
alors par hypothése d’induction I = I, ¢, 4. 1l existe donc une formule témoin ¢ €
dom(I") U {p, 1} telle que I = 1.Sid) € {p, ¢}, alors I = ¢V, sinon v € dom(I”)
etalors [ =1I"; dans tous lescas [ =1T".

Pour (A): alorsT =TV, o A ou —1k, IV, v et —1x, I, . Soit I une interprétation
quelconque; alors par hypothése d’induction I = I, p et I = IV, 4. Il existe donc
une formule témoin ¥ € dom(I) U {¢} telle que I = ¥ et une formule témoin
¥ € dom(I'") U {¢} telle que I = . Si ¥} € dom(I") ou® € dom(I"), alors [ =1".
Sinon, ¥ = p et ¥ =1 et donc I = ¢ A 1. Dans tous les cas [ =T |

Pour la complétude du calcul des séquents, c’est-a-dire montrer que si un séquent est
valide, alors il est prouvable, rappelons qu’une branche d’échec est une branche de recherche
de preuve finie — 'y, — I'y,...,— [';, o aucune régle ne s’applique au séquent — I';;; on
appelle un tel séquent un séquent d’échec.

Propriété 11.12 (contre-modele des séquents d’échec). Soit — I' un séquent d’échec. Alors
il en existe un contre-modeéle, c’est-a-dire une interprétation I telle que I & 1.

Démonstration. Par définition d’un séquent d’échec, aucune régle ne s’applique a — I'. Par
suite,
— comme ni (V) ni (A) ne s’applique, dom(I") ne contient que des littéraux : dom(I") =
TN
— comme (ax) ne s’applique pas non plus, dom(T") ne contient pas a la fois un littéral et
sa négation.
Il existe donc une interprétation [ telle que I ¥ ¢; pour tout 1 < j < k, c’est-a-dire telle
que [ B~ 4y, ..., 0 etdonc I £ T, |

Par exemple, les branches d’échec de 'exemple 11.6 se terminent sur le séquent d’échec
— P,—Q, R, et toute interprétation qui étend [F/P,V/Q, F/R] en est un contre-modéle.

L’idée de la preuve de complétude qui va suivre est que I’existence d’un contre-modele
pour le séquent d’échec — I',, d’'une branche d’échec — I'y,— I'y,...,— I, implique
Pexistence d’un contre-modéle pour le séquent — I'g. Nous nous appuyons pour cela sur
une version « sémantique » de 'inversibilité de notre calcul des séquents. On dit pour cela
qu’une regle est sémantiquement inversible si, quand sa conclusion est valide, alors chacune
de ses prémisses est aussi valide.

Lemme 11.13 (inversibilité sémantique). Les régles du calcul des séquents propositionnel
sont sémantiquement inversibles. Plus précisément, si une interprétation I est un contre-modéle
d’une prémisse, alors c’est aussi un contre-modéle de la conclusion.

Démonstration.

Pour la régle (ax) : comme elle n’a pas de prémisse, elle est bien sémantiquement in-
versible.



® On peut remarquer que,
puisque le calcul des séquents est
correct et complet, U'inversibilité
syntaxique et Iinversibilité
sémantique sont deux propriétés
équivalentes : la premiére parle
de prouvabilité, tandis que la
seconde parle de validité.

M On trouve de telles
traductions entre calcul des
séquents et déduction naturelle
dans (DAVID, NOUR et RAFFALLI,
2003, sec. 5.3),
(GoUBAULT-LARRECQ et MACKIE,
1997, sec. 3.2.3), (TROELSTRA et
SCHWICHTENBERG, 2000,

sec. 3.3). Le systéme CoQ
implémente la tactique tauto da
l'aide d’une traduction depuis
un calcul de séquents
intuitionniste sans contraction
dii @ DYCKHOFF (1992).

M Voir (Davip, NOUR et
RAFFALLI, 2003, props. 1.3.19,
1.3.20 et 1.3.22).
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Pour la régle (V) : supposons I & I', p, 1), donc I B I', I & ¢ et I £ 1. On en déduit
que I # @V, et comme [ T, que I £ 1" p V.

Pour la régle (A) : supposons que I &£ I', ¢ (le cas ou [ H I', 9 est similaire). Donc I b
I'et I &£ . Onen déduit que I # @A etdonc, puisque [ # I',que I £ ', pAY. O

Dans l'exemple 11.6, toute interprétation I qui étend [F/P,V/Q,F/R] est un contre-
modeéle du séquent — P, =@, R, et par applications successives du lemme 11.13 d’inversibilité
sémantique, on en déduit que I est un contre-modéle du séquent initial — (PV—-Q)V (=P A
R), qui n’est donc pas valide. C’est ce raisonnement que nous généralisons pour démontrer
le théoreme de complétude propositionnelle du calcul des séquents.

Théoréme 11.14 (complétude propositionnelle du calcul des séquents). Soit I' un ensemble
fini de formules propositionnelles sous forme normale négative. Si=1T", alors —x, T

Démonstration. On procéde par contraposition : on suppose — I' non prouvable, et on
montre que — ' n’est pas valide, en exhibant un contre-modele du séquent — I', c’est-a-dire
une interprétation [ telle que I &£ I'.

On commence par observer que si — I' n’est pas prouvable, alors il existe une branche
d’échec. En effet, par la propriété 11.7, les branches de recherche de preuve sont finies, donc
elles terminent toutes soit par un séquent d’échec, soit par une instance de la regle d’axiome.
Mais si — I avait une recherche de preuve ou toutes les branches se terminaient par une
instance de la régle d’axiome, alors cette recherche aurait construit une dérivation et donc
— I serait prouvable.

Soit donc — I'g,...,— I', une branche d’échec ou — I'y =
séquent d’échec. Par la propriété 11.12 de contre-modéle des séquents d’échec, il existe un
contre-modéle [ de — T',,, tel que I &£ T',,.

On montre par récurrence décroissante sur n > ¢ > 0 que I & I';. Pour le cas de base
au rang i = n, on avait bien choisi I tel que I & I',,. Pour I’étape de récurrence au rang
i — 1, on sait par hypothése de récurrence que I i I';, et par le lemme 11.13 d’inversibilité
sémantique, I & I';,_;. Pour conclure, on a montré qu’il existait un contre-modeéle I de
— I'g, c’est-a-dire de — I, qui n’est donc pas valide. O

—Ietour I', estun

11.4. * Traduction du calcul des séquents propositionnel en déduction naturelle.
Revenons a la motivation initiale de cette section, a savoir la recherche de preuve pour la
déduction naturelle. L’idée ci-dessous va étre de traduire une dérivation dans le calcul des
séquents propositionnel de la figure 11.1 en une dérivation en déduction naturelle définie
dans la figure 9.1. Une traduction dans la direction inverse, depuis des dérivations pour des
formules sous forme normale négative en déduction naturelle vers le calcul des séquents,
serait elle aussi possible mais nécessiterait I’ajout d’une régle de coupure a notre calcul des
séquents.

11.4.1. Régles d’introduction a gauche en déduction naturelle. L’essentiel de la traduction du
calcul des séquents en déduction naturelle réside dans ’admissibilité des trois regles d’in-
sertion a gauche ci-dessous.

Proposition 11.15 (admissibilité des régles d’introduction a gauche). Les trois régles ci-
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dessous sont admissibles en déduction naturelle propositionnelle.
L0 Do D=4

—_— (= (A v
Tl (8 Tpnp-s Tovirs 9
Démonstration. On a en effet les dérivations suivantes dans le systéme de la figure 9.1.
(ax) (ax)
g mp = —o Lompro
Lo, L
(ax)
Loderd - LDerte-ory o0
DpAp, o= 0 Lono=v Londeonyg
DpAg, o0 Lonyre
LipAp—o
To—o L6
() W) W)
LoV =pVe LoVi,p=0 Lovy,gp=0
Fevy—9 U

11.4.2. Traduction des preuves de formules sous forme normale négative. Les trois régles d’in-
troduction a gauche en déduction naturelle fournissent une démonstration immédiate de la
traduction suivante du calcul des séquents en déduction naturelle.

Théoréme 11.16. SoitI" un ensemble fini de formules sous forme normale négative. Si—k, T,
alorsI' —nxk, L.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la hauteur d’une dérivation de — I' dans
le calcul des séquents propositionnel. On fait une analyse de cas selon la derniere regle
employée, et on montre a chaque fois comment traduire cette dérivation en une dérivation
de T — L en déduction naturelle propositionnelle en utilisant I'admissibilité des regles
d’introduction a gauche.
Casde (ax): alorsI' = A,P,~PetI = A,—P, P et on a la dérivation en déduction
naturelle

- (_‘g)

AP P+~ L
Cas de (A): alors I' = A, p A1) découle des prémisses —1x, A, ¢ et —1x, A, 1, et
I' = A, V ¢ et on a la dérivation en déduction naturelle

hi. hi.

Ap— L A L
ApVe— L
Casde (V): alors ' = A, ¢ V ¢ découle de la prémisse -y, A, ¢, v, etT = A, B AY
et on a la dérivation en déduction naturelle
h.i.

On a bien montré dans tous les cas que I' —nk, L. O
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11.4.3. Régles de mise sous forme normale négative en déduction naturelle. D’aprés le théo-
réme 11.14 de complétude propositionnelle du calcul des séquents, une formule proposition-
nelle valide est prouvable en calcul des séquents, et par le théoréme 11.16 on obtient une
dérivation en déduction naturelle correspondante. Cela fournit presque une démonstration
du théoréme de complétude propositionnelle de la déduction naturelle, si ce n’est que notre
calcul des séquents travaille exclusivement sur des formules sous forme normale négative,
tandis que la déduction naturelle permet de traiter n’importe quelle formule proposition-
nelle. La piéce manquante a ce puzzle est de montrer que I’'on peut « prouver » la mise sous
forme normale négative au sein de la déduction naturelle.

Rappelons que @ 2 nnf(—y). Nous allons montrer que les deux variantes suivantes
de (ax) et (——) sont admissibles :

(nnf) (nnf)

¢ — nnf(p) P

Proposition 11.17 (admissibilité de la forme normale négative). Les régles (nnf) et (nnf)
sont admissibles en déduction naturelle propositionnelle.
Démonstration. On procéde par induction sur la formule propositionnelle ¢.
Casde P: alors nnf(P) = Pet P = =Petona P —xg, P par (ax) et =—P +—xk, P
par (—-).
Cas de —p : alors nnf(—p) = ¥ et =@ = nnf(y). Pour (nnf), on a la dérivation

h.i. (nnf)
(pf 807 (W) L4 807 (contra)
—|907 —|—|<p — sp —\90 = (cut)
=@
Pour (nnf), on a la dérivation
h.i. (nnf)
¢ — nnf(y)

(contra)

—nnf(p) =~

Cas de o V 1) : alors nnf( V 9)) = nnf(¢) V nnf(p) et ¢ Vi) = % A 1. On a alors la
dérivation de (nnf) suivante

h.i. (nnf)

o~ nnf(y)
¢ — nnf(e) V nnf(y)

Vig)

h.i. (nnf)

¥ nnf(v)
¥+ nnf(¢p) V nnf(y))

Vig)

VY —pV I @ V1, o — nnf(p) V anf(y)

(W)
@ V1,1 — nnf(p) V nnf(v))

@ V1 — nnf(p) V nnf(ey)

Pour (nnf), on a une dérivation assez similaire

(Ve)
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hi. (anf) b (and)
exemple 9.7 _TPEY :wikd} Vig
p-eVy w) e eVY w)

~(BAY), BV
@AY VY

Cas de p A 1) : alors nnf(p A 9)) = nnf(¢) A nnf(vp) et ¢ A1) = % V1. On a alors la
dérivation de (nnf) suivante

~(BAY) - PV Y ~@AY), vy

h.i. (nnf) h.i. (nnf)
o - nafly) Yrmnf(y)
©, 1 — nnf(y) ©, 1 — nnf(y)

¢ A ¢ — nnf(p) ¢ A — nnf(y)
© A — nnf(p) A nnf(v))

Pour finir, pour (nnf), on a la dérivation suivante

h.i. (nnf) exemple 9.6 h.i. (nnf) exemple 9.6
— (V) — - A - —(@VY) — =B A)
k' w (® U): PATY Py o (® ): PAY
~(@VY), Py SN i ~(PVY), = ~FEVY) - "
RCARD lald ~Eve) -y o
~(EVY) =AY
Cela conclut la démonstration. O

11.4.4. Complétude propositionnelle de la déduction naturelle. Rappelonsicil’énoncé du théo-
réme de complétude propositionnelle de la déduction naturelle.

Théoréme 9.11 (complétude propositionnelle de la déduction naturelle). SoitT" un ensemble
fini de formules propositionnelles et © une formule propositionnelle. SiI' = , alorsT' —nk, .

Démonstration. Soit I' un ensemble fini de formules propositionnelles et ¢ une formule
propositionnelle.

Sil' = palors par le lemme 6.2 de déduction, = ¢ V'\/ .- —1). Comme la mise sous forme
normale négative préserve la sémantique des formules, on a aussi = nnf(¢) V .
On peut mettre cette disjonction sous la forme d’un séquent valide — nnf(¢),T, et par
le théoreme 11.14 de complétude propositionnelle du calcul des séquents, ce séquent est
prouvable en calcul des séquents propositionnel : —1x, nnf(¢), . Comme nnf(p) = @ et
1 = nnf(1)), par le théoréme 11.16, on a enfin 3, nnf(T") —xk, L en déduction naturelle, ott
on a noté nnf(T") & {nnf(vy)) | ¥ € T'}.

Grace a I’admissibilité de la forme normale négative montrée dans la proposition 11.17,
on a la dérivation en déduction naturelle suivante, qui montre que nnf(I") —nk, ©.

— (nnf)
e e

@, nnf(T) — L
nnf(T) — =

nnf(l"), =% — ¢
nnf(T") — ¢

® Si on inspecte la dérivation
trouvée pour I' =Nk, ® dans
cette démonstration de la
complétude propositionnelle de
la déduction naturelle, on peut
observer que I'on n’a pas besoin
des deux régles (—1i) et (—e) du
symbole d’implication pour peu
que l'on se dote de la régle de
coupure (cut). Ces régles sont
cependant nécessaires si [’on
souhaite travailler sur une
syntaxe étendue avec le symbole
d’implication; la démonstration
du théoréme 9.11 peut étre
étendue pour cela.
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On va montrer par récurrence sur |I'| le nombre de formules dans I' que pour tout en-
semble fini de formules T, tout ensemble A et toute formule ¢,

si nof(T"), A —nk, ¢ alors T, A Nk, © - (11.1)
En effet, pour le cas de base ou I = (), il n’y a rien & montrer. Pour I’étape de récurrence, si
I'=T"U{4y}avect ¢ I, onannf(I"),nnf(x)), A —Nx, ¥ et donc I, nnf()), A —xx, ©
par hypothése de récurrence appliquée & I'. On vérifie alors que (11.1) est encore vraie

grace a la dérivation suivante en déduction naturelle, qui utilise a nouveau ’admissibilité
de la forme normale négative vue dans la proposition 11.17.

MAmMIW) -e e mf)
U Amf) e T A nf())
I, Am g :

On peut maintenant conclure : comme nnf(I") —nk, ¢, en appliquant ’équation (11.1),
onaaussi ' —nk, ©. O
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