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TD 2. Langages rationnels, encore

Exercice 1. Criteres de rationnalité
(a) Soit Leopy 2 {ww | w € {a,b}*}. Montrer que Leopy n'est pas rationnel.
(b) Soit L un langage quelconque sur ¥ et # un symbole qui n’est pas dans 3.

i. Montrer que le langage Ly % ({#" | n > 0} - L) U ©* satisfait les conditions de la premiere
version du lemme de 1’étoile.

ii. Montrer a 'aide de propriétés de cloture que si L n’est pas rationnel, alors Ly n’est pas
rationnel.

iii. Montrer que si L ne satisfait pas les conditions de la premiére version du lemme de 1’étoile,
alors Ly ne satisfait pas les conditions de la seconde version du lemme.

(¢) Soit L un langage quelconque sur ¥ et $ un symbole qui n’est pas dans X. On définit

L1 ¥ {$%a1$Tax$" ... $7a,$T [ n>0,Via; € S, et w=ay---a, € L}
L2 d—if {$+'U1$+U2$+ .. $+Un$+ I n Z O,V’L O S Z* et HJ ‘UJ| > 1}
Ls® L ULy .

i. Montrer que Lg satisfait les conditions de la seconde version du lemme de 1’étoile.
ii. Montrer a l’aide de propriétés de cloture que si L n’est pas rationnel, alors Lg non plus.

iii. Montrer que si L ne satisfait pas les conditions de la troisieme version du lemme de 1’étoile,
alors Lg ne les vérifie pas non plus.

Exercice 2. Algorithme de MCNAUGHTON et YAMADA
Voici une construction trés connue d’une expression rationnelle a partir d'un automate fini, qui permet
de montrer la direction Rec(X*) C Rat(X*) du théoréme de KLEENE.
Soit A = (Q,%,0,1, F) un automate fini. On ordonne totalement les états de @, et on voit ce dernier
comme Pensemble {1,...,n} avec n & |Q.

La construction cherche a calculer des expressions rationnelles E](,]fq) dérivant les langages
(*) (E(k)_{al GZEEEMGN,H%wn,(H—l6{1a--~ak}apz(JOa—1>q1a—2>"'%71a—EHJEZ(]}

reconnus entre deux états p et ¢ de () sans passer par un état intermédiaire strictement supérieur a k € N.

(a) Supposons que ’on a calculé les expressions rationnelles El(fq) satisfaisant (*). Donner une expression
rationnelle E telle que L(E) = L(A).
(b) On va construire nos expressions rationnelles Elglfq) par récurrence sur k € N.
i. Cas de base k = 0 : donner une expression E](,?g.
ii. Etape de récurrence : donner une expression E,()qur 2

iii. Montrer que |E;(;kq)| +1 < 4%.2|%| pour tout k € N et p,q € Q. Quelle borne peut-on en déduire
sur |E| en fonction de n et |X|?

(c) On considere I'alphabet ¥,, & {1,...,n} x {1,...,n} des paires sur {1,...,n}. Pour une paire (i, f)
de X,,, on définit le langage

Li s © {(a1,a2)(az,a3) - (amy ams1) € 0 |m > 1,a1 =4, apmp1 = f}

I’ensemble des chemins de 7 & f dans le graphe complet défini par 3,,.
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i. Montrer que L; s est reconnu par un automate fini de taille O(n?).

ii. Quelle est la taille de ’expression rationnelle que vous obtenez & partir de cet automate ?

Exercice 3. Algorithme de BRZ0OZOWSKI et MCCLUSKEY

Cet exercice propose une construction plus intuitive d’une expression rationnelle a partir d’'un automate
fini.
Un automate généralisé sur I'alphabet ¥ utilise une relation de transition sur Q x 2> x Q. Une exécution
dans un tel automate reconnait la concaténation des langages des transitions, et le langage reconnu par
I’automate est I'union de ces exécutions.

(a) Montrer que si A est un automate généralisé, alors on peut construire un automate généralisé B

équivalent tel qu’il existe au plus une transition entre deux états de B.

(b) Mountrer que si A = (Q W {q,1, f},0,{i},{f}) est un automate généralisé sur 3, alors il existe un
automate généralisé équivalent avec pour ensemble d’états Q W {i, f}, c’est-a-dire que 'on peut
éliminer g de ’ensemble des états de A.

(c) En déduire que si L est reconnu par un automate généralisé A, alors L appartient a la cléture
rationnelle des étiquettes des transitions de A.

(d) Appliquer cette construction au calcul d’une expression rationnelle équivalente & ’automate suivant :

Exercice 4. Cloture par substitution rationnelle inverse
Montrer que si L C ¥* est reconnaissable et o est une substitution de A* dans les parties reconnaissables
de X* (définie par une fonction g: ¥ — Rat(A*)), alors o1 (L) est reconnaissable sur A*.

page 2/2



