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TD 7. Logique du premier ordre : sémantique, renommages et
substitutions, formes normales

Exercice 1. Un graphe orienté vu comme interprétation

Considérons le graphe orienté ci-contre. On peut voir ce graphe comme
interprétation I d’une signature avec une relation binaire, E. Le domaine c

d
de I est Dy = {a,b,c,d}, et EX = {(a,b),(b,a), (b,c),(c,c),(b,d)}. = °
Pour chacune des formules suivantes, (a) donner une valuation p telle que \T
la formule est satisfaite par (I, p), ou montrer que la formule n’est pas ok e
satisfiable dans I; et (b) montrer que I est un modele de la formule, ou a b
donner une valuation qui montre que I n’est pas un modele de la formule.

1. E(z,x) 4. Jz.E(z,y)

2. E(z,y) N E(y,x) 5. Vo.mE(z,y)

3. Jy.(E(z,y) A E(y, 2)) 6. Jy.E(z,y)

Exercice 2. Equivalences logiques
1. Considérons deux formules ¢ et ¥ telles que = & fv(p). Montrer les équivalences logiques suivantes
(8) (Vo)) A & V() A )

(b) Bry) Ve e Ir(vVe)
2. Les formules (Vz.P(x)) V =P (z) et Vz.(P(z) V = P(z)) sont-elles logiquement équivalentes ?

Rappel :

Applicabilité: Une substitution o est applicable a une formule ¢ si aucune variable liée de ¢ n’apparait
parmi les variables du domaine et image de o.

a-renommage: Considérons une formule ou une variable z apparait de fagon liée, comme par exemple
@ = Jx.1¢p. Soit &’ une variable qui n’apparait pas dans ¢ (en particulier, la substitution [z’/z] est
applicable & ). L’a-renommage x — ' de ¢ est la formule 3z’ .4z /x].

Exercice 3. Substitutions et a-renommage
On considere la signature suivante :

FE{fW, g%} et PEARDY.

et la substitution o donnée par [f(z)/x,g(x,y)/y]. Pour chacune des formules suivantes, donner un
a-renommage de la formule a laquelle la substitution o est applicable, et appliquer o a la formule
renommeée.

1. R(z,y) A Jz.R(z,x) 3. z.R(f(x), 2)
2. 32.R(f(x),y) 4. Ya3y.R(z,y)
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Exercice 4. Sensibilité du langage naturel
On s’intéresse & la formule du buveur vue en cours ¢ & Jz.(B(z) = Vy.B(y)).

1. Enoncez la formule ¢ en francais. Vous parait-elle valide ?
Vous allez désormais manipuler, a travers trois étapes, la syntaxe de . Apres chaque étape, énoncez la
formule ainsi obtenue en francais et dites si elle vous parait valide.

1. Réécrivez la formule ¢ en éliminant le symbole de 'implication (utilisez la négation et la disjonction).

2. Expliquez pourquoi on peut appliquer la régle (b) de lexercice 2 pour obtenir une formule ¢’
logiquement équivalente & . Que vaut ¢’ ?

3. Expliquez pourquoi on peut appliquer 'a-renommage y — z & la formule ¢’. Qu’obtient-on ?

Rappel : Une formule du premier ordre est en forme normale négative si elle respecte la syntaxe
abstraite

(littéraux) lo=a|-a
(formules en forme normale négative) pu=LloVelpAe| 3| Ve.p
ol « est une formule atomique et x € X. En d’autres termes, les négations ne peuvent apparaitre que

devant des formules atomiques.
Pour une formule ¢, sa forme normale négative nnf(y) est obtenue inductivement par

nnf(a) & o nnf (~a) & —a |
it 9) & nf() V (s wnf( A ) % anf(p) A mf(y)
nnf(=~(y V ¥)) € nnf(=p) A nnf(-) nnf (= (i A ¢)) © nnf(-g) V nnf(-y)
nnf(3z.¢) ¥ Jz.nnf(p) , nnf (Vr.@) € Vennf(p) ,
nnf(-3z.¢) € Vz.nnf(-y) , nnf (—Vz.¢) & 3z.nnf(-y) ,
nnf (=) < nnf(p) .

Exercice 5. Forme normale négative
Mettre sous forme normale négative les formules suivantes :

(a) Jx.(B(z) = Vy.B(y))
(b) —Vz.3yVz.(—~R(z,z) V B(y))
(c) (Fz.(B(x) A —~R(z,y))) = ~Vy.R(y,y)

Rappel : Une formule est sous forme préneze si elle est de la forme Q1z1 ... Qnx,.¥ ot Q; € {V,3}
pour tout 1 < i < n et ¢ est sans quantificateur, c’est-a-dire 1) respecte la syntaxe abstraite

(formules sans quantificateur) Y=Ll YVY|PAY.

Exercice 6. Forme prénexe
Pour chaque formule donnée dans I’Exercice 5, trouver une formule équivalente sous forme normale
prénexe. N'oubliez pas d’utiliser ’a-renommage si nécessaire.
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