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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

LOGIQUE MATHEMATIQUE. — Probléme de la minimalité des réels définis
par ¢ forcing » d partir d’'un ultrafilire. Note (*) de M. Serce Gricorierr,
présentée par M. Jean Leray.

Soit JIU un modele transitif de ZF plus Paxiome du choix ct soit N
I’ensemble des entiers.

DeriniTIoON. — Un réel g est dit minimal sur 1T s1 gg I et
V/f (festunréel de M[g]= f€IM ou M[f]|=[g]).

Soit J €Il un 1idéal de (N) contenant I’1déal des parties finies. On définit
dans Ol Vensemble C,= {p: p est une fonction a valeurs dans {o, 1}
dont le domaine est un élément de J}. On ordonne C; en posant
P<q=p>g

Soit G une partie -Jll-générique de C;,, G définit un réel

g=1{(n, 1) :{(n, i) eG).

Comme G est I'ensemble des restrictions de g aux éléments de J on a
M[G] = M[g]. Les réels définis par les parties IN-génériques de C,
sont appelés J-génériques Cohen sur I.

S1 'idéal J n’est pas maximal il est facile de voir que C, est isomorphe
a un produit, une partie Jll-générique se décompose donc, de méme le
réel associé. Ainsi un J-générique Cohen n’est pas minimal sur J.

Dans ce qui suit on montre que s1 J est maximal un J-générique Cohen
sur 1L est minimal sur I s1 et seulement s1 J a pour dual un ultrafiltre

sélectif (déf. 1.2).

1. QUELQUES PROPRIETES COMBINATOIRES. — S0it ¢(N) I’ensemble
des suites finies d’entiers. Si1 s€c(N), s: k - N, si a€N, on note s % (a)
la suite de domaine k + 1 qui prolonge s et dont la valeur au point k est a.

Soit J un idéal de %(N) contenant 'idéal des parties finies.

DirFinrrion 1.4, — a. Un arbre A est un sous-ensemble non vide de 5(N)
clos par restriction de suites. Unce subdivision de A est un ensemble
d’entiers du type {¢:sx(a)€A} pour un s de A. A est un J-arbre si
aucune subdivision de A n’est dans J. Une branche H de A est une appli-
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cation de N dans N dont toute restriction & un entier est dans A. H est
une J-branche si son image n’est pas dans J.
b. J est un T-i1déal si tout J-arbre a une J-branche.

Soit F le dual de J: F={N— X; Xe&J}|

DériniTion 1.2, — Le filire F est dit sélectif si pour toute partition
de N en éléments de J 1l existe un élément de F coupant chaque ensemble
de la partition en au plus un point,.

Tutorime 1.3. — Si J est maximal, alors J est un'T-idéal st et seulement
st son ulirafiltre dual est sélectif.

La preuve de ce théoréme dont 1’essentiel se trouve dans Booth (') ne
sera pas donnée 1cl.

Signalons- que I'existence d’ultrafiltres sélectifs est assurée par ’hypo-
thése du continu.

2. FORCING AVEC UN ULTRAFILTRE NON SELECTIF.

TatortMe 2.2. — St J est un idéal maximal de dual F non sélectif, alors
un J-générique Cohen sur O n’est pas minimal sur M.

Preuve. — Soit G, Mt-générique sur C,, et soit g le réel associé. F n’étant
pas sélectif, soit (z,),ex une partition de N en éléments de J sans sélec-
teur dans F. Notons 2*¢/I, le quotient de 2 par 'idéal des parties finics
de z, et soit h, une fonction de choix sur 2™/l,.

On définit B:\ ) 2™ {0, 1} par B(l) =1 si et seulement si, [ étant
neEN '
dans 2%, différe du représentant par h, de sa classe dans 2™, sur un

nombre fini pair d’entiers.
On définit alors dans IN[g] un réel f par f(n) =1 s1 et seulement s1

B(gi{z, =1. Soit K I'idéal maximal défini par uGK«:‘-UmuEJ; on
. nen
montre simplement que [ est un réel K-générique Cohen sur O et done

n’est pas dans I, |
D’autre part, on montre aussi, que G est I [f]-générique sur X, sous-
cnsemble de C, défini par

.

PES < Vuldom(p)da,=B(plao)=/f(n)].

Utilisanl ’hypothese faite sur les Zn on voit aisémeni que X = {p€X: p
est incompatible avec un élément de G | est dense dans X, et par suite G,

donc g, n’est pas dans IJ[f]. |
C. Q. F. D.

3. « ForciNg » AVEC uUN T-1DEAL MAXIMAL.
Tutorime 3.1. — St J est un T-idéal maximal, alors un J-générique

Cohen sur M est minimal sur .

Preuve. — Soit f un réel de IN[g] ayant a pour dénotation.
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DeérFinitioN 3.2. — Deux conditions p, et p, sont dites a-compatibles
(noté p,|pa.) si pour chaque entier n elles ne décident pas a(n) diffé-
remment. L’entier n est dit indifférent a la condition p (noté nlp) si

ngdom(p) et (Vg p) (nddomg=> qU{(n,0)}[quU{(n, 1)}).

Soit p une condition, deux cas disjoints sont possibles :

(1) (g=p) (VrZLqg)tionJrn(nlr)
ou
(2) (Y g=p) (Ar=q) In(nlr).

Le théoréme se déduit aisément des deux lemmes qui suivent :

Lemme 3.3. — St p vérifie (1), alors il existe ¢ < p et H, fonction injec-
tive de N dans N, tels que Image (H) = N — dom (q) et pour tous n€&€N,
cor oeer ns€(0, 1], qUI(H(O), &)y ..., (H(n—1), &), (H(n),o0)]
et qU{(H(0), &), ..., (H(n —1), €n_y), (H(n), 1)} sont a-tncompatibles.

LemME 3.4. — Su p vérifie(2) alors il existe ¢ < p qui décide tous les a(n),
n€N. .

La preuve de ces deux lemmes se fait par une construction d’un
J-arbre A et d’une application croissante de A dans C; qui a s associe P,
dont le domaine est disjoint de 'itmage de s. S1 H est une J-branche de A
I’élément g cherché se définmit avec la réunion des P,,, qui est un élément
de C; car son domaine est disjoint de I'image de H.

Les deux. constructions nécessaires aux deux lemmes se déduisent
aisément des deux propositions suivantes :

Prorosttion 3.5. — Si peC,; et st n, n,, ..., n,_, sonl des enliers
distincts non dans le domaine de p, et st (VW g p) non(nlq) alors, il existe
q < p dont le domaine ne contient pas n, n,, ..., n.., et tel que pour
tous €4y ..., Sy dans {0, 1}, qU{(ni, ), ..., (m_1, €_y), (n, 0)} et
qU{ (no, €0), « .., (Mu_1, &), (0, 1)} sont a-incompalibles.

Prorositrion 3.6. — St p vérifie (2), st m€N el st n,, ..., n; sont indiffé-
renls a p,alors { n: (Jr L p)[rdécidea(m)etn,, ..., nudom(r)etnlr]!gJd.
4. « FORCING » DE SILVER GENERALISE.

Dérinrrion 4.1, — J étant un idéal sur N de dual IF, posons C'= {p: p
est une fonction & valeurs dans | o, 1} dont le domaine est un ensemble
d’entiers non dans F }. On ordonne C’ par p = q < p prolonge g.

Comme plus haut une partie GIM-générique de C' ¢quivaut a un réel
g=1{(n,1):{(n, 1) }€G} puisque G est Pensemble des restrictions de g
qui appartiennent & Nl Un tel véel est dit J-générique Silver sur I,

Tutorime 4.2. — St J est un T-idéal, un J-générique Silver sur I
est mintmal sur .

La preuve de ce théoreme est identique a celle de 3.1.
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Notons € (N)/J le quotient de I’algébre des parties de N pér I’'idéal J.
(C’est un anneau de Boole, dont nous notons O I’élément nul.

Prorosition 4.3. — Sott J un T-idéal, alors ®(N)[J —{ O} satisfat
la propriété des inf dénombrables. Une partie ON-générique de T(N)|J —{O]}
équivaut a un T-1déal mazimal J* contenant J. Sv g est un réel J*-générique
Cohen sur NU[J*], g est ausst un réel J-générique Silper sur M. Incer-
sement su g est un réel J-générique Silver sur DN, Uensemble J* des domaines
des éléments du G assocté est un T-idéal maximal dans I [J*] qui équivaut
a une partie M -générique de L(N)|J — { O}, et g est un réel J*-générique
Cohen sur NM[J*].

Remarque. — L’1déal des parties finies étant un T-i1déal, on retrouve un
théoréme connu de Silver comme cas particulier de 4.2.

(*) Séance du 12 janvier 197o.
(*) D. D. BoorH, Countably indexed ulirafillers (Thesis, Wisconsin, 1969).
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